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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ

Ïðè èññëåäîâàíèè ìíîãèõ ôèçè÷åñêèõ ÿâëåíèé è ïðîöåññîâ ÷àñòî âûäåëÿåòñÿ
ìàëûé ëèáî áîëüøîé ïàðàìåòð, â ñâÿçè ñ ÷åì ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ýòèõ
ÿâëåíèé ëèáî ïðîöåññîâ ìîãóò îêàçàòüñÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûìè äèíàìè-
÷åñêèìè ñèñòåìàìè. Èññëåäîâàíèå äèíàìèêè óðàâíåíèé òàêîãî òèïà î÷åâèä-
íûì îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé èíòåðåñ.

Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ íåñêîëüêî òèïîâ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ñèñòåì ñ
áåñêîíå÷íîìåðíûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì: èññëåäóþòñÿ óðàâíåíèÿ ñ áîëü-
øèì çàïàçäûâàíèåì è óðàâíåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà ñ ìàëîé äèôôóçèåé.
Äëÿ íèõ ðåøàåòñÿ çàäà÷à èññëåäîâàòü ëîêàëüíóþ äèíàìèêó, ò. å. ïîâåäåíèå
ðåøåíèé ïðè t → ∞ â íåêîòîðîé ìàëîé ôèêñèðîâàííîé îêðåñòíîñòè ñîñòîÿ-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ, è íàéòè àñèìïòîòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå óñòàíîâèâøèõñÿ ðå-
æèìîâ.

Ðàññìàòðèâàåìûå â ðàáîòå óðàâíåíèÿ ñ çàïàçäûâàíèåì âîçíèêàþò åñòå-
ñòâåííûì îáðàçîì â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé âî ìíîãèõ ïðèëîæåíè-
ÿõ, îñîáåííî â áèîëîãèè, ìåäèöèíå, íåéðîäèíàìèêå, ðàäèîôèçèêå è ýëåêòðî-
íèêå, ëàçåðíîé ôèçèêå è ñèñòåìàõ îáðàáîòêè è ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè. Ñðåäè
íèõ âàæíîå ìåñòî çàíèìàþò ñèñòåìû, â êîòîðûõ âðåìÿ çàïàçäûâàíèÿ îòíî-
ñèòåëüíî âåëèêî. Òàêæå, ìàòåìàòè÷åñêèìè ìîäåëÿìè øèðîêîãî êëàññà çàäà÷
ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà è çàäà÷è, ñîäåðæàùèå
ðàñïðåäåëåíèå ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé.

Âîïðîñû àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèé ñèíãóëÿðíî âîçìóùåí-
íûõ óðàâíåíèé èññëåäîâàëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè. Áîëüøîé öèêë ðàáîò À. Á.
Âàñèëüåâîé, Â. Ô. Áóòóçîâà, Í. Í. Íåôåäîâà, Å. Ô. Ìèùåíêî, Í. Õ. Ðîçîâà,
Ñ. À. Ëîìîâà ïîñâÿùåí àñèìïòîòèêå ðåøåíèé òàêèõ óðàâíåíèé ñ ïðîèçâîëü-
íûì íà÷àëüíûì óñëîâèåì íà êîíå÷íîì îòðåçêå âðåìåíè.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàçâèâàåòñÿ è îáîáùàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä èñ-
ñëåäîâàíèÿ ëîêàëüíîé äèíàìèêè â îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ïðåä-
ëîæåííûé Þ. Ñ. Êîëåñîâûì äëÿ óðàâíåíèé ñ ìàëîé äèôôóçèåé (ñì., íàïðè-
ìåð ñòàòüþ1) è ïåðåíåñåííûé Ñ. À. Êàùåíêî íà óðàâíåíèÿ ñ áîëüøèì çàïàç-
äûâàíèåì è óðàâíåíèÿ ñ îòêëîíåíèåì ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé. Ãëàâíîå
îòëè÷èå ýòèõ ñòàòåé îò íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìàëûå ïàðàìåò-
ðû íàõîäÿòñÿ â îäíîì, ñòðîãî çàäàííîì ñîîòíîøåíèè.

Ìóëüòèñòàáèëüíîñòü, èíäóöèðîâàííàÿ çàïàçäûâàíèåì îáñóæäàåòñÿ â ðà-
áîòàõ Ì. Âîëüôðóìà, Ñ. ßí÷óêà, Ò. Ýðíþ è äðóãèõ àâòîðîâ. Äëÿ ëàçåðíûõ
ñèñòåì ìóëüòèñòàáèëüíîñòü áûëà îïèñàíà ðàíåå â ðàáîòàõ Å. Â. Ãðèãîðüåâîé,
Ñ. À. Êàùåíêî, Ã. Õàêåíà ìåòîäàìè íåëîêàëüíîãî àíàëèçà ðåëàêñàöèîííûõ
ðåæèìîâ.

1Âàñèëüåâà À. Á., Êàùåíêî Ñ. À., Êîëåñîâ Þ. Ñ., Ðîçîâ Í. Õ. Áèôóðêàöèÿ àâòîêîëåáàíèé íåëèíåéíûõ
ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ ìàëîé äèôôóçèåé // ÌàòÑáîðíèê. 1986. Ò. 130(172), �4(8). Ñ. 488�499.
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Âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè ðåøåíèé îïðåäåëåííîãî âèäà â
ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâíåíèÿõ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà èçó÷àëèñü ìíî-
ãèìè àâòîðàìè. ×èñëåííûå èññëåäîâàíèÿ ïàðàáîëè÷åñêèõ ñèñòåì îïèñàíû,
íàïðèìåð, â ðàáîòàõ Ò. Ñ. Àõðîìååâîé, Ñ. Ï. Êóðäþìîâà, Ã. Ã. Ìàëèíåöêîâ-
ãî, À. À. Ñàìàðñêîãî, Ñ. Ä. Ãëûçèíà, À. Þ. Êîëåñîâà, Í. Õ. Ðîçîâà.

Äèíàìèêà ðåøåíèé ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ñ ÷àñò-
íûìè ïðîèçâîäíûìè è îòêëîíåíèåì ïðîñòðàíñòâåííîãî àðãóìåíòà èçó÷àëàñü
â ðàáîòàõ À. Â. Ðàçãóëèíà, Ï. Ïåðëèêîâñêîãî, Ñ. ßí÷óêà, À. Ë. Ñêóáà÷åâñêî-
ãî, C. À. Êàùåíêî, Å. Ï. Áåëàíà, À. Þ. Êîëåñîâà, Ñ. Ä. Ãëûçèíà, Í. Õ. Ðîçîâà
è äð.

Öåëè è çàäà÷è

Öåëÿìè ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ, âî-ïåðâûõ, íåîáõîäèìîñòü ðàçðàáîòàòü ýôôåêòèâ-
íûé, óíèâåðñàëüíûé ìåòîä, ïðèãîäíûé â òîì ÷èñëå è äëÿ èíæåíåðíûõ ðàñ÷å-
òîâ, èññëåäîâàíèÿ ëîêàëüíîé (â îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ) äèíàìè-
êè ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ñèñòåì ñ áåñêîíå÷íîìåðíûì ôàçîâûì ïðîñòðàí-
ñòâîì. Âî-âòîðûõ, ïðåäëîæèòü àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ñ ïîìîùüþ ðàçðàáî-
òàííîãî ìåòîäà àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðèáëèæåíèé óñòàíîâèâøèõñÿ ðåøåíèé. Â-
òðåòüèõ, äàòü îáúÿñíåíèå ñëîæíûì äèíàìè÷åñêèì ýôôåêòàì, âîçíèêàþùèõ â
óðàâíåíèÿõ ñ áîëüøèì çàïàçäûâàíèåì è â ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåëåííûõ
ñèñòåìàõ.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èññëåäóþòñÿ óðàâíåíèÿ è ñèñòåìû óðàâíåíèé ñ
çàïàçäûâàíèåì ðàçëè÷íîãî âèäà, ñèñòåìû ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà, â òîì ÷èñëå
ñîäåðæàùèå çàïàçäûâàíèå è èíòåãðàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ïî ïðîñòðàíñòâåí-
íîé ïåðåìåííîé. Èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäÿòñÿ äëÿ óðàâíåíèé ñ îäíèì çàïàçäû-
âàíèåì, óðàâíåíèé ñ äâóìÿ çàïàçäûâàíèÿìè, óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ ðàñ-
ïðåäåëåííîå çàïàçäûâàíèå, à òàêæå çàïàçäûâàíèå, çàâèñÿùåå îò íåèçâåñòíîé
ôóíêöèè; äëÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà, à
òàêæå ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì è ðàñïðåäåëåíèåì ïî ïðî-
ñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé.

Äëÿ âñåõ èçó÷àåìûõ óðàâíåíèé è ñèñòåì ñòàâèòñÿ çàäà÷à èññëåäîâàòü ïî-
âåäåíèå ðåøåíèé èç íåêîòîðîé ìàëîé ôèêñèðîâàííîé îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ
ðàâíîâåñèÿ. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, â ñâîþ î÷åðåäü, ñòàâÿòñÿ çàäà÷è:

- ïðîâåñòè àíàëèç ðàñïîëîæåíèÿ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ,
âûäåëèòü êðèòè÷åñêèå ñëó÷àè;

- â ñëó÷àÿõ, áëèçêèõ ê êðèòè÷åñêèì, ñâåñòè èñõîäíóþ ñèíãóëÿðíî âîçìó-
ùåííóþ çàäà÷ó ê ñåìåéñòâó ýâîëþöèîííûõ óðàâíåíèé � êâàçèíîðìàëüíûõ
ôîðì (êàê ïðàâèëî, ýòî óðàâíåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà);

- ïîëó÷èòü ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ïî íåâÿçêå ðåøåíèé èñ-
õîäíûõ çàäà÷.
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Íàó÷íàÿ íîâèçíà

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
1. Ðàçðàáîòàí ìåòîä èññëåäîâàíèÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ñèñòåì â êðè-

òè÷åñêèõ ñëó÷àÿõ áåñêîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè ïðè ðàçëè÷íûõ ñîîòíîøåíèÿõ ìà-
ëûõ ïàðàìåòðîâ. Ñóòü ýòîãî ìåòîäà ñîñòîèò â ñâåäåíèè ñ ïîìîùüþ àñèìïòî-
òè÷åñêîé çàìåíû èñõîäíîé çàäà÷è ê êâàçèíîðìàëüíîé ôîðìå. íå ñîäåðæàùåé
ìàëûõ ïàðàìåòðîâ.

2. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà áûëè ïîñòðîåíû àñèìïòîòè÷åñêèå ïðèáëèæå-
íèÿ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ýòè àñèìïòîòè÷åñêèå ïðèáëèæå-
íèÿ ÿâëÿþòñÿ, ñ îäíîé ñòîðîíû, äîñòàòî÷íî ïðîñòûìè äëÿ äàëüíåéøåãî àíà-
ëèçà, à ñ äðóãîé � ïîçâîëÿþò ñòðîèòü çàìåíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ êâàçèíîðìàëü-
íûõ ôîðì.

3. Ðàçðàáîòàííûé ìåòîä ïðèìåíåí ê øèðîêîìó êëàññó ñèíãóëÿðíî âîçìó-
ùåííûõ çàäà÷: çàäà÷àì ñ îäíèì è äâóìÿ çàïàçäûâàíèÿìè, ðàñïðåäåëåííûì
çàïàçäûâàíèåì, çàïàçäûâàíèåì, çàâèñÿùèì îò èñêîìîé ôóíêöèè, à òàêæå ê
çàäà÷àì, ñîäåðæàùèì ðàñïðåäåëåíèå ïî ïðîñòðàíñòâåííîìó àðãóìåíòó. Äëÿ
âñåõ çàäà÷ ïîñòðîåíû êâàçèíîðìàëüíûå ôîðìû, êîòîðûå íå ñîäåðæàò âîîáùå
ìàëûõ ïàðàìåòðîâ, ëèáî çàâèñÿò îò íåãî ðåãóëÿðíî. Ïîêàçàíî, ÷òî êâàçèíîð-
ìàëüíûå ôîðìû, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿþòñÿ ñåìåéñòâàìè íåëèíåéíûõ êðàåâûõ
çàäà÷ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà.

4. Ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèÿ êâàçèíîðìàëüíûõ ôîðì ÿâëÿþòñÿ íóëåâûì ïðè-
áëèæåíèåì äëÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ïî íåâÿçêå ðåøåíèé èñõîäíûõ çàäà÷. Ïðè-
âåäåíû ðàâíîìåðíûå àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû.

5. Ìàòåìàòè÷åñêè îïèñàíî â ïîñòàâëåííûõ çàäà÷àõ ÿâëåíèå ãèïåðìóëü-
òèñòàáèëüíîñòè, ò. å. ñèòóàöèè, êîãäà êîëè÷åñòâî óñòàíîâèâøèõñÿ ðåæèìîâ
íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ìàëûõ ïàðàìåòðîâ.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû

Òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü íàó÷íîé ðàáîòû îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðåäëîæåí-
íûé ìåòîä êâàçèíîðìàëüíûõ ôîðì ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî óíèâåðñàëüíûì è
ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ èññëåäîâàíèÿ áîëüøîãî êëàññà ñèíãóëÿðíî âîçìó-
ùåííûõ çàäà÷ ñ áåñêîíå÷íîìåðíûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì.

Èññëåäîâàííûå ñèñòåìû ñ çàïàçäûâàíèåì ÿâëÿþòñÿ îñíîâàìè äëÿ ìàòå-
ìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ ðàçëè÷íûå êëàññû ëàçåðîâ, ðåçóëüòàòû
îòíîñèòåëüíî èõ äèíàìèêè ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ ïðè èçó÷åíèè îïòîýëåê-
òðîííûõ ñèñòåì, ñèñòåì ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè. Óðàâíåíèÿ ñ ðàñïðåäåëåíèåì
ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé èñïîëüçóþòñÿ â çàäà÷àõ õèìè÷åñêîé êèíå-
òèêè, ïîýòîìó ðåçóëüòàòû î äèíàìèêå òàêèõ ñèñòåì òàêæå èìåþò áîëüøîå
ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå.

Ðàçðàáîòàííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ñèíãóëÿðíî âîç-
ìóùåííûõ ñèñòåì ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ÿâíûå ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèé è áóäåò
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ïîëåçåí ïðè èíæåíåðíûõ ðàñ÷åòàõ.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ

Îñíîâíîé èñïîëüçóåìûé â ðàáîòå ìåòîä � ýòî ìåòîä ïîñòðîåíèÿ òàê íàçûâà-
åìûõ êâàçèíîðìàëüíûõ ôîðì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñîîòíîøåíèÿ ìàëûõ ïàðà-
ìåòðîâ. Ýòî àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä, ñóòü êîòîðîãî ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñèñòå-
ìà, ïàðàìåòðû êîòîðîé áëèçêè ê êðèòè÷åñêèì çíà÷åíèÿì, ñ ïîìîùüþ ñïå-
öèàëüíîé çàìåíû ñâîäèòñÿ ê ñåìåéñòâó óðàâíåíèé, íå ñîäåðæàùèõ ìàëûõ
ïàðàìåòðîâ ëèáî çàâèñÿùèõ îò íèõ ðåãóëÿðíûì îáðàçîì. Ðåøåíèÿ êâàçèíîð-
ìàëüíîé ôîðìû äîñòàâëÿþò ãëàâíûå ÷àñòè (è îïðåäåëÿþò ïîñòðîåíèå ñëåäó-
þùèõ ïðèáëèæåíèé) àñèìïòîòè÷åñêèõ ïî íåâÿçêå ðåøåíèé ðàâíîìåðíî ïðè
âñåõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ âðåìåíè. Ìåòîä êâàçèíîðìàëüíûõ ôîðì èìå-
åò â ñâîåé îñíîâå ìåòîäû íîðìàëüíûõ ôîðì, êîòîðûå â áåñêîíå÷íîìåðíûõ
êðèòè÷åñêèõ ñëó÷àÿõ íåïîñðåäñòâåííî íåïðèìåíèìû.

Ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó

1. Ðàçðàáîòàí ìåòîä ñâåäåíèÿ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííîé çàäà÷è â áåñêî-
íå÷íîìåðíîì êðèòè÷åñêîì ñëó÷àå ê ñïåöèàëüíîìó ñåìåéñòâó ýâîëþöèîííûõ
óðàâíåíèé, íå ñîäåðæàùåãî ìàëîãî ïàðàìåòðà, ëèáî çàâèñÿùåãî îò íåãî ðå-
ãóëÿðíûì îáðàçîì, � êâàçèíîðìàëüíîé ôîðìå.

2. Â áåñêîíå÷íîìåðíûõ êðèòè÷åñêèõ ñëó÷àÿõ â çàäà÷àõ îá óñòîé÷èâîñòè
ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïîñòðîåíû ñïåöèàëüíûå àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëå-
íèÿ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

3. Ïîñòðîåíû êâàçèíîðìàëüíûå ôîðìû è ïðèâåäåíû ÿâíûå àñèìïòîòè÷å-
ñêèå ôîðìóëû, ñâÿçûâàþùèå ðåøåíèÿ èñõîäíûõ óðàâíåíèé è ïîñòðîåííûõ
êâàçèíîðìàëüíûõ ôîðì, äëÿ çàäà÷ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà ñ îäíèì áîëü-
øèì çàïàçäûâàíèåì, à òàêæå óðàâíåíèé è ñèñòåì ñ ñèëüíûì çàïàçäûâàþùèì
óïðàâëåíèåì.

4. Âûäåëåíû îáëàñòè óñòîé÷èâîñòè è íåóñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ, à òàêæå êðèòè÷åñêèå ñëó÷àè â óðàâíåíèÿõ ñ äâóìÿ çàïàçäûâàíèÿìè, â
ñëó÷àå êîãäà õîòÿ áû îäíî èç íèõ âåëèêî, à òàêæå äëÿ óðàâíåíèé ñ ðàñïðåäå-
ëåííûì çàïàçäûâàíèåì è çàïàçäûâàíèåì, çàâèñÿùèì îò íåèçâåñòíîé ôóíê-
öèè. Ïîñòðîåíû ïîëíûå íàáîðû êâàçèíîðìàëüíûõ ôîðì, ïîëó÷åíû ôîðìóëû
äëÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðèáëèæåíèé ðåøåíèé â êðèòè÷åñêèõ ñëó÷àÿõ.

5. Ïðèâåäåíà êëàññèôèêàöèÿ êðèòè÷åñêèõ ñëó÷àåâ â ñèíãóëÿðíî âîçìó-
ùåííûõ äâóõêîìïîíåíòíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ ñèñòåìàõ. Ïîñòðîåíû êâàçèíîð-
ìàëüíûå ôîðìû, ïîëó÷åíû ôîðìóëû äëÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ïðèáëèæåíèé ðå-
øåíèé.

6. Ðàçâèòûå ìåòîäû ïðèìåíåíû ê çàäà÷àì ñ çàïàçäûâàíèåì è ìàëîé äèô-
ôóçèåé, à òàêæå ê çàäà÷àì, ñîäåðæàùèì ñ ðàñïðåäåëåíèå ïî ïðîñòðàíñòâåí-
íîé ïåðåìåííîé. Â êðèòè÷åñêèõ ñëó÷àÿõ ïîñòðîåíû êâàçèíîðìàëüíûå ôîð-
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ìû, ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû îòíîñèòåëüíî àñèìïòîòè÷åñêèõ ïî íåâÿçêå ðåøåíèé
òàêèõ çàäà÷.

7. Ïîêàçàíî, ÷òî âàæíóþ ðîëü èãðàåò ñîîòíîøåíèå ìåæäó ìàëûìè ïà-
ðàìåòðàìè: îñíîâíûì, õàðàêòåðèçóþùèì ¾ðàçìåð¿ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, è
ìàëûì ïàðàìåòðîì, õàðàêòåðèçóþùèì ¾íàäêðèòè÷íîñòü¿, ò. å. îòêëîíåíèå
ñïåêòðà ñîîòâåòñòâóþùåãî ëèíåéíîãî îïåðàòîðà îò ìíèìîé îñè. Êàê ïðàâè-
ëî, óâåëè÷åíèå ¾íàäêðèòè÷íîñòè¿ ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ñåìåéñòâ êâàçèíîð-
ìàëüíûõ ôîðì, çàâèñÿùèõ îò ïðîèçâîëüíûõ ïàðàìåòðîâ è, êàê ñëåäñòâèå, ê
ãèïåðìóëüòèñòàáèëüíîñòè.

8. Ïîêàçàíî, ÷òî â ðÿäå ñëó÷àåâ ïðèñóòñòâóåò ÷óâñòâèòåëüíàÿ çàâèñèìîñòü
ðåøåíèé îò ìàëîãî ïàðàìåòðà, âûðàæàþùàÿñÿ â òîì, ÷òî ïðè ñòðåìëåíèè
ìàëîãî ïàðàìåòðà ê íóëþ â ñèñòåìå ìîæåò èäòè áåñêîíå÷íûé ïðîöåññ ïðÿìûõ
è îáðàòíûõ áèôóðêàöèé.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû

Ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå â òåêñòå äèññåðòàöèè, äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ
ìåæäóíàðîäíûõ è ðîññèéñêèõ íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ: ¾Òèõîíîâ è ñîâðåìåí-
íàÿ ìàòåìàòèêà¿ (Ìîñêâà, ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, 2006); ¾Ìàòåìàòè-
÷åñêèå ìåòîäû â òåõíèêå è òåõíîëîãèÿõ¿ (ßðîñëàâëü, ßÃÒÓ, 2007); ¾Õàî-
òè÷åñêèå àâòîêîëåáàíèÿ è îáðàçîâàíèå ñòðóêòóð¿ (Ñàðàòîâ, ÑÃÓ, 2007, 2010,
2013, 2016); ¾Synergetics: Self-Organization Principles in Animate and Inanimate
Systems¿ (Ãåðìàíèÿ, Áàä Õîííåô, Ôèçè÷åñêèé öåíòð, 2007), âîðîíåæñêàÿ
çèìíÿÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ øêîëà Ñ.Ã. Êðåéíà (Âîðîíåæ, ÂîðÃÓ, 2008); ìåæäó-
íàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ïàìÿòè À.Þ. Ëåâèíà ¾Ìàòåìàòèêà, êèáåð-
íåòèêà, èíôîðìàòèêà¿ (ßðîñëàâëü, ßðÃÓ èì. Ï.Ã. Äåìèäîâà, 2008); íàó÷-
íàÿ øêîëà ¾Íåëèíåéíûé âîëíû¿ (Íèæíèé Íîâãîðîä, ÈÏÔ ÐÀÍ, 2010, 2012);
IEEE Workshop on Nonlinear Dynamics of Electronic Systems (NDES2010) (Ãåð-
ìàíèÿ, Äðåçäåí, 2010); ¾Nonlinear Dynamics on Networks¿ (Êèåâ, 2010); ¾Äèô-
ôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è èõ ïðèëîæåíèÿ¿ (Ñàìàðà, ÑàìÃÓ, 2011); ¾Ìà-
òåìàòè÷åñêèå èäåè Ï. Ë. ×åáûøåâà è èõ ïðèëîæåíèå ê ïðîáëåìàì åñòå-
ñòâîçíàíèÿ¿ (Ìîñêâà, ÈÌ ÐÀÍ èì. Ñòåêëîâà, 2011); ¾Emergent Dynamics
of Oscillatory Networks¿ (Ìåëëàñ, 2012); ¾Foundations & Advances in Nonlinear
Science and Advances in Nonlinear Photonic¿ (Ìèíñê, ÁÃÓ, 2012, 2014, 2016);
¾Ìîäåëèðîâàíèå è àíàëèç èíôîðìàöèîííûõ ñèñòåì¿ (ßðîñëàâëü, ßðÃÓ, 2012);
¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ è îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå¿, ïîñâÿùåííàÿ
90-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ àêàäåìèêà Å. Ô. Ìèùåíêî (Ìîñêâà, ÈÌ ÐÀÍ èì.
Ñòåêëîâà, 2012); ¾Dynamics, Bifurcations and Strange attractors¿, ïîñâÿùåí-
íàÿ ïàìÿòè Ë. Ï. Øèëüíèêîâà (Íèæíèé Íîâãîðîä, ÍÍÃÓ, 2013); ¾Íåëèíåé-
íàÿ äèíàìèêà è åå ïðèëîæåíèÿ¿, ïîñâÿùåííàÿ 150-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ
Ï. Ïåíëåâå (ßðîñëàâëü, ßðÃÓ, 2013); ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî äèô-
ôåðåíöèàëüíûì è ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì (Ìîñêâà,
ÐÓÄÍ, 2014, 2017); ¾Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè¿ (Ìîñêâà,
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ÌÃÓ èì. Ì. Â. Ëîìîíîñîâà, 2014); ¾Ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîé è òåîðåòè-
÷åñêîé ôèçèêè è ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå¿ (Ìîñêâà, ÍÈßÓ ÌÈÔÈ,
2015, 2016, 2017); ¾Nonlinear Photonics: intheory, Materials, Application¿ (Ñàíêò-
Ïåòåðáóðã, ÑÏáÃÓ, 2015); ¾In�nite-dimentional dynamics, dissipative systems,
and attractors¿ (Ííèæíèé Íîâãîðîä, ÍÍÃÓ, 2015); ¾Íåëèíåéíûå ìåòîäû â
ôèçèêå è ìåõàíèêå¿ (ßðîñëàâëü, ßðÃÓ, 2015); ¾13th Annual Workshop on
Numerical Methods for Problems with Layer Phenomena¿ (Ìîñêâà, ÌÃÓ); ¾Dyna-
mics, Bifurcations and Chaos¿ (Íèæíèé Íîâãîðîä, ÍÍÃÓ, 2016, 2017); ¾Ñîâðå-
ìåííûå ïðîáëåìû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêè¿
(Ìîñêâà, ÌÃÓ, 2016); ¾Dynamics Days Europe¿ (Âåíãðèÿ, Ñåãåä, 2017); ¾Íî-
âûå òåíäåíöèè â íåëèíåéíîé äèíàìèêå¿ (ßðîñëàâëü, ßðÃÓ èì. Ï. Ã. Äåìè-
äîâà, 2017); ¾Shilnikov Workshop 2017¿ (Íèæíèé Íîâãîðîä, ÍÍÃÓ, 2017).

Ðåçóëüòàòû çàñëóøèâàëèñü íà çàñåäàíèÿõ ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ ñåìèíà-
ðîâ: ¾Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðîâ Ñ. Ä. Ãëûçèíà è
Ñ. À. Êàùåíêî (ßðîñëàâëü. ßðÃÓ èì. Ï.Ã. Äåìèäîâà, 2007�2017); ¾Nichtlineare
Dynamik¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà Á. Ôèäëåðà (Ãåðìàíèÿ, Áåðëèí, Ñâî-
áîäíûé óíèâåðñèòåò, 2010), ¾Laser Dynamics¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà
À. Âëàäèìèðîâà (Ãåðìàíèÿ, Áåðëèí, Èíñòèòóò àíàëèçà è ñòîõàñòèêè èì. Âåé-
åðøòðàññà, 2010, 2012, 2013); ñåìèíàð êàôåäðû ìàòåìàòèêè ôèçè÷åñêîãî ôà-
êóëüòåòà ÌÃÓ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðîâ Â. Ô. Áóòóçîâà è Í. Í. Íåôå-
äîâà (Ìîñêâà, ÌÃÓ, 2012, 2016); ñåìèíàð êàôåäðû îáùåé ìàòåìàòèêè ôà-
êóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà È. Ñ. Ëîìîâà (Ìîñêâà.
ÌÃÓ, 2016); ñåìèíàð êàôåäðû âûñøåé ìàòåìàòèêè ÌÝÈ ïîä ðóêîâîäñòâîì
ïðîôåññîðîâ Â. Ô. Ñàôîíîâà è À. À. Áîáîäæàíîâà (Ìîñêâà. ÌÝÈ, 2016);
ñåìèíàð êàôåäðû ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ôàêóëüòåòà ÂÌÊ ÌÃÓ ïîä ðóêî-
âîäñòâîì ïðîôåññîðà À. Â. Ðàçãóëèíà (Ìîñêâà, ÌÃÓ, 2016); ñåìèíàð ¾Àñèìï-
òîòè÷åñêèå ìåòîäû â ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêå¿ ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà
Ñ. Þ. Äîáðîõîòîâà (Ìîñêâà, ÈÏÌåõ èì. À.Þ. Èøëèíñêîãî ÐÀÍ, 2016); ñåìè-
íàð ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå è ôóíêöèîíàëüíî-äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ¿
ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîôåññîðà À. Ë. Ñêóáà÷åâñêîãî (Ìîñêâà, ÐÓÄÍ, 2017); ñå-
ìèíàð ëàáîðàòîðèè ¾Õàîòè÷åñêèå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû¿ ÔÈÖ ¾Èíôîðìà-
òèêà è óïðàâëåíèå¿ ÐÀÍ ÈÑÀ (Ìîñêâà, ÔÈÖ ¾Èíôîðìàòèêà è óïðàâëåíèå¿
ÐÀÍ ÈÑÀ, 2017).

×àñòè÷íî ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè áûëè ïîëó÷åíû â ïðîöåññå âûïîëíåíèÿ
ðàáîò ïî ïðîåêòó � 1.5722.2017/8.9 â ðàìêàõ áàçîâîé ÷àñòè ãîñóäàðñòâåííîãî
çàäàíèÿ íà ÍÈÐ ßðÃÓ.

Ïóáëèêàöèè

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïîëíîñòüþ îïóáëèêîâàíû. Ñïèñîê îñíîâíûõ ïóá-
ëèêàöèé ñîäåðæèò 29 ñòàòåé, îïóáëèêîâàííûõ â ðåöåíçèðóåìûõ èçäàíèÿõ,
âõîäÿùèõ â ñïèñîê ÂÀÊ, áàçû Web of Science è Scopus. Îí ïðèâåäåí â êîíöå
àâòîðåôåðàòà.

Ðàáîòû, âûïîëíåííûå â ñîàâòîðñòâå ñ Êàùåíêî Ñ.À., ïîñâÿùåíû çàäà÷àì,
êîòîðûå ðàíåå èññëåäîâàëèñü èì â îäíîì ÷àñòíîì ñëó÷àå. Ñîàâòîðîì ñäåëàíà
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ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ïîëó÷åíû ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê îäíîìó (áàçîâîìó)
ñëó÷àþ ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ìàëûìè ïàðàìåòðàìè. Ýòî íå âûíîñèòñÿ íà çà-
ùèòó. Â òî âðåìÿ êàê ìåòîä èññëåäîâàíèé è íîâûå ðåçóëüòàòû ïðèíàäëåæàò
àâòîðó äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû è âîøëè â äèññåðòàöèþ.

Â ðàáîòàõ, âûïîëíåííûõ ñîâìåñòíî ñ Ãðèãîðüåâîé Å. Â. è Êàùåíêî Ñ. À.,
ñîàâòîðàì ïðèíàäëåæàò ôèçè÷åñêàÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è,
âûäåëåíèå êðèòè÷åñêèõ ñëó÷àåâ, à òàêæå òðàêòîâêà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.
Ýòî íå âõîäèò â äèññåðòàöèþ è íà çàùèòó íå âûíîñèòñÿ. Àâòîðó äèññåðòàöè-
îííîé ðàáîòû ïðèíàäëåæèò ìåòîä èññëåäîâàíèé, ïîñòðîåííûå êâàçèíîðìàëü-
íûå ôîðìû, àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû è èòîãîâûå òåîðåìû.

Îñíîâíîå ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Â ðàáîòå èçó÷àåòñÿ íåñêîëüêî òèïîâ ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûõ ñèñòåì ñ áåñ-
êîíå÷íîìåðíûì ôàçîâûì ïðîñòðàíñòâîì: èññëåäóþòñÿ óðàâíåíèÿ ñ áîëüøèì
çàïàçäûâàíèåì è óðàâíåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà ñ ìàëîé äèôôóçèåé. Îòìå-
òèì, ÷òî óðàâíåíèÿ ñ ìàëîé äèôôóçèåé ýêâèâàëåíòíû óðàâíåíèÿì, çàäàííûì
íà àñèìïòîòè÷åñêè áîëüøîé îáëàñòè èçìåíåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåí-
íîé. Òàêèì îáðàçîì ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî â êàæäîé çàäà÷å � ýòî ïðîñòðàí-
ñòâî ôóíêöèé ñ áîëüøîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ.

Îñíîâíàÿ çàäà÷à, êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ, � ýòî çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ ëîêàëüíîé
äèíàìèêè ýòèõ ñèñòåì, ò. å. ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé ïðè t→∞ â íåêîòîðîé ìàëîé
ôèêñèðîâàííîé îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Öåíòðàëüíîå ìåñòî èññëåäîâàíèé çàíèìàåò èçó÷åíèå êðèòè÷åñêèõ ñëó÷à-
åâ � ñèòóàöèé, êîãäà òåîðåìà îá óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ íå
ïðèìåíèìà èç-çà òîãî, ÷òî åñòü êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ñêîëü
óãîäíî áëèçêèå ê ìíèìîé îñè. Ãëàâíûé ðåçóëüòàò � îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ ðåøå-
íèé â òàêèõ ñëó÷àÿõ, à òàêæå àñèìïòîòè÷åñêèé ìåòîä, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî
èñõîäíàÿ ñèñòåìà ñâîäèòñÿ ê êâàçèíîðìàëüíîé ôîðìå � óðàâíåíèþ áåç ìàëûõ
ïàðàìåòðîâ, ïîâåäåíèå ðåøåíèé êîòîðîãî äîñòàâëÿåò ãëàâíóþ ÷àñòü àñèìï-
òîòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèé èñõîäíîé çàäà÷è.

Ïðè èçó÷åíèè ñëó÷àÿ, áëèçêîãî ê êðèòè÷åñêîìó, âîçíèêàåò âòîðîé ìàëûé
ïàðàìåòð. Ñîîòíîøåíèå ìàëûõ ïàðàìåòðîâ èãðàåò âàæíóþ ðîëü è îòêðûâà-
åò ïóòü ê îáúÿñíåíèþ ôåíîìåíà ãèïåðìóëüòèñòàáèëüíîñòè � ñèòóàöèè, êîãäà
êîëè÷åñòâî óñòàíîâèâøèõñÿ ðåøåíèé ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì. Ýòî
îáúÿñíÿåòñÿ òåì ôàêòîì, ÷òî â êà÷åñòâå êâàçèíîðìàëüíûõ ôîðì, êàê áóäåò
ïîêàçàíî, ïîëó÷èì ñåìåéñòâî óðàâíåíèé, çàâèñÿùåå îò ïðîèçâîëüíîãî ïàðà-
ìåòðà (ëèáî íàáîðà òàêèõ ïàðàìåòðîâ).

Ïðèâîäÿòñÿ ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðèáëèæåíèÿ óñòîé-
÷èâûõ ðåøåíèé äëÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Îáùàÿ èäåÿ èññëåäîâàíèé

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîñòàâëåíà çàäà÷à èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ðåøåíèé â
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îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ, ñîäåðæàùåãî ìà-
ëûé ïàðàìåòð ε, ïðè÷åì çàâèñèìîñòü îò ýòîãî ïàðàìåòðà ñèíãóëÿðíàÿ. Íà-
ïðèìåð, ε ñòîèò ïðè ñòàðøåé ïðîèçâîäíîé â óðàâíåíèè ñ çàïàçäûâàíèåì, ëèáî
ïðè êîýôôèöèåíòå äèôôóçèè â óðàâíåíèè ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà.

Èäåÿ èññëåäîâàíèé ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïîâåäåíèÿ ðå-
øåíèé âáëèçè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ëèíåàðèçóåì èñõîäíóþ çàäà÷ó è ïîñòðî-
èì õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå. Çàòåì â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ âûäå-
ëèì îáëàñòè, êîãäà ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ ε âñå êîðíè õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ èìåþò îòðèöàòåëüíûå, îòäåëåííûå îò íóëÿ âåùå-
ñòâåííûå ÷àñòè. Ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ â èñõîäíîé çàäà÷å íàáëþäà-
åòñÿ òðèâèàëüíàÿ äèíàìèêà � âñå ðåøåíèÿ èç íåêîòîðîé ìàëîé (íî ôèêñèðî-
âàííîé) îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñòðåìÿòñÿ ê íåìó ïðè äîñòàòî÷íî
ìàëûõ ε. Àíàëîãè÷íî âûäåëÿåòñÿ îáëàñòü ïàðàìåòðîâ, ïðè êîòîðûõ ñóùå-
ñòâóåò îòäåëåííûé îò ìíèìîé îñè êîðåíü õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ
ïîëîæèòåëüíîé âåùåñòâåííîé ÷àñòüþ. Â ýòîé îáëàñòè äèíàìèêà ñòàíîâèòñÿ
íåëîêàëüíîé � â íåêîòîðîé ôèêñèðîâàííîé îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ
ïðè ε íåò óñòîé÷èâûõ ðåæèìîâ. Âñå îñòàâøèåñÿ � êðèòè÷åñêèå � ñëó÷àè õà-
ðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî ïðè òàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñóùåñòâóåò êîðåíü
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, ñêîëü óãîäíî áëèçêèé ê ìíèìîé îñè (è ïðè
ýòîì íåò êîðíåé â ïðàâîé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè, îòäåëåííûõ îò ìíè-
ìîé îñè). Â ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà ÷èñëî òàêèõ êîðíåé áåñêîíå÷íî.
Òàêèå êðèòè÷åñêèå ñëó÷àè áóäåì íàçûâàòü áåñêîíå÷íîìåðíûìè. Äàëüíåéøèå
èññëåäîâàíèÿ ïîñâÿùåíû èçó÷åíèþ ñèòóàöèè, êîãäà ïàðàìåòðû áëèçêè ê êðè-
òè÷åñêèì. Íà ýòîì ýòàïå ïîÿâëÿåòñÿ åùå îäèí ìàëûé ïàðàìåòð µ.

Äàëåå íàì ïîòðåáóåòñÿ âûïèñàòü àñèìïòîòè÷åñêèå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ êîð-
íåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðûå ñòðåìÿòñÿ ê ìíèìîé îñè. Â ïðî-
ñòåéøèõ ñèòóàöèÿõ òàêèå êîðíè ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

λk(ε, µ) = ±iλ0(ε) + ikλIm(ε) + εnλk2(ε) + µλ1 + . . . , k ∈ Z.

Çäåñü λ0(ε) íåêîòîðàÿ íå çàâèñÿùàÿ îò k âåëè÷èíà (äîïóñòèìî λ0(ε) → ∞),
λIm(ε) áëèçêà ê êîíñòàíòå, n � íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, à λk2 ïðåäñòàâëÿåòñÿ â
âèäå λk2 = (d1k

2 + d2k + d3) + o(1). Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî âñåãäà Re d1 < 0.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàëûå ïàðàìåòðû ñâÿçàíû: µ = aεα. Òîãäà â ñëó-

÷àå α > n èìååì εα = o(εn), à çíà÷èò âëèÿíèå µ ñëèøêîì ìàëî. Ïîýòîìó
ýòîò ñëó÷àé ðàâíîñèëåí ñëó÷àþ α = n è a = 0. Â îáðàòíîì ñëó÷àå, êîãäà
α < n äëÿ òîãî, ÷òîáû ó÷åñòü âåùåñòâåííûå èç λk2 íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü
íîìåðà k, êîòîðûå èìåþò ïîðÿäîê ε(α−n)/2. Íàì áóäåò óäîáíî ïðåäñòàâèòü
èõ êàê (zε(α−n)/2 + θz(ε))k. Çäåñü z � ïðîèçâîëüíîå, ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî,
à θz(ε) ∈ [0, 1) äîïîëíÿåò zε(α−n)/2 äî öåëîãî çíà÷åíèÿ. Ïðè òàêèõ íîìåðàõ
îáà ¾ãëàâíûõ¿ ñëàãàåìûõ â Re λk èìåþò îäèíàêîâûé ïîðÿäîê ïî ε. Îñíîâ-
íàÿ èäåÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîñòðîèòü ñïåöèàëüíóþ çàìåíó, ñ ïîìîùüþ
êîòîðîé ìîæíî óïðîñòèòü èñõîäíóþ çàäà÷ó. Òàêóþ çàìåíó áû áóäåì ñòðîèòü
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â âèäå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðÿäà

x(t, ε) = εδ1 (exp(λΩit)u+ exp(−λΩit)u) + εδ2u2 + εδ3u3 + o(εδ3), (1)

ãäå ôóíêöèÿ u = u(τ, r), à uj = uj(t, τ, r). Ïðè÷åì çàâèñèìîñòü u, u2 è u3

îò t è r ïåðèîäè÷åñêàÿ. ×åðåç τ îáîçíà÷åíî ìåäëåííîå âðåìÿ, r = λImt,
0 < δ1 < δ2 < δ3. Ïîäñòàâëÿÿ ýòîò ôîðìàëüíûé ðÿä â èñõîäíóþ çàäà÷ó è ñîáè-
ðàÿ ñëàãàåìûå îäíîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ìû ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷èì óðàâ-
íåíèÿ îòíîñèòåëüíî u2 è u3. Óñëîâèå ðàçðåøèìîñòè ýòèõ óðàâíåíèé â êëàññå
ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé áóäåò ïðåäñòàâëÿòü èç ñåáÿ ýâîëþöèîííîå óðàâíåíèå
îòíîñèòåëüíî u. Òàêîå óðàâíåíèå ìû áóäåì íàçûâàòü êâàçèíîðìàëüíîé ôîð-
ìîé èñõîäíîé çàäà÷è. Îáû÷íî, êâàçèíîðìàëüíàÿ ôîðìà � ýòî ïàðàáîëè÷åñêàÿ
ñèñòåìà, êîòîðàÿ íå ñîäåðæèò ìàëûõ ëèáî áîëüøèõ ïàðàìåòðîâ.

Èçëîæåííûå èäåè ïðèìåíÿþòñÿ ê ðàçëè÷íûì çàäà÷àì. Îïèøåì êðàòêî
ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Óðàâíåíèÿ ñ îäíèì áîëüøèì çàïàçäûâàíèåì

Â ãëàâå 1 èçó÷àåòñÿ ëîêàëüíàÿ äèíàìèêà â îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíî-
âåñèÿ óðàâíåíèé è ñèñòåì óðàâíåíèé ñ îäíèì áîëüøèì çàïàçäûâàíèåì. Ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ ïåðâîãî è âòîðîãî ïîðÿäêîâ, à òàêæå ñèñòåìû òàêèõ
óðàâíåíèé. Â òîì ÷èñëå áóäóò ðàññìîòðåíû óðàâíåíèÿ ñ áîëüøèì êîýôôèöè-
åíòîì çàïàçäûâàþùåé îáðàòíîé ñâÿçè è ñèñòåìû óðàâíåíèé, ñâÿçàííûõ ÷åðåç
ñèëüíîå çàïàçäûâàþùåå óïðàâëåíèå � îíè ñâîäÿòñÿ ê çàäà÷àì ñ áîëüøèì çà-
ïàçäûâàíèåì. Â çàâåðøåíèå ãëàâû, â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ, ðàññìàòðèâàåòñÿ
ñèñòåìà ñ çàïàçäûâàíèåì, âîçíèêàþùàÿ â çàäà÷àõ ëàçåðíîé äèíàìèêè.

Â �1.1 èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå ðåøåíèé â îêðåñòíîñòè íóëåâîãî ñîñòîÿíèÿ
ðàâíîâåñèÿ ñêàëÿðíîãî äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîãî óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïî-
ðÿäêà

dx

dt
+ x = F (x(t− T )), x ∈ R.

Çäåñü T > 0, à F (x) äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ (F (0) = 0). Ãëàâíûì ïðåä-
ïîëîæåíèåì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âðåìÿ çàïàçäûâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëü-
øèì, ò. å. T � 1. Â êà÷åñòâå ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà ýòîé ñèñòåìû óäîáíî
âûáðàòü ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ íà îòðåçêå äëèíû T ôóíêöèé C[−T,0] ñî
ñòàíäàðòíîé íîðìîé. Ïîñëå ïåðåíîðìèðîâêè âðåìåíè ïðèõîäèì ê ýêâèâàëåíò-
íîé çàäà÷å â ïðîñòðàíñòâå C[−1,0].

ε
dx

dt
+ x = F (x(t− 1)). (2)

Ïóñòü a =
dF

dx
(0). Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè |a| < 1 âñå ðåøåíèÿ (2) èç íåêîòî-

ðîé îêðåñòíîñòè íóëåâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, ò. å. äèíà-
ìèêà òðèâèàëüíà. Ïðè |a| > 1 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ íåò óñòîé÷èâûõ
ðåøåíèé � äèíàìèêà ñòàíîâèòñÿ íåëîêàëüíîé. Â äàëüíåéøåì èññëåäîâàíèè
íóæäàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà a = ±(1 + a1ε

p).
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Â ñëó÷àå a = (1 + a1ε
p) çàìåíà, àíàëîãè÷íàÿ (1), èìååò âèä

x(t, ε) = εpu(τ, r) + ε2pu2(τ, r) + . . . ,

ãäå τ = εpt, r = (zε−γ + Θz + ε1−γ(z + o(1)))t, à u(τ, r) è u2(τ, r) ïåðèîäè÷-
íû ïî âòîðîìó àðãóìåíòó ñ ïåðèîäîì 1. Ïîäñòàâèì ýòî â óðàâíåíèå (2) è
áóäåì ñîáèðàòü ñëàãàåìûå ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ìàëîãî ïàðàìåòðà. Èç
ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî u2 â êëàññå ïåðèîäè÷åñêèõ ôóíêöèé
ïîëó÷èì, ÷òî u äîëæíî áûòü ðåøåíèåì ñëåäóþùåé çàäà÷è

∂u

∂τ
=
z2

2

∂2u

∂r2
+ a1u− f2u

2, u(τ, r) = u (τ, r + 1) . (3)

Îòìåòèì, ÷òî âûáîð z áûë àáñîëþòíî ïðîèçâîëåí. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ìû
âîçüìåì äðóãîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà z = z1, òî ïîëó÷èì àíàëîãè÷íóþ (3) êðà-
åâóþ çàäà÷ó, íî ñ äðóãèì çíà÷åíèåì ïàðàìåòðà. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷èëè
ñðàçó öåëûé êëàññ óðàâíåíèé, ÿâëÿþùèõñÿ êâàçèíîðìàëüíûìè ôîðìàìè. Îä-
íàêî, ó êðàåâîé çàäà÷è (3) ìîãóò áûòü óñòîé÷èâû òîëüêî ïðîñòðàíñòâåííî-
îäíîðîäíûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, êîòîðûå íå çàâèñÿò îò âûáîðà z. Òàêèì
îáðàçîì ñâÿçü ðåøåíèé êâàçèíîðìàëüíîé ôîðìû (3) è óðàâíåíèÿ (2) îïèñû-
âàåòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü a1 > 0. Òîãäà íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) íåóñòîé-
÷èâî, è ñóùåñòâóåò àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîå ñòàöèîíàðíîå ðåøåíèå
x0(t, ε), äîïóñêàþùåå ïðåäñòàâëåíèå âèäà

x0(t, ε) = εp
a1

f2
(1 + o(1)).

Åñëè æå a1 < 0, òî íóëåâîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé-
÷èâî, à ðåøåíèå x0(t, ε) íåóñòîé÷èâî.

Ñèòóàöèÿ â ñëó÷àå a = −(1 + a1ε
p) áîëåå èíòåðåñíàÿ. Çàìåíà ïðèíèìàåò

âèä
x(t, ε) = εp/2u(τ, r) + εpu2(τ, r) + ε3p/2u3(τ, r) + . . . ,

ãäå τ = εpt, r = (zε−γ + θz + ε1−γ(z + o(1)))t. Äåéñòâóÿ òàê æå, êàê è âûøå,
ïîëó÷èì äëÿ îïðåäåëåíèÿ u(τ, r) óðàâíåíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà

∂u

∂τ
=
z2

2

∂2u

∂r2
+ a1u+ (f 2

2 + f3)u
3, u(τ, r) = −u(τ, r + 1). (4)

Òàê æå, êàê è âûøå, ìû ïîëó÷èëè â êà÷åñòâå êâàçèíîðìàëüíîé ôîðìû ñå-
ìåéñòâî êðàåâûõ çàäà÷ (4), çàâèñÿùåå îò íåïðåðûâíîãî ïàðàìåòðà z. Ïðè
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà äèíàìèêà ýòîé çàäà÷è ìîæåò áûòü, âîîáùå
ãîâîðÿ, ðàçëè÷íîé.
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Òåîðåìà 2. Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì z êðàåâàÿ çàäà÷à (4),
èìååò ïåðèîäè÷åñêîå ïî τ ðåøåíèå u∗(τ, r). Òîãäà èñõîäíîå óðàâíåíèå (2)
èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ïî íåâÿçêå ñ òî÷íîñòüþ äî O(ε2p) ðåøåíèå âèäà

x∗(t, ε) = εp/2u∗(τ, r)− εp
f2

2
u2
∗(τ, r)− ε3p/22f2u∗(τ, r)

∂u∗
∂r

(τ, r),

ãäå τ = εpt, à r = (zεp/2−1 + θz + εp/2(z + o(1)))t.

Çàìå÷àíèå. Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü ãðóáîñòü ïåðèîäè÷åñêîãî
ðåøåíèÿ u∗(τ, r), òî ìîæíî ïîñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïî íåâÿçêå ðåøåíèå ñ
ëþáîé òî÷íîñòüþ.

Çàìå÷àíèå. Óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè u∗(τ, r) ïî τ ìîæíî çàìåíèòü òðå-
áîâàíèåì îãðàíè÷åííîñòè u∗(τ, r) âìåñòå ñî ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè âïëîòü äî
òðåòüåãî ïîðÿäêà.

Çàìå÷àíèå. Èç ïîñëåäíåé òåîðåìû íåëüçÿ ñäåëàòü âûâîä, ñóùåñòâóåò ëè
ó (2) òî÷íîå ðåøåíèå ñ ïðèâåäåííîé àñèìïòîòèêîé. Îäíàêî, ìîæíî óòâåð-
æäàòü, ÷òî åñëè u∗ íåóñòîé÷èâî, òî äàæå åñëè òî÷íîå ðåøåíèå è ñóùåñòâóåò,
òî îíî çàâåäîìî íåóñòîé÷èâî.

Â êîíöå ïàðàãðàôà ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ àñèìïòîòè÷åñêèõ
ôîðìóë è ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ.

Â �1.2 ìû èçó÷èì ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ çà-
ïàçäûâàíèåì

d2x

dt2
+ σ

dx

dt
+ x = ax(t− T ) + F (x(t− T )), x ∈ R

ïðè óñëîâèè T � 1 è σ > 0. Ôóíêöèÿ F èìååò â íóëå ïîðÿäîê ìàëîñòè âû-
øå ïåðâîãî. Ïîñëå ïåðåíîðìèðîâêè âðåìåíè ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ ñ ìàëûì
ìíîæèòåëåì ïðè ïðîèçâîäíîé

ε2d
2x

dt2
+ εσ

dx

dt
+ x = ax(t− 1) + F (x(t− 1)). (5)

Òàêèì îáðàçîì, ñòîèò çàäà÷à èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ðåøåíèé (5) â íåêîòîðîé
ìàëîé, íî íå çàâèñÿùåé îò ε, îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ôàçîâîì
ïðîñòðàíñòâå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé íà îòðåçêå åäèíè÷-
íîé äëèíû C1

[−1;0].

Óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ (5) ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò σ. Äëÿ ôîð-
ìóëèðîâêè ðåçóëüòàòà ââåäåì ôóíêöèþ a(σ)

a(σ) =

{
1, σ >

√
2,

σ
√

1− σ2/4, σ <
√

2.

Åñëè |a| < a(σ), òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε íóëåâîå ðåøåíèå (5) àñèìïòîòè÷å-
ñêè óñòîé÷èâî. Âñå ðåøåíèÿ ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè èç åãî íåêîòîðîé ìàëîé
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(íî íå çàâèñÿùåé îò ε) îêðåñòíîñòè ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Åñëè |a| > a(σ), òî íó-
ëåâîå ðåøåíèå (5) íåóñòîé÷èâî è â åãî åãî íåêîòîðîé ìàëîé, íî íå çàâèñÿùåé
îò ε, îêðåñòíîñòè íåò óñòîé÷èâûõ ðåøåíèé.

Êðèòè÷åñêèå ñëó÷àè âîçíèêàþò ïðè a = ±(a(σ) + εpa1) (0 < µ� 1). Ïðè
σ >

√
2 èññëåäîâàíèå ýòèõ ñèòóàöèé íå èìååò ïðèíöèïèàëüíûõ îòëè÷èé îò

àíàëîãè÷íûõ äëÿ óðàâíåíèÿ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Ïóñòü 0 < σ <
√

2.
Ïðè p = 2 ïîëó÷àåì â êà÷åñòâå êâàçèíîðìàëüíîé ôîðìû êîìïëåêñíîå

ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå òèïà Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó

∂u

∂τ
= (d1 + id2)

∂2u

∂r2
+ 2d1(θ(ε) + Ω)

∂u

∂r
i+ d1(θ(ε) + Ω)2u+ a1u+ d3|u|2u,

u(τ, r) = u(τ, r + 1). (6)

Òî÷íûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ çäåñü ïðèâîäèòü íå áóäåì, îòìåòèì òîëüêî, ÷òî
d1 > 0, à ôóíêöèÿ θ(ε) òàêîâà, ÷òî åå çíà÷åíèÿ ëåæàò â ïîëóèíòåðâàëå [0; 2π)
è ε−1ω0 + θ ÿâëÿåòñÿ êðàòíûì 2π ÷èñëîì. Òàêèì îáðàçîì, êîýôôèöèåíòû
óðàâíåíèÿ (6) ÷åðåç θ çàâèñÿò îò ìàëîãî ïàðàìåòðà ε. Ïðè ε → 0 ôóíêöèÿ
θ(ε) ïðèíèìàåò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàç êàæäîå çíà÷åíèå èç ïðîìåæóòêà
[0, 2π). Îáîçíà÷èì ÷åðåç εn = εn(α) òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ÷òî εn(α)→ 0
è θ(εn(α)) = α (α ∈ [0, 2π)). Èòîãîâûé ðåçóëüòàò áóäåò ñôîðìóëèðîâàí óæå íå
äëÿ âñåõ ñêîëü óãîäíî ìàëûõ ε, à òîëüêî äëÿ ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
εn(α).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü ïðè θ = α ∈ [0, 2π) êðàåâàÿ çàäà÷à (6) èìååò ïåðèîäè-
÷åñêîå ðåøåíèå u∗(τ, r). Òîãäà óðàâíåíèå (5) ïðè ε ∈ {εn(α)} èìååò àñèìï-
òîòè÷åñêîå ïî íåâÿçêå (ïðè n → ∞) ñ òî÷íîñòüþ äî O(ε2

n) ðàâíîìåðíî ïî
t > 0 ðåøåíèå âèäà

x∗(t, ε) = ε
(
exp (it0)u∗(ε

2t, r) + exp (−it0)u∗(ε2t, r)
)
,

ãäå t0 =
(
ε−1ω0 + θ +O(1)

)
t, r = (1 + o(1))t.

Ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ θ ñèñòåìà (6)ìîæåò èìåòü, âîîáùå ãîâîðÿ, êà÷å-
ñòâåííî ðàçíóþ äèíàìèêó. Ýòî äàåò áåñêîíå÷íûé ïðîöåññ ïðÿìûõ è îáðàòíûõ
áèôóðêàöèé â (5) ïðè ε→ 0.

Ïðè p < 2 ïðèõîäèì ê ñåìåéñòâó êîìïëåêñíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé

∂u

∂τ
= (d1 + d2i)z

2∂
2u

∂r2
+ a1u+ d3|u|2u, u(τ, r) = u(τ, r + 1). (7)

Çäåñü ïðèñóòñòâóåò ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð z, îäíàêî, çäåñü íåò çàâèñèìîñòè
îò θ.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì z 6= 0 êðàåâàÿ çàäà÷à (7) èìååò ïåðèî-
äè÷åñêîå ðåøåíèå u∗(τ, r). Òîãäà óðàâíåíèå (5) èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ïî
íåâÿçêå ñ òî÷íîñòüþ äî O(εp) ðàâíîìåðíî ïî t > 0 ðåøåíèå âèäà

x∗(t, ε) = εp/2
(
et0iu∗(ε

pt, r) + e−t0iu∗(ε
pt, r)

)
,
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ãäå r = (zε1−p/2 + θz + o(1))t, t0 =
(
ε−1ω0 + θ +O(1)

)
t.

Äîâîëüíî ìíîãî çàäà÷ ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè èçó÷åíèÿ íåëèíåéíûõ
ñèñòåì ñ çàïàçäûâàíèåì âèäà

u̇ = F (u) +K(u(t)− u(t− T )), u ∈ Rn,

ãäå K è T ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû. Ñëàãàåìîå K(u(t) − u(t − T )) áóäåì
íàçûâàòü çàïàçäûâàþùèì óïðàâëåíèåì. Â �1.3 ðàññìîòðèì òàêîå óðàâíåíèå,
â êîòîðîì ïàðàìåòðK (êîýôôèöèåíò óïðàâëåíèÿ) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëü-
øèì: K � 1. Âñå ïîñòðîåíèÿ áóäåò óäîáíî ïðîèëëþñòðèðîâàòü íà ïðîñòåé-
øåì, è â òî æå âðåìÿ äîñòàòî÷íî ðàñïðîñòðàíåííîì êîìïëåêñíîì óðàâíåíèè
Ñòþàðòà-Ëàíäàó

u̇ = [a+ d|u|2]u+K(u(t− T )− u(t)),

â êîòîðîì a0 = Re a > 0, d0 = Re d < 0, à çàïàçäûâàíèå T > 0 êàê-òî
ôèêñèðîâàíî. Åñëè ðàçäåëèòü èñõîäíîå óðàâíåíèå íà K, òî ïðèõîäèì ê êâà-
çèëèíåéíîé çàäà÷å

εu̇ = ε[a+ d|u|2]u+ u(t− T )− u(t), ε = K−1 � 1. (8)

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε êâàçèíîð-
ìàëüíîé ôîðìîé äëÿ óðàâíåíèÿ (8) ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâî êðàåâûõ çàäà÷

T
∂ξ

∂τ
=

2π2

T 2
z2 ∂

2ξ

∂x2
+ aξ + d|ξ|2ξ, ξ(τ, x+ T ) ≡ ξ(τ, x). (9)

Òåîðåìà 5. Ïóñòü êðàåâàÿ çàäà÷à (9) èìååò ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè z
ïåðèîäè÷åñêîå ïî τ ðåøåíèå ξ0(τ, x). Òîãäà óðàâíåíèå (8) èìååò àñèìïòî-
òè÷åñêîå ïî íåâÿçêå ðåøåíèå u0(t, ε) ñ òî÷íîñòüþ äî O(ε) ðàâíîìåðíî ïî
t > 0, äëÿ êîòîðîãî

u0(t, ε) = ε
1
2ξ0

(
εt, 2πT−1(zε−

1
2 + θz)(1− εT−1)t

)
.

Òàêæå ðàçðàáîòàííûå ìåòîäû ïðèìåíåíû ê íåêîòîðûì áîëåå îáùèì �
çàâèñÿùèì îò åùå îäíîãî ïàðàìåòðà ϕ ∈ [0, 2π) � óðàâíåíèÿì:

u̇ = [a+ d|u|2]u+Keiϕ[u(t− T )− u]

è

u̇ = [a+ d|u|2]u+K[eiϕu(t− T )− u].

Äîïîëíèòåëüíî èçó÷åíà ñèòóàöèÿ, êîãäà íå òîëüêî ïàðàìåòðK ÿâëÿåòñÿ áîëü-
øèì, íî è T � 1.
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Â �1.4 ðàññìîòðåíà çàäà÷à èçó÷åíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñèñòåìû

u̇ = F (u) +K[v(t− T )− u],

v̇ = G(v) +K[u(t− T )− v],
u, v ∈ Rn.

â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî êîýôôèöèåíò çàïàçäûâàþùåãî óïðàâëåíèÿ K, ÿâëÿ-
åòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì. Ïîñëå äåëåíèÿ íà K, ýòà ñèñòåìà ïðåîáðàçóåòñÿ ê
âèäó (ε = K−1 � 1)

εu̇ = εF (u) + v(t− h)− u,
εv̇ = εG(v) + u(t− h)− v. (10)

Â êà÷åñòâå êâàçèíîðìàëüíîé ôîðìû çäåñü âûñòóïàåò ñèñòåìà äâóõ ïàðà-
áîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé, çàâèñÿùàÿ îò ïðîèçâîëüíîãî ïàðàìåòðà z

∂ξ

∂τ
=

1

4
[F (ξ + η) + F (ξ − η) +G(ξ + η) +G(ξ − η)] +

z2

2h

∂2ξ

∂r2
, (11)

∂η

∂τ
=

1

4
[F (ξ + η)− F (ξ − η) +G(ξ + η)−G(ξ − η)] +

z2

2h

∂2η

∂r2
, (12)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè

ξ(τ, r + 1) ≡ ξ(τ, r), η(τ, r + 1) ≡ −η(τ, r). (13)

Òåîðåìà 6. Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè z êðàåâàÿ çàäà÷à (11)�(13) èìå-
åò ïåðèîäè÷åñêîå ïî τ ðåøåíèå (ξ0(τ, r), η0(τ, r)). Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé
(10) èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ïî íåâÿçêå ñ òî÷íîñòüþ äî O(ε) ïðè ε → 0
ðàâíîìåðíî ïî t > 0 ðåøåíèå(

u(t, ε)
v(t, ε)

)
=

(
ξ0(τ, r) + η0(τ, r)
ξ0(τ, r)− η0(τ, r)

)
,

ãäå τ = εt, r = πh−1(zε−1/2 + θz)(1− εh−1)t.

Ðàçâèòûå ìåòîäû ïðèìåíåíû äëÿ èññëåäîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé
ëàçåðíûõ ñèñòåì. Â �1.5 ðàññìîòðåíà ñèñòåìà óðàâíåíèé Ëýíãà-Êîáàÿøè äëÿ
êîìïëåêñíîé àìïëèòóäû ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ E(t) è èíâåðñèè íîñèòåëåé y(t)
ïîëóïðîâîäíèêîâîãî ëàçåðà:

dE

dt
=

1

2
v(1 + iα)(y − 1)E + γ0e

iϕ0E(t− T ),

dy

dt
= q − y − y|E|2.

Â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ çàäà÷, çäåñü â êà÷åñòâå êâàçèíîðìàëüíîé ôîðìû
âûñòóïàåò áîëåå ñëîæíîå óðàâíåíèå

T
∂u

∂τ
=

1

2
z2∂

2u

∂x2
+ iα1z

∂u

∂x
+ wu

[
q

(
1 +

1

T

∫ T

0

|u(τ, s)|2ds
)−1

− (1− c)

]
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u(τ, x+ T ) = u(τ, x).

Ïåðèîäè÷åñêîìó ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è ñîîòâåòñòâóåò òàêîå àñèìïòîòè÷åñêîå
ïî íåâÿçêå ñ òî÷íîñòüþ äî O(ε1/2) ðàâíîìåðíî ïî t > 0 ðåøåíèå E(t, ε), y(t, ε),
äëÿ êîòîðîãî

E(t, ε) = exp(i
ϕ

T
(1− ε

T
)t)u(τ, x) +O(ε1/2),

y(t, ε) = q

(
1 +

1

T

∫ T

0

| u(τ, s) |2 ds
)−1

+O(ε1/2),

ãäå τ = εt, x = (zε−1/2 + θ)(1− ε

T
)t.

Óðàâíåíèÿ ñ äâóìÿ çàïàçäûâàíèÿìè

Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà ëîêàëüíîé äèíàìèêå áîëåå ñëîæíûõ îáúåêòîâ � óðàâ-
íåíèé ñ äâóìÿ çàïàçäûâàíèÿìè âèäà

ẋ+ x = f(x, x(t− T ), x(t− T1)), x ∈ R,

ãäå 0 < T < T1. Òàêèå óðàâíåíèÿ, âî-ïåðâûõ, ÿâëÿþòñÿ åñòåñòâåííûì îáîáùå-
íèåì óðàâíåíèé ñ îäíèì çàïàçäûâàíèåì, à âî-âòîðûõ, ÷àñòî âîçíèêàþò ïðè
ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ â ìåäèöèíå , ìàòåìàòè÷åñêîé áèîëîãèè , ëàçåðíîé
ôèçèêå è äðóãèõ îòðàñëÿõ çíàíèé.

Êàê è â ãëàâå 1, îñíîâíûì ïðåäïîëîæåíèåì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî õîòÿ áû
îäíî çàïàçäûâàíèå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì. Â ñèëó ýòîãî, èçó÷àþòñÿ
òðè îñíîâíûå çàäà÷è. Â �2.1 îäíî çàïàçäûâàíèå ïðåäïîëàãàåòñÿ áîëüøèì, à
âòîðîå ôèêñèðîâàííûì. Â �2.2 îáà çàïàçäûâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè âåëèêè è
ïðè ýòîì îäèíàêîâû ïî ïîðÿäêó. Íàêîíåö, â �2.3 îáà çàïàçäûâàíèÿ âåëèêè,
íî ïðè ýòîì ðàçëè÷íû ïî ïîðÿäêó.

Óðàâíåíèå, èçó÷àåìîå â �2.1, ïîñëå íîðìèðîâêè âðåìåíè ïðèíèìàåò âèä

εẋ+ x = ax(t− εT ) + bx(t− 1) + f(x), (14)

Ñòàâèòñÿ çàäà÷à èññëåäîâàòü ëîêàëüíóþ äèíàìèêó â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
íóëÿ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà C[−1,0] ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε.

Ïóñòü ω(T ) � ýòî íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ −ω =

tgωT . Îïðåäåëèì çíà÷åíèå a0(T ) = −
√

1 + ω2(T ). Ïóñòü P (ω) � êîìïëåêñ-
íàÿ ôóíêöèÿ âåùåñòâåííîãî àðãóìåíòà ω: P (ω) = iω + 1 − a exp(−iωT ) =
ρ(ω) exp(iϕ(ω)). Îáîçíà÷èì b0 = b0(a) = min

06ω<∞
ρ(ω) = ρ(ω0).

Ïðè a0(T ) < a < 1 è |b| < b0 äèíàìèêà óðàâíåíèÿ (14) òðèâèàëüíàÿ, à ïðè
a > 1, a < a0(T ) èëè |b| > b0 � íåëîêàëüíàÿ. Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìîòðåíèè
íóæäàþòñÿ ñëó÷àè b = ±b0(1 + εpb1).

Åñëè òî÷êîé ìèíèìóìà ôóíêöèè ρ ÿâëÿåòñÿ íîëü, ò.å. ω0 = 0, òî ñîîòâåò-
ñòâóþùèå êâàçèíîðìàëüíûå ôîðìû � ýòî ñêàëÿðíûå ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíå-
íèÿ ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Âñå èõ óñòîé÷èâûå ðåøåíèÿ �
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ýòî ïðîñòðàíñòâåííî-îäíîðîäíûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ñïðàâåäëèâ ðåçóëü-
òàò àíàëîãè÷íûé òåîðåìå 1.

Åñëè æå ω0 > 0, òî ðåçóëüòàòû îòëè÷àþòñÿ äëÿ p = 2 è äëÿ p < 2.
Òàê, ïðè p = 2 êâàçèíîðìàëüíàÿ ôîðìà � ýòî êîìïëåêñíîå óðàâíåíèå òèïà
Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó

∂u

∂τ
= d1

∂2u

∂r2
+ d2

∂u

∂r
+ d3u+ du|u|2, u(τ, r) = u(τ, r + 1), (15)

ãäå êîýôôèöèåíòû d2 è d3 çàâèñÿò îò θ0 = θ0(ε) � ôóíêöèè ñî çíà÷åíèÿìè èç
[0, 2π), òàêîé ÷òî ω0ε

−1 + θ0 êðàòíî 2π. Ïðè ε→ 0 ôóíêöèÿ θ0(ε) ïðèíèìàåò
áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàç êàæäîå çíà÷åíèå èç ïðîìåæóòêà [0, 2π). Îáîçíà-
÷èì ÷åðåç εn(α) òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ÷òî εn(α) → 0 è θ0(εn(α)) ≡ α
(α ∈ [0, 2π)).

Òåîðåìà 7. Ïóñòü ïðè θ0 = α óðàâíåíèå (15) èìååò ïåðèîäè÷åñêîå ïî τ
ðåøåíèå u∗(τ, r). Òîãäà èñõîäíîå óðàâíåíèå (14) ïðè ε = εn(α) èìååò àñèìï-
òîòè÷åñêîå ïî íåâÿçêå ðåøåíèå ñ òî÷íîñòüþ äî O(ε2) ðàâíîìåðíî ïî t > 0

x∗(t) = ε
(
eit0u∗(ε

2t, t(1− εϕ′(ω0)) + e−it0u∗(ε
2t, t(1− εϕ′(ω0))

)
,

ãäå t0 = t(ω0ε
−1 + θ0 +O(1)).

Â ñëó÷àå p < 2 êâàçèíîðìàëüíàÿ ôîðìà � ýòî ñåìåéñòâî êîìïëåêñíûõ
ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé

∂u

∂τ
= d1z

2∂
2u

∂r2
+ b1u+ du|u|2, u(τ, r) = u (τ, r + 1) ,

Ïåðèîäè÷åñêîìó ðåøåíèþ ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðè íåêîòîðîì z ñîîòâåòñòâóåò
àñèìïòîòè÷åñêîå ïî íåâÿçêå ñ òî÷íîñòüþ äî O(ε3p/2) ðàâíîìåðíî ïî t > 0
ðåøåíèå (14) âèäà

x∗(t, ε) = εp/2
(
e(ω0ε

−1+θ0+O(1))tiu∗(ε
pt, r) + e−(ω0ε

−1+θ0+O(1))tiu∗(ε
pt, r)

)
+ o(εp/2),

ãäå r = (zεp/2−1 + θz + o(1))t.
Îòäåëüíîãî âíèìàíèÿ çàñëóæèâàþò ñëó÷àè a = 1 è a = a(T ). Â ýòèõ ñëó-

÷àÿõ b0 = 0, ò.å. ìû èìååì óðàâíåíèå, â êîòîðîì ïðè áîëüøîì çàïàçäûâàíèè
ñòîèò ìàëûé ìíîæèòåëü b = µb1 (µ� 1). Åñëè a = 1+µa1, òî êâàçèíîðìàëü-
íàÿ ôîðìà � ýòî óðàâíåíèå ñ çàïàçäûâàíèåì

(1 + T )
dξ

dτ
= a1ξ(τ) + b1ξ(τ − µε−1) + f2ξ

2. (16)

Òåîðåìà 8. Ïóñòü óðàâíåíèå (16) èìååò ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ξ∗(τ). Òî-
ãäà óðàâíåíèå (14) èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ïî íåâÿçêå ðåøåíèå ñ òî÷íî-
ñòüþ äî O(µ3) ðàâíîìåðíî ïî t > 0 x(t, ε) = µξ∗(µε

−1t).
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Îòìåòèì, ÷òî åñëè µε−1 � 1, òî óðàâíåíèå (16) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì
ñ áîëüøèì çàïàçäûâàíèåì. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ åãî äèíàìèêè, â òîì ÷èñëå,
ïðèìåíèìû ìåòîäû, èçëîæåííûå â ãëàâå 1.

Àíàëîãè÷íî, ïðè a = a(T )(1 + µa1) è b = µb1 êâàçèíîðìàëüíàÿ ôîðìà �
ýòî êîìïëåêñíîå óðàâíåíèå ñ çàïàçäûâàíèåì

dξ

dτ
− Aξ = Bξ(τ − µε−1) + σ1|ξ|2ξ, (17)

ïåðèîäè÷åñêèå ðåøåíèÿ êîòîðîãî äàþò àñèìïòîòè÷åñêîå ïî íåâÿçêå ðåøåíèå
(14) ñ òî÷íîñòüþ O(µ2) ðàâíîìåðíî ïî t > 0 âèäà

x∗(t, ε) = µ1/2
(
ξ∗(µε

−1t)eiω0(T )ε−1t + ξ∗(µε
−1t)e−iω0(T )ε−1t

)
(1 + o(1)).

Òàêèì îáðàçîì, ïîêàçàíî, ÷òî äîáàâëåíèå âòîðîãî çàïàçäûâàíèÿ, äàæå
àñèìïòîòè÷åñêè ìåíüøåãî, ÷åì ïåðâîå, äåëàåò äèíàìèêó ñëîæíåå.

Â �2.2 èçó÷àåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà îáà çàïàçäûâàíèÿ áîëüøèå è îäèíàêîâûå
ïî ïîðÿäêó. Ïîñëå íîðìèðîâêè âðåìåíè ïðèõîäèì ê çàäà÷å

εẋ+ x = ax(t− 1) + bx(t− k0 − εαk1) + f(x). (18)

Êàê ïîêàçàíî, âàæíóþ ðîëü èãðàþò àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ÷èñëà k0. Ïðèí-
öèïèàëüíî ðàçëè÷íûìè áóäóò ñëó÷àè ðàöèîíàëüíîãî è èððàöèîíàëüíîãî k0.
Êðîìå òîãî, äàæå íà ðåçóëüòàòû îá óñòîé÷èâîñòè íóëÿ ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå
îêàçûâàåò çíà÷åíèÿ α. Ïîýòîìó ñëó÷àè α < 1, α = 1 è α > 1 ðàññìîòðåíû
îòäåëüíî.

Ïóñòü k0 = m
n , ãäå m è n öåëûå, âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà. Îïèøåì ðåçóëü-

òàòû ëèíåéíîãî àíàëèçà. Äëÿ α < 1 ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü α < 1. Òîãäà ïðè |a| + |b| < 1 è äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε
íóëåâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ (18) óñòîé÷èâî, âñå ðåøåíèÿ (18) èç íåêîòî-
ðîé ìàëîé (íî íå çàâèñÿùåé îò ε îêðåñòíîñòè) ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ïðè
|a| + |b| > 1 è äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε íóëåâîå ðåøåíèå (18) íåóñòîé÷èâî, è â
åãî îêðåñòíîñòè íå ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâûõ ðåæèìîâ.

Äëÿ îïèñàíèÿ ðåçóëüòàòîâ äëÿ α = 1 ðàññìîòðèì ñèñòåìó{
1 = a cos Ω + b cos(k0Ω + k1ω0),
−ω0 = a sin Ω + b sin(k0Ω + k1ω0),

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S îáëàñòü íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ (a, b), ñîäåðæàùóþ òî÷-
êó (0, 0), òàêóþ, ÷òî ýòà ñèñòåìà íåðàçðåøèìà ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ èç
ýòîé îáëàñòè.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü α = 1. Òîãäà ïðè (a, b) ∈ S è äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε
âñå ðåøåíèÿ (18) èç íåêîòîðîé ìàëîé (íî íå çàâèñÿùåé îò ε) îêðåñòíîñòè
íóëåâîãî ðåøåíèÿ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ. Ïðè (a, b) /∈ S è âñåõ äîñòàòî÷íî
ìàëûõ ε â íåêîòîðîé ìàëîé (è íå çàâèñÿùåé îò ε) îêðåñòíîñòè íóëÿ íåò
óñòîé÷èâûõ ðåøåíèé.

19



Íàêîíåö, ðàññìîòðèì îñòàâøèéñÿ ñëó÷àé α > 1. Îáîçíà÷èìR(Ω) = a cos Ω+
b cos k0Ω. Òàê êàê k0 ïðåäïîëàãàåòñÿ ðàöèîíàëüíûì, òî ñóùåñòâóåò ìàêñèìóì
ýòîé ôóíêöèè. Îáîçíà÷èì åãî R0 = R0(a, b).

Òåîðåìà 11. Ïóñòü α > 1. Òîãäà åñëè R0 < 1, òî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìà-
ëûõ ε íóëåâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ (18) àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâî, âñå
ðåøåíèÿ èç íåêîòîðîé åãî ôèêñèðîâàííîé îêðåñòíîñòè ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ.
Åñëè R0 > 1, òî ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε íóëåâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâå-
ñèÿ (18) íåóñòîé÷èâî, è â íåêîòîðîé åãî (íå çàâèñÿùåé îò ε) îêðåñòíîñòè
íåò óñòîé÷èâûõ ðåæèìîâ.

Â êðèòè÷åñêèõ ñëó÷àÿõ ïîñòðîåíû êâàçèíîðìàëüíûå ôîðìû. Ïîêàçàíî,
÷òî ïðè α > 1 èõ ðîëü èãðàþò ñåìåéñòâà óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà,
íåêîòîðûå êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ çàâèñÿò îò ôóíêöèè, àíàëîãè÷íîé îïèñàí-
íûì ðàíåå ôóíêöèÿì θ(ε). Â ñëó÷àå α < 1 ñèòóàöèÿ ñóùåñòâåííî ñëîæíåå.
Ïóñòü

a = a0(1 + εβa1), b = b0(1 + εβb1), |a0|+ |b0| = 1, 0 < β 6 2 min(α, 1−α).

Ïðè a0, b0 > 0 ïîëó÷àåì, ÷òî êâàçèíîðìàëüíàÿ ôîðìà èìååò âèä ïàðàáîëè-
÷åñêîãî óðàâíåíèÿ, çàäàííîãî íà òîðå

d
∂u

∂τ
= Lu+ (a0a1 + b0b1)u+ f2u

2, u(τ, r + 1, s) = u(τ, r, s+ 1) = u(τ, r, s).

Òî÷íûé âèä îïåðàòîðà L çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó α è β. Òàê, ïðè
α < 1/2, β = 2α âûïîëíÿåòñÿ L = L1, ãäå

L1u =
|a0|
2d2

(
z

k1

∂

∂r
+ k1|b0|L0

)2

u+
|b0|
2

(
k1L0 +

m

nd
(
z

k1

∂

∂r
+ k1|b0|L0)

)2

u,

â ñâîþ î÷åðåäü L0 âûðàæàåòñÿ êàê

L0u = nθ
∂u

∂r
+ (1 + nθ1)

∂u

∂s
.

À â ñëó÷àå α > 1/2, β < 2− 2α âûïîëíÿåòñÿ L = L5, ãäå

L5u =
|a0|
2d2

(
z

k1

∂

∂r
+ (2|b0|nω −

m

nk1
)
∂

∂s

)2

u+

+
|b0|
2

(
m

nd
(
z

k1

∂

∂r
+ (2|b0|nω −

m

nk1
)
∂

∂s
) + 2nω

∂

∂s

)2

u.

Âûðàæåíèÿ äëÿ L â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ïðèâåäåíû â òåêñòå ðàáîòû.
Âñå óñòîé÷èâûå ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ � ýòî ïðîñòðàíñòâåííî îäíîðîä-

íûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ.
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Òåîðåìà 12. Ïóñòü a0, b0 > 0. Ïðè a0a1 + b0b1 > 0 è äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε
óðàâíåíèå (18) èìååò óñòîé÷èâîå ðåøåíèå âèäà

x∗ = −εβ a0a1 + b0b1

f2
+ o(εβ).

À ïðè a0a1 + b0b1 < 0 óñòîé÷èâî íóëåâîå ðåøåíèå, à x∗ íåóñòîé÷èâî.

Åñëè a0 èëè b0 îòðèöàòåëüíî, òî êâàçèíîðìàëüíàÿ ôîðìà ïðèíèìàåò âèä

d
∂u

∂τ
= Lu+ (|a0|a1 + |b0|b1)u+

(
2f 2

2

1− a0 − b0
+ f3

)
u3, (19)

ãäå òî÷íûé âèä îïåðàòîðà L çàâèñèò îò α è β. Ïî êàæäîé èç ïðîñòðàíñòâåí-
íûõ ïåðåìåííûõ r è s èìååì ïåðèîäè÷åñêèå èëè àíòèïåðèîäè÷åñêèå êðàåâûå
óñëîâèÿ â çàâèñèìîñòè îò çíàêîâ a0 è b0:

u(τ, r, s+1) =

{
u(τ, r, s), a0 > 0,
−u(τ, r, s), a0 < 0;

u(τ, r+1, s) =

{
u(τ, r, s), b0 > 0,
−u(τ, r, s), b0 < 0.

(20)
Îòìåòèì, ÷òî âñåãäà (19), (20) ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà.
Â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó α è β îíî ìîæåò ñîäåðæàòü îäèí èëè
äâà ïðîèçâîëüíûõ ïàðàìåòðà z è ω, à òàêæå çàâèñåòü îò ε ÷åðåç ðàçðûâíûå
îãðàíè÷åííûå ôóíêöèè θ è θ1.

Òåîðåìà 13. Ïóñòü ïðè θ = y0, θ1 = y1 è íåêîòîðûõ z è ω çàäà÷à (19), (20)
èìååò ïåðèîäè÷åñêîå ïî τ ðåøåíèå u∗(τ, r, s). Òîãäà ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ
ε, òàêèõ ÷òî θ(ε) = y0 è θ1(ε) = y1 óðàâíåíèå (18) èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå
ïî íåâÿçêå ñ òî÷íîñòüþ äî O(ε3β/2) ðàâíîìåðíî ïî t > 0 ðåøåíèå

x∗(t, ε) = εβ/2u∗(ε
βt, r, s) + εβ

f2

1− a0 − b0
u2
∗(ε

βt, r, s),

ãäå

r =

(
n

[( z

ε1−α−β/2 + θz

) 1

εαk1n
+ θ

]
+ o(1)

)
t,

s =

(
−n
[( ω

εα−β/2
+ θω

) m

εαk1n2
+ θ1

]
+
( ω

εα−β/2
+ θω

)
+ o(1)

)
t.

Â �2.3 èçó÷àåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà îáà çàïàçäûâàíèÿ áîëüøèå, íî îäíî
áîëüøå ïî ïîðÿäêó äðóãîãî. Òàêîå óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

ε1+αcẋ+ x = ax(t− εαc) + bx (t− 1) + f (x, x(t− εαc), x(t− 1)) . (21)

Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè |a| + |b| < 1 âñå ðåøåíèÿ èç íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
íóëåâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, à ïðè |a|+ |b| > 1 â îêðåñò-
íîñòè íóëÿ íå ìîæåò áûòü óñòîé÷èâûõ ðåøåíèé. Òàêèì îáðàçîì, êðèòè÷åñêèé
ñëó÷àé âîçíèêàåò, êîãäà |a|+ |b| = 1. Ïîëîæèì

a = a0+sign(a0)ε
βa1, b = b0+sign(b0)ε

βb1, |a0|+|b0| = 1, 0 < β 6 2 min(1;α).
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Ïóñòü ñíà÷àëà b0 6= 0. Òîãäà â êà÷åñòâå êâàçèíîðìàëüíîé ôîðìû ïîëó÷àåì
óðàâíåíèå ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà íà äâóìåðíîé ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòè. Â
ýòîì óðàâíåíèè, â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó α è β, ìîæåò ïðè-
ñóòñòâîâàòü çàâèñèìîñòü îò îãðàíè÷åííîé ôóíêöèè ìàëîãî ïàðàìåòðà θ(ε), à
òàêæå îäèí ëèáî äâà ïðîèçâîëüíûõ ïàðàìåòðà. Ñïðàâåäëèâû òåîðåìû, àíà-
ëîãè÷íûå òåîðåìàì 12, 13.

Íîâûå ýôôåêòû âîçíèêàþò â ñëó÷àå, êîãäà ïðè íàèáîëüøåì çàïàçäûâàíèè
ñòîèò ìàëûé ìíîæèòåëü, ò. å. b0 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå êâàçèíîðìàëüíàÿ ôîðìà
� ýòî óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà, ñîäåðæàùåå
çàïàçäûâàíèå. Ïðè a0 = 1 è óñëîâèè β = α 6 2 ïîëó÷àåì

c
∂u

∂τ
=
z2

2

∂2u

∂r2
− cθ0

∂u

∂r
+a1u+ b1u(τ − 1, r) + f2u

2, u(τ, r) = u(τ, r+ 1). (22)

Â ñëó÷àå a0 = 1 è β < α ïîëó÷àåì

c
∂u

∂τ
=
z2

2

∂2u

∂r2
+ a1u+ b1u(τ − 1

εα−β
, r) + f2u

2, u(τ, r) = u(τ, r + 1). (23)

Òåîðåìà 14. Ïóñòü β = α 6 2. Ïóñòü êðàåâàÿ çàäà÷à (22) ïðè θ0 = Q ∈
[0; 1) è íåêîòîðîì z 6= 0 (äëÿ ñëó÷àÿ β = α = 2 ðàññìàòðèâàåì òîëüêî z =
1) èìååò ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå u∗(τ, r). Òîãäà óðàâíåíèå (21) ïðè ε = εm,
ãäå εm îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì θ0(εm) = Q èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ïî
íåâÿçêå ñ òî÷íîñòüþ äî O(ε2β

m ) ðàâíîìåðíî ïî âñåì t > 0 ðåøåíèå âèäà

x∗(t, εm) = εβmu∗(t, r),

ãäå r ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì z è ε = εm îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

r =

(
(1− ε)z
cε1+α−β/2 +

θz
cεα

+ θ0 + o(1)

)
t.

Òåîðåìà 15. Ïóñòü β < α è β 6 2. Ïóñòü êðàåâàÿ çàäà÷à (23) ïðè íåêî-
òîðîì z 6= 0 (äëÿ ñëó÷àÿ β = 2 ðàññìàòðèâàåì òîëüêî z = 1) èìååò ïåðèî-
äè÷åñêîå ðåøåíèå u∗(τ, r). Òîãäà óðàâíåíèå (21) èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ïî
íåâÿçêå ñ òî÷íîñòüþ äî O(ε2β) ðàâíîìåðíî ïî âñåì t > 0 ðåøåíèå âèäà

x∗(t, ε) = εβu∗(ε
β−αt, r),

ãäå r òàêîå æå, êàê è â òåîðåìå 14.

Ïðè a0 = −1 ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ àíàëîãè÷íûå (22) è (23) ñ êóáè÷åñêîé
íåëèíåéíîñòüþ âìåñòî êâàäðàòè÷íîé è àíòèïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëî-
âèÿìè. Äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâû àíàëîãè òåîåðåì 14 è 15.

Óðàâíåíèÿ ñ ðàñïðåäåëåííûì çàïàçäûâàíèåì
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Â ��3.1 è 3.2 ãëàâû 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ óðàâíåíèå ñ ðàñïðåäåëåííûì íà
ïðîìåæóòêå [−T, 0] çàïàçäûâàíèåì:

dx

dt
+ x =

0∫
−T

x(t+ s) dr(s) + f(x), T > 0.

Óðàâíåíèÿ òàêîãî âèäà ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì óðàâíåíèé, êîòîðûå èçó÷àëèñü
â ãëàâå 1 è â ãëàâå 2. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè r(s) � êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ, òî ýòî
óðàâíåíèå ñòàíîâèòñÿ óðàâíåíèåì ñ íåñêîëüêèìè çàïàçäûâàíèÿìè. Îñíîâíîå
ïðåäïîëîæåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî çíà÷åíèå çàïàçäûâàíèÿ T ÿâëÿåòñÿ
äîñòàòî÷íî áîëüøèì.

Â �3.1 çàïàçäûâàíèå ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñïðåäåëåíî, ò.å.

dr

ds
= R(s) = aδ exp(−δ(s+ T )), ãäå δ > 0.

Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå íîðìèðóþùèõ çàìåí ïðèõîäèì ê çàäà÷å èññëåäîâàòü
ïîâåäåíèå ðåøåíèé

εẋ+ x =
aδ

ε

0∫
−1

exp

(
−δ
ε

(s+ 1)

)
x(t+ s) ds+ f(x)

â îêðåñòíîñòè íóëåâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå íåïðå-
ðûâíûõ íà îòðåçêå åäèíè÷íîé äëèíû ôóíêöèé C[−1;0] ñî ñòàíäàðòíîé íîðìîé.

Â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèé âûäåëåíû êðèòè÷åñêèå ñëó÷àè è ïîêàçàíî, ÷òî
ïðè çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ áëèçêèõ ê íèì, óðàâíåíèÿìè íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ
ÿâëÿþòñÿ óðàâíåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà ñ ïåðèîäè÷åñêèìè èëè àíòèïåðè-
îäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè.

Â �3.2 èçó÷àåòñÿ ñëó÷àé ëèíåéíî ðàñïðåäåëåííîãî çàïàçäûâàíèÿ

dr

ds
= R(s) = a+

bs

T
.

Ïîñëå íîðìèðîâîê èçó÷àåìîå óðàâíåíèå ïðèíèìàåò âèä

ε2ẋ+ εx =

0∫
−1

(a+ bs)x(t+ s)ds+ εf(x). (24)

Êàê ïîêàçàíî, åñëè 2a+ 1 > 0, òî êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé ðåàëèçóåòñÿ ïðè óñëî-
âèè |a− b| = |a| (îáÿçàòåëüíî òàêæå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå a < 0), ò.å.
ïðè b = 0 ëèáî ïðè b = 2a. Â ñëó÷àå 2a+1 < 0 êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé âîçíèêàåò
ïðè b = b± = a± 1

2

√
−1(1 + 4a) (â ýòîì ñëó÷àå òàêæå a < 0).
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Ñëó÷àé 2a + 1 > 0 íå ñîäåðæèò ïðèíöèïèàëüíî íîâûõ ðåçóëüòàòîâ. Â
êà÷åñòâå êâàçèíîðìàëüíûõ ôîðì ïîëó÷àåì ñåìåéñòâà ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâ-
íåíèé ñ ïåðèîäè÷åñêèìè èëè àíòèïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Ïðè
óñëîâèè 2a+ 1 < 0 ïîëîæèì

a < 0, 2a+ 1 < 0, b = b± + εb1 + ε2b2.

Êàê îêàçûâàåòñÿ, âàæíûì ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå b1. Åñëè b1 6= −1∓2a
√
−(1 + 4a)−1,

òî êâàçèíîðìàëüíàÿ ôîðìà èìååò âèä

∂u

∂τ
= (d1 + id2)

∂2u

∂r2
−

4a± 2(1 + b1)
√
−(1 + 4a)

1 + 4a
u+

+
ω0ie

iΩ

b± − a

(
2f 2

2

(
2iω0 + 1− a(1− e−2iΩ) + a

2iω0

)−1

+ 3f3

)
u|u|2, (25)

u(τ, r) = u(τ, r + 1). (26)

Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà.

Òåîðåìà 16. Ïóñòü çàäà÷à (25), (26) èìååò ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå u∗(τ, r),
òîãäà èñõîäíîå óðàâíåíèå (24) èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ïî íåâÿçêå ñ òî÷-
íîñòüþ äî O(ε2) ðàâíîìåðíî ïî t > 0 ðåøåíèå âèäà

x∗(t, ε) =
√
ε
(
e(ω0/ε+θ(ε)+Ω+εc)itu∗(εt, (1− 2ε)ε−1/2t) +

+e−(ω0/ε+θ(ε)+Ω+εc)itu∗(εt, (1− 2ε)ε−1/2t)
)

+ o(
√
ε).

Åñëè æå b1 = −1 ∓ 2a
√
−(1 + 4a)−1, òî ðîëü íîðìàëüíîé ôîðìû â ýòîì

ñëó÷àå èãðàåò óðàâíåíèå

∂u

∂τ
= (d1 + id2)

∂2u

∂r2
+ (d3 + id4)

∂u

∂r
+ (d5 + id6)u+

+
ω0ie

iΩ

b± − a

(
2f 2

2

(
2iω0 + 1− a(1− e−2iΩ) + a

2iω0

)−1

+ 3f3

)
u|u|2 (27)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè
u(τ, r) = u(τ, r + 1). (28)

Òåîðåìà 17. Ïóñòü êðàåâàÿ çàäà÷à (27), (28) èìååò ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå
u∗(τ, r), òîãäà èñõîäíîå óðàâíåíèå (24) èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ïî íåâÿçêå
ñ òî÷íîñòüþ äî O(ε2) ðàâíîìåðíî ïî t > 0 ðåøåíèå âèäà

x∗(t, ε) = ε
(
exp

[
(ω0/ε+ θ(ε) + Ω + εc)it

]
u∗(ε

2t, (1− 2ε)t) +

+ exp
[
− (ω−1/ε+ θ(ε) + Ω + εc)it

]
u∗(ε

2t, (1− 2ε)t)
)
.
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Óðàâíåíèå ñ çàïàçäûâàíèåì, çàâèñÿùèì îò èñêîìîé ôóíêöèè

Â �3.3 èçó÷àåòñÿ íåëèíåéíîå äèôôåðåíöèàëüíî-ðàçíîñòíîå óðàâíåíèå

u̇+ u = F (u(t− Tϕ(u))),

ãäå F äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ, à ϕ > 0 àíàëèòè÷åñêàÿ, T � 1 . Ïåðåõîäÿ ê
áûñòðîìó âðåìåíè, ïîëó÷àåì ýêâèâàëåíòíîå óðàâíåíèå

εu̇+ u = F (u(t− ϕ(u)), 0 < ε = T−1 � 1. (29)

Êðèòè÷åñêèå ñëó÷àè âîçíèêàþò, êîãäà a = F ′(0) áëèçêî ê ±1. Åñëè a =
1 + εpa1, òî êâàçèíîðìàëüíàÿ ôîðìà ïðèíèìàåò âèä ñåìåéñòâà óðàâíåíèé

∂ξ

∂τ
=
z2

2

∂2ξ

∂r2
+ a1ξ + bξ2 − αξz∂ξ

∂r
, ξ(τ, r + 1) ≡ ξ(τ, r). (30)

Îñíîâíîå îòëè÷èå îò âñåõ ïðåäûäóùèõ ñëó÷àåâ çäåñü ñîñòîèò â ïðèñóòñòâèè
ïðîèçâîäíîé â íåëèíåéíîñòè. Ñâÿçü ðåøåíèé îïèñûâàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 18. Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì z óðàâíåíèå (30) èìååò ïåðèîäè÷åñêîå
ïî τ è 1-ïåðèîäè÷åñêîå ïî r ðåøåíèå ξ0(τ, r). Òîãäà óðàâíåíèå (29) èìååò
àñèìïòîòè÷åñêîå ïî íåâÿçêå ñ òî÷íîñòüþ äî O(ε3p/2) ðàâíîìåðíî ïî t > 0
ðåøåíèå u0(t, ε), äëÿ êîòîðîãî

u0(t, ε) = εpξ(εpt, (ε
p
2−1z + Θz − zε

p
2 )t).

Â ñëó÷àå a = −1 + εpa1 ïðèõîäèì ê êâàçèíîðìàëüíîé ôîðìå

∂ξ

∂τ
=
z2

2

∂2ξ

∂r2
− a1ξ + (b2 − c)ξ3 + (

1

2
αb− β)zξ2∂ξ

∂r
− 1

2
α2z2ξ

(
∂ξ

∂r

)2

,

ξ(τ, r + 1) ≡ −ξ(τ, r). (31)

Òåîðåìà 19. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî ïîëîæèòåëüíîãî z çàäà÷à (31) èìååò
ïåðèîäè÷åñêîå ïî τ ðåøåíèå ξ0(τ, r). Òîãäà óðàâíåíèå (29) èìååò àñèìïòî-
òè÷åñêîå ïî íåâÿçêå ñ òî÷íîñòüþ äî O(εp) ðàâíîìåðíî ïî t > 0 ðåøåíèå
u0(t, ε), äëÿ êîòîðîãî

u0(t, ε) = εpξ0(ε
pt, (ε

p
2−1z + Θz − zε

p
2 )t).

Ñèíãóëÿðíî âîçìóùåííûå ñèñòåìû ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà

Â ãëàâå 4 èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèå ðåøåíèé ñèñòåìû íåëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà

∂u

∂t
= D(ε)

∂2u

∂x2
+ (A0 + µA1)u+ F (u), u(t, x) = u(t, x+ 2π), (32)
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à òàêæå çàäà÷è ñ ¾ñèëüíîé¿ íåëèíåéíîñòüþ

∂u

∂t
= D(ε)

∂2u

∂x2
+ (A0 + µA1)u+ F (u,

∂u

∂x
), u(t, x) = u(t, x+ 2π). (33)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû D(ε) èìåþò ïîëîæè-
òåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè. Çäåñü ε è µ � ïîëîæèòåëüíûå ìàëûå ïàðàìåòðû,
à ìàòðèöà D(ε) èìååò âèä

D(ε) = D0 + εD1.

Â ��4.1 è 4.2 áóäåò èçó÷åí ñëó÷àé, êîãäà ìàòðèöà D0 íóëåâàÿ, à u ∈ Rn.
Â �4.3 è �4.4 ïðîâåäåí äåòàëüíûé àíàëèç ñëó÷àÿ u ∈ R2. Ãëàâíîå ïðåäïîëî-
æåíèå �4.3 ñîñòîèò â òîì, ÷òî ìàòðèöà D0 èìååò íóëåâîå è ïîëîæèòåëüíîå
ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, òàêèì îáðàçîì èçó÷àåìàÿ ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ áëèçêîé ê
ãèáðèäíîé (ñîäåðæàùåé óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ è îáûêíîâåííîå
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå). Íàêîíåö, �4.4 ïîñâÿùåí ñëó÷àþ, êîãäà îáà
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ D0 ðàâíû íóëþ, íî, â îòëè÷èè îò ��4.1 è 4.2, ñîáñòâåí-
íûé âåêòîð òîëüêî îäèí.

Â �4.1 ìàòðèöà D(ε) èìååò âèä D(ε) = εD, à µ = cεα. Ïîâåäåíèå ðåøå-
íèé â ýòîì ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ ðàñïîëîæåíèåì ñîáñòâåííûõ ÷èñåë A(z) =
A0 − zD ïðè z > 0. Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâå êðèòè÷åñêèå ñèòóàöèè. Â ïåðâîé
èç íèõ, A(0) èìååò ïàðó ÷èñòî ìíèìûõ ñîáñòâåííûõ ÷èñåë ±iω, à âñå îñòàëü-
íûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ A(z) ëåæàò â ëåâîé êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè.
Â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå êâàçèíîðìàëüíîé ôîðìû âîçíèêàåò êîìïëåêñíîå
ïàðàáîëè÷åñêîå óðàâíåíèå, çàâèñÿùåå îò ïðîèçâîëüíîãî γ:

∂ξ

∂τ
= γ2(Da, b)

∂2ξ

∂y2
+ c(A1a, b)ξ + σ|ξ|2ξ, ξ(τ, y + 2π) ≡ ξ(τ, y). (34)

Òåîðåìà 20. Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì γ êðàåâàÿ çàäà÷à (34) èìååò ïåðèîäè÷å-
ñêîå ïî τ ðåøåíèå ξ0(τ, y). Òîãäà ñèñòåìà (32) èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ïî
íåâÿçêå ñ òî÷íîñòüþ äî O(εα) ðàâíîìåðíî ïî âñåì t > 0, x ∈ [0, 2π] ðåøåíèå

u(t, x) = εα/2
(
ξ0(ε

αt, (γε−β + Θγ)x)aeiωt + ξ0(ε
αt, (γε−β + Θγ)x)ae−iωt

)
.

Âî âòîðîé ñèòóàöèè ïðè íåêîòîðîì z = z0 > 0 A(z0) èìååò ïðîñòîå íó-
ëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå, à âñå îñòàëüíûå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèö A(z)
ëåæàò ñëåâà îò ìíèìîé îñè. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãëàâíîé ÷àñòè
ïðèáëèæåíèÿ ðåøåíèÿ ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ

∂ξ

∂τ
= 4z0(Da1, b)γ

2∂
2ξ

∂y2
+ c(A1a, b)ξ + ζ|ξ|2ξ, ξ(τ, y + 2π) ≡ ξ(τ, y). (35)
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Òåîðåìà 21. Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì γ0 êðàåâàÿ çàäà÷à (35) èìååò ïåðèî-
äè÷åñêîå ðåøåíèå ξ0(τ, y). Òîãäà (32) èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ïî íåâÿçêå ñ
òî÷íîñòüþ äî O(εα) ðàâíîìåðíî ïî t > 0, x ∈ [0, 2π] ðåøåíèå

u = εα/2

(
ξ(εαt, y)a exp

[
i

(√
z0

ε
+ θ

)
x

]
+ξ(εαt, y)a exp

[
−i
(√

z0

ε
+ θ

)
x

])
,

ãäå y = (γε−(1−α)/2 + Θγ)x.

Â �4.2 èçó÷àåòñÿ, êàê è â �4.1, óðàâíåíèå ñ ìàëîé äèôôóçèåé, íî ïðè
ýòîì íåëèíåéíîñòü ¾ñèëüíàÿ¿ (ò.å. çàâèñÿùàÿ åùå è îò ∂u

∂x). Îñíîâíûå èçìåíå-
íèÿ ðåçóëüòàòîâ êàñàþòñÿ, âî-ïåðâûõ, âèäà íåëèíåéíîñòè â êâàçèíîðìàëüíîé
ôîðìå, à âî-âòîðûõ, ïîðÿäêà ìàëîñòè âîçíèêàþùèõ êîëåáàòåëüíûõ ðåøåíèé.
Òàê, â ñëó÷àå, êîãäà A(0) èìååò ïàðó ÷èñòî ìíèìûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, â
ðîëè êâàçèíîðìàëüíîé ôîðìû âûñòóïàåò óðàâíåíèå ñ ïðîèçâîëüíûì κ

∂ξ

∂τ
= κ2d

∂2ξ

∂y2
+c(A1a, b)ξ+κ2

[
σ1ξ

∣∣∣∣∂ξ∂y
∣∣∣∣2 + σ2 |ξ|2

∂2ξ

∂y2
+ σ3ξ

2∂
2ξ

∂y2
+ σ4ξ

(
∂ξ

∂y

)2
]
,

ξ(τ, y + 2π) ≡ ξ(τ, y). (36)

Òåîðåìà 22. Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì κ óðàâíåíèå (36) èìååò ïåðèîäè÷åñêîå
ïðè τ → ∞ ðåøåíèå ξ0(τ, y). Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à (33) èìååò àñèìïòîòè-
÷åñêîå ïî íåâÿçêå ñ òî÷íîñòüþ äî O(ε(1+α)/2) ðàâíîìåðíî ïî t > 0, x ∈ [0, 2π]
ðåøåíèå u(t, x, ε), äëÿ êîòîðîãî

u(t, x, ε) = ε1/2[ξ0(ε
αt, (κεδ + θ)x) exp (iωt)a+ ξ0(ε

αt, (κεδ + θ)x) exp (−iωt)a].

Â �4.3 óðàâíåíèÿ (32) è (33) ðàññìàòðèâàþòñÿ â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî u ∈
R2 è

D(ε) = D0 + εD1 =

(
ε 0
0 1

)
.

Âûäåëåíû êðèòè÷åñêèå ñëó÷àè â çàäà÷å îò óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ è äåòàëüíî èçó÷åíû òå èç íèõ, êîòîðûå èìåþò áåñêîíå÷íóþ ðàçìåðíîñòü.
Êâàçèíîðìàëüíûå ôîðìû è ôîðìóëû äëÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ ïî íåâÿçêå ðå-
øåíèé â ýòîì ñëó÷àå ìîãóò èìåòü äîâîëüíî ñëîæíûé âèä. Òàê, â îäíîì èç
íàèáîëåå ïðîñòûõ ñëó÷àåâ äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãëàâíîé ÷àñòè àñèìïòîòèêè ïî-
ëó÷àåì ñåìåéñòâî óðàâíåíèé

∂3ξ

∂τ∂y2
1

= z2
1

∂4ξ

∂y4
1

+ ca11
∂2ξ

∂y2
1

+ δz2
1

[(
∂2ξ

∂y2
1

)2

−M

((
∂2ξ

∂y2
1

)2
)]

(37)

ñ óñëîâèÿìè 2π-ïåðèîäè÷íîñòè ξ(τ, y1) ïî y1 è M(ξ) = 0. Çäåñü M(ξ) � ýòî
ñðåäíåå çíà÷åíèå ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé y1. Ðåøåíèþ (37) ïðè íåêî-
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òîðîì z1 ñîîòâåòñòâóåò àñèìïòîòè÷åñêîå ïî íåâÿçêå ðåøåíèå (32)

u(t, x, ε) =

 −εαz2
1

∂2ξ0(ε
αt, y1))

∂y2
1

+ o(εα)

εa3ξ0(ε
αt, y1) + o(ε)

 ,

ãäå y1 = (z1ε
α−1
2 + θ1)x.

Íàêîíåö, �4.4 ïîñâÿùåí ñèòóàöèè, êîãäà u ∈ R2 è ìàòðèöà D(ε) çàäàåòñÿ
ðàâåíñòâîì

D(ε) =

(
0 1
0 0

)
+ ε

(
0 0
d1 d2

)
+O(ε2).

Â áåñêîíå÷íîìåðíûõ êðèòè÷åñêèõ ñëó÷àÿõ, êîòîðûå çäåñü âîçíèêàþò, êâà-
çèíîðìàëüíûå ôîðìû èìåþò âèä óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ ÷åòâåðòóþ ïðîèç-
âîäíóþ ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé. Òàê, â îäíîé èç íàèáîëåå ïðîñòûõ
ñèòóàöèé èìååì

a1
∂ξ

∂τ
= −z4d1

∂4ξ

∂y4
− ca21z

2∂
2ξ

∂y2
+ β1β3z

4(
∂2ξ

∂y2
)2, ξ(τ, x) = ξ(τ, x+ 2π). (38)

Êàê è âûøå, êàæäîå ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå (38) îïðåäåëÿåò ãëàâíóþ ÷àñòü
àñèìïòîòè÷åñêèõ ïî íåâÿçêå ðåøåíèé (32) â ðàññìàòðèâàåìîì êðèòè÷åñêîì
ñëó÷àå ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû

u(t, x, ε) = ε

(
−z2 ∂

2ξ(ε2α−1t,(zε
α−1
2 +θ)x)

∂y2 − a2ξ(ε
2α−1t, (zε

α−1
2 + θ)x)

a1ξ(ε
2α−1t, (zε

α−1
2 + θ)x)

)
Óðàâíåíèÿ ñ îòêëîíåíèåì ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé

Ãëàâà 5 ïîñâÿùåíà ëîêàëüíîé äèíàìèêå óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ ðàñïðå-
äåëåíèå ïî ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé è, âîçìîæíî, çàïàçäûâàíèå.

Â �5.1 èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèå ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà
ñ îòêëîíåíèåì ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé

∂u

∂t
+ u = ε

∂2u

∂x2
+K sinu(t, x− h), u(t, x+ 2π) ≡ u(t, x). (39)

Çäåñü 0 < ε� 1, à îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà h ïðåäïîëàãàåì, ÷òî îí áëèçîê ê
ðàöèîíàëüíî êðàòíîìó 2π. Âñå ðàññóæäåíèÿ ïðîâåäåíû äëÿ âàæíîãî ÷àñòíîãî
ñëó÷àÿ h = π + µ, ãäå µ � åù¼ îäèí ìàëûé ïàðàìåòð: 0 < µ� 1.

Ïóñòü u0 � îäíîðîäíîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ (39). Ðàññìàòðèâàåòñÿ íàè-
áîëåå èíòåðåñíûé êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé, êîãäà ïàðàìåòð p = K cosu0 áëèçîê
ê −1. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ìàëîãî ïàðàìåòðà ν: 0 < ν � 1
âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå p = −1− ν.

Ïóñòü ïàðàìåòðû ε, µ è ν ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè

µ = ε1/2h1, ν = εγp1, 0 < γ < 1.
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Òîãäà ðîëü êâàçèíîðìàëüíîé ôîðìû èãðàåò óðàâíåíèå

∂ξ

∂τ
= κ2

(
1 +

1

2
h2

1

)
∂2ξ

∂r2
+ p1ξ −

(
1

6
+
u2

0

4

)
ξ3, ξ(τ, r + π) ≡ −ξ(τ, r). (40)

Çäåñü çíà÷åíèå κ âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíî. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 23. Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì κ êðàåâàÿ çàäà÷à (40) èìååò ïåðèîäè-
÷åñêîå ïî τ ðåøåíèå ξ0(τ, r). Òîãäà çàäà÷à (39) èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ïî
íåâÿçêå ñ òî÷íîñòüþ äî O(ε3γ/2) ðàâíîìåðíî ïî t > 0 è x ∈ [0, 2π] ðåøåíèå

u(t, x, ε) = u0 + εγ/2ξ(εγt, r)− εγ 1

2
u0ξ

2(εγt, r),

ãäå r = (κε−δ + θκ)(x− εγ/2h1κt).

Òàêæå ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà ïàðàìåòð µ, õàðàêòåðèçóþùèé îòêëî-
íåíèå ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðåìåííîé, ¾ñóùåñòâåííî áîëüøå¿, ò. å. µ = εαh1

(0 < α < 1
2). Îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà ν òîãäà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ν = εγp1

(0 < γ 6 min(2α, 1 − 2α)). Â ýòîì ñëó÷àå ñòðóêòóðà ðåøåíèé óñëîæíÿåòñÿ.
Êâàçèíîðìàëüíàÿ ôîðìà òåïåðü çàâèñèò îò äâóõ ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåí-
íûõ:

∂ξ

∂τ
= ∆2h−2

1

∂2ξ

∂r2
+ κ2h2

1

∂2ξ

∂s2
+ p1ξ −

(
1

6
+
u2

0

4

)
ξ3,

ξ(τ, r + 2π, s) ≡ ξ(τ, r, s) ≡ −ξ(τ, r, s+ π). (41)

Ïàðàìåòðû κ è ∆ ÿâëÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûìè.

Òåîðåìà 24. Ïóñòü ïðè íåêîòîðûõ κ è ∆ êðàåâàÿ çàäà÷à (41) èìååò ïåðèî-
äè÷åñêîå ïî τ ðåøåíèå ξ0(τ, r, s). Òîãäà çàäà÷à (39) èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå
ïî íåâÿçêå ñ òî÷íîñòüþ äî O(ε3γ/2) ðàâíîìåðíî ïî t > 0 è x ∈ [0, 2π] ðåøå-
íèå âèäà

u(t, x, ε) = u0 + εγ/2ξ(εγt, r, s)− εγ 1

2
u0ξ

2(εγt, r, s),

ãäå r =
(
h−1πε−α(∆εα−β + θ1) + θ2

)
x, s = (κε−δ + θ3)x− h1κεγ/2t.

Â �5.2 èññëåäóåì äèíàìè÷åñêèå ñâîéñòâà êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâåííî-
ðàñïðåäåëåííîãî êîìïëåêñíîãî óðàâíåíèÿ

∂u

∂t
= Φ(u) +Keiϕ

 ∞∫
−∞

F (s)u(t, x+ s)ds− u

+ d
∂2u

∂x2

â ñëó÷àå ε = K−1 � 1. Çäåñü ôóíêöèÿ F çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì

F (x) =
1
√
µπ

exp

(
−(x+ h)2

µ

)
, µ > 0. (42)
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Ïóñòü µ = κε. Ðàçäåëèâ íà K è íîðìèðîâàâ âðåìÿ ïîëó÷èì êðàåâóþ çàäà÷ó

∂u

∂τ
= εΦ(u) + eiϕ[

∫ ∞
−∞

F (s)u(τ, x+ s)ds− u] + εd
∂2u

∂x2
, u(τ, x+ 2π) ≡ u(τ, x).

(43)
Ïðè óñëîâèÿõ h 6= 0, ϕ 6= 0 è ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε óðàâíåíèå (43) íå ìîæåò
èìåòü óñòîé÷èâûõ óñòàíîâèâøèõñÿ ðåæèìîâ. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäïîëîæèì,
÷òî äëÿ íåêîòîðîãî ϕ1 èìååì ϕ = ε1/2ϕ1.

Ñíà÷àëà ðàçáåðåì ñëó÷àé, êîãäà h áëèçêî ê íóëþ: h = ε1/2h1. Â ýòîì
ñëó÷àå êâàçèíîðìàëüíîé ôîðìîé ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå

∂ξ

∂t
= (κ+ d+

1

2
h2

1)
∂2ξ

∂y2
− iϕ1h1

∂ξ

∂y
+ Φ(ξ), ξ(t, y + 2π) ≡ ξ(t, y). (44)

Òåîðåìà 25. Ïóñòü ξ0(t, y) � ïåðèîäè÷åñêîå ïî t ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è
(44). Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à (43) èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ïî íåâÿçêå ñ òî÷-
íîñòüþ äî O(ε3/2) ðàâíîìåðíî ïî τ > 0 è x ∈ [0, 2π] ðåøåíèå u0(τ, x, ε) =
ξ0

(
ετ, x− ε1/2h1τ

)
.

Åñëè äîïîëíèòåëüíî ïîòðåáîâàòü ìàëîñòü êîýôôèöèåíòîâ d, κ è h1

d = εαd1, κ = εακ1, h1 = εα/2h2, α > 0,

òî â êà÷åñòâå êâàçèíîðìàëüíîé ôîðìû ïîëó÷àåì çàâèñÿùåå îò ïàðàìåòðà z
ñåìåéñòâî êðàåâûõ çàäà÷

∂ξ

∂t
= z2(κ1 + d1 +

1

2
h2

2)
∂2ξ

∂v2
− iϕ1h2z

∂ξ

∂v
+ Φ(ξ), ξ(t, v+ 2π) ≡ ξ(t, v). (45)

Òåîðåìà 26. Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì z êðàåâàÿ çàäà÷à (45) èìååò ïåðèîäè÷å-
ñêîå ïî t ðåøåíèå ξ0(t, v). Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à (43) èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå
ïî íåâÿçêå ñ òî÷íîñòüþ äî O(ε3/2) ðàâíîìåðíî ïî τ > 0 è x ∈ [0, 2π] ðåøåíèå

u0(τ, x) = ξ0

(
ετ, (zε−α/2 + Θ)x− (ε1/2h2z + ε(1+α)/2h2Θ)τ

)
.

À åñëè òîëüêî êîýôôèöèåíòû d è κ áóäóò ìàëûìè: d = εd1, κ = εκ1 � òî
ïðèõîäèì ê òîìó, ÷òî â ãëàâíîì ðåøåíèÿ (43) îïðåäåëÿþòñÿ êðàåâîé çàäà÷åé

∂ξ

∂t
=

4π2

h2
1

(κ1+d1)
∂2ξ

∂v2
+
h2

1

2

(
Θ
∂

∂v
+

∂

∂w

)2

ξ−iϕ1h1

(
Θ
∂ξ

∂v
+
∂ξ

∂w

)
+Φ(ξ), (46)

ξ(t, v + 2π,w) ≡ ξ(t, v, w + 2π) ≡ ξ(t, v, w). (47)

Òåîðåìà 27. Ïóñòü ïðè íåêîòîðîì Θ = Θ0 êðàåâàÿ çàäà÷à (46), (47) èìååò
ïåðèîäè÷åñêîå ïî t ðåøåíèå ξ0(t, v, w). Ïóñòü ñòðåìÿùàÿñÿ ê íóëþ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü εk òàêîâà, ÷òî Θ(εk) = Θ0. Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à (43) ïðè
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ε = εk èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ïî íåâÿçêå ñ òî÷íîñòüþ äî O(ε
3/2
k ) ðàâíî-

ìåðíî ïî τ > 0 è x ∈ [0, 2π] ðåøåíèå

u0(τ, x) = ξ0(ετ, (2πh
−1
1 ε
− 1

2

k + Θ0)x− h1Θ0ε
1
2

kτ, x− h1ε
1
2

kτ).

Ïóñòü òåïåðü h áëèçîê ê íåêîòîðîìó ðàöèîíàëüíî ñîèçìåðèìîìó ñ π ÷èñ-
ëó: h = πm1

m2
+ ε1/2h1. Îáîçíà÷èì m = Nn, ãäå N = m2, åñëè m1 ÷åòíî, è

N = 2m2, åñëè m1 íå÷åòíî. Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à

∂ξ

∂t
= N 2(κ+ d+

1

2
h2

1)
∂2ξ

∂y2
− iNh1ϕ1

∂ξ

∂y
+ Φ(ξ), ξ(t, y + 2π) ≡ ξ(t, y) (48)

ÿâëÿåòñÿ êâàçèíîðìàëüíîé ôîðìîé. À ñâÿçü ìåæäó ðåøåíèÿìè (48) è (43)
óñòàíàâëèâàåò ôîðìóëà u(τ, x, ε) = ξ

(
ετ,N(x− ε1/2h1τ)

)
.

Â �5.3 îïèøåì ïîâåäåíèå ðåøåíèé ñèñòåìû äâóõ óðàâíåíèé ñ ïðîñòðàí-
ñòâåííî-ðàñïðåäåëåííîé ñâÿçüþ (u1, u2 ∈ Rn)

u̇1 = Φ1(u1) +K

 ∞∫
−∞

F (s)u2(t, x+ s)ds− u1

 ,
u̇2 = Φ2(u2) +K

 ∞∫
−∞

F (s)u1(t, x+ s)ds− u2

 (49)

ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè. Ôóíêöèÿ F , êàê è â �5.2, çàäàåòñÿ
ôîðìóëîé (42). Ïóñòü µ = 4c2ε2α. Êà÷åñòâåííî íîâûå, ïî ñðàâíåíèþ ñ �5.2,
ðåçóëüòàòû âîçíèêàþò, åñëè h = εβh1,

1
2 6 β 6 α− 1

2 . Òîãäà êâàçèíîðìàëüíàÿ
ôîðìà èìååò âèä

∂ξ

∂τ
=
c2π2z2

h2
1

∂2ξ

∂y2
+

1

2
h2

1v
2 ∂

2ξ

∂w2
+R1(ξ, η),

∂η

∂τ
=
c2π2z2

h2
1

∂2η

∂y2
+

1

2
h2

1v
2 ∂

2η

∂w2
+R2(ξ, η),

ξ(τ, y, w + 2π) ≡ ξ(τ, y, w) ≡ ξ(τ, y + 2π,w),
η(τ, y, w + 2π) ≡ η(τ, y, w) ≡ −η(τ, y + π,w)

(50)

ãäå
R1(ξ, η) = 1

4 [Φ1(ξ + η) + Φ1(ξ − η) + Φ2(ξ + η) + Φ2(ξ − η)],
R2(ξ, η) = 1

4 [Φ1(ξ + η)− Φ1(ξ − η) + Φ2(ξ + η)− Φ2(ξ − η)].

Òåîðåìà 28. Ïóñòü ïàðàìåòðû z è v ïðîèçâîëüíî ôèêñèðîâàíû. Ïóñòü
êðàåâàÿ çàäà÷à (50) èìååò ïåðèîäè÷åñêîå ïî τ → ∞ ðåøåíèå ξ0(τ, y, w),
η0(τ, y, w). Òîãäà êðàåâàÿ çàäà÷à (49) èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ïî íåâÿçêå
ñ òî÷íîñòüþ äî O(ε) ðàâíîìåðíî ïî t > 0 è x ∈ [0, 2π] ðåøåíèå

u10(t, x, ε) = ξ0(εt, y, w) + η0(εt, y, w),
u20(t, x, ε) = ξ0(εt, y, w)− η0(εt, y, w),
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â êîòîðîì y = x
(
πh−1

1 ε−β(zε−δ + θ1) + θ2

)
, w = x (vε−γ + θ3)− h1ε

1
2 t.

Åñëè æå h = πm1

m2
+h1ε

β, òî â êà÷åñòâå êâàçèíîðìàëüíîé ôîðìû ïîëó÷àåì
ñèñòåìû èç 2m2n óðàâíåíèé ïàðàáîëè÷åñêîãî òèïà.

Ïàðàãðàôû ��5.4�5.7 ïîñâÿùåíû ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåëåííîìó ëîãè-
ñòè÷åñêîìó óðàâíåíèþ. Â �5.4 èçó÷èì ëîêàëüíóþ äèíàìèêó

∂N

∂t
= rN

1−
∞∫

−∞

F (s)N(t, x+ s)ds

N + ε2γ2∂
2N

∂x2
, N(t, x+ 2π) ≡ N(t, x).

(51)
Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà âèäà ôóíêöèè F :

F (s, ε) =
1

b− a
{b(4πσ2

1ε)
−1/2 exp[−s2(4εσ2

1)−1]−a(4πσ2
2ε)
−1/2 exp[−s2(4εσ2

2)−1]},

F (s, ε) =
1

b− a
{b(4πσ2

1ε)
−1/2 exp[−(s−

√
εα1)

2(4εσ2
1)−1]−

− a(4πσ2
2ε)
−1/2 exp[−(s−

√
εα2)

2(4εσ2
2)−1] (b > a).

Êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîé êðàåâîé çàäà÷è
èìåþò âèä λk = λ(εk), ãäå λ(z) = −γ2z2− r

b−a [b exp(−σ2
1z

2)−a exp(−σ2
2z

2)] äëÿ

ïåðâîãî âèäà F è λ(z) = −γ2z2− r0
b−a(b exp[−iα1z−σ2

1z
2]−a exp[−iα2z−σ2

2z
2])

äëÿ âòîðîãî. Èçó÷àåòñÿ êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé, êîãäà äëÿ íåêîòîðîãî z0 > 0
âûïîëíåíû óñëîâèÿ λ(z0) = 0 λ(z) < 0 ïðè z > 0 è z 6= z0.

Äëÿ îáîèõ âàðèàíòîâ ôóíêöèè F êâàçèíîðìàëüíûå ôîðìû ìîãóò áûòü
ïðåäñòàâëåíû â âèäå ïàðàáîëè÷åñêîé êðàåâîé çàäà÷è

∂ξ

∂τ
= −1

2
λ′′(z0)

∂2ξ

∂y2
− iθλ′′(z0)

∂ξ

∂y
+ (

1

2
θ2λ′′(z0) + r1γ

2z2
0)ξ −R|ξ|2ξ (52)

ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè

ξ(τ, x+ 2π) ≡ ξ(τ, x). (53)

Òåîðåìà 29. Ïóñòü ïðè Θ = Θ0 êðàåâàÿ çàäà÷à (52), (53) èìååò ïåðèî-
äè÷åñêîå ðåøåíèå ξ(τ, x). Òîãäà (51) èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ïî íåâÿçêå ñ
òî÷íîñòüþ äî O(ε2) ðàâíîìåðíî ïî t > 0 è x ∈ [0, 2π] ðåøåíèå

N(t, x, ε) = 1+ε
[
ξ0(τ, x) exp(ix(ε−1z0 + Θ0)) + ξ0(τ, x) exp(−ix(ε−1z0 + Θ0))

]
ïðè ε òàêèõ, ÷òî Θ(ε) = Θ0.
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Â �5.5 ðàññìîòðåíî ñóùåñòâåííî áîëåå ñëîæíîå ëîãèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå
ñ äâóìåðíîé ïðîñòðàíñòâåííîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ

∂N

∂t
= rN

1−
∞∫

−∞

∞∫
−∞

F (p, q)N(t, x+ p, y + q)dp dq

+ d

(
∂2N

∂x2
+
∂2N

∂y2

)
,

(54)
ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè ïî êàæäîé ïðîñòðàíñòâåííîé ïåðå-
ìåííîé

N(t, x+ 2π, y) ≡ N(t, x, y + 2π) ≡ N(t, x, y). (55)

Ïîñòàâèì çàäà÷ó èññëåäîâàòü ëîêàëüíóþ äèíàìèêó â îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ
ðàâíîâåñèÿ N ≡ 1. Ìû îñòàíîâèìñÿ íà ðàññìîòðåíèè òîëüêî ïðèíöèïèàëüíî
íîâûõ îñîáåííîñòåé, îáóñëîâëåííûõ èìåííî äâóìåðíîñòüþ îáëàñòè îïðåäåëå-
íèÿ. Òàêèå ñóùåñòâåííûå îñîáåííîñòè ñâÿçàíû ñî ñïåöèôè÷íûì ïîâåäåíèåì
êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

λ = −r
∞∫

−∞

∞∫
−∞

F (p, q) exp(imp+ inq)dp dq − d(m2 + n2), m, n ∈ Z. (56)

Äëÿ öåíòðàëüíîñèììåòðè÷íîé ôóíêöèè

F (x, y) =
1

b− a

{
b

(4πσ2
1ε)

1
2

exp

[
−(x2 + y2)

4εσ2
1

]
− a

(4πσ2
2ε)

1
2

exp

[
−(x2 + y2)

4εσ2
2

]}
â êà÷åñòâå êâàçèíîðìàëüíîé ôîðìû â áëèçêîì ê êðèòè÷åñêîìó ñëó÷àå ïîëó-
÷àåì ñèñòåìó

∂ξϕ
∂τ

= −1

2
λ′′(z0)z

2
0

[
cos2 ϕ

∂2ξϕ
∂x2

+ sin 2ϕ
∂2ξϕ
∂x∂y

+ sin2 ϕ
∂2ξϕ
∂y2

+

+ 2i (Θ1ϕ cosϕ+ Θ2ϕ sinϕ)

(
cosϕ

∂ξϕ
∂x

+ sinϕ
∂ξϕ
∂y

)
−

− (Θ1ϕ cosϕ+ Θ2ϕ sinϕ)2 ξϕ

]
− r1

r0
d0z

2
0ξϕ + 2d0z

2
0ξϕ+π

3
ξϕ−π3 , (57)

ξϕ(τ, x+ 2π, y) ≡ ξϕ(τ, x, y + 2π) ≡ ξϕ(τ, x, y). (58)

Çäåñü ϕ ∈ [0, 2π) � ýòî ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð.

Òåîðåìà 30. Ïóñòü êðàåâàÿ çàäà÷à (57), (58) äëÿ íåêîòîðûõ ϕ, Θ1ϕ è Θ2ϕ

èìååò ïåðèîäè÷åñêîå ïî τ ðåøåíèå ξϕ+k π3
(τ, x, y), (k = 0, 1, . . . 5). Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò òàêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ N2(t, x, y, ε), ÷òî êðàåâàÿ çàäà÷à (54),
(55) èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå (ïðè ε = εn → 0) ïî íåâÿçêå ñ òî÷íîñòüþ äî
O(ε5/2) ðàâíîìåðíî ïî t > 0, x, y ∈ [0, 2π] ðåøåíèå

N = 1 + εn

5∑
k=0

exp[i(mεn(ϕ+ k
π

3
)x+ nεn(ϕ+ k

π

3
)y)]ξϕ+k π3

(εnt, x, y) + ε2N2.
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Äëÿ ìíîãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé áàçîâûì ÿâëÿåòñÿ ëîãèñòè÷åñêîå
óðàâíåíèå ñ çàïàçäûâàíèåì (òàê íàçûâàåìîå óðàâíåíèå Õàò÷èíñîíà). Â �5.6

èçó÷àåòñÿ äèíàìèêà ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû ñ ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäå-
ëåííûì íàñûùåíèåì

∂N

∂t
= εd

∂2N

∂x2
+ rN

1−
∞∫

−∞

F (s)N(t− h, x+ s)ds

 , (59)

ãäå d > 0 è âûïîëíåíû ïåðèîäè÷åñêèå êðàåâûå óñëîâèÿ. Çäåñü çàïàçäûâàíèå
h ïðåäïîëàãàåòñÿ ôèêñèðîâàííîé ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé.

Ìû ðàññìîòðèì äâà âèäà ôóíêöèè F (x), êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò îïðå-
äåëåííûé áèîëîãè÷åñêèé ñìûñë. Â ïåðâîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ F (x) áóäåò îïðå-
äåëÿòüñÿ ôîðìóëîé

F (x) =
σ√
π
e−σ

2x2, σ > 0,

à âî âòîðîì � ôîðìóëîé

F (x) =
ασ0√
π
e−σ

2
0x

2

+
1− α
2
√
π

(
σ1e

−σ2
1(x−β1)2 + σ2e

−σ2
2(x−β2)2

)
.

Çäåñü 0 < α < 1, σ0, σ1, σ2 > 0, β1 è β2 � ëþáûå.
Îñíîâíîå ïðåäïîëîæåíèå çàêëþ÷àåòñÿ â âûïîëíåíèè óñëîâèé

δ = εd, σ = ε−1a, σj = ε−1aj, βj = µbj, ãäå 0 < ε, µ� 1.

Òåì ñàìûì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíò äèôôóçèè ÿâëÿåòñÿ ìàëûì ïà-
ðàìåòðîì, à çíà÷åíèÿ F (x) ñîñðåäîòî÷åíû, â îñíîâíîì, â ìàëîé îêðåñòíîñòè
òî÷êè x = 0.

Êîãäà F çàäàåòñÿ ïåðâûì ñïîñîáîì, êðèòè÷åñêèå ñëó÷àè âîçíèêàþò ïðè
rh = π

2 . Ïóñòü

r = r0 + εpr1, h = h0 + εph1, 0 < p 6 2.

Òîãäà ïîëó÷àåì â êà÷åñòâå êâàçèíîðìàëüíîé ôîðìû ñåìåéñòâî óðàâíåíèé òè-
ïà Ãèíçáóðãà-Ëàíäàó

∂u

∂τ
(1 +

π

2
i) = z2(d2 +

r0

4a2
i)
∂2u

∂x2
+ (r0

πh1

2h0
+ r1i)u+

r0(1− 3i)

5
u|u|2,

u(τ, x) ≡ u(τ, x+ 2π). (60)

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
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Òåîðåìà 31. Êàæäîìó ïåðèîäè÷åñêîìó ïî τ ðåøåíèþ u(τ, y) ïðè íåêîòî-
ðîì z çàäà÷è (60) îòâå÷àåò àñèìïòîòè÷åñêîå ïî íåâÿçêå ñ òî÷íîñòüþ äî
O(ε3p/2) ðàâíîìåðíî ïî t > 0, x ∈ [0, 2π] ðåøåíèå (59) âèäà

N(t, x) = 1 + εp/2
(
u(εpt, y) exp(i

π

2h0
t) + εu(εpt, y) exp(−i π

2h0
t)

)
+

+ εp
(

2− i
5

exp(i
π

h0
t)u2(εpt, y) +

2 + i

5
exp(−i π

h0
t)u2(εpt, y)

)
,

ãäå îáîçíà÷åíî y = ( z
ε1−p/2−1 + θz)x.

Åñëè F çàäàåòñÿ âòîðûì ñïîñîáîì, òî òîãäà âîçìîæíî äîïîëíèòåëüíîå âû-
ðîæäåíèå, â êîòîðîì çàäà÷à íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ðåøåíèé (59) èìååò
âèä ñèñòåìû äâóõ êîìïëåêñíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Â �5.7 èçó÷èì ñèñòåìó äâóõ ëîãèñòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ çàïàçäûâàíèåì è
ñ ñèëüíîé ïðîñòðàíñòâåííî-ðàñïðåäåëåííîé ñâÿçüþ

∂u

∂t
= r[1− u(t− T, x)]u+K

 ∞∫
−∞

F (s)v(t, x+ s)ds− u

 ,

∂v

∂t
= r[1− v(t− T, x)]v +K

 ∞∫
−∞

F (s)u(t, x+ s)ds− v


ñ ïåðèîäè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè äëÿ êàæäîé íåèçâåñòíîé u è v

u(t, x+ 2π) ≡ u(t, x), v(t, x+ 2π) ≡ v(t, x).

Ïàðàìåòð K ïðåäïîëàãàåòñÿ áîëüøèì. Ðåçóëüòàòû ýòîãî ïàðàãðàôà âî ìíî-
ãîì ñõîæè ñ ðåçóëüòàòàìè �5.3 ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî òåïåðü êâàçèíîð-
ìàëüíûå ôîðìû ñîäåðæàò çàïàçäûâàíèå.

Ïîñëåäíèé ïàðàãðàô �5.8 ãëàâû 5 ïîñâÿùåí âîïðîñó î ïîâåäåíèè ðåøåíèé
ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè èç äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè íóëåâîãî ñîñòîÿ-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ óðàâíåíèÿ

∂u

∂t
+ u = dε2∂

2u

∂x2
+ f

(∫ ∞
−∞

F (s)u(t− T, x+ s) ds

)
(d > 0),

u(t, x+ 2π) ≡ u(t, x). (61)

Ãëàâíûì îòëè÷èåì îò ïðåäûäóùèõ çàäà÷ òóò ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî âðåìÿ çàïàç-
äûâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèì.

Ôóíêöèÿ F (x) çàäàåòñÿ ôîðìóëîé F (x) =
√κ

π exp(−κ(x+h)2). Îñíîâíûå
ïðåäïîëîæåíèÿ ñîñòîÿò â òîì, ÷òî âåëè÷èíû T è κ ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî
áîëüøèìè, ò.å. äëÿ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé κ0 èìååì

T = ε−1, κ = κ0ε
−2, a = −

(
1 + ε2αa1

)
, h = εγh1, è 0 < ε� 1.
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Õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå äëÿ ëèíåàðèçîâàííîé â íóëå êðàåâîé çàäà÷è
(61) èìååò âèä

ελk + 1 = −
(
1 + ε2αa1

)
exp
(
−iεγh1k − λk − κ0ε

2k2
)
− dε2k2, k ∈ Z.

Ïðè êàæäîì k ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî êîðíåé ýòîãî óðàâíåíèÿ
λkn, äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü êîòîðûõ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ε→ 0. Òàêèì îáðà-
çîì ðåàëèçóåòñÿ êðèòè÷åñêèé ñëó÷àé áåñêîíå÷íîé ðàçìåðíîñòè. Èññëåäîâàíèå
ëîêàëüíîé äèíàìèêè (61)ïðè ìàëûõ ε ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèÿ
ìåæäó ïàðàìåòðàìè α è γ. Îñíîâíàÿ ÷àñòü ñëó÷àåâ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ïî-
ëó÷åííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ, à â ïîñëåäíåé ðåàëèçóåòñÿ íåêîòîðûé íîâûé ìå-
õàíèçì, ñïåöèàëüíûì îáðàçîì ñèíòåçèðóþùèé âðåìåííóþ è ïðîñòðàíñòâåí-
íóþ ïåðåìåííûå. Â íåì êâàçèíîðìàëüíàÿ ôîðìà ÿâëÿåòñÿ ïàðàáîëè÷åñêèì
óðàâíåíèåì, ñîäåðæàùèì äâå ïðîèçâîëüíûå ïîñòîÿííûå ω è z:

∂ξ

∂τ
=

(
1

2
ω2 + (d+ κ0)z

2

)
∂2ξ

∂r2
+a1ξ− (b2 +c)ξ3, ξ(τ, r+1) ≡ −ξ(τ, r), (62)

Ïàðàìåòð z îòâå÷àåò çà ¾ïðîñòðàíñòâåííóþ¿ ñîñòàâëÿþùóþ ðåøåíèÿ, à ω çà
¾âðåìåííóþ¿. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 32. Ïóñòü ñèñòåìà (62) èìååò ïðè z = z0, ω = ω0 ïåðèîäè÷å-
ñêîå ðåøåíèå ξ(τ, r). Òîãäà çàäà÷à (61) èìååò àñèìïòîòè÷åñêîå ïî íåâÿçêå
ñ òî÷íîñòüþ äî O(ε2α) ðàâíîìåðíî ïî âñåì t > 0, x ∈ [0, 2π] ðåøåíèå âèäà

u = εαξ
(
ε2αt, (εα−1z0 + Θ)x+

(
ω0ε

α−1 + Θ0 + εαω0

)
t
)
.

Â çàêëþ÷åíèè ïðèâåäåíû îáùèå âûâîäû è âîçìîæíûå íàïðàâëåíèÿ äàëü-
íåéøèõ èññëåäîâàíèé.
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