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Общая характеристика работы

Актуальность темы исследования. Теория массового обслужива
ния (ТМО) занимается построением и анализом моделей для сложных си
стем, осуществляющих большое количество однотипных операций по об
служиванию различного рода требований (заявок). Первые работы в этой
области были мотивированы решением прикладных задач, связанных с ор
ганизацией деятельности телефонных станций в начале XX века. Задачи,
поставленные и рассмотренные Ф.В. Йоханнсеном и А.К. Эрлангом, зало
жили основу для так называемой классической ТМО. Дальнейшее разви
тие этой отрасли науки связано с именами таких ученых как Ф. Поллачек,
А.Н. Колмогоров, А.Я. Хинчин, Б.В. Гнеденко, И.Н. Коваленко, К. Пальм,
Д.Дж. Кендалл, Л. Такач, Д.Р. Кокс, У.Л. Смит, Т.Л. Саати, Л. Клейнрок,
С.Н. Бернштейн, Н.П. Бусленко, А.А. Боровков, В.С. Королюк, Г.П. Ба
шарин, Г.П. Климов, Ю.В. Прохоров, А.Д. Соловьев, Б.А. Севастьянов,
Н.Т.Дж. Бейли и др. В их работах закладываются основные понятия, фор
мируются принципы и методы решения задач ТМО. Начиная с области
телефонии, результаты теории очередей находят свое применение при ис
следовании систем управления наземным, водным и воздушным транспор
том, систем организации медицинских учреждений, биологических систем,
телекоммуникационных и компьютерных систем, процессов производства
сложных объектов, в финансовой сфере и т. д.

Оптимизационные цели существуют у большинства прикладных ис
следований ТМО. В некоторой идеализации система массового обслужива
ния (СМО) есть система, которая, находясь под действием различных слу
чайных, неопределенных, контролируемых факторов, осуществляет опера
ции по обслуживанию требований. При этом возможно определить раз
личные критерии эффективности осуществления операции: среднее время
пребывания требования в системе, вероятность простоя обслуживающих
приборов, вероятность отказа, среднее количество занятых приборов, сред
няя длина очереди, коэффициент загрузки системы, производительность
системы и т. д. Целью исследования таких систем является определение
способов достижения наибольшей прибыли (наибольшей эффективности
системы). В связи с такой постановкой задачи, ТМО неразрывно связана
с отраслью исследования операций (ИО). Такая связь наблюдается, напри
мер, в работах Н.П. Бусленко, Н.Т.Дж. Бейли и др. Задачи ТМО в этом
случае понимаются как задачи организационно-управленческого характе
ра, направленные на наиболее оптимальное использование ресурсов.

Следует также обратить внимание на связь ТМО и математической
кибернетики (МК). В работе А.А. Ляпунова и С.В. Яблонского авторы
выделяют понятие управляющей системы как одно из ключевых понятий
МК. Кибернетика представляется как «наука об общих закономерностях
строения управляющих систем и течения процессов управления». При изу
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чении конкретных управляющих систем кибернетика взаимодействует со
многими другими областями знаний, в том числе и с ТМО. В связи с этим
привлечение аппарата и результатов МК, ИО и других дисциплин пред
ставляется актуальным и позволяет получать новые результаты.

Начиная со второй половины XX века, появляются работы, посвя
щенные теории управляемых систем обслуживания. Понятие управляемой
СМО было введено О.И. Бронштейном и В.В. Рыковым. Отмечено, что в
управляемых СМО можно выделить элементы, допускающие применение
управляющих воздействий. Каждый подобный элемент характеризуется
набором параметров. Выбор значений управляющих параметров является
стратегией управления. Изучению управляемых СМО посвящены работы
Н.М. Воробьева, Б.Г. Питтеля, А.Ф. Терпугова, В.В. Рыкова и др.

Отметим несколько направлений исследований, связанных с темати
кой диссертационной работы. Одним из важных направлений является изу
чение входных потоков системы. В первых работах по ТМО самой распро
страненной моделью входного потока служил простейший поток, или по
ток Пуассона. Действительно, многие реальные потоки требований облада
ют свойствами стационарности, ординарности и отсутствия последействия.
Например, к таким потокам относятся транспортные потоки на крупных
магистралях, потоки покупателей в крупных супермаркетах, потоки паци
ентов в поликлинику в период отсутствия массовых заболеваний, потоки
отказов элементов сложных технических устройств. Однако часто реаль
ные потоки составлены из неоднородных, зависимых требований. Влияние
внешних условий на формирование потока приводит к тому, что проявляет
ся неоднородность требований. При исследовании различных механизмов
образования потока возникают такие модели, как поток Гнеденко–Кова
ленко, поток Бартлетта. Актуальность диссертационного исследования в
этом направлении обусловлена тем, что в работе изучается механизм обра
зования зависимости между требованиями, на его основе строится модель
реальных потоков в виде неординарных пуассоновских потоков.

Следующее направление исследований связано с изучением СМО
с переменной структурой обслуживающего устройства (ОУ). В работах
М.А. Федоткина методами ТМО и МК решалась задача управления пото
ками машин на перекрестке. В качестве ОУ рассматривался перекресток
с установленным автоматом-светофором. Светофор может находиться в
одном из множества состояний, меняющихся согласно некоторому закону.
Каждое состояние характеризуется определенным режимом обслуживания
входных потоков. Были найдены оптимальные значения для управляющих
параметров светофора. Были рассмотрены системы с различными закона
ми смены состояний ОУ: например, изучался циклический алгоритм для
различных входных потоков, алгоритм с петлей, алгоритм с упреждени
ем и другие адаптивные алгоритмы. Подобные модели дают адекватное
математическое описание многих реальных сложных управляемых процес
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сов обслуживания, учитывающих воздействие случайных факторов. Так
же следует отметить ряд работ, изучающих алгоритмическое управление
потоками в рамках ИО. Наиболее наглядным приложением таких моделей
являются системы управления дорожным транспортом. Например, в ра
боте М.К. Данна и Р.Б. Потса рассматривается линейный управляющий
алгоритм, определяются условия стабильности управления потоками, изу
чаются условия, при которых минимизируются средние задержки в обслу
живании. В работе Р.Л. Гордона изучается адаптивный алгоритм, исполь
зующий информацию о длинах очередей. В работах К.М. Дэя, Д.М. Балло
ка и соавторов рассматривается совместное использование двух управля
ющих алгоритмов (алгоритм с обратной связью и алгоритм с упреждени
ем), обосновывается эффективность такого подхода. Конечной прикладной
целью исследований является определение оптимальной стратегии управ
ления системой. Работы Дж. Хуанга, Б. Кармели и соавторов содержат
исследование системы обслуживания потоков разноклассовых клиентов в
отделении неотложной помощи. Управление потоками в данной работе осу
ществляется на основе обратной связи по количеству заявок в очереди
ожидания и времени пребывания в системе заявок, находящихся на об
служивании. Устанавливаются условия асимптотической оптимальности с
использованием методов компьютерной имитации. Отметим, что многие
подобные исследования существенно опираются на физические характери
стики и особенности системы. Если постановка задачи формулируется при
изучении реальной физической системы, то зачастую результаты исследо
ваний сложно перенести на задачи другой физической природы. В этом
смысле диссертационная работа является актуальной, поскольку предла
гает рассматривать управляющие системы и алгоритмы, абстрагируясь от
физической постановки задачи.

Отметим также направление, связанное с исследованием предельно
го поведения СМО и условий ее стационарности (работы А.А. Боровкова,
Л.Г. Афанасьевой, Е.В. Булинской, В. Уитта, Дж. Дэвиса и др.). Многие
из подобных исследований направлены на асимптотический анализ опера
ционных характеристик системы (время ожидания, размер очереди, число
требований в системе и т. п.). Теоретический и прикладной интерес пред
ставляют работы, в которых определяются условия существования стаци
онарного режима в системах обслуживания. Частой методологией отыска
ния условий являются интегральные преобразования функций, характери
зующих систему. Также используются известные результаты теории управ
ления и теории цепей Маркова, например, критерий устойчивости Найкви
ста–Михайлова, теорема эргодичности Мустафы и др. Нередко результа
том подобных исследований являются условия существования стационар
ного режима, которые сложно проверить для реальных систем. Свойство
стационарности системы сопряжено с понятием ее управляемости. Иссле
дование стационарного режима является важным этапом при решении за
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дачи оптимального управления системой. Желательным является получе
ние условий, зависящих от управляющих параметров. В диссертационной
работе применяется итеративно-мажорантный метод для отыскания лег
ко проверяемых условий существования стационарного режима для двух
новых систем управления конфликтными потоками.

Наконец, следует обратить внимание на направление, связанное с при
оритетными системами. Системы с абсолютным, относительным или иным
приоритетом в разное время изучались И.М. Духовным, О.И. Бронштей
ном, А.В. Печинкиным, П.П. Бочаровым, В.Г. Ушаковым и др. Системы,
в которых входящие требования разнородны и могут быть разделены на
классы, получают широкое распространение. В частности, это объясняет
ся тем, что приоритетные системы служат математическими моделями для
информационно-вычислительных систем и современных мультисерверных
коммуникационных и компьютерных сетей. В диссертационной работе рас
сматривается как система с однородными входными потоками, так и си
стема, в которой потоки различаются по своему приоритету. Во втором
случае для управления потоками необходим адаптивный алгоритм. Кроме
того, характеристика эффективности работы системы при решении опти
мизационной задачи также должна учитывать приоритет заявок.

Постановка задачи в первых классических работах по ТМО своди
лась к поиску оптимального числа обслуживающих приборов, минимизи
рующего среднее время ожидания клиентов. Решение при этом находилось
аналитически. Со временем системы, изучаемые методами ТМО и ИО, зна
чительно усложнялись. В связи с этим возникает необходимость в новых
критериях оценки качества функционирования системы, а также в новых
методах исследования. Одним из самых распространенных методов при
решении подобных оптимизационных задач на текущий момент является
метод имитационного моделирования. Компьютерные имитационные моде
ли позволяют учитывать достаточно большое число факторов, которые с
трудом могут быть учтены при аналитическом исследовании в силу его воз
растающей сложности. Кроме того, преимущество имитационных моделей
связано с возможностью исследовать различные сценарии работы управ
ляемых систем, сравнительно легко адаптировать модели к изменениям в
физической постановке задачи. В диссертационной работе аналитические
методы применяются наряду с численным исследованием путем имитаци
онного моделирования. Такое объединение методологий представляется ак
туальным и увеличивает достоверность результатов.

Цели и задачи работы. Целями данной работы являются: 1) раз
работка и исследование математической модели потоков неоднородных тре
бований; 2) разработка и исследование математических и имитационных
моделей систем, осуществляющих операции по управлению потоками и об
служиванию их неоднородных требований.

Для достижения поставленных целей решаются следующие задачи:
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1. Выявление принципов образования потоков неоднородных зависи
мых требований, построение математической модели группы (пачки) зави
симых требований, построение, исследование и обоснование корректности
математической модели потока пачек.

2. Построение и изучение математической модели системы управле
ния несколькими потоками неоднородных требований с помощью цикличе
ского алгоритма, получение условий существования в системе стационар
ного режима.

3. Построение математической модели системы управления несколь
кими потоками неоднородных требований с помощью адаптивного алгорит
ма с пороговым приоритетом и возможностью продления обслуживания,
исследование свойств модели, получение условий существования в системе
стационарного режима.

4. Разработка имитационных моделей указанных выше систем управ
ления потоками, определение момента достижения системами квазистаци
онарного режима, поиск квазиоптимальных значений управляющих пара
метров системы.

Научная новизна. Основные результаты являются новыми и состо
ят в следующем:

1. Представлена модель потока зависимых неоднородных требований
в виде неординарного пуассоновского потока с ограниченным числом тре
бований в пачке, обоснована корректность модели.

2. Построена модель системы циклического управления потоками
неоднородных требований в виде многомерной цепи Маркова, получен кри
терий существования ее стационарного распределения.

3. Решена задача построения математической модели системы адап
тивного управления разнородными потоками в классе алгоритмов с по
роговым приоритетом и возможностью продления обслуживания, решена
проблема выходного потока, исследованы эргодические свойства такой си
стемы, получены необходимые и достаточные условия существования в ней
стационарного режима.

4. Разработан алгоритм определения момента окончания квазипере
ходных процессов в указанных системах.

5. Проведено оригинальное исследование по поиску квазиоптималь
ной стратегии адаптивного управления потоками.

Теоретическая и практическая значимость. Научная ценность
данной работы состоит в расширении класса алгоритмов управления кон
фликтными потоками. Так, был изучен адаптивный алгоритм с пороговым
приоритетом и возможностью продления обслуживания. Проведенные ис
следования увеличивают базу для дальнейшего сравнения эффективности
различных алгоритмов управления конфликтными потоками требований.
Практическая значимость работы обусловлена возможностью применения
полученных результатов к реальным управляющим системам обслужива
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ния. В частности, разработанные модели являются адекватными для си
стем управления транспортом, систем обработки запросов клиентов интер
нет-магазинов, систем обработки почтовых отправлений, телекоммуника
ционных систем, систем обработки и сборки деталей на промышленных
предприятиях и т. п.

Полученные в работе результаты используются в учебном процессе
при чтении специальных курсов для студентов четвертого курса Института
информационных технологий, математики и механики ННГУ им. Н.И. Ло
бачевского, специализирующихся на кафедре программной инженерии.

Mетодология и методы исследования.Методология диссертаци
онной работы базируется на представлении стохастических систем массово
го обслуживания в виде кибернетических управляющих систем. Примене
ние принципов кибернетического подхода позволяет выделить в изучаемых
системах ключевые блоки, структурировать информацию о законах функ
ционирования блоков и основных связях между ними. В работе исполь
зуется аппарат теории вероятностей, теории массового обслуживания, ис
следования операций, теории управляемых марковских процессов, теории
функций комплексного переменного. Также применяются методы матема
тической статистики, теории систем линейных дифференциальных уравне
ний и теории систем линейных алгебраических уравнений. При разработке
имитационных моделей использовался язык программирования C++ и сре
да Microsoft Visual Studio. Для визуализации результатов некоторых чис
ленных исследований использовался язык R и среда разработки RStudio.

Основные положения, выносимые на защиту.

1. Способ нелокального описания потоков зависимых неоднородных
требований в виде неординарных пуассоновских потоков с максимальным
количеством требованием в группе, равным трем.

2. Методика нахождения условий существования стационарного ре
жима в системах управления потоками неоднородных требований цикличе
ским алгоритмом и алгоритмом с пороговым приоритетом и возможностью
продления обслуживания.

3. Метод определения момента достижения управляемой системой
обслуживания квазистационарного режима.

4. Алгоритм поиска квазиоптимальной стратегии адаптивного управ
ления неоднородными потоками, основанного на пороговом приоритете и
возможности продления обслуживания.

Степень достоверности и апробация результатов. Достовер
ность полученных результатов обеспечивается строгим применением ис
пользуемого математического аппарата, проведением статистических и
численных исследований. Результаты работы находятся в соответствии с
результатами, полученными ранее другими авторами при исследовании
управляющих систем обслуживания.
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Основные результаты диссертации докладывались и обсуждались на
следующих семинарах и конференциях: Международный семинар «Распре
деленные компьютерные и телекоммуникационные сети: управление, вы
числение, связь» DCCN-2010 (Москва, 2010 г.), Международная научная
конференция «Современные вероятностные методы анализа и оптимиза
ции информационно-телекоммуникационных сетей» (Минск, Республика
Беларусь, 2011 г.), XVI Международная конференция «Проблемы теоре
тической кибернетики» (Н. Новгород, 2011 г.), Международный семинар
«Прикладные методы статистического анализа. Имитационное моделиро
вание и статистические выводы» (Новосибирск, 2011 г.), 17-я междуна
родная конференция «Распределенные компьютерные и коммуникацион
ные сети: управление, вычисление, связь» DCCN-2013 (Москва, 2013 г.),
XVII Международная конференция «Проблемы теоретической кибернети
ки» (Казань, 2014 г.), Международная научная конференция «Теория ве
роятностей, случайные процессы, математическая статистика и приложе
ния» (Минск, Республика Беларусь, 2015 г.), Межрегиональная научно
практическая конференция, посвященная 180-летию со времени образова
ния органов государственной статистики Нижегородской области «Стати
стика в современном обществе: ее роль и значение в вопросах государ
ственного управления и общественного развития» (Н. Новгород, 2015 г.),
IX Международная конференция «Дискретные модели в теории управ
ляющих систем» (Москва и Подмосковье, 2015 г.), 18-я международная
научная конференция «Распределенные компьютерные и коммуникацион
ные сети: управление, вычисление, связь» DCCN-2015 (Москва, 2015 г.),
XII Международный семинар имени академика О.Б. Лупанова «Дискрет
ная математика и ее приложения» (Москва, 2016 г.), XVIII Международ
ная конференция «Проблемы теоретической кибернетики» (Пенза, 2017
г.), 20-я международная научная конференция «Распределенные компью
терные и телекоммуникационные сети: управление, вычисление, связь»
DCCN-2017 (Москва, 2017 г.), XVI Международная конференция имени
А.Ф. Терпугова «Информационные технологии и математическое модели
рование» ИТММ-2017 (Казань, 2017 г.), Международная научная конфе
ренция «Аналитические и вычислительные методы в теории вероятностей
и ее приложениях» АВМТВ-2017 (Москва, 2017 г.).

Отдельные результаты диссертации получены в рамках госбюджет
ной темы №01201456585 «Математическое моделирование и анализ стоха
стических эволюционных систем и процессов принятия решений».

Личный вклад автора. В совместных публикациях научному руко
водителю принадлежит постановка задачи и общее редактирование работ.
Все исследования выполнены автором диссертации лично, все полученные
результаты принадлежат автору. В совместных публикациях трех авторов
научному руководителю принадлежит постановка задачи, второму соав
тору — результаты, полученные для транспортного потока при высокой
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плотности машин с быстрым движением, автору диссертации — результа
ты, полученные для транспортного потока при относительно небольшой
плотности машин с быстрым движением.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены
в 26 работах, 2 из них— в журналах, рекомендованных ВАК для защи
ты по специальности 01.01.09, 2 — в библиографической базе Scopus, 2 — в
библиографической базе Web of Science, 2 — в журналах, рекомендованных
ВАК для защиты по смежной специальности 05.13.01, 13 — в библиографи
ческой базе РИНЦ, 16 — в тезисах докладов. Получено 1 свидетельство о
государственной регистрации программы для ЭВМ.

Содержание работы

Во введении приводится обзор научной литературы по изучаемой
проблематике, обосновывается актуальность проводимых исследований и
дается краткая характеристика работы, содержащая цели, задачи и основ
ные результаты исследований, сведения об апробации результатов, а также
теоретическую и практическую значимость работы.

Первая глава посвящена построению и изучению математической
модели потока неоднородных требований. Одной из наиболее распростра
ненных моделей потока случайных требований является рекуррентный по
ток. Случайные интервалы между поступлениями требований по такому
потоку есть независимые и одинаково распределенные величины. Одна
ко, если предположить наличие факторов, обуславливающих зависимость
между поступлениями требований, то структура и свойства потока меняют
ся. В подобных случаях необходимо исследовать и формализовать принци
пы образования взаимосвязей между соседними заявками с целью постро
ения адекватной модели потока. В разделе 1.1 на примере транспортного
потока предлагается механизм образования скопления неоднородных авто
мобилей в группы – пачки. Каждая пачка состоит из одного медленного
автомобиля и, возможно, нескольких быстрых, движущихся за ним и ожи
дающих возможности совершить обгон. При этом транспортная пачка рас
сматривается как управляющая система. Для построения ее модели при
меняется кибернетический подход Ляпунова–Яблонского. Введены в рас
смотрение следующие случайные величины, характеризующие изменение
количества автомобилей в пачке с течением времени 𝑡 ≥ 0 при ∆𝑡 > 0:
1) 𝜂0(𝑡,∆𝑡) – число быстрых автомобилей, поступивших в пачку за про
межуток времени [𝑡, 𝑡 + ∆𝑡); 2) æ0(𝑡) – число всех автомобилей в пачке в
момент времени 𝑡; 3) 𝜉0(𝑡,∆𝑡) – число автомобилей, покинувших пачку (со
вершивших обгон) на промежутке времени [𝑡, 𝑡+∆𝑡). При некоторых пред
положениях можно считать что 𝜂0(𝑡,∆𝑡) ∈ {0, 1, . . .} имеет пуассоновское
распределение с параметром 𝜆0∆𝑡. В случае, если интенсивность обгона
в транспортном потоке достаточно высока, будет наблюдаться образова
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ние пачек, содержащих не более, чем фиксированное количество 𝑁 ≥ 2
автомобилей. Тогда величина æ0(𝑡) принимает значения из конечного мно
жества {1, 2, . . . , 𝑁}. На введенные величины естественным образом нала
гается ограничение 𝜉0(𝑡,∆𝑡) ≤ æ0(𝑡) + 𝜂0(𝑡,∆𝑡) − 1.

Предполагается, что среднее время обгона зависит от количества ав
томобилей, находящихся в пачке. Пусть 𝜇−1

1 и 𝜇−1
2 – средние времена обгона

в случаях, когда пачка содержит один и два быстрых автомобиля соответ
ственно. Если пачка содержит три и более быстрых автомобилей, среднее
время обгона не меняется и равно 𝜇−1

3 . Задается условное распределение
{P(𝜉0(𝑡,∆𝑡) = 𝑥 | æ0(𝑡) = 𝑦, 𝜂0(𝑡,∆𝑡) = 𝑧), 𝑥 ∈ {0, 1, . . . , 𝑦+𝑧−1}} величины
𝜉0(𝑡,∆𝑡):

P(𝜉0(𝑡,∆𝑡) = 0 | æ0(𝑡) = 1, 𝜂0(𝑡,∆𝑡) = 0) = 1,

P(𝜉0(𝑡,∆𝑡) = 0 | æ0(𝑡) = 1, 𝜂0(𝑡,∆𝑡) = 1) = 1 − 𝑜(∆𝑡),

P(𝜉0(𝑡,∆𝑡) = 1 | æ0(𝑡) = 2, 𝜂0(𝑡,∆𝑡) = 0) = 𝜇1∆𝑡− 𝑜(∆𝑡),

P(𝜉0(𝑡,∆𝑡) = 0 | æ0(𝑡) = 2, 𝜂0(𝑡,∆𝑡) = 0) = 1 − 𝜇1∆𝑡 + 𝑜(∆𝑡),

P(𝜉0(𝑡,∆𝑡) = 1 | æ0(𝑡) = 3, 𝜂0(𝑡,∆𝑡) = 0) = 𝜇2∆𝑡− 𝑜(∆𝑡),

P(𝜉0(𝑡,∆𝑡) = 0 | æ0(𝑡) = 3, 𝜂0(𝑡,∆𝑡) = 0) = 1 − 𝜇2∆𝑡 + 𝑜(∆𝑡),

P(𝜉0(𝑡,∆𝑡) = 1 | æ0(𝑡) = 𝑘, 𝜂0(𝑡,∆𝑡) = 0) = 𝜇3∆𝑡− 𝑜(∆𝑡),

P(𝜉0(𝑡,∆𝑡) = 0 | æ0(𝑡) = 𝑘, 𝜂0(𝑡,∆𝑡) = 0) = 1 − 𝜇3∆𝑡 + 𝑜(∆𝑡),

𝑘 ∈ {4, 5, . . . , 𝑁},
P(𝜉0(𝑡,∆𝑡) = 1 | æ0(𝑡) = 𝑁, 𝜂0(𝑡,∆𝑡) = 1) = 1.

(1)

Перейдя к обозначениям 𝑄(𝑡, 𝑘) = P(æ0(𝑡) = 𝑘) при 𝑘 ∈ {1, 2, . . . , 𝑁} и
𝑡 ≥ 0, из (1) получим систему уравнений

𝑑𝑄(𝑡, 1)/𝑑𝑡 = −𝜆0𝑄(𝑡,1) + 𝜇1,0𝑄(𝑡, 2),

𝑑𝑄(𝑡, 2)/𝑑𝑡 = 𝜆0𝑄(𝑡, 1) − (𝜆0 + 𝜇1,0)𝑄(𝑡, 2) + 𝜇2,0𝑄(𝑡, 3),

𝑑𝑄(𝑡, 3)/𝑑𝑡 = 𝜆0𝑄(𝑡, 2) − (𝜆0 + 𝜇2,0)𝑄(𝑡, 3) + 𝜇3,0𝑄(𝑡, 4),

𝑑𝑄(𝑡, 𝑘)/𝑑𝑡 = 𝜆0𝑄(𝑡, 𝑘 − 1) − (𝜆0 + 𝜇3,0)𝑄(𝑡, 𝑘) + 𝜇3,0𝑄(𝑡, 𝑘 + 1),

𝑘 = 4, 5, . . . , 𝑁 − 1,

𝑑𝑄(𝑡,𝑁)/𝑑𝑡 = 𝜆0𝑄(𝑡,𝑁 − 1) − 𝜇3,0𝑄(𝑡,𝑁).

Система определяет динамику распределения {𝑄(𝑡, 𝑘), 𝑘 ∈ {1, 2, . . . , 𝑁}}
числа неоднородных автомобилей в пачке. В разделе 1.2 определяется ре
шение указанной системы уравнений в важном для реальных потоков част
ном случае 𝑁 = 3. Для транспортных потоков такая ситуация складыва
ется, как правило, когда интенсивность быстрых автомобилей превышает
интенсивность медленных незначительно. Так, при использовании обозна
чений 𝜈1 = 𝜆0

𝜇1,0
, 𝜈2 = 𝜆0

𝜇2,0
величины

𝑝 =
1

1 + 𝜈1 + 𝜈1𝜈2
, 𝑞 =

𝜈1
1 + 𝜈1 + 𝜈1𝜈2

, 𝑠 =
𝜈1𝜈2

1 + 𝜈1 + 𝜈1𝜈2
(2)
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задают предельное установившееся распределение числа требований в пач
ке при 𝑁 = 3: 𝑝 = lim𝑡→∞ 𝑄(𝑡, 1), 𝑞 = lim𝑡→∞ 𝑄(𝑡, 2) и 𝑠 = lim𝑡→∞ 𝑄(𝑡, 3).

В разделе 1.3 производится переход от модели отдельной транспорт
ной пачки к модели потока неоднородных автомобилей. Пусть для момен
та 𝑡 ≥ 0 случайная величина 𝜂(𝑡) считает число автомобилей, пересекших
некоторую стоп-линию магистрали за промежуток времени [0, 𝑡). Разни
цей между моментами пересечения автомобилями одной пачки стоп-линии
можно пренебречь. Считается, что поток медленных автомобилей может
быть аппроксимирован пуассоновским потоком с параметром 𝜆. Тогда мо
дель потока неоднородных автомобилей {𝜂(𝑡) : 𝑡 ≥ 0} есть неординарный
пуассоновский поток со следующими параметрами: 𝜆 – интенсивность вы
зывающих моментов, 𝑝, 𝑞, 𝑠 – вероятности поступления в вызывающий
момент пачки из одного, двух, трех автомобилей.

Пусть 𝑃𝑘(𝑡) = P(𝜂(𝑡) = 𝑘) для 𝑘 = 0, 1, . . . и 𝑡 ≥ 0.
Теорема 1. Производящая функция Ψ(𝑡; 𝑧) =

∑︀∞
𝑘=0 𝑃𝑘(𝑡)𝑧𝑘 одномер

ных распределений процесса {𝜂(𝑡) : 𝑡 ≥ 0} при 𝑡 ≥ 0 и |𝑧| ≤ 1 имеет вид

Ψ(𝑡; 𝑧) = 𝑒−𝜆𝑡
∞∑︁
𝑘=0

𝑧𝑘
[ 𝑘2 ]∑︁
𝑖=0

[ 𝑘−2𝑖
3 ]∑︁

𝑗=0

𝑝𝑘−2𝑖−3𝑗𝑞𝑖𝑠𝑗
(𝜆𝑡)𝑘−𝑖−2𝑗

𝑖!𝑗!(𝑘 − 2𝑖− 3𝑗)!
.

В лемме 1 определяются параметры потока, составленного из конеч
ной суммы независимых неординарных пуассоновских потоков исследуе
мого типа. В лемме 2 определяются выражения для основных числовых
характеристик величины 𝜂(𝑡) и исследуются их экстремальные значения.

В разделе 1.4 рассматривается метод получения нелокального опи
сания реального потока требований. Пусть имеются данные о некотором
потоке в виде последовательности {𝜏 ′𝑖 , 𝑖 = 1, 2, . . .}, где 𝜏 ′𝑖 есть момент
поступления по потоку 𝑖-го требования. Первоначально с помощью извест
ных статистических критериев проверяется гипотеза о независимости и
одинаковом распределении величин 𝜏 ′1, 𝜏

′
2 − 𝜏 ′1, 𝜏

′
3 − 𝜏 ′2, . . . . Если указан

ная гипотеза отвергается, предлагается разбить требования исходного по
тока на пачки по принципу близости требований внутри пачки. Пусть для
𝑖 ∈ {1, 2, . . .} величина 𝜏𝑖 есть момент поступления первого требования пач
ки с номером 𝑖, а 𝜂𝑖 – количество требований в 𝑖-ой пачке. Разбиение потока
на пачки считается успешным, если принимается как гипотеза о независи
мости и одинаковом распределении величин 𝜏1, 𝜏2 − 𝜏1, 𝜏3 − 𝜏2, . . . , так и
аналогичная гипотеза для величин 𝜂1, 𝜂2, . . . . В таком случае исходный по
ток можно описать нелокально последовательностью {(𝜏𝑖, 𝜂𝑖), 𝑖 = 1, 2, . . .}.

Для того, чтобы аппроксимировать поток неоднородных требований
неординарным пуассоновским потоком, после разбиения потока на пачки
необходимо проверить согласие полученных данных с гипотетическим рас
пределением. Для величин 𝜏1, 𝜏2− 𝜏1, 𝜏3− 𝜏2, . . . гипотетическое распреде
ление является экспоненциальным (или смещенным экспоненциальным),
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для величин 𝜂1, 𝜂2, . . . рассматривается распределение (2). Для проверки
гипотез применяется модифицированный метод минимума 𝜒2. При этом
дается обоснование следующим оценкам неизвестных параметров распре
деления (2): 𝜈*1 = 𝑛2+2𝑛3

𝐾𝑛1
и 𝜈*2 = (𝐾𝑛1+𝑛2+2𝑛3)𝑛3

(𝑛2+2𝑛3)(𝑛1+𝑛2)
. Здесь 𝑛𝑖, 𝑖 ∈ {1, 2, 3}, есть

количество пачек, полученных в результате разбиения потока и содержа
щих в точности 𝑖 заявок. Коэффициент 𝐾 для транспортных потоков опре
деляет зависимость между интенсивностью обгона 𝜇1,0 и интенсивностью
потока пачек, состоящих из одного автомобиля. Значение коэффициента
𝐾 считается заданным.

Была разработана и зарегистрирована программа для ЭВМ «Стати
стический анализ потока событий». Программа реализует следующие про
цедуры для анализа данных некоторого потока: 1) проверка гипотезы о
независимости и одинаковом распределении для интервалов 𝜏 ′1, 𝜏

′
2 − 𝜏 ′1,

𝜏 ′3 − 𝜏 ′2, . . . между соседними требованиями с применением четырех стати
стических критериев; 2) получение описания потока в виде последователь
ности {(𝜏𝑖, 𝜂𝑖), 𝑖 = 1, 2, . . .}; 3) проверка гипотез о независимости и одинако
вом распределении для интервалов 𝜏1, 𝜏2−𝜏1, 𝜏3−𝜏2, . . . и для величин 𝜂1,
𝜂2, . . . ; 4) проверка гипотез о виде распределения с сопутствующей оцен
кой неизвестных параметров распределений. На основе разработанной про
граммы представленный метод исследований был апробирован на данных
нескольких реальных потоков: поток импульсов вдоль нервного волокна,
транспортный поток и др. Полученные результаты позволяют утверждать,
что модель неординарного пуассоновского потока согласуется со многими
реальными потоками неоднородных требований.

Во второй главе в разделе 2.1 приводится описание класса систем
обслуживания требований и алгоритмического управления конфликтными
потоками. Общая схема указанного класса изображена на рисунке 1. На
вход поступает 𝑚 ≥ 2 независимых конфликтных потоков Π1, Π2, . . . , Π𝑚.
Требования потока Π𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽 = {1, 2, . . . ,𝑚}, ожидают начала обслужива
ния в очереди 𝑂𝑗 . Обслуживающее устройство (ОУ) с множеством состо
яний Γ выполняет операции по обслуживанию требований и управлению
потоками. Все состояния разделяются на два типа: состояния обслужива
ния и состояния переналадки. Во всех состояниях обслуживания одного
потока Π𝑗 интенсивность обслуживания равна 𝜇𝑗 . В каждом из состояний
ОУ пребывает в течение промежутка времени с фиксированной длительно
стью. После завершения такого промежутка ОУ может перейти в другое
состояние или остаться в текущем. Переходы на множестве Γ осуществля
ются согласно управляющему алгоритму 𝑠(Γ). В состояниях обслуживания
потока Π𝑗 действует экстремальная стратегия обслуживания 𝛿𝑗 : из очереди
𝑂𝑗 на обслуживание поступает как можно большее количество требований,
но не превышающее пропускной способности ОУ. Обслуженные требования
потока Π𝑗 образуют выходной поток Π′

𝑗 .
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Рис. 1 — Общая схема класса систем обслуживания требований и
управления конфликтными потоками

При изучении кибернетических систем представленного класса при
менялся подход Ляпунова–Яблонского. Для этого в схеме выделены струк
турные блоки: 1) входные полюса – входные потоки Π1, Π2, . . . , Π𝑚;
2) внешняя память – накопители 𝑂1, 𝑂2, . . . , 𝑂𝑚; 3) блок по переработ
ке информации внешней памяти – экстремальные стратегии обслужива
ния 𝛿1, 𝛿2, . . . , 𝛿𝑚; 4) внутренняя память – ОУ с множеством состояний
Γ; 5) блок по переработке информации внутренней памяти – управляю
щий алгоритм 𝑠(Γ); 6) выходные полюса – выходные потоки Π′

1, Π′
2, . . . ,

Π′
𝑚. Рассматриваемые кибернетические системы осуществляют функции

управления входными потоками и обслуживания требований. Выявление
функциональных и статистических связей между выделенными блоками
помогает построить математические модели изучаемых систем.

Системы внутри указанного класса различаются двумя составляю
щими: 1) видом входных потоков; 2) видом множества Γ и алгоритма 𝑠(Γ).
При изучении реальных систем вид входных потоков обусловлен различ
ными факторами и не находится в распоряжении исследователя. Однако
исследователь может выбирать алгоритм 𝑠(Γ) и устанавливать различные
значения его управляющих параметров. Общая цель исследования подоб
ных систем состоит в определении оптимальной стратегии управления. Оп
тимальной стратегией будем называть такой выбор алгоритма 𝑠(Γ) и значе
ний его управляющих параметров, при котором достигается минимальное
значение среднего времени ожидания начала обслуживания произвольным
требованием системы.

В диссертационной работе рассматривается случай, когда входные
потоки до поступления в систему были сформированы под воздействием
внешних факторов, приводящих к образованию зависимости между тре
бованиями. Тогда поток Π𝑗 может быть аппроксимирован неординарным
пуассоновским потоком Π𝑗 = {𝜂𝑗(𝑡) : 𝑡 ≥ 0} с параметрами 𝜆𝑗 – интенсив
ность поступления пачек, 𝑝𝑗 , 𝑞𝑗 и 𝑠𝑗 – вероятности поступления пачки из
одного, двух и трех требований соответственно. В разделах 2.2 – 2.4 вто
рой главы рассмотрена система с циклическим алгоритмом управления
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такими потоками. Такой алгоритм часто применяется в случае однород
ных входных потоков. В этом случае Γ = {Γ(1),Γ(2), . . . ,Γ(2𝑚)}. Обслу
живание потока Π𝑗 происходит в состоянии Γ(2𝑗−1), а переналадка ОУ
после обслуживания потока Π𝑗 происходит в состоянии Γ(2𝑗). В состоя
нии Γ(𝑘), 𝑘 ∈ 𝑀 = {1, 2, . . . , 2𝑚}, ОУ находится в течение промежут
ка длительностью 𝑇𝑘 > 0. Тогда пропускная способность ОУ по потоку
Π𝑗 есть величина 𝑙𝑗 = [𝜇𝑗𝑇2𝑗−1]. В разделе 2.2 строится математическая
модель системы. Пусть последовательность {𝜏𝑖, 𝑖 = 0, 1, 2, . . .} составле
на из случайных последовательных моментов, в которые происходит сме
на состояний ОУ. Тогда временная ось 0𝑡 разбивается на промежутки
∆−1 = [0, 𝜏0), ∆𝑖 = [𝜏𝑖, 𝜏𝑖+1), 𝑖 ∈ 𝐼 = {0, 1, 2, . . .}. Вводятся следующие
случайные величины и элементы: 1) Γ𝑖 ∈ Γ — состояние ОУ на проме
жутке ∆𝑖; 2) 𝜂𝑗,𝑖 ∈ 𝑋 = {0, 1, 2, . . .} — количество требований потока Π𝑗 ,
поступивших в систему на промежутке ∆𝑖; 3) æ𝑗,𝑖 ∈ 𝑋 — количество тре
бований потока Π𝑗 , находящихся в очереди 𝑂𝑗 в момент 𝜏𝑖; 4) 𝜉𝑗,𝑖 ∈ {0, 𝑙𝑗}
— максимальное число требований потока Π𝑗 , которое может быть обслу
жено на промежутке ∆𝑖; 5) 𝜉′𝑗,𝑖 ∈ 𝑌𝑗 = {0, 1, . . . , 𝑙𝑗} — реальное число
требований потока Π𝑗 , обслуженных на промежутке ∆𝑖 (в данном случае
𝑖 ∈ 𝐼 ∪ {−1}). Циклический алгоритм смены состояний ОУ функциональ
но выражается зависимостью Γ𝑖+1 = 𝑢(Γ𝑖), 𝑖 ∈ 𝐼, где 𝑢(Γ(𝑘)) = Γ(𝑘+1)

при 𝑘 ∈ {1, 2, . . . , 2𝑚 − 1} и 𝑢(Γ(2𝑚)) = Γ(1). Для величины 𝜂𝑗,𝑖 извест
ны условные вероятности P(𝜂𝑗,𝑖 = 𝑛 | Γ𝑖 = Γ(𝑘)) = 𝜙𝑗(𝑛;𝑇𝑘), где 𝑛 ∈ 𝑋,
𝑘 ∈ 𝑀 = {1, 2, . . . , 2𝑚} и функции 𝜙𝑗 : 𝑋 × [0,∞) → [0, 1] согласно теоре

ме 1 имеют вид 𝜙𝑗(𝑛; 𝑡) = 𝑒−𝜆𝑗𝑡
∑︀[𝑛2 ]

𝑢=0

∑︀[𝑛−2𝑢
3 ]

𝑣=0 𝑝𝑛−2𝑢−3𝑣
𝑗 𝑞𝑢𝑗 𝑠

𝑣
𝑗

(𝜆𝑗𝑡)
𝑛−𝑢−2𝑣

𝑢!𝑣!(𝑛−2𝑢−3𝑣)! .
Экстремальная стратегия обслуживания 𝛿𝑗 формализована равенством
𝜉′𝑗,𝑖 = min{æ𝑗,𝑖+𝜂𝑗,𝑖, 𝜉𝑗,𝑖}. В качестве случайного состояния системы c точки
зрения потока Π𝑗 в момент 𝜏𝑖 выбирается вектор (Γ𝑖,æ𝑗,𝑖, 𝜉

′
𝑗,𝑖−1). Функцио

нирование системы определяется многомерной последовательностью

{(Γ𝑖,æ𝑗,𝑖, 𝜉
′
𝑗,𝑖−1), 𝑖 ∈ 𝐼}. (3)

Обосновываются рекуррентные по 𝑖 ∈ 𝐼 соотношения

(Γ𝑖+1,æ𝑗,𝑖+1, 𝜉
′
𝑗,𝑖) = (𝑢(Γ𝑖),max{0,æ𝑗,𝑖 +𝜂𝑗,𝑖−𝜉𝑗,𝑖},min{æ𝑗,𝑖 +𝜂𝑗,𝑖, 𝜉𝑗,𝑖}). (4)

Теорема 2. Для каждого 𝑗 ∈ 𝐽 многомерная случайная последова
тельность (3), определяемая рекуррентным соотношением (4), с заданным
на пространстве Γ ×𝑋 × 𝑌𝑗 начальным распределением является однород
ной цепью Маркова.

В разделе 2.3 изучаются одномерные распределения и пространство
состояний цепи Маркова (3). Для 𝑗 ∈ 𝐽 , 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑘 ∈ 𝑀 , 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌𝑗 введе
ны обозначения 𝑄𝑗,𝑖(Γ

(𝑘), 𝑥, 𝑦) = P(Γ𝑖 = Γ(𝑘),æ𝑗,𝑖 = 𝑥, 𝜉′𝑗,𝑖−1 = 𝑦). Лемма 3
содержит выражения для рекуррентных по 𝑖 ∈ 𝐼 ∖ {0} соотношений между
указанными одномерными распределениями. Выполнение условия норми
ровки для распределений, подчиняющихся рекуррентным соотношениям
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из леммы 3, проверяется в лемме 4. При 𝑘 ∈ 𝑀 , 𝑦 ∈ 𝑌𝑗 , |𝑧| ≤ 1 рассмат
риваются производящие функции Φ𝑗,𝑖(Γ

(𝑘), 𝑧, 𝑦) =
∑︀∞

𝑥=0 𝑄𝑗,𝑖(Γ
(𝑘), 𝑥, 𝑦)𝑧𝑥.

В леммах 5 и 6 выводятся рекуррентные соотношения для производящих
функций за один шаг перехода цепи Маркова (3) и за 2𝑚 шагов соотвест
венно.

Теорема 3. Пространство Γ × 𝑋 × 𝑌𝑗 состояний цепи Маркова (3)
содержит незамкнутое подмножество 𝐷𝑗 несущественных состояний и за
мкнутое подмножество 𝐸𝑗 существенных 2𝑚-периодических состояний:

𝐷𝑗 = {(Γ(𝑘), 𝑥, 𝑦) : 𝑘 ∈ 𝑀 ∖ {2𝑗}, 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑦 ∈ 𝑌𝑗 ∖ {0}}∪
∪{(Γ(2𝑗), 𝑥, 𝑦) : 𝑥 ∈ 𝑋 ∖ {0}, 𝑦 ∈ 𝑌𝑗 ∖ {𝑙𝑗}};

𝐸𝑗(Γ
(2𝑗)) = {(Γ(2𝑗), 𝑥, 𝑙𝑗), 𝑥 ∈ 𝑋} ∪ {(Γ(2𝑗), 0, 𝑦), 𝑦 ∈ 𝑌𝑗 ∖ {𝑙𝑗}};

𝐸𝑗(Γ
(𝑘)) = {(Γ(𝑘), 𝑥, 0), 𝑥 ∈ 𝑋}, 𝑘 ∈ 𝑀 ∖ {2𝑗};

𝐸𝑗 =

2𝑚⋃︁
𝑘=1

𝐸𝑗(Γ
(𝑘)); Γ ×𝑋 × 𝑌𝑗 = 𝐷𝑗 ∪ 𝐸𝑗 .

В разделе 2.4 определяются условия существования в системе стаци
онарного режима по потоку Π𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽 . Пусть 𝑇 =

∑︀
𝑘∈𝑀 𝑇𝑘 есть длитель

ность цикла смены состояний ОУ.
Теорема 4. Необходимое и достаточное условие существования ста

ционарного режима в системе по потоку Π𝑗 заключается в выполнении
неравенства 𝜆𝑗𝑇 (2𝑠𝑗 + 𝑞𝑗 + 1) − 𝑙𝑗 < 0.

В свою очередь, для существования стационарного режима во всей
системе необходимо и достаточно одновременного выполнения условий
𝜆𝑗𝑇 (2𝑠𝑗 + 𝑞𝑗 + 1) − 𝑙𝑗 < 0 для всех 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚.

Третья глава посвящена исследованию системы адаптивного управ
ления неоднородными потоками. Входные потоки имеют, как и прежде,
одинаковую вероятностную структуру, однако являются неоднородными,
т. е. существенно различаются интенсивностью требований и их приорите
том. Требования потока Π1 обладают высоким приоритетом, но интенсив
ность поступления требований по потоку Π1 мала. Поток Π𝑚 имеет боль
шую интенсивность поступления требований, но низкий приоритет. Потоки
Π2, Π3, . . . , Π𝑚−1 имеют малую интенсивность требований и низкий прио
ритет. В этом случае циклический алгоритм управления не представляется
рациональным и необходим адаптивный алгоритм. Предлагается рассмат
ривать множество состояний ОУ вида Γ = {Γ(1),Γ(2), . . . ,Γ(2𝑚+1)}. В состо
янии Γ(𝑘), 𝑘 ∈ 𝑀 = {1, 2, . . . , 2𝑚+ 1}, ОУ находится в течение промежутка
времени длительностью 𝑇𝑘. Любое из состояний вида Γ(2𝑗−1) по-прежнему
выделено для обслуживания потока Π𝑗 . Введено дополнительное состояние
Γ(2𝑚) обслуживания потока Π𝑚, причем 𝑇2𝑚−1 > 𝑇2𝑚. Пропускная способ
ность в дополнительном состоянии обслуживания характеризуется величи
ной 𝑙′𝑚 = [𝜇𝑚𝑇2𝑚], 𝑙′𝑚 ≤ 𝑙𝑚. Состояния Γ(2𝑗), 𝑗 = 1, 2, . . . ,𝑚 − 1, и Γ(2𝑚+1)
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являются состояниями переналадки ОУ после обслуживания соответству
ющего потока. Решения о смене или продлении текущего состояния ОУ
принимаются в моменты 𝜏0, 𝜏1, 𝜏2, . . . смены состояния ОУ. На каждом из
промежутков ∆𝑖, 𝑖 ∈ 𝐼, или на их концах следующие величины и элементы,
введенные в главе 2, сохраняют свой смысл и множество значений: Γ𝑖 ∈ Γ
и 𝜂𝑗,𝑖 ∈ 𝑋, æ𝑗,𝑖 ∈ 𝑋 при 𝑗 ∈ 𝐽 . Кроме того, для любого 𝑖 ∈ 𝐼 ∪ {−1} по
прежнему 𝜉′𝑗,𝑖 ∈ 𝑌𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽 . Однако теперь 𝜉𝑗,𝑖 ∈ 𝐵𝑗 = {0, 𝑙𝑗} для 𝑗 ∈ 𝐽 ∖ {𝑚}
и 𝜉𝑚,𝑖 ∈ 𝐵𝑚 = {0, 𝑙′𝑚, 𝑙𝑚}.

 

Г(2m + 1) 

Г(1) Г(2) Г(3) 

  Г(2m) 

Г(2m – 1) 

Г(2m – 2) 

… 

ӕ1,i + η1,i < h1 ӕ1,i + η1,i < h1 

ӕ1,i + η1,i  ≥ h1 ӕ1,i + η1,i  ≥ h1 

Рис. 2 — Граф алгоритма управления 𝑠(Γ) с пороговым приоритетом и
возможностью продления

Предлагается алгоритм управления 𝑠(Γ), граф переходов на множе
стве состояний ОУ которого представлен на рисунке 2. Алгоритм реализует
«пороговый» приоритет потока Π1 с величиной порога ℎ1 ∈ {0, 1, . . . , 𝑙1−1}.
Величина ℎ1 является управляющим параметром системы. В момент 𝜏𝑖
происходит упреждающее вычисление количества æ𝑗,𝑖+1 требований в оче
реди в момент 𝜏𝑖+1. Если ожидается, что эта величина не достигнет к
концу текущего промежутка ∆𝑖 величины порога ℎ1, то принимается ре
шение о дальнейшем увеличении интервала обслуживания потока с боль
шой интенсивностью. Такое увеличение может происходить либо за счет
перехода в более длительное состояние Γ(2𝑚−1), либо за счет продления
более короткого состояния Γ(2𝑚). В противном случае принимается ре
шение о наискорейшем переходе к состоянию обслуживания высокопри
оритетного потока Π1. Заметим, что в случае ℎ1 = 0 управляющий ал
горитм вырождается в циклический алгоритм на множестве состояний
{Γ(1),Γ(2), . . . ,Γ(2𝑚−2),Γ(2𝑚),Γ(2𝑚+1)}.

В разделе 3.2 строится математическая модель системы. Управляю
щий алгоритм выражается равенством Γ𝑖+1 = 𝑢(Γ𝑖,æ1,𝑖, 𝜂1,𝑖), где функция
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𝑢 : Γ ×𝑋 ×𝑋 → Γ задана поточечно:

𝑢(Γ(𝑘), 𝑥1, 𝑛1) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Γ(𝑘+1), 𝑘 ∈ 𝑀 ∖ {2𝑚− 2, 2𝑚, 2𝑚 + 1};

Γ(2𝑚−1), 𝑘 = 2𝑚− 2, 𝑥1 + 𝑛1 < ℎ1;

Γ(2𝑚), 𝑘 = 2𝑚− 2, 𝑥1 + 𝑛1 ≥ ℎ1;

Γ(2𝑚), 𝑘 = 2𝑚, 𝑥1 + 𝑛1 < ℎ1;

Γ(2𝑚+1), 𝑘 = 2𝑚, 𝑥1 + 𝑛1 ≥ ℎ1;

Γ(1), 𝑘 = 2𝑚 + 1.

В качестве случайного состояния системы в момент 𝜏𝑖 предлагается выби
рать пятимерный вектор (Γ𝑖,æ1,𝑖,æ𝑗,𝑖, 𝜉

′
1,𝑖−1, 𝜉

′
𝑗,𝑖−1), где 𝑗 ∈ 𝐽 ∖ {1}. Для

компонент вектора справедливы рекуррентные по 𝑖 ∈ 𝐼 соотношения:

Γ𝑖+1 = 𝑢(Γ𝑖,æ1,𝑖, 𝜂1,𝑖),

æ1,𝑖+1 = max{0,æ1,𝑖 + 𝜂1,𝑖 − 𝜉1,𝑖}, æ𝑗,𝑖+1 = max{0,æ𝑗,𝑖 + 𝜂𝑗,𝑖 − 𝜉𝑗,𝑖},
𝜉′1,𝑖 = min{æ1,𝑖 + 𝜂1,𝑖, 𝜉1,𝑖}, 𝜉′𝑗,𝑖 = min{æ𝑗,𝑖 + 𝜂𝑗,𝑖, 𝜉𝑗,𝑖}.

(5)

Теорема 5. Для каждого 𝑗 ∈ 𝐽 ∖ {1} случайная последовательность
{(Γ𝑖,æ1,𝑖,æ𝑗,𝑖, 𝜉

′
1,𝑖−1, 𝜉

′
𝑗,𝑖−1), 𝑖 ∈ 𝐼}, для компонент которой справедливы со

отношения (5), с заданным на пространстве Γ×𝑋×𝑋×𝑌1×𝑌𝑗 начальным
распределением является однородной многомерной цепью Маркова.

Далее изучение динамики функционирования системы происходит
для высокоприоритетного потока Π1 и потока Π𝑚 с большой интенсивно
стью. В качестве основной модели рассматривается цепь Маркова

{(Γ𝑖,æ1,𝑖,æ𝑚,𝑖, 𝜉
′
1,𝑖−1, 𝜉

′
𝑚,𝑖−1), 𝑖 ∈ 𝐼}. (6)

В разделе 3.3 исследуются свойства цепи (6). Вводятся при 𝑖 ∈ 𝐼, 𝑘 ∈ 𝑀 ,
𝑥1, 𝑥𝑚 ∈ 𝑋, 𝑦1 ∈ 𝑌1, 𝑦𝑚 ∈ 𝑌𝑚 обозначения для вероятностей, порождаемых
последовательностью (6):

𝑄𝑖(Γ
(𝑘), 𝑥1, 𝑥𝑚, 𝑦1, 𝑦𝑚) =

= P(Γ𝑖 = Γ(𝑘),æ1,𝑖 = 𝑥1,æ𝑚,𝑖 = 𝑥𝑚, 𝜉′1,𝑖−1 = 𝑦1, 𝜉
′
𝑚,𝑖−1 = 𝑦𝑚).

В лемме 7 приводится классификация по Колмогорову счетного простран
ства 𝑆 = Γ ×𝑋 ×𝑋 × 𝑌1 × 𝑌𝑚 состояний цепи (6). Выделено множество 𝐷
несущественных состояний и замкнутое множество 𝐸 существенных апери
одических состояний.

Лемма 8. При любом начальном распределении многомерной
цепи Маркова (6) либо для любого (Γ(𝑘), 𝑥1, 𝑥𝑚, 𝑦1, 𝑦𝑚) ∈ 𝑆 имеет
место предельное равенство lim𝑖→∞ 𝑄𝑖(Γ

(𝑘), 𝑥1, 𝑥𝑚, 𝑦1, 𝑦𝑚) = 0 и ста
ционарного распределения не существует, либо существуют пределы
lim𝑖→∞ 𝑄𝑖(Γ

(𝑘), 𝑥1, 𝑥𝑚, 𝑦1, 𝑦𝑚) = 𝑄(Γ(𝑘), 𝑥1, 𝑥𝑚, 𝑦1, 𝑦𝑚), причем

𝑄(Γ(𝑘), 𝑥1, 𝑥𝑚, 𝑦1, 𝑦𝑚) > 0 при (Γ(𝑘), 𝑥1, 𝑥𝑚, 𝑦1, 𝑦𝑚) ∈ 𝐸,
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𝑄(Γ(𝑘), 𝑥1, 𝑥𝑚, 𝑦1, 𝑦𝑚) = 0 при (Γ(𝑘), 𝑥1, 𝑥𝑚, 𝑦1, 𝑦𝑚) ∈ 𝐷,

имеет место равенство
∑︀

(Γ(𝑘),𝑥1,𝑥𝑚,𝑦1,𝑦𝑚)∈𝑆 𝑄(Γ(𝑘), 𝑥1, 𝑥𝑚, 𝑦1, 𝑦𝑚) = 1 и ста
ционарное распределение существует и единственно.

В лемме 9 выводятся рекуррентные соотношения для одномерных
распределений цепи (6), в лемме 10 проверяется условие нормировки для
одномерных распределений. Леммы 11, 12 и 13 содержат выражения для ре
куррентных зависимостей между производящими функциями указанных
одномерных распределений.

Раздел 3.4 посвящен получению условий, при которых в системе су
ществует стационарный режим. Пусть 𝑇 =

∑︀
𝑘∈𝑀 𝑇𝑘 и 𝑇 * = 𝑇 − 𝑇2𝑚−1.

Теорема 6. Если параметры системы удовлетворяют условию
𝜆1𝑇

*(3𝑠1 + 2𝑞1 + 𝑝1) − 𝑙1 ≥ 0, то стационарного распределения цепи
Маркова (6) не существует.

Теорема 7. Если параметры системы удовлетворяют условиям
𝜆𝑚𝑇2𝑚(3𝑠𝑚 + 2𝑞𝑚 + 𝑝𝑚) − 𝑙′𝑚 ≥ 0 и 𝜆𝑚𝑇2𝑚−1(3𝑠𝑚 + 2𝑞𝑚 + 𝑝𝑚) − 𝑙𝑚 ≥ 0, то
стационарного распределения цепи Маркова (6) не существует.

Теорема 8. Если параметры системы удовлетворяют условиям
𝜆𝑚(𝑇 −𝑇2𝑚)(3𝑠𝑚 + 2𝑞𝑚 + 𝑝𝑚)− 𝑙𝑚 < 0, 𝜆𝑚𝑇 (3𝑠𝑚 + 2𝑞𝑚 + 𝑝𝑚)− 𝑙𝑚 − 𝑙′𝑚 > 0,
то стационарного распределения цепи Маркова (6) не существует.

Теорема 9. Для существования стационарного распределения це
пи Маркова {(Γ𝑖,æ1,𝑖, 𝜉

′
1,𝑖−1), 𝑖 ∈ 𝐼} достаточно выполнения условия

𝜆1𝑇
*(3𝑠1 + 2𝑞1 + 𝑝1) − 𝑙1 < 0.
Следует отметить, что условия существования стационарного режи

ма в системе, полученные в теоремах 6 – 9, легко проверить для реальных
управляющих систем конфликтного обслуживания. Кроме того, получен
ным условиям можно дать простую интерпретацию для физических си
стем. Так, теоремы 6 и 9 дают критерий существования стационарного
режима в системе по потоку Π1 с высоким приоритетом в виде неравен
ства 𝜆1𝑇

*(3𝑠1 + 2𝑞1 + 𝑝1) < 𝑙1. Здесь в левой части неравенства стоит
величина, оценивающая среднее число заявок потока Π1, поступивших в
систему за промежуток времени длительностью 𝑇 *. Такой промежуток
времени отвечает циклу смены состояний устройства обслуживания вида
Γ(1) → Γ(2) → . . . → Γ(2𝑚−2) → Γ(2𝑚) → Γ(2𝑚+1) → Γ(1), т. е. исключая
дополнительное состояние обслуживания Γ(2𝑚−1). Заметим, что согласно
графу, изображенному на рисунке 2, ОУ будет менять свое состояние по
указанной цепочке в случае, если очередь по высокоприоритетному потоку
Π1 накапливается и достигает размера ℎ1 довольно быстро. Иными слова
ми, такой цикл реализуется при достаточно высокой интенсивности приори
тетного потока, т. е. в «худшем» случае. Следовательно, полученному кри
терию можно дать следующую интерпретацию: пропускная способность
𝑙1 системы по потоку Π1 превышает среднее число заявок этого потока,
поступивших за один цикл работы системы при достаточно высокой его
интенсивности. Если же система успешно справляется с обслуживанием
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потока Π1 в «худшем» случае, то следует ожидать, что очередь также не
будет накапливаться и при меньших интенсивностях потока Π1, т. е. при
различных иных возможных цепочках перехода графа на рисунке 2.

Аналогичные рассуждения можно применить к условиям, получен
ным в теоремах 7 и 8. Неравенства теоремы 7 указывают на то, что про
пускная способность системы по потоку Π𝑚 не превышает среднего числа
заявок этого потока, поступивших за промежуток пребывания ОУ в состо
яниях обслуживания Γ(2𝑚−1) и Γ(2𝑚). В свою очередь, совокупное выполне
ние условий теоремы 8 означает, с одной стороны, что система справляет
ся с обслуживанием потока Π𝑚 за промежуток длительностью 𝑇 − 𝑇2𝑚. С
другой стороны, обслуживание в состоянии Γ(2𝑚) организованно так, что
суммарная пропускная способность 𝑙𝑚 + 𝑙′𝑚 меньше среднего числа заявок,
поступающих за полный цикл смены состояний устройства обслуживания
вида Γ(1) → Γ(2) → . . . → Γ(2𝑚−2) → Γ(2𝑚−1) → Γ(2𝑚) → Γ(2𝑚+1) → Γ(1).
Таким образом, теоремы 7 и 8 дают представление о неоптимальной на
стройке параметров системы, которая заведомо не может привести к ста
ционарному режиму функционирования.

В четвертой главе методами имитационного моделирования прово
дится исследование систем, изучаемых в главах 2 и 3. Одной из основных
задач, решаемых при численном исследовании, является синтез оптималь
ной в некотором смысле системы. Управляющими параметрами изучае
мых систем являются длительности 𝑇𝑘, 𝑘 ∈ 𝑀 . При изучении системы
управления с пороговым приоритетом из главы 3 управляющим парамет
ром также является величина порога ℎ1. В качестве основного показателя
эффективности выбирается среднее время ожидания начала обслуживания
произвольным требованием. Задача оптимизации в этом случае состоит в
определении таких значений управляющих параметров, при которых до
стигается минимальное значение среднего взвешенного времени ожидания.
Получаемые результаты представляют собой не точное решение задачи оп
тимизации, а некоторую оценку, полученную при численном анализе. В
связи с этим поставленная задача сводится к поиску т. н. квазиоптималь
ной стратегии управления системой.

Разработана компьютерная программа, реализующая имитационные
модели для системы циклического управления и системы управления с об
ратной связью согласно алгоритму c графом переходов на рисунке 2. При
этом предполагается, что в систему поступает 𝑚 = 2 входных потоков.
Раздел 4.2 содержит описание разработанных имитационных моделей, по
строенных на основе метода дискретных событий (Averill M.L., Kelton W.D.
Simulation modeling and analysis. McGraw-Hill, 2000. 760 pp.). Для коррект
ного использования некоторой величины как показателя качества функцио
нирования системы необходимо, чтобы она характеризовала стационарный
режим работы системы. С момента начала функционирования системы
должны пройти переходные процессы, необходимые для ее стабилизации.
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Для определения момента достижения системой квазистационарного ре
жима в разделах 4.2 и 4.3 предлагается следующий алгоритм. До запуска
процесса имитации генерируются входные потоки Π1 и Π2. Одновремен
но происходит имитация работы системы при одних и тех же значениях
параметров для двух следующих различных начальных условий. Нулевое
начальное условие: для любого 𝑗 ∈ {1, 2} первая пачка требований, посту
пающая по потоку Π𝑗 , застает очередь 𝑂𝑗 пустой. Смещенное начальное

условие: для любого 𝑗 ∈ {1, 2} в очереди 𝑂𝑗 на обслуживание перед поступ
лением первой пачки требований потока Π𝑗 находится положительное ко
личество 𝐾𝑗 𝑙𝑗 требований, где 𝐾𝑗 > 0 есть параметр смещения для потока
Π𝑗 . Фиксируются параметры сближения «траекторий» процесса имитации
для нулевых и смещенных начальных условий: 𝑑 ∈ {1, 2, . . .} и 𝛿 ∈ (0, 1) и
инициализируется счетчик 𝑖 = 0. Каждый раз после завершения обслужи
вания заявки с номером 𝑣 потока Π𝑗 при смещенных начальных условиях
вычисляются значения величин 𝛾0

𝑗,𝑣 = 1
𝑣

∑︀𝑣
𝑢=1 𝛾

0
𝑗,𝑢 и 𝛾+

𝑗,𝑣 = 1
𝑣

∑︀𝑣
𝑢=1 𝛾

+
𝑗,𝑢.

Указанные величины определяют среднее время ожидания начала обслу
живания по первым 𝑣 заявкам потока Π𝑗 в системе с нулевыми и смещенны
ми начальными условиями соответственно. Если условие |𝛾+

𝑗,𝑣−𝛾0
𝑗,𝑣| ≤ 𝛿𝛾0

𝑗,𝑣

выполняется для очередного 𝑣, счетчик 𝑖 увеличивается на единицу. Ина
че счетчик обнуляется: 𝑖 = 0. Определяется значение 𝑡𝑗 текущего време
ни имитации 𝑡, при котором впервые выполнится равенство 𝑖 = 𝑑, т. е.
траектории процесса обслуживания потока Π𝑗 для различных начальных
условий устойчиво сблизятся. Момент 𝑡* = max𝑗∈𝐽 𝑡𝑗 является моментом
достижения квазистационарного режима во всей системе. Определяется но
мер 𝑗* потока, для которого квазистационарный режим достигнут позднее
остальных, т. е. 𝑡𝑗* = 𝑡*. Пусть 𝑣𝑗* номер первого требования потока Π𝑗 ,
обслуженного в квазистационарном режиме. Такая процедура повторяется
𝑁 ∈ {1, 2, . . .} раз с независимыми реализациями входных потоков при фик
сированных значениях их параметров. Если 𝑡𝑛* есть момент достижения
квазистационарного режима для реализации с номером 𝑛 ∈ {1, 2, . . . , 𝑁},
то в качестве итоговой оценки момента достижения квазистационарного
режима принимается величина 𝑡** = max𝑛∈{1,2,...,𝑁} 𝑡

𝑛*.

Использование нескольких независимых реализаций обусловлено сле
дующими соображениями. Пусть 𝛾𝑛

𝑗,𝑣 есть время ожидания начала обслу
живания требованием с номером 𝑣 потока Π𝑗 в реализации с номером 𝑛.
С применением статистических критериев показано, что величины 𝛾𝑛

𝑗,𝑣𝑗*
,

𝛾𝑛
𝑗,𝑣𝑗*+1, 𝛾

𝑛
𝑗,𝑣𝑗*+2, . . . , полученные в одной реализации, являются зависи

мыми и имеют разное распределение. В свою очередь, гипотезу о незави
симости и одинаковом распределении величин 𝛾1

𝑗,𝑣𝑗*
, 𝛾2

𝑗,𝑣𝑗*
, . . . , 𝛾𝑁

𝑗,𝑣𝑗*
сле

дует принять. Такая последовательность составлена из времен ожидания
первых заявок квазистационарного режима во всех реализациях. Таким
образом, целесообразно использовать указанную выборку для построения
оценки среднего времени ожидания начала обслуживания первым требова
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нием квазистационарного режима для потока Π𝑗 : M̂𝛾*
𝑗 = 1

𝑁

∑︀𝑁
𝑛=1 𝛾

𝑛
𝑗,𝑣𝑗*

. В
силу случайности номера 𝑣𝑗* такую оценку можно считать оценкой сред
него времени ожидания для произвольного требования потока Π𝑗 . Оценка
для среднего взвешенного времени ожидания начала обслуживания произ
вольным требованием системы

M̂𝛾* =

∑︀2
𝑗=1 𝜆𝑗(3𝑠𝑗 + 2𝑞𝑗 + 𝑝𝑗)𝑅𝑗M̂𝛾*

𝑗∑︀2
𝑗=1 𝜆𝑗(3𝑠𝑗 + 2𝑞𝑗 + 𝑝𝑗)𝑅𝑗

является показателем качества для системы в целом. Здесь для потока Π𝑗

введен вес 𝑅𝑗 > 0, который позволяет учитывать приоритет различных
потоков.

В разделе 4.4 рассматривается алгоритм поиска квазиоптимальных
значений управляющих параметров 𝑇1 и 𝑇3 для случая циклического
управления однородными потоками. Область 𝐷1 допустимых значений па
раметров ограничена, во-первых, условиями существования в системе ста
ционарного режима, а во-вторых, безопасными границами 𝑇 > 0, 𝑇 > 𝑇
для длительности полного цикла смены состояний ОУ:

𝐷1 = {(𝑇1, 𝑇3) : 𝜆𝑗𝑇 (2𝑠𝑗 + 𝑞𝑗 + 1) − 𝑙𝑗 < 0, 𝑗 = 1, 2, 𝑇 ≤ 𝑇 ≤ 𝑇}.

В области 𝐷1 выделяется т. н. ломаная равных квазизагрузок, задаваемая
уравнением 𝜆1𝑇 (2𝑠1+𝑞1+1)

[𝜇1𝑇1]
= 𝜆2𝑇 (2𝑠2+𝑞2+1)

[𝜇2𝑇3]
. На первом этапе работы алго

ритма производится имитация работы системы в точках (𝑇1, 𝑇3), лежащих
на ломаной равных квазизагрузок и отстоящих друг от друга на фиксиро
ванном расстоянии по длительности 𝑇1. Пусть среди просмотренных точек
минимальное значение оценки M̂𝛾* было достигнуто в точке (𝑇1, 𝑇3). На
втором этапе алгоритма функционирование системы имитируется в точках
(𝑇1, 𝑇3), лежащих в области 𝐷1 на прямой 𝑇1 + 𝑇3 = 𝑇1 + 𝑇3 и отстоящих
друг от друга на фиксированном расстоянии по длительности 𝑇1. Опреде
ляется точка (𝑇 *

1 , 𝑇
*
3 ), на которой было достигнуто минимальное значение

оценки M̂𝛾*. Значения 𝑇 *
1 и 𝑇 *

3 длительностей состояний обслуживания
для потоков Π1 и Π2 считаются квазиоптимальными.

В разделе 4.5 предлагается алгоритм поиска квазиоптимальных зна
чений управляющих параметров 𝑇1, 𝑇3, 𝑇4 и ℎ1 для случая управления
неоднородными потоками по алгоритму, рассмотренному в главе 3. Иссле
дуется область изменения значения параметров

𝐷2 = {(𝑇1, 𝑇3, 𝑇4, ℎ1) : 𝜆1𝑇
*(3𝑠1 + 2𝑞1 + 𝑝1) − [𝜇1𝑇1] < 0,

𝜆2𝑇4(3𝑠2 + 2𝑞2 + 𝑝2) − [𝜇2𝑇4] < 0, 𝜆2(𝑇 − 𝑇4)(3𝑠2 + 2𝑞2 + 𝑝2) − [𝜇2𝑇3] < 0,

𝑇 ≤ 𝑇 ≤ 𝑇 , ℎ1 ∈ {0, 1, . . . , [𝜇1𝑇1] − 1}}.

Рассматривается случай, когда значение 𝑇4 фиксировано и равно 𝑇4 = 𝑡4.
Тогда показатель M̂𝛾* является функцией точки вида 𝑥 = (𝑇1, 𝑇3, 𝑡4, ℎ1),
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т. е. M̂𝛾* = M̂𝛾*(𝑥). Устанавливаются значения для параметров алгорит
ма: 𝑡3 > 0, ℎ4 > 0, ℎ5 > 0, ℎ6 ∈ {1, 2, . . .}. Алгоритм поиска квазиоптималь
ных значений параметров состоит в следующем:

1. Положить 𝑖 = 1, 𝑇 = 𝑇 .
2. Положить 𝑇 𝑖

3 = 𝑡3.
3. Положить ℎ𝑖

1 = 1, определить 𝑇 𝑖
1 = 𝑇 − (2𝑡0 + 𝑇 𝑖

3 + 𝑡4).
4. Если точка 𝑥𝑖 = (𝑇 𝑖

1, 𝑇
𝑖
3, 𝑡4, ℎ

𝑖
1) принадлежит области 𝐷2, запустить

процесс имитации, получить значение оценки M̂𝛾*(𝑥𝑖), перейти в шагу 5.
В противном случае положить M̂𝛾*(𝑥𝑖) = ∞ и перейти к шагу 5.

5. Если ℎ𝑖
1+ℎ6 ≤ [𝜇1𝑇

𝑖
1]−1, то положить 𝑖 = 𝑖+1, 𝑇 𝑖

1 = 𝑇 𝑖−1
1 , 𝑇 𝑖

3 = 𝑇 𝑖−1
3 ,

ℎ𝑖
1 = ℎ𝑖−1

1 + ℎ6, перейти к шагу 4. В противном случае перейти к шагу 6.
6. Если 𝑇 𝑖

3 + ℎ4 < 𝑇 − 2𝑡0 − 𝑡4, то положить 𝑖 = 𝑖 + 1, 𝑇 𝑖
3 = 𝑇 𝑖−1

3 + ℎ4,
перейти к шагу 3. В противном случае перейти к шагу 7.

7. Если 𝑇 + ℎ5 ≤ 𝑇 , то положить 𝑇 = 𝑇 + ℎ5, 𝑖 = 𝑖 + 1 и перейти к
шагу 2. В противном случае перейти к шагу 8.

8. Среди всех просмотренных точек определить номер 𝑖* точки, для
которой было достигнуто минимальное значение оценки M̂𝛾*(𝑥𝑖), т. е.
M̂𝛾*(𝑥𝑖*) = min𝑖 M̂𝛾*(𝑥𝑖).

Квазиоптимальные значения управляющих параметров системы есть
𝑇 *
1 = 𝑇 𝑖*

1 , 𝑇 *
3 = 𝑇 𝑖*

3 и ℎ*
1 = ℎ𝑖*

1 с наилучшим показателем среднего взвешен
ного времени ожидания начала обслуживания M̂𝛾*(𝑥𝑖*).

В заключении приведены основные результаты работы, которые со
стоят в следующем:

1. Построена и исследована математическая модель потока неодно
родных требований в виде неординарного пуассоновского потока с ограни
ченным количеством требований в группе. Найдены основные вероятност
ные характеристики такого потока.

2. Для обоснования корректности построенной модели потока разра
ботана компьютерная программа. Такая программа позволяет 1) получить
нелокальное описание реальных потоков требований, 2) проверить, может
ли построенная математическая модель быть использована при описании
реальных потоков, 3) получить оценку неизвестных параметров распреде
лений, возникающих в указанной модели.

3. Построена математическая модель для двух систем обслуживания
требований и управления потоками: 1) циклическое управление потоками
неоднородных заявок, 2) управление разнородными потоками с помощью
адаптивного алгоритма с пороговым приоритетом и возможностью продле
ния обслуживания. В обоих случаях модель представляет собой многомер
ную однородную управляемую цепь Маркова.

4. Произведена классификация состояний указанных цепей Маркова,
получены рекуррентные соотношения для одномерных распределений та
ких марковских процессов и их производящих функций. Итеративно-мажо
рантным методом получены условия существования в системах стационар
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ного режима. Найденные условия являются легко проверяемыми ограни
чениями на значения параметров и характеристик системы.

5. Для указанных систем построены компьютерные имитационные
модели. Разработан алгоритм определения момента достижения система
ми квазистационарного режима. Предложен способ получения численных
оценок основных показателей качества функционирования системы.

6. Для рассмотренных систем управления предложены алгоритмы по
иска квазиоптимальных значений управляющих параметров, при которых
достигается минимальное значение оценки среднего времени ожидания на
чала обслуживания произвольной заявкой в квазистационарном режиме.

Также в заключении формулируются возможные направления даль
нейших исследований.
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