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Общая характеристика работы

Актуальность темы исследования. Теория массового обслужива­
ния предоставляет математический аппарат для анализа систем, в которых
выполняются операции по обслуживанию/«обработке» некоторых объек­
тов при наличии случайных факторов. При этом физический смысл обслу­
живания и самих объектов не имеет значения, что делает область приме­
нения этой дисциплины достаточно широкой: системы связи, автоматиче­
ские линии производства, системы медицинского обслуживания, системы
управления транспорта и т.д. В роли объектов могут выступать, например,
абоненты, машины, пакеты информации.

В связи со стремительным ростом числа машин в современных горо­
дах все больший интерес стала представлять теория управления потоками
транспортных средств. Исследования в этой области насчитывают более
чем полувековую историю. В конце прошлого века можно отметить рабо­
ты М. Фергюсона, Х. Такаги. В последние десятилетия стоит выделить
работы Л.Г. Афанасьевой, Е.В. Булинской, А.Г. Таташева, А.П. Буслаева,
М.А. Федоткина, Й. Леувардена (J. Leeuwaarden), М. Буна (M. Boon).

В ранних исследованиях предполагалось, что входящие потоки в
транспортных системах есть простейшие потоки Пуассона. В работах
Л.Г. Афанасьевой и Е.В. Булинской рассматриваются рекуррентные вхо­
дящие потоки. В то же время другими исследователями рассматривались
детальные модели маневрирования автомобилей на дороге. В таких предпо­
ложениях сложно изучить выходные потоки перекрестков, а следователь­
но, построить адекватные модели для сетей перекрестков. Разработка ма­
тематического аппарата для исследования простейших сетей тандемного
типа со сложными входящими потоками и длительностями обслуживания
с распределениями фазового типа в работах А.Н. Дудина, В.С. Клименок,
А.А. Назарова, С.П. Моисеевой и др. позволяет получать практические ре­
комендации для проектирования таких сетей. Однако указанные модели
не вполне применимы к транспортным сетям из-за наличия красного све­
та светофора, немгновенного перемещения машин между перекрестками.
Задача об управлении транспортными потоками, формируемыми в случай­
ной среде, рассматривались М.А. Федоткиным и А.Н. Куделиным.

Светофор возникает как инструмент разрешения конфликтности ав­
томобильных потоков, требования которых неоднородны. Конфликтность
означает, что в каждый момент времени могут обслуживаться требова­
ния не более чем из одного потока. Различные алгоритмы управления кон­
фликтными потоками, такие как циклический с фиксированным ритмом,
алгоритм с продлением по информации о длине приоритетной очереди, ал­
горитм с упреждением, различные адаптивные алгоритмы и другие, изуча­
лись в работах М. Фергюсона, Х. Такаги, Ю.И. Неймарка, М.А. Федоткина,
Н.В. Литвак и др.
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Решение оптимизационных задач в теории массового обслуживания
породило понятие управляемой системы массового обслуживания, введе­
ное в 1967 г. в работе О.И. Бронштейна и В.В. Рыкова. В обзоре 1975 г.
В.В. Рыковым была проведена классификация таких систем и указана
связь теории массового обслуживания с существовавшими на тот момент
исследованиями в области управляемых случайных процессов. К примеру,
для задачи об обслуживании клиентов на телефонной станции управле­
ние может быть применено к механизму обслуживания путем изменения
количества обслуживающих операторов, а для задачи обслуживания ав­
томобилей на перекрестке возможно управлять длительностью обслужи­
вания требований для конкретного потока. Важные модели и результа­
ты в теории управляемых систем массового обслуживания принадлежат
Б.В. Гнеденко, И.Н. Коваленко, Г.П. Климову, А.А. Боровкову, Б.В. Баша­
рину, В.Ф. Матвееву, В.Г. Ушакову, В.В. Рыкову, С.Г. Фоссу, В.А. Ивниц­
кому, А.Ф. Терпугову, А.М. Горцеву, А.А. Назарову, В.М. Вишневскому,
А.Д. Соловьеву, В.С. Королюку, Л. Клейнроку, Н. Джейсуолу, М.Ф. Ньют­
су, О. Боксме и другим.

Для решения сформулированных выше задач применялся, как пра­
вило, классический подход. Данный подход, имея в своем арсенале мощ­
ный аппарат теории вероятностей и случайных процессов, предполагает
подробнейшее описание элементов математической модели и, в частности,
описание характеристик каждой заявки в отдельности. Такое «локальное»
задание потоков заявок обычно осуществляется при помощи следующих
математических объектов: распределение длин интервалов между поступ­
лениями заявок, целочисленный считающий процесс, точечный процесс
или случайная мера. Однако цена такого подробного описания — ограни­
ченное количество реальных систем, для которых исследователь способен
провести анализ или хотя бы построить строгую математическую модель.
Так, например, при анализе потоков автотранспортных средств интерва­
лы между моментами поступления автомобилей к стоп-линии перекрест­
ка оказываются статистически зависимыми. Данный факт следует из про­
странственной неоднородности транспортных потоков: при возникновении
в потоке «медленного» автомобиля за ним образуется «пачка» автомоби­
лей движущихся следом. Описание такого рода потоков довольно сложно
построить, наблюдая за каждым отдельно взятым автомобилем. Данная
проблема тесно связана с недостаточной разработанностью в настоящее
время теории выходящих потоков: хорошо исследованы свойства выходя­
щего потока только для простейших систем обслуживания.

Качественно новая методика к построению математических моделей
управляющих систем массового обслуживания была предложена М.А. Фе­
доткиным и существенно доработана А.В. Зориным. Методика основана на
понятии абстрактной управляющей системы, введеном А.А. Ляпуновым и
С.В. Яблонским, и также носит название кибернетического подхода. Основ­
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ными принципами подхода являются: 1) наблюдение за системой происхо­
дит в дискретные моменты времени; 2) управляющая система разделяется
на логические блоки, между которыми определяются функциональные и
стохастические связи при их взаимодействии во времени; 3) описание бло­
ков системы должно быть нелокальным. Рассмотрение систем с позиции
абстрактных управляющих систем Ляпунова–Яблонского позволяет иссле­
довать их с единой позиции: разделяя системы на составные блоки, описы­
вая каждый из них и вводя функционально-статистические связи между
ними. Это существенно упрощает анализ уже известных систем, а также
делает возможным исследование новых и более сложных. Кроме того, ста­
ло более естественным независимое рассмотрение подсистем и изучение их
свойств отдельно от основной модели.

Аппарат абстрактных управляющих систем Ляпунова–Яблонского
был удачно применен к анализу неклассических конфликтных управля­
ющих систем массового обслуживания А.В. Зориным. В частности, была
построена математическая модель для системы управления неординарны­
ми конфликтными потоками, формируемыми во внешней среде, в классе
алгоритмов с переналадками и разделением времени, а также циклических
алгоритмов с продлением. Была построена модель для системы управле­
ния неординарными рекуррентными потоками в классе циклических ал­
горитмов при наличии переналадок. Кроме того, отметим, что исследо­
вать систему последовательных перекрестков с различными усложнения­
ми стало возможным только с точки зрения абстрактных управляющих
систем Ляпунова–Яблонского. Так, модель тандема перекрестков с нем­
гновенным перемещением машин между ними была впервые предложена
в работах А.В. Зорина. В моделях этих работ динамика перемещения ма­
шин от одного перекрестка к другому задается бернуллиевской случай­
ной величиной: каждая машина с некоторой фиксированной вероятностью
0 < 𝑝 < 1 успевает доехать до следующего перекрестка и с противополож­
ной вероятностью 1 − 𝑝 остается «между» ними. Данная диссертационная
работа продолжает исследования в этом направлении. А именно, автором
диссертации с точки зрения управляющей системы Ляпунова–Яблонско­
го построена и исследована математическая модель тандема перекрестков
с немгновенным перемещением автомобилей и циклическим алгоритмом
управления светофором с продлением. Поскольку многие реальные систе­
мы могут быть представлены в виде конфликтной управляющей системы
Ляпунова–Яблонского, то исследования в данной области являются акту­
альными.

Цели и задачи работы. Целями данной работы являются: 1) по­
строение и исследование математической модели тандема управляющих
систем обслуживания по циклическому алгоритму с продлением; 2) постро­
ение, реализация и анализ имитационной модели систем, осуществляющих
циклическое управление с продлением тандемом перекрестков.
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Для достижения поставленных целей решаются следующие задачи:
1. Построение строгой вероятностной модели тандема управляющих

систем с помощью явного построения вероятностного пространства и по­
точечного задания необходимых для исследования случайных величин и
элементов.

2. Анализ построенной вероятностной модели, получение условий су­
ществования стационарного режима в различных подсистемах тандема.

3. Разработка имитационной модели тандема, определение момен­
та достижения системы квазистационарного режима, анализ зависимости
условий стационарности от управляющих параметров.

Научная новизна. Результаты диссертации являются новыми и за­
ключаются в следующем:

1. Впервые построена вероятностная модель тандема управляющих
систем с немгновенным перемещением требований между ними, управле­
ние в которых осуществляется по циклическому алгоритму и алгоритму
с продлением. В этой модели требования сначала поступают в первую си­
стему на обслуживание по циклическому алгоритму, а затем немгновенно
поступают во вторую систему на обслуживание по циклическому алгорит­
му с продлением. Немгновенность перемещения моделируется при помощи
биномиальной случайной величины с параметром 𝑝, имеющим смысл веро­
ятности перехода требования из одной системы в другую за определенный
промежуток времени.

2. Впервые применен аппарат абстрактных управляющих систем Ля­
пунова–Яблонского для изучения указанной выше системы. Построенная
по принципам кибернетического подхода вероятностная модель позволила
провести разносторонний анализ системы. В частности, была проведена
классификация состояний марковской цепи, описывающей динамику си­
стемы, найдены рекуррентные соотношения для соответствующих произ­
водящих функций и были изучены эргодические свойства системы. Также,
благодаря этому подходу, была построена и реализована имитационная мо­
дель для численного анализа системы.

3. Впервые применен итеративно-мажорантный метод для нахожде­
ния достаточных условий существования стационарного распределения в
указанной выше модели. Благодаря итеративно-мажорантному методу бы­
ли найдены условия существования стационарного режима для очередей
первичных требований, а также для промежуточной очереди.

Теоретическая и практическая значимость. Научная значи­
мость работы заключается в построении строгой вероятностной модели
для качественно нового вида управляющей системы и в последовательном
исследовании ее эргодических свойств. Успешно примененный в работе ме­
тод нелокального описания процессов существенно расширяет множество
поддающихся исследованию реальных систем массового обслуживания.
Строгая математическая модель позволяет оперировать существующим,
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хорошо разработанным вероятностным аппаратом для нахождения усло­
вий стационарности и нахождения оптимального управления системой.
Разработанные модели дают базу для изучения более комплексных тандем­
ных систем, систем с более сложными входными потоками и алгоритмами
управления.

Практическая значимость исследования состоит в том, что изученная
управляющая система является адекватным описанием реальной системы
тандема перекрестков, а также других сетей, состоящих из двух узлов с пе­
ремещающимися между ними требованиями и циклическими алгоритмами
обслуживания с продлением на узлах.

Mетодология и методы исследования. В диссертации применя­
ется аппарат теории вероятностей, теории массового обслуживания, ис­
следования операций, теории управляемых марковских процессов. Также
применяются методы теории линейных отображений, математической ста­
тистики и теории функций комплексного переменного. При реализации
имитационной модели на компьютере использовались языки программиро­
вания C++, Python.

Методология диссертации основывается на представлении стохасти­
ческих систем массового обслуживания в виде абстрактных управляющих
систем Ляпунова–Яблонского. Использование данной методологии позво­
ляет разделить исследуемые системы на составные части (блоки), описать
эти части математически, задать правила их функционирования и взаи­
модействия между собой. Для описания входных потоков было примено
нелокальное описание.

Основные положения, выносимые на защиту.
1. Методика построения вероятностного пространства для тандема

систем обслуживания по циклическому алгоритму с продлением и задерж­
кой требований между ними.

2. Методика определения условий существования стационарного ре­
жима в системах управления неординарными пуассоновскими потоками
требований с использованием циклического алгоритма и алгоритма с про­
длением.

3. Методика определения фазы квазистационарного режима управля­
ющей системы обслуживания тандемного типа.

Степень достоверности и апробация результатов. Достовер­
ность полученных результатов обеспечивается строгим применением ис­
пользуемого математического аппарата, проведением и сравнением стати­
стических и численных исследований. Результаты работы не противоречат
результатам, полученными ранее другими авторами при исследовании
управляющих систем обслуживания.

Основные результаты диссертации докладывались и обсуждались на
следующих конференциях: Международная научная конференция «Теория
вероятностей, случайные процессы, математическая статистика и прило­
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жения» (Минск, Республика Беларусь, 2015 г.), IX Международная кон­
ференция «Дискретные модели в теории управляющих систем» (Москва и
Подмосковье, 2015 г.), 8-я международная научная конференция «Распре­
деленные компьютерные и коммуникационные сети: управление, вычисле­
ние, связь» DCCN-2015 (Москва, 2015 г.), Международная научная конфе­
ренция «Distributed Computer and Communication Networks» DCCN 2016
(Москва, 2016 г.), XVIII Международная конференция «Проблемы теорети­
ческой кибернетики» (Пенза, 2017 г.), XVI Международная конференция
имени А.Ф. Терпугова «Информационные технологии и математическое
моделирование» ИТММ-2017 (Казань, 2017 г.), 20-я международная науч­
ная конференция «Распределенные компьютерные и телекоммуникацион­
ные сети: управление, вычисление, связь» DCCN-2017 (Москва, 2017 г.),
IX Московская международная конференция по исследованию операций
(Москва, 2018 г.), Четвертая международная конференция по стохастиче­
ским методам МКСМ-4 (пос. Дивноморское, г. Новороссийск), XVIII Меж­
дународная конференция имени А.Ф. Терпугова «Информационные техно­
логии и математическое моделирование» ИТММ-2019 (Саратов, 2019 г.).

Личный вклад автора. В совместных публикациях научному руко­
водителю принадлежит постановка задачи и общее редактирование работ.
Все исследования выполнены автором диссертации лично, все полученные
результаты принадлежат автору.

Соответствие паспорту специальности. Диссертационная рабо­
та выполнена в соответствии с паспортом специальности 01.01.09 «Дис­
кретная математика и математическая кибернетика» и включает ориги­
нальные результаты в области дискретной математики и математической
кибернетики.

Исследование, приведенное в работе, соответствует следующим раз­
делам паспорта специальности. Пункт 4 (Математическая теория исследо­
вания операций и теория игр): построена и изучена математическая модель
для новой системы массового обслуживания методами теории исследова­
ния операций. Пункт 2 (Теория управляющих систем): математическая мо­
дель исследуемой системы представлена в виде абстрактной управляющей
системы Ляпунова–Яблонского и построена на базе принципов кибернети­
ческого подхода.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены
в 17 работах, 3 из них — в журналах, рекомендованных ВАК для защи­
ты по специальности 01.01.09, 2 — в библиографической базе Scopus, 2 —
в библиографической базе Web of Science, 1 — в журнале, рекомендован­
ном ВАК для защиты по смежной специальности 05.13.01, 1 — в журнале,
рекомендованном ВАК для защиты по смежной специальности 01.01.05,
13 — в библиографической базе РИНЦ, 10 — в тезисах докладов. Получено
1 свидетельство о государственной регистрации программы для ЭВМ.
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Содержание работы

Введение содержит обзор литературы по исследуемой тематике,
обоснование актуальности работы, характеристику работы в виде целей, за­
дач, методологии и методов исследования, описание теоретической и прак­
тической значимости, а также соответствие работы паспорту заявленной
специальности.

Первая глава посвящена построению математической модели танде­
ма управляющих систем обслуживания. В разделе 1.1 вопрос об операции
управления системой ставится на содержательном уровне. Раздел 1.2 со­
держит построение строгой математической модели в виде конструктивно
заданного вероятностного пространства и определенных на нем случайных
величин и элементов.

Рис. 1 — Структурная схема системы обслуживания

На первом этапе задача формулируется содержательно, в терминах
теории массового обслуживания: описываются входные потоки, виды имею­
щихся очередей, обслуживающее устройство и т.д. А именно, в систему, осу­
ществляющую операцию по обслуживанию одним обслуживающим устрой­
ством, поступают потоки Π1, Π2, Π3 и Π4 (см. рисунок 1). Требования по­
тока Π𝑗 приходят в соответствующую очередь 𝑂𝑗 неограниченного объема,
𝑗 ∈ {1, 2, 3, 4}, и дисциплиной FIFO («первым пришел — первым ушел»).
Входящие потоки требований Π1 и Π3 являются неординарными пуассонов­
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скими потоками с интенсивностями 𝜆1 и 𝜆3 соответственно. Распределение
количества заявок в группе по потоку Π𝑗 (𝑗 = 1,3), представлено произ­
водящей функцией 𝑓𝑗(𝑧) =

∑︀∞
𝜈=1 𝑝

(𝑗)
𝜈 𝑧𝜈 , |𝑧| < 1 + 𝜀. После обслуживания

по циклическому алгоритму требования потока Π1 повторно поступают в
систему для обслуживания, формируя при этом поток Π4. Затем обслужен­
ные требования потока Π4 немгновенно поступают на еще одно повторное
обслуживание (циклическое с продлением), создавая при этом поток Π2.
Потоки Π2 и Π3 являются конфликтными и обслуживаются по цикличе­
скому алгоритму с продлением: в случае, когда количество требований по
потоку Π3 не превышает заранее заданный порог 𝐿 > 0, продолжается
обслуживание требований потока Π2. Обслуживающее устройство в каж­
дый момент времени может находиться в одном из множества состояний
Γ = {Γ(𝑘,𝑟) : 𝑘 = 0, 𝑑; 𝑟 = 1, 𝑛𝑘} с заданными натуральными числами 𝑑, 𝑛0,
𝑛1, . . ., 𝑛𝑑.

Особое внимание при построении модели уделяется описанию гра­
фа переходов обслуживающего устройства. Для этого множество Γ всех
состояний обслуживающего устройства разбивается на непересекающие­
ся подмножества 𝐶𝑘, 𝑘 = 0; 𝑑, называемые циклами. Цикл 𝐶0 состоит из
состояний продления (продления обслуживания требований потока Π2):
𝐶0 = {Γ(0,1),Γ(0,2), . . . ,Γ(0,𝑛0)}. А каждый цикл 𝐶𝑘, 𝑘 = 1; 𝑑, в свою очередь,
разбивается на непересекающиеся подмножества входных (𝐶I

𝑘), выходных
(𝐶O

𝑘 ), нейтральных (𝐶N
𝑘 ) состояний:

Γ =
(︀ 𝑑⋃︁
𝑘=1

𝐶𝑘

)︀⋃︁
{Γ(0,1),Γ(0,2), . . . ,Γ(0,𝑛0)}, 𝐶𝑘 = 𝐶I

𝑘 ∪ 𝐶O
𝑘 ∪ 𝐶N

𝑘 .

Основываясь на этом разбиении, граф переходов задается с помощью сле­
дующего отображения:

ℎ(Γ(𝑘,𝑟), 𝑦) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Γ(𝑘,𝑟⊕𝑘1), если Γ(𝑘,𝑟) ∈ 𝐶𝑘 ∖ 𝐶O
𝑘 ;

Γ(𝑘,𝑟⊕𝑘1), если Γ(𝑘,𝑟) ∈ 𝐶O
𝑘 и 𝑦 > 𝐿;

Γ(0,ℎ1(Γ
(𝑘,𝑟))), если Γ(𝑘,𝑟) ∈ 𝐶O

𝑘 и 𝑦 6 𝐿;

Γ(0,ℎ2(𝑟)), если 𝑘 = 0 и 𝑦 6 𝐿;

ℎ3(𝑟), если 𝑘 = 0 и 𝑦 > 𝐿,

(1)

с заданными функциями

ℎ1(·) :

𝑑⋃︁
𝑘=1

𝐶O
𝑘 → 𝑁0, ℎ2(·) : 𝑁0 → 𝑁0, ℎ3(·) : 𝑁0 →

𝑑⋃︁
𝑘=1

𝐶I
𝑘,

и 𝑁0 = {1,2, . . . , 𝑛0}. Тогда закон изменения состояния обслуживающего
устройства определяется формулой

Γ𝑖+1 = ℎ(Γ𝑖,κ3,𝑖). (2)
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Для определения длительности 𝑇𝑖+1 состояния обслуживающего устрой­
ства в состоянии Γ𝑖+1 удобно ввести функцию ℎ𝑇 (·, ·): 𝑇𝑖+1 = ℎ𝑇 (Γ𝑖,κ3,𝑖) =
= 𝑇 (𝑘,𝑟), где 𝑘 и 𝑟 таковы, что Γ(𝑘,𝑟) = Γ𝑖+1 = ℎ(Γ𝑖,κ3,𝑖).

Предполагается, что длительности обслуживания различных требо­
ваний могут иметь различные законы распределения и, вообще говоря,
быть зависимыми, поэтому вместо привычного способа, состоящего в ука­
зании функции распределения длительности обслуживания произвольного
требования, в работе были использованы потоки насыщения. Под потока­
ми насыщения Πнас

𝑗 , 𝑗 = 1, 4, имеются ввиду виртуальные выходные пото­
ки при условии максимального использования ресурсов обслуживающего
устройства, а для 𝑗 = 1, 3 еще и при условии максимальной загрузки соот­
ветствующих очередей. Более конкретно, поток насыщения Πнас

𝑗 , 𝑗 = 1, 3,
содержит неслучайное число ℓ(𝑘, 𝑟, 𝑗) требований, которые были обслуже­
ны в течение времени 𝑇 (𝑘,𝑟), если обслуживающее устройство находилось в
состоянии Γ(𝑘,𝑟). Пусть, как и ранее, Z+ — множество целых неотрицатель­
ных чисел. Тогда, при условии, что в очереди 𝑂4 находится 𝑥 ∈ Z+ тре­
бований, поток насыщения Πнас

4 определяется как поток, содержащий все
𝑥 требований. Наконец, при состоянии обслуживающего устройства Γ(𝑘,𝑟)

каждое требование из очереди 𝑂4 с вероятностью 𝑝𝑘,𝑟 и независимо от
других завершает обслуживание и отправляется в очередь 𝑂2 потока Π2.
С вероятностью 1 − 𝑝𝑘,𝑟 требование очереди 𝑂4 остается в ней до следую­
щего такта. На следующем такте процесс повторяется.

Рис. 2 — Пример: тандем перекрестков

В качестве наглядной интерпретации системы приводится тандем пе­
рекрестков (рис. 2). Предполагается, что на первый перекресток поступают
автомобили из неординарного пуассоновского потока Π1. После прохожде­
ния первого перекрестка (обслуживания) эти автомобили формируют по­
ток Π4 и, немгновенно проезжая расстояние между двумя перекрестками,
поступают на второй перекресток, формируя входящий поток Π2. На вто­
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ром перекрестке по циклическому алгоритму с продлением обслуживаются
автомобили потоков Π2 и Π3.

Описанная на содержательном уровне система массового обслужи­
вания должна рассматриваться как абстрактная управляющая система
обслуживания. При построении математической модели были выдержа­
ны следующие базовые принципы (принципы кибернетического подхода):
принцип дискретности актов функционирования управляющей системы
обслуживания во времени; принцип совместного рассмотрения поблочно­
го строения управляющей системы обслуживания и ее функционирования
во времени; принцип нелокальности при описании поблочного строения
управляющей системы обслуживания. Информация о блоках системы за­
дается с помощью следующих случайных величин и элементов. В качестве
дискретной временной шкалы выберем последовательность 𝜏0 = 0, 𝜏1, 𝜏2,
. . . моментов смены состояния обслуживающего устройства. Обозначим:
1) Γ𝑖, 𝑖 > 1, из множества Γ — состояние обслуживающего устройства в
течение времени (𝜏𝑖−1; 𝜏𝑖] и Γ0 ∈ Γ — в момент времени 𝜏0; 2) количество
κ𝑗,𝑖 ∈ Z+, 𝑖 > 0, требований в очереди 𝑂𝑗 в момент времени 𝜏𝑖; 3) количе­
ство 𝜂𝑗,𝑖 ∈ Z+, 𝑖 > 0, требований, поступивших в очередь 𝑂𝑗 по потоку Π𝑗 в
течение времени (𝜏𝑖; 𝜏𝑖+1]; 4) количество 𝜉𝑗,𝑖 ∈ Z+, 𝑖 > 0, требований по по­
току насыщения Πнас

𝑗 в течение времени (𝜏𝑖; 𝜏𝑖+1]; 5) количество 𝜉𝑗,𝑖 ∈ Z+,
𝑖 > 0, реально обслуженных требований по потоку Π𝑗 в течение времени
(𝜏𝑖; 𝜏𝑖+1]; 𝑗 = 1, 4.

Зависимости между блоками системы задаются следующими функ­
циональными и вероятностными соотношениями. Функциональная зависи­
мость

𝜉𝑗,𝑖 = min{κ𝑗,𝑖 + 𝜂𝑗,𝑖, 𝜉𝑗,𝑖}, 𝑗 ∈ {1, 2, 3}, (3)

между величиной 𝜉𝑗,𝑖 и величинами κ𝑗,𝑖, 𝜂𝑗,𝑖, 𝜉𝑗,𝑖 реализует стратегию ме­
ханизма обслуживания требований. Далее, поскольку

κ𝑗,𝑖+1 = κ𝑗,𝑖 + 𝜂𝑗,𝑖 − 𝜉𝑗,𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2, 3},

то из выражения (3) следует соотношение

κ𝑗,𝑖+1 = max{0,κ𝑗,𝑖 + 𝜂𝑗,𝑖 − 𝜉𝑗,𝑖}, 𝑗 ∈ {1, 2, 3}. (4)

Из формулировки поставленной задачи следуют соотношения для пото­
ка Π4:

𝜂4,𝑖 = min{𝜉1,𝑖,κ1,𝑖 + 𝜂1,𝑖}, κ4,𝑖+1 = κ4,𝑖 + 𝜂4,𝑖 − 𝜂2,𝑖, 𝜉4,𝑖 = κ4,𝑖. (5)

Пусть 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4) ∈ Z4
+ и 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ∈ Z4

+. Тогда из по­
становки задачи на содержательном уровне следует, что при фиксирован­
ном значении метки 𝜈𝑖 = (Γ(𝑘,𝑟);𝑥) вероятность 𝜙(𝑎, 𝑘, 𝑟, 𝑥) одновременного
выполнения равенств 𝜂1,𝑖 = 𝑎1, 𝜂2,𝑖 = 𝑎2, 𝜂3,𝑖 = 𝑎3, 𝜂4,𝑖 = 𝑎4 есть

𝜙1(𝑎1, ̃︀𝑇 ) × 𝜓(𝑎2, 𝑥4, 𝑝𝑘̃,𝑟) × 𝜙3(𝑎3, ̃︀𝑇 ) × 𝛿𝑎4,min {ℓ(𝑘̃,𝑟,1),𝑥1+𝑎1}, (6)
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где ̃︀𝑇 = ℎ𝑇 (Γ(𝑘,𝑟), 𝑥3), а 𝑘 и 𝑟 таковы, что Γ(𝑘̃,𝑟) = ℎ(Γ(𝑘,𝑟), 𝑥3) и 𝛿𝑖,𝑗 есть
символ Кронекера:

𝛿𝑖,𝑗 =

{︃
1, если 𝑖 = 𝑗,
0, если 𝑖 ̸= 𝑗.

По своему смыслу 𝜓(𝑎2;𝑥4, 𝑝𝑘̃,𝑟) есть вероятность поступления 𝑎2 требова­
ний по потоку Π2 при условии, что очередь 𝑂4 содержит 𝑥4 требований и
обслуживающее устройство находится в состоянии Γ(𝑘̃,𝑟), так что 𝑢 = 𝑝𝑘,𝑟.
При нарушении условия 0 6 𝑘 6 𝑦 положим 𝜓(𝑘; 𝑦, 𝑢) равной нулю.

Пусть 𝑏 = (𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4) ∈ Z4
+. Из содержательной постановки задачи

также следует, что вероятность 𝜁(𝑏, 𝑘, 𝑟, 𝑥) одновременного выполнения ра­
венств 𝜉1,𝑖 = 𝑏1, 𝜉2,𝑖 = 𝑏2, 𝜉3,𝑖 = 𝑏3, 𝜉4,𝑖 = 𝑏4 при фиксированном значении
(Γ(𝑘,𝑟);𝑥) метки 𝜈𝑖 есть

𝛿𝑏1,ℓ(𝑘̃,𝑟,1) × 𝛿𝑏2,ℓ(𝑘̃,𝑟,2) × 𝛿𝑏3,ℓ(𝑘̃,𝑟,3) × 𝛿𝑏4,𝑥4
. (7)

Основным результатом первой главы является теорема 1, содержа­
тельный смысл которой состоит в том, что сформулированные выше функ­
циональные связи и вероятностные свойства введенных объектов непро­
тиворечивы и могут быть реализованы на некотором вероятностном про­
странстве.

Теорема 1. Пусть 𝛾0 = Γ(𝑘0,𝑟0) ∈ Γ и 𝑥0 = (𝑥1,0, 𝑥2,0, 𝑥3,0, 𝑥4,0) ∈ Z4
+

фиксированы. Тогда существует вероятностное пространство (Ω,ℱ ,P(·)) и
заданные на нем случайные величины 𝜂𝑗,𝑖 = 𝜂𝑗,𝑖(𝜔), 𝜉𝑗,𝑖 = 𝜉𝑗,𝑖(𝜔), κ𝑗,𝑖 =
= κ𝑗,𝑖(𝜔) и случайные элементы Γ𝑖 = Γ𝑖(𝜔), 𝑖 > 0, 𝑗 ∈ 1, 4, такие,
что 1) имеют место равенства Γ0(𝜔) = 𝛾0 и κ0(𝜔) = 𝑥0; 2) выполня­
ются соотношения (2), (4), (5); 3) для любых 𝑎 ∈ Z4

+, 𝑏 ∈ Z4
+ и лю­

бых 𝑥𝑡 = (𝑥1,𝑡, 𝑥2,𝑡, 𝑥3,𝑡, 𝑥4,𝑡) ∈ Z4
+, Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡) ∈ Γ, 𝑡 = 1, 2, . . ., таких, что

P
(︁ 𝑖⋂︀
𝑡=0

{𝜔 : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡}
)︁
> 0, условное распределение векторов 𝜂𝑖

и 𝜉𝑖, 𝑖 > 0, имеет вид

P
(︁
{𝜔 : 𝜂𝑖 = 𝑎, 𝜉𝑖 = 𝑏}

⃒⃒⃒ 𝑖⋂︁
𝑡=0

{𝜔 : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡}
)︁

=

= 𝜙(𝑎, 𝑘𝑖, 𝑟𝑖, 𝑥
𝑖) × 𝜁(𝑏, 𝑘𝑖, 𝑟𝑖, 𝑥

𝑖), (8)

где функции 𝜙(·, ·, ·, ·) и 𝜁(·, ·, ·, ·) определяются формулами (6) и (7).
Исследуемая в работе управляющая система характеризуется следу­

ющими объектами: обслуживающее устройство и очереди 𝑂1, 𝑂2, 𝑂3, 𝑂4.
Случайная последовательность {(Γ𝑖,κ1,𝑖,κ2,𝑖,κ3,𝑖,κ4,𝑖); 𝑖 > 0} служит ма­
тематическим описанием этих объектов.

Вторая глава посвящена тем результатам, которые удается полу­
чить для этой пятимерной последовательности, несмотря на ее слож­
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ность. А именно, в этой главе доказывается марковость последователь­
ности и проводится классификация ее состояний. На основе конструк­
тивно заданного вероятностного пространства (Теорема 1) в разделе 2.1
строго доказана марковость последовательности {(Γ𝑖,κ𝑖); 𝑖 > 0}, где
κ𝑖 = (κ1,𝑖,κ2,𝑖,κ3,𝑖,κ4,𝑖). Для этого вводятся вспомогательные множества
𝐴𝑖(𝑘𝑖; 𝑟𝑖;𝑥

𝑖) = {𝜔 : Γ𝑖 = Γ(𝑘𝑖,𝑟𝑖),κ𝑖 = 𝑥𝑖}, для 𝑖 = 0, 1, . . .; здесь 𝑥𝑖 ∈ Z4
+,

𝑘𝑖 = 0; 𝑑, 𝑟𝑖 = 1;𝑛𝑘𝑖 , 𝑖 = 0, 1, . . .. Тогда для доказательства марковости
достаточно показать справедливость равенства

P(𝐴𝑖+1(𝑘𝑖+1; 𝑟𝑖+1;𝑥𝑖+1) | ∩𝑖
𝑡=0 𝐴𝑡(𝑘𝑡; 𝑟𝑡;𝑥

𝑡)) =

= P(𝐴𝑖+1(𝑘𝑖+1; 𝑟𝑖+1;𝑥𝑖+1) |𝐴𝑖(𝑘𝑖; 𝑟𝑖;𝑥
𝑖)), (9)

являющегося формальной записью определения марковского свойства по­
следовательности {(Γ𝑖,κ𝑖); 𝑖 > 0}. Далее в разделе было найдено выраже­
ние для переходных вероятностей:

Теорема 4. Пусть 𝑥, 𝑥̃ ∈ Z4
+ и Γ(𝑘,𝑟), Γ(𝑘̃,𝑟) = ℎ(Γ(𝑘,𝑟), 𝑥3) ∈ Γ. Тогда

переходные вероятности однородной счетной марковской цепи {(Γ𝑖,κ𝑖); 𝑖 >
> 0} вычисляются по следующей формуле:

P({𝜔 : Γ𝑖+1 = Γ(𝑘̃,𝑟),κ𝑖+1 = 𝑥̃}|{𝜔 : Γ𝑖 = Γ(𝑘,𝑟),κ𝑖 = 𝑥}) =

= ̃︀𝜙3(𝑘, 𝑟, ℎ𝑇 (Γ(𝑘,𝑟), 𝑥3), 𝑥3, 𝑥̃3)×

×
∑︁

(𝑎1,𝑎2)∈Atrans

𝜙1(𝑎1, ℎ𝑇 (Γ(𝑘,𝑟), 𝑥3))𝜓(𝑎2, 𝑥4, 𝑝𝑘̃,𝑟). (10)

В выражении (10) ̃︀𝜙3(𝑘, 𝑟, 𝑡, 𝑥3, 𝑥̃3) = (1−𝛿𝑥̃3,0)𝜙3(𝑥̃3+ℓ(𝑘, 𝑟, 3)−𝑥3, 𝑡)+
+𝛿𝑥̃3,0

∑︀ℓ(𝑘̃,𝑟,3)−𝑥3

𝑎=0 𝜙3(𝑎, 𝑡), а множество Atrans определено в основном тексте
диссертации.

Аналогичный результат был получен для стохастической последова­
тельности {(Γ𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0}: доказана ее марковость и получено выражение
для ее переходных вероятностей:

Теорема 5. Пусть 𝑥3, 𝑥̃3 ∈ Z+ и Γ(𝑘,𝑟) ∈ Γ, Γ(𝑘̃,𝑟) = ℎ(Γ(𝑘,𝑟), 𝑥3),
Γ(𝑘̃,𝑟) ∈ Γ. Тогда переходные вероятности однородной счетной марковской
цепи {(Γ𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0} вычисляются по следующей формуле:

P({𝜔 : Γ𝑖+1 = Γ(𝑘̃,𝑟),κ3,𝑖+1 = 𝑥̃}|{𝜔 : Γ𝑖 = Γ(𝑘,𝑟),κ3,𝑖 = 𝑥}) =

= ̃︀𝜙3(𝑘, 𝑟, ℎ𝑇 (Γ(𝑘,𝑟), 𝑥3), 𝑥3, 𝑥̃3). (11)

В разделе 2.2 проведена классификация состояний марковской цепи
{(Γ𝑖,κ𝑖); 𝑖 > 0} по арифметическим свойствам переходных вероятностей
и выделено множество ее существенных состояний. Данный шаг является
необходимым для изучения асимптотических свойств абстрактной управ­
ляющей системы. Результатом этого шага является следующая теорема.
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Теорема 6. Состояния вида (Γ(𝑘̃,𝑟), 𝑥̃), где 𝑘 = 0, 𝑑, 𝑟 = 1, 𝑛𝑘̃, 𝑥̃ ∈ Z4
+,

(𝑥̃1 > 0) ⇒ (𝑥̃4 > ℓ(𝑘, 𝑟, 1)), (12)

𝑥̃3 > max
{︁

0, 𝐿+ 1 −
𝑟∑︁

𝑠=1

ℓ(𝑘, 𝑠, 3)
}︁
, если 𝑘 > 0, (13)

𝑥̃3 > max
{︁

0, 𝐿+ 1 − max
𝑘=1,𝑑

{
𝑛𝑘̃∑︁
𝑠=1

ℓ(𝑘, 𝑠, 3)}
}︁
, если 𝑘 = 0, (14)

и только они достижимы из состояния

(Γ(0,𝑟0), 𝑥0), 𝑥0 = (0, 0, 𝐿+ 1, 0), 𝑟0 = 1, 𝑛0,

и, следовательно, являются существенными.
Доказательство этой теоремы начинается с выделения наиболее оче­

видных существенных состояний (леммы 1–3):

(Γ(0,𝑟0), 𝑥̃), 𝑟0 = 1, 𝑛0, 𝑥̃ = (0, 0, 𝐿+ 1, 0).

Затем это множество постепенно расширяется (леммы 4–9).
Из доказанных результатов также находятся существенные состоя­

ния для марковской цепи {(Γ𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0}:
Теорема 7. Множество существенных состояний марковской цепи

{(Γ𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0} имеет вид
(︁ ⋃︀

16𝑟6𝑛0

𝑆3
0,𝑟

)︁
∪
(︁ ⋃︀

16𝑘6𝑑
16𝑟6𝑛𝑘

𝑆3
𝑘,𝑟

)︁
, где

𝑆3
0,𝑟 =

{︁
(Γ(0,𝑟), 𝑥3) : 𝑥3 ∈ 𝑍+, 𝑥3 > 𝐿− max

𝑘=1,2,...,𝑑

{︁ 𝑛𝑘∑︁
𝑡=1

ℓ(𝑘, 𝑡, 3)
}︁}︁

, 1 6 𝑟 6 𝑛0,

𝑆3
𝑘,𝑟 =

{︁
(Γ(𝑘,𝑟), 𝑥3) : 𝑥3 ∈ 𝑍+, 𝑥3 > 𝐿−

𝑟∑︁
𝑡=1

ℓ(𝑘, 𝑡, 3)
}︁
, 1 6 𝑘 6 𝑑, 1 6 𝑟 6 𝑛𝑘.

Результаты этой главы позволяют доказать марковость и провести
классификацию состояний для последовательностей, содержащих только
часть из упомянутых пяти компонент (содержащих только часть очере­
дей). Этот анализ проведен в следующих главах.

В третьей главе более подробно изучаются случайные последова­
тельности, содержащие состояния только части очередей из последователь­
ности {(Γ𝑖,κ𝑖); 𝑖 > 0}: очереди 𝑂1, 𝑂3 и 𝑂4. Исключение из рассмотрения
нескольких компонент пятимерной марковской цепи позволяет найти до­
статочное, а в некоторых случаях необходимое условия существования ста­
ционарного распределения.

Начинается глава с раздела 3.1, в котором рассматривается стоха­
стическая последовательность {κ4,𝑖(𝜔); 𝑖 = 0, 1, . . .}, не являющаяся, во­
обще говоря, марковской. Дело в том, что в силу определенных условий,
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для решения вопроса существования стационарного распределения для об­
щей последовательности {(Γ𝑖,κ𝑖); 𝑖 > 0} достаточно доказать ограничен­
ность отдельных ее компонент. Поэтому ограниченность последовательно­
сти {κ4,𝑖(𝜔); 𝑖 = 0, 1, . . .} представляет собой важный вопрос.

Теорема 8. Для того, чтобы последовательность {κ4,𝑖(𝜔); 𝑖 =
= 0, 1, . . .} была ограничена, достаточно выполнения неравенства
min𝑘=0,𝑑,𝑟=1,𝑛𝑘

{𝑝𝑘,𝑟} > 0.
Для нахождения условий стационарности используется хорошо заре­

комендовавший себя в схожих задачах итеративно-мажорантный метод, в
котором последовательность математических ожиданий отдельных компо­
нент цепи {(Γ𝑖,κ𝑖); 𝑖 > 0} ограничивается числовой последовательностью
более простого вида. С этой целью в разделе 3.2 выводятся рекуррентные
соотношения для производящих функций последовательности {(Γ𝑖,κ3,𝑖);
𝑖 > 0}.

Более подробно, обозначим

H−1(Γ(𝑘,𝑟), 𝑥3) = {𝛾 ∈ Γ: ℎ(𝛾, 𝑥3) = Γ(𝑘,𝑟)},

где Γ(𝑘,𝑟) ∈ Γ и 𝑥3 ∈ Z+. Тогда вид рекуррентных соотношений для произ­
водящих функций представлен в следующей теореме.

Теорема 10. Пусть 𝛾 = Γ(𝑘̃,𝑟) ∈ Γ. Тогда имеют место следую­
щие рекуррентные по 𝑖 > 0 соотношения для производящих функций
M(3,𝑖+1)(·, ·, 𝑣) марковской цепи {(Γ𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0}:

1) для Γ(0,𝑟) ∈ Γ, 𝑟 = 1, 𝑛0

M(3,𝑖+1)(0, 𝑟, 𝑣) = 𝛼𝑖(0, 𝑟, 𝑣); (15)

2) для Γ(𝑘̃,𝑟) ∈ Γ, 𝑘 = 1, 𝑑, 𝑟 = 1, 𝑛𝑘̃

M(3,𝑖+1)(𝑘, 𝑟, 𝑣) = 𝑞𝑘̃,𝑟(𝑣) ×M(3,𝑖)(𝑘, 𝑟 ⊖𝑘̃ 1, 𝑣) + 𝛼𝑖(𝑘, 𝑟, 𝑣). (16)

Поскольку математическое ожидание случайной величины связано с
производящей функцией, то имея в арсенале рекуррентные соотношения
для производящих функций последовательности {(Γ𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0}, теперь
можно применить итеративно-мажорантный метод для поиска достаточно­
го условия существования стационарного распределения 𝑄3,𝑖(𝛾, 𝑥).

Теорема 11. Для того, чтобы марковская цепь {(Γ𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0} име­
ла стационарное распределение 𝑄(𝛾, 𝑥), (𝛾, 𝑥) ∈ Γ×Z+, достаточно выпол­
нения неравенства

min
𝑘=1,𝑑

∑︀𝑛𝑘

𝑟=1 ℓ(𝑘, 𝑟, 3)

𝜆3𝑓 ′3(1)
∑︀𝑛𝑘

𝑟=1 𝑇
(𝑘,𝑟)

> 1. (17)

Доказательство этого факта осуществляется от противного и здесь мы при­
ведем лишь основную идею. Пусть при выполнении условий (17) стацио­
нарного распределения не существует. Тогда для любого состояния (𝛾, 𝑥) ∈
∈ Γ × Z+ и независимо от начального распределения P(Γ0 = Γ(𝑘,𝑟),κ3,0 =
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𝑥), (Γ(𝑘,𝑟), 𝑥) ∈ Γ × Z+, имеют место предельные равенства

lim
𝑖→∞

P(Γ𝑖 = Γ(𝑘,𝑟),κ3,𝑖 = 𝑥) = 0, (Γ(𝑘,𝑟), 𝑥) ∈ Γ × Z+. (18)

В разделе 3.4 в качестве необходимого условия существования стаци­
онарного распределения доказывается менее строгое условие. Оно сформу­
лированно в следующей теореме.

Теорема 12. Для того, чтобы марковская цепь {(Γ𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0} име­
ла стационарное распределение 𝑄3(𝛾, 𝑥), (𝛾, 𝑥) ∈ Γ × Z+, необходимо вы­
полнение неравенства

max
𝑘=1,𝑑

∑︀𝑛𝑘

𝑟=1 ℓ(𝑘, 𝑟, 3)

𝜆3𝑓 ′3(1)
∑︀𝑛𝑘

𝑟=1 𝑇
(𝑘,𝑟)

> 1.

Раздел 3.5 содержит достаточное условие существования стационар­
ного распределения для последовательности {(Γ𝑖,κ1,𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0}, доказа­
тельство которого проводится при помощи итеративно-мажорантного ме­
тода аналогично результату для последовательности {(Γ𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0}.

Теорема 16. Для того, чтобы марковская цепь {(Γ𝑖,κ1,𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 >
> 0} имела стационарное распределение 𝑄1(𝛾, 𝑥1, 𝑥3), (𝛾, 𝑥1, 𝑥3) ∈ Γ × Z2

+,
достаточно выполнения неравенств

min
𝑘=0,𝑑

∑︀𝑛𝑘

𝑟=1 ℓ(𝑘, 𝑟, 1)

𝜆1𝑓 ′1(1)
∑︀𝑛𝑘

𝑟=1 𝑇
(𝑘,𝑟)

> 1, min
𝑘=1,𝑑

∑︀𝑛𝑘

𝑟=1 ℓ(𝑘, 𝑟, 3)

𝜆3𝑓 ′3(1)
∑︀𝑛𝑘

𝑟=1 𝑇
(𝑘,𝑟)

> 1. (19)

Четвертая глава имеет своей целью проанализировать и расши­
рить результаты, полученные аналитически в предыдущих главах. Поэто­
му здесь представлено описание разработанной имитационной модели и
программного комплекса для ее исследования. Для определения момента
достижения системой стационарного режима подсчитываются различные
статистики одновременно для двух систем: смещенной, то есть системы с
ненулевым количеством требований в начале, и несмещенной, то есть си­
стемы с пустыми очередями при старте. Основным показателем качества
работы системы выбрана средневзвешенная оценка времени пребывания
требования в системе. В завершении главы приведены конкретные экспе­
рименты и анализ их результатов.

До этой главы в работе исследовались свойства основных подсистем
тандема: подсистемы с очередью низкоприоритетного потока, с очередями
первичных входных потоков и с промежуточной очередью. Тем не менее,
для всестороннего изучения системы необходимо также провести ее син­
тез. Другими словами, в главе 4 уделяется внимание поведению системы в
целом: ее эффективности и устойчивости с течением времени. Эффектив­
ность подобных систем может оцениваться, к примеру, с помощью следую­
щих характеристик: 1) среднее взвешенное количество ожидающих требо­
ваний в очередях; 2) среднее взвешенное время нахождения в системе про­
извольного требования; 3) среднее взвешенное время ожидания в системе
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произвольного требования; 4) среднее время простоя системы. В диссерта­
ционной работе акцент сделан на среднем взвешенном времени ожидания
и средем взвешенном времени пребывания произвольного требования в си­
стеме.

Как правило, более сложная реальная система обслуживания порож­
дает большее количество деталей при создании ее математической и ими­
тационной моделей и их дальнейшем исследовании. Поэтому в таких систе­
мах важно иметь более высокий уровень абстракции, чем уровень описания
каждой заявки системы и каждого события, происходящего с ней. Наличие
дополнительной абстракции (например, полученной вследствие принципа
нелокальности и поблочности рассмотрения) позволяет упростить построе­
ние имитационной модели и, при необходимости, уменьшить вычислитель­
ную нагрузку алгоритма за счет уменьшения числа генерируемой инфор­
мации.

Математическая модель рассматриваемой в работе абстрактной
управляющей системы Ляпунова–Яблонского, построенная по принципам
кибернетического подхода, существенно упростила построение и реализа­
цию имитационной модели тандема перекрестков (рис. 2). В частности,
поблочное строение системы помогло разделить программу на смысловые
блоки, а принцип дискретности — выделить временные интервалы (такты),
в рамках которых происходит генерирование интересующих случайных
величин системы. Для смещенной и несмещенной систем в роли состояния
выступали длины очередей и состояние обслуживающего устройства. В
соответствии с законами распределения входных потоков Π1 и Π3 гене­
рировались требования системы. Для каждого требования фиксировался
момент его прихода в систему, выхода из нее и время до обслуживания.

Опишем основную идею алгоритма определения момента достижения
системой квазистационарного режима. В конце каждого такта функциони­
рования системы вычисляются значения

𝛾0𝑗,· =
1

𝒱0
𝑗

∑︁
𝜈

𝛾0𝑗,𝜈 , 𝛾+𝑗,· =
1

𝒱+
𝑗

∑︁
𝜈

𝛾+𝑗,𝜈 , (20)

среднего времени ожидания обслуживания требований потока Π𝑗 , 𝑗 = 1,3,
в несмещенной и смещенной системах соответственно. Здесь величины 𝛾0𝑗,𝜈
и 𝛾+𝑗,𝜈 — время ожидания требования с номером 𝜈 потока Π𝑗 (𝜈 = 1, 2, 3, . . .;
𝑗 = 1,3) несмещенной и смещенной систем соответственно. Величины 𝒱0

𝑗

и 𝒱+
𝑗 равны общему количеству требований, пришедших в систему за все

время наблюдения, в несмещенной и смещенной системах соответственно.
Для большей устойчивости алгоритма принятия решения о наступлении
квазистационарного режима в несмещенной системе учитывается количе­
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ство требований во входящем и выходящем потоках:

𝐹 0
in,1 =

∑︁
𝑛

𝛼0
in,1,𝑛, 𝐹 0

out,4 =
∑︁
𝑛

𝛼0
out,4,𝑛, (21)

𝐹 0
in,3 =

∑︁
𝑛

𝛼0
in,3,𝑛, 𝐹 0

out,3 =
∑︁
𝑛

𝛼0
out,3,𝑛. (22)

Здесь 𝛼+
in,𝑗,𝑛 и 𝛼0

in,𝑗,𝑛 — количество автомобилей потока Π𝑗 , которые посту­
пили за такт с номером 𝑛, в смещенной и несмещенной системах соответ­
ственно, 𝑗 = 1, 3; 𝛼+

out,𝑗,𝑛 и 𝛼0
out,𝑗,𝑛 — количество автомобилей потока Π𝑗 ,

которые закончили обслуживание на такте 𝑛 для смещенной и несмещен­
ной систем соответственно, 𝑗 = 3, 4.

Окончательное решение о достижении системой стационарного режи­
ма будет приниматься в случае, если выполнены следующие неравенства:

|𝛾0𝑗,· − 𝛾+𝑗,·|
𝛾0𝑗,·

< 𝛿1,
𝐹 0

in,1

𝐹 0
out,4

< 𝛿2,
𝐹 0

in,3

𝐹 0
out,3

< 𝛿3. (23)

Значения параметров 𝛿1 < 1, 𝛿2 > 1 и 𝛿3 > 1 фиксированы.
На рис. 3 представлены результаты экспериментов. По осям коорди­

нат отложены значения ̃︀𝑇 (2,1) длительности обслуживания требований по­
тока Π3 и значения ̃︀𝑇 (2,2) длительности обслуживания требований потока
Π2. Остальные параметры системы считаются фиксированными. Желтым
цветом обозначены точки, в которых было определено достижение систе­
мой стационарного режима. Темно-зеленым цветом обозначены случаи от­
сутствия стационарности. Кроме того на графике черным цветом изобра­
жены границы области стационарности, полученные из достаточных усло­
вий теоремы 16. Из графика видно, что желтая область выходит далеко за
границы черных линий. Это свидетельствует о том, что достаточное усло­
вие, полученное в работе аналитически, не является необходимым. Ввод
дополнительного режима продления по высоко приоритетному потоку при
отсутвии большого числа требований по низкоприоритетному потоку поз­
воляет существенно расширить область стационарности системы. Интуи­
тивно данный результат ожидаем: при отсутствии требований по одному
из потоков, другой поток получает дополнительный временной «запас» для
обслуживания за счет продления. Также на графике изображена область,
ограниченная серой линией. Эта область получена эмпирическими рассуж­
дениями и дает «примерную» оценку области стационарности для системы
с продлением. Рассуждения для вывода этой границы основаны на подсче­
те «среднего» количества времени, освобождающегося для обслуживания
требований потока Π2 за счет продления.

Динамика времен ожидания для конкретной системы со стационар­
ным режимом при 𝜆1 = 0.3 для требований потока Π1 приведена на рисун­
ке 4.
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В настоящей работе наибольший акцент при оценке эффективности
работы системы делается на среднем взвешенном времени нахождения про­
извольного требования первичных потоков Π1 и Π3 в системе: чем больше
средняя интенсивность потока требований, тем больше вес требований это­
го потока. Время ожидания требований первичных потоков не характери­
зует процессы, происходящие между двумя перекрестками, поэтому в каче­
стве конечного критерия эффективности работы не используется. Однако
для определения момента наступления стационарного режима информа­
ция о времени ожидания оказывается весьма полезной.

Рис. 3 — Области стационарности системы. 𝜆3 = 0.1, 𝐿 = 10

В заключении приведены основные результаты работы, которые со­
стоят в следующем.

1) Построена строгая математическая модель тандема с циклическим
алгоритмом управления и алгоритмом с продлением. Отличитель­
ной особенностью системы также является немгновенность пере­
мещения требований между системами.

2) Доказана марковость случайной последовательности, включаю­
щей длину низкоприоритетной очереди. Проведена классифика­
ция состояний цепи по арифметическим свойствам переходных ве­
роятностей этой последовательности. А также найдены достаточ­
ное и необходимое условия существования стационарного распре­
деления.

3) Проведен аналогичный анализ для случайной последовательно­
сти, включающей очереди первичных требований: доказана ее мар­
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Рис. 4 — Динамика среднего времени ожидания произвольного
требования потока Π1. Система со стационарным режимом
ковость, проведена классификация состояний и найдено достаточ­
ное условие существования стационарного распределения.

4) Найдено условие ограниченности для последовательности матема­
тических ожиданий {(𝐸κ4,𝑖); 𝑖 > 0}.

5) На основе имитационной модели расширены результаты, получен­
ные теоретически.
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