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Введение

Актуальность темы исследования. С каждым годом количество за­
дач, в которых требуется применение математических методов для выбора
некоторого оптимального решения, постоянно растет. Создание автоматизиро­
ванных систем практически невозможно без предварительного исследования
управляемого процесса методами математического моделирования. Подобного
рода проблемы попадают в сферу ответственности такой науки как исследова­
ние операций. Однако предмет изучения данной дисциплины весьма широк и в
разных источниках трактуется по-разному. Например, книга Е.С. Вентцель [88]
начинается со следующего объяснения термина «исследование операций»: «Под
этим термином мы будем понимать применение математических, количествен­
ных методов для обоснования решений во всех областях целенаправленной че­
ловеческой деятельности». Далее в книге Е.С. Вентцель раскрывается понятие
«решения» как выбор действия для достижения конкретной цели с примине­
нием того или другого математического аппарата. В качестве примера задачи
исследования операций в этой книге приводится задача из теории очередей:
библиотечное обслуживание. В фондах библиотеки имеется большое количе­
ство литературы разной тематики и для удовлетворения запросов абонентов
нужно разработать оптимальную схему обслуживания.

В книге [38] появление научной отрасли под названием «исследование опе­
раций» связывается с созданием больших корпораций, управление которыми
породило качественно новые задачи для руководства. Отдельные части компа­
ний становятся крупнее, обрастают своими целями, нетривиальным образом
коррелируемыми с общей целью компании. С этим связана проблема выде­
ления ресурсов для того или иного подразделения компании для достижения
наиболее выгодного существования всей компании в целом. Так или иначе, на
сегодняшний момент существует множество литературы, в которой дается по­
следовательное изложение современного состояния исследования операций и,
в том числе, ее важной подобласти — теории очередей (см., например, кни­
ги [14;29;38;55;87;88;143]).

Теория массового обслуживания (теория очередей) предоставляет мате­
матический аппарат для анализа систем, в которых имеется операция по об­
служиванию («обработка») некоторых объектов при наличии случайных фак­
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торов. При этом тип обслуживания и самих объектов не имеет значения, что
делает область применения этой дисциплины достаточно широкой: системы свя­
зи, автоматические линии производства, системы медицинского обслуживания,
системы управления транспорта и т.д. В роли объектов могут выступать, на­
пример, абоненты, заявки, требования.

Математический аппарат теории очередей эволюционировал на протяже­
нии всего 20-го века. Так, в начале 1930-х годов разработанная математическая
теория случайных процессов позволила строить модели в более компактном
виде, нежели в виде большого числа дифференциальных и интегральных урав­
нений для вероятностей или плотностей распределений, как делали до этого.
Потребность в управлении и оптимизации систем массового обслуживания побу­
дила исследователей взглянуть на построение моделей с позиций исследования
операций и теории управляющих систем.

Первые исследования в области систем массового обслуживания были сде­
ланы А.К. Эрлангом [23; 24], Ф.В. Йохансеном [42] и Ф. Поллачеком [137]. Из
физических соображений ими были составлены интегральные и дифференци­
альные уравнения для функции распределения числа занятых линий и времени
ожидания на телефонной станции. Найденные формулы создали базу для буду­
щего развития теории. Дальнейший вклад в развитие теории очередей внес­
ли следующие зарубежные и отечественные ученые: К. Пальм, Д.Дж. Кен­
далл, Д. Линдли, Л. Такач, Д.Р. Кокс, У.Л. Смит, Т.Л. Саати, Л. Клейнрок,
Н.Т.Дж. Бейли, А.Н. Колмогоров, А.Я. Хинчин, Б.В. Гнеденко, И.Н. Ковален­
ко, С.Н. Бернштейн, Н.П. Бусленко, А.А. Боровков, В.С. Королюк, Г.П. Ба­
шарин, Г.П. Климов, Ю.В. Прохоров, А.Д. Соловьев, Б.А. Севастьянов и др.
Краткое представление об истории вопроса можно составить, ознакомившись
с монографиями, журнальными обзорами, например, [4; 43; 73; 76; 81; 113; 114].
Технологический прогресс конца XX века привел к развитию таких направле­
ний, как сети массового обслуживания и тандемы систем массового обслужи­
вания [40; 57; 82; 108]. Сегодня класс задач, к которым применимы методы тео­
рии очередей, становится еще шире: медицинское и банковское обслуживание,
управление информационным и транспортным трафиками и т.п. (см., напри­
мер, работы [36;37;56;58;83;85]).

При изучении любой реальной системы математическими методами пер­
востепенным является этап построения модели. Однако на каком бы этапе раз­
вития ни находилась та или иная теория, для получения качественно новых
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результатов часто не обойтись без расширения существующего математическо­
го аппарата. При построении моделей в теории массового обслуживания таким
расширением стали в 1930-х годах аксиоматизация теории вероятностей и появ­
ление теории случайных процессов (см. работу [115]). Создание аксиоматизиро­
ванного понятия случайного процесса сформировало общий подход к исследова­
нию систем массового обслуживания, который принято называть классическим
(см. работу [154]). Для задания математической модели системы, исходя из со­
держательного смысла задачи, задаются следующие обязательные элементы:
входящий поток, закон формирования очереди, емкость очереди, количество
приборов обслуживания и закон обслуживания произвольного требования. Под
состоянием системы при таком подходе естественно понимать количество тре­
бований в очередях. Однако для получения глубоких результатов важно, чтобы
изучаемый процесс поддавался аналитике и был, например, марковским. В кни­
ге [81] представлены основные приемы выделения из заданной модели процессов
с марковским свойством. Так или иначе, исходя из содержательной постанов­
ки задачи, исследователем явно выписываются уравнения для распределений
вероятностей интересующего случайного (марковского) процесса.

На основе классического подхода был произведен анализ многих видов си­
стем массового обслуживания. Во-первых, это системы с одним, несколькими,
а также неограниченным числом обслуживающих приборов (см. [13; 70; 142]).
Далее рассматривались как системы с пуассоновскими входными потоками тре­
бований, так и системы с более сложной структурой, например, дважды стоха­
стические входные потоки (см. [35;53;86]), то есть допускающие изменение мгно­
венной интенсивности во времени в соответствии с заданным стохастическим
процессом. В некоторых системах для требований предполагается возможность
уходить на «орбиту» в случае отсутствия свободных приборов, то есть требова­
ния через случайное время после первой попытки запрашивают обслуживание
снова (см. [25]).

Также известны и достаточно сложные технические системы, в кото­
рых требования неоднородны и потоки требований разных типов оказывают­
ся конфликтными. Конфликтность означает, что в каждый момент времени
могут обслуживаться требования не более чем из одного потока. Примерами
таких систем являются пересечение транспортных магистралей — перекрест­
ки, взлетно-посадочные комплексы в аэропортах, локальные вычислительные
сети и сети передачи данных. В конфликтных системах обслуживания обслу­
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живающее устройство с необходимостью выполняет функцию управления по­
токами. В существующей литературе алгоритмы управления конфликтными
потоками делятся на два типа: независящие от состояния системы (см. рабо­
ты [11; 12; 17; 54; 68; 134]) и зависящие от нее (см. работы [27; 59; 133; 150]). В
частности, в работе Ю.И. Неймарка и М.А. Федоткина [134] строится модель пе­
рекрестка, для которого длительности сигналов светофора фиксированы, и на­
ходятся вероятностные характеристики стационарного режима. В работе [133]
авторы изучают алгоритм, учитывающий информацию о количестве машин в
очередях в момент принятия решения. Обобщение на случай произвольного
числа конфликтных потоков впервые было осуществлено в статье [161].

Тандемы систем массового обслуживания широко используются при моде­
лировании компьютерных и коммуникационных систем, колл-центров, аварий­
ных служб, при планировании их мощностей, производительности и последу­
ющей оптимизации работы. Тандем является простейшей сетью из нескольких
приборов, в которой заявка после обслуживания одним устройством поступает
в очередь на обслуживание следующим устройством. Одной из первых работ,
посвященных тандемам систем массового обслуживания, является работа [57].
В ней изучается распределение времени пребывания требования в системе с
двумя обслуживающими устройствами. В предположении, что промежутки вре­
мени между поступлениями заявок в систему и времена обслуживания неза­
висимы и имеют экпоненциальные законы распределения, было показано, что
время ожидания требования в очереди первого прибора стохастически не зави­
сит от его времени ожидания в очереди второго прибора. Основные результаты
теории тандемов в случае простейших стационарных входных потоков и экспо­
ненциального времени обслуживания широко представлены, например, в рабо­
тах [9;30]. Модели с неэкспоненциальным временем обслуживания рассмотрены
в работах [31–33]. Более общие модели включают в себя так называемые BMAP
(Batch Markovian Arrival Process) входные потоки, особенностью которых явля­
ется наличие корреляции количества пришедших требований в различные мо­
менты времени. Такие потоки рассмотрены, например, в работах [7;84;110–112],
где проведены аналитические расчеты условий стационарности и изучено пове­
дение некоторых характеристик обслуживания для некоторых частных видов
входных потоков и распределений времени обслуживания для двухфазных (тан­
демных) систем, в том числе с повторными попытками и нетерпеливыми требо­
ваниями.
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В связи со стремительным ростом числа машин в современных городах,
все больший интерес стала представлять теория потоков транспортных средств.
Результаты ранних исследований по этой тематике собраны, например, в кни­
гах [21;36;39]. Потоки машин обычно моделируются с помощью традиционных
стохастических потоков событий, весьма полно изученных в классической тео­
рии массового обслуживания. Динамика, обусловленная возможностью съез­
да машин с трассы, рассматривается в работах [2; 3; 69]. Основным объектом
изучения в этих работах является плотность потока машин как функция от
расстояния, на основе которой делаются выводы о пропускной способности пе­
рекрестков.

Управление уличным движением с помощью светофоров привело к ис­
следованиям систем массового обслуживния с переменной структурой обслу­
живающего устройства. Работы М.Г. Теплицкого [144; 145] содержат одни из
первых исследований в этом направлении. М.А. Федоткин и Ю.И. Неймарк в
своих работах [134; 149] рассматривают управление потоками автомобилей на
перекрестке, используя аппарат математической кибернетики и теории массо­
вого обслуживания. В данной системе путем изменения сигнала автомата-све­
тофора возможно управлять режимами обслуживания входных потоков. Был
найден оптимальный набор параметров управления для автомата-светофора.
В работе [135] анализ системы проводится с применеием методов имитационно­
го моделирования, поскольку аналитическое исследование вызывает большие
сложности. В более поздних работах рассматривались, например, такие алго­
ритмы изменения состояния обслуживающего устройства, как циклический ал­
горитм (работы [52; 101; 139; 156]), алгоритм с петлей (например, работа [107])
и алгоритм с упреждением (например, работа [127]). Адаптивные алгоритмы
управления конфликтными потоками рассматривались в работах [128; 130]. В
контексте решения задач более специфичных для области исследования опе­
раций отметим следующие публикации: в работе [22] исследуется линейный
управляющий алгоритм, в работе [34] — адаптивный алгоритм с информацией
о размере очередей, в работе [20] — гибридный алгоритм (алгоритм с упрежде­
нием и алгоритм с обратной связью), в работах [16; 50; 60; 61] рассматриваются
комбинации нескольких адаптивных алгоритмов.

С самых истоков становления теории массового обслуживания перед ис­
следователями, среди прочего, стояла оптимизационная задача. Так, например,
в упомянутой выше работе А.К. Эрланга ставилась задача поиска оптимально­
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го (минимального) числа телефонных линий для удовлетворительного обслу­
живания абонентов. Как отмечалось выше, в терминах дисциплины исследова­
ния операций действие по обслуживанию требований является «операцией» над
некоторыми абстрактными объектами (абонентами, заявками, требованиями),
эффективность осуществления которой является одним из предметов исследова­
ния. При этом операция по обслуживанию зачастую выполняется под действием
как детерминированных, так и случайных факторов. В качестве критериев эф­
фективности операции обслуживания обычно выступают вероятность простоя
обслуживающих устройств, среднее время пребывания требования в системе,
вероятность отказа устройства, средняя длина очереди, среднее количество за­
нятых устройств и т.д. С учетом названных критериев формируется конечный
функционал, оптимизация которого и является главной целью. Примерами ра­
бот, в которых задача теории массового обслуживания ставится в терминах
исследования операций, являются [8; 28;79].

С точки зрения учебной литературы, теория массового обслуживания так­
же является неотъемлимой и устоявшейся ветвью исследования операций. Клас­
сические учебники (см. [14;38;55;143] и др.) по исследованию операций включа­
ют в себя разделы про марковские цепи, случайные процессы и теорию массово­
го обслуживания (теорию очередей). Наряду с базовыми понятиями линейного
программирования и теории игр в учебниках вводится марковская цепь, опреде­
ляются основные классы ее состояний и рассматриваются вопросы эргодично­
сти. Обобщения марковской цепи строятся посредством случайных процессов:
марковских или процессов рождения и гибели. Далее этот материал обычно
применяется в разделе теории массового обслуживания. Инструменты для ап­
пробации построенных вероятностных моделей, как правило, предоставляются
в учебниках по исследованию операций в разделе с названием «имитационное
моделирование» («simulation»).

Решение оптимизационных задач в теории массового обслуживания поро­
дило понятие управляемой системы массового обслуживания, введеное в 1967 г.
в работе О.И. Бронштейна и В.В. Рыкова [77]. В обзоре [140] 1975 г. В.В. Ры­
ковым была проведена классификация таких систем и указана связь теории
массового обслуживания с существовавшими на тот момент исследованиями
в области управляемых случайных процессов. Под управляемой системой по­
нимается любая система, хотя бы одна из составляющих (элементов) которой
допускает применение управляющих воздействий. При этом основными элемен­
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тами системы являются: 1) входящий поток требований; 2) длительности и ме­
ханизм обслуживания; 3) структура системы; 4) дисциплина обслуживания. К
примеру, для задачи об обслуживании клиентов на телефонной станции управ­
ление может быть применено к механизму обслуживания путем изменения ко­
личества обслуживающих операторов, а для задачи обслуживания автомобилей
на перекрестке возможно управлять длительностью обслуживания требований
для конкретного потока. Некоторые примеры управляемых систем массового
обслуживания также представлены в работах [80;132;141].

Для решения сформулированных выше задач применялся, как правило,
классический подход. Данный подход, имея в своем арсенале мощный аппа­
рат теории вероятностей и случайных процессов, предполагает подробнейшее
описание элементов математической модели и, в частности, описание харак­
теристик каждой заявки в отдельности. Такое «локальное» задание потоков
заявок обычно осуществляется при помощи следующих математических объ­
ектов: распределение длин интервалов между поступлениями заявок, целочис­
ленный считающий процесс, точечный процесс или случайная мера (см. рабо­
ты [41;109;136;154;159]). Однако цена такого подробного описания — ограничен­
ное количество реальных систем, для которых исследователь способен провести
анализ или хотя бы построить строгую математическую модель. Так, например,
при анализе потоков автотранспортных средств (см. работы [10; 151]) интер­
валы между моментами поступления автомобилей к стоп-линии перекрестка
оказываются статистически зависимыми. Данный факт следует из простран­
ственной неоднородности транспортных потоков: при возникновении в потоке
«медленного» автомобиля за ним образуется «пачка» автомобилей движущихся
следом. Описание такого рода потоков довольно сложно построить, наблюдая
за каждым отдельно взятым автомобилем. Данная проблема тесно связана с
недостаточной разработанностью в настоящее время теории выходящих пото­
ков: хорошо исследованы свойства выходящего потока только для простейших
систем обслуживания. В работе [76] представлена сводка методов и результатов
анализа выходящих потоков некоторых систем.

В контексте тандемов управляющих систем незнание характеристик выхо­
дящего потока одной подсистемы равносильно незнанию структуры входящего
потока для следующей подсистемы, что существенно затрудняет анализ иссле­
дования всего тандема в целом. Такое незнание зачастую компенсируется пред­
положением о мгновенности перемещения требований между узлами системы,
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что накладывает существенные ограничения на применимость результатов в
реальных задачах. К примеру, в работах [1; 69] проводился анализ управления
движением автомобилей между последовательными перекрестками. Предполо­
жение о небольшом расстоянии между перекрестками позволяло пренебречь
временем движения между ними. В случае отсутствия допущения о мгновен­
ном перемещении требований анализ системы существенно затрудняется. Так,
например, в работе [65] исследуется задержки автомобилей на смежных пере­
крестках. Вследствие сложности построенной математической модели, для ана­
лиза системы был выбран метод имитационного моделирования.

Также при задании стохастических связей между элементами системы,
которым должна подчиняться управляющая система, исследователь зачастую
сталкивается со сложными задачами теории управляемых процессов. Кроме то­
го, при анализе одновременно нескольких управляющих систем, их приходится
задавать на едином унифицированном вероятностном пространстве. Все это су­
щественно увеличивает сложность задачи.

Качественно новая методика к построению математических моделей
управляющих систем массового обслуживания была предложена М.А. Федот­
киным в работах [146; 154] и существенно доработана А.В. Зориным в рабо­
тах [101; 105; 106] и [107]. Методика основана на понятии абстрактной управля­
ющей системы, введеном А.А. Ляпуновым и С.В. Яблонским в работе [131], и
также носит название кибернетического подхода. Основными принципами под­
хода являются: 1) наблюдение за системой происходит в дискретные моменты
времени; 2) управляющая система разделяется на логические блоки, между ко­
торыми определяются функциональные и стохастические связи при их взаимо­
действии во времени; 3) описание блоков системы должно быть нелокальным.
В качестве блоков управляющей системы выделяют следующие: входные полю­
са, внешняя память, блок по переработке внешней памяти, внутренняя память,
блок по переработке внутренней памяти, выходные полюса и внешняя среда.
Некоторые из перечисленных блоков могут быть опущены при исследовании
вследствие их вырожденности. Так, например, в работе [157] случайная среда
имеет всего одно состояние, а в работе [105] — несколько, поэтому блок со слу­
чайной средой во второй работе учитывается, а в первой — нет. Рассмотрение
систем с позиции абстрактных управляющих систем Ляпунова–Яблонского поз­
воляет исследовать их с единой позиции: разделяя системы на составные блоки,
описывая каждый из них и вводя функционально-статистические связи между
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ними. Это существенно упрощает анализ уже известных систем, а также делает
возможным исследование новых и более сложных. Кроме того, стало более есте­
ственным независимое рассмотрение подсистем и изучение их свойств отдельно
от основной модели. Так, в работах [26;147] исследуется процесс формирования
автомобильных «пачек» на дорогах как независимая система массового обслу­
живания. А в работах [139;148] изучались выходящие потоки систем массового
обслуживания с циклическим алгоритмом управления входными пуассоновски­
ми потоками и потоками Гнеденко–Коваленко.

Аппарат абстрактных управляющих систем Ляпунова–Яблонского был
удачно применен к анализу неклассических конфликтных управляющих систем
массового обслуживания А.В. Зориным в работах [89–100; 102; 103]. В частно­
сти, была построена математическая модель для системы управления неорди­
нарными конфликтными потоками, формируемыми во внешней среде, в классе
алгоритмов с переналадками и разделением времени, а также циклических ал­
горитмов с продлением. Была построена модель для системы управления неор­
динарными рекуррентными потоками в классе циклических алгоритмов при
наличии переналадок. Кроме того, отметим, что исследовать систему последо­
вательных перекрестков с различными усложнениями стало возможным только
с точки зрения абстрактных управляющих систем Ляпунова–Яблонского. Так,
модель тандема перекрестков с немгновенным перемещением машин между ни­
ми была впервые предложена в работах [66;67;97]. В рассматриваемых там мо­
делях динамика перемещения машин от одного перекрестка к другому задается
бернулиевской случайной величиной: каждая машина с некоторой фиксирован­
ной вероятностью 0 < 𝑝 < 1 успевает доехать до следующего перекрестка и с
противоположной вероятностью 1− 𝑝 остается «между» ними. В работах авто­
ра [44–49;116;118–126] с точки зрения управляющей системы Ляпунова–Яблон­
ского построена и исследована математическая модель тандема перекрестков с
немгновенным перемещением автомобилей и циклическим алгоритмом управле­
ния светофором с продлением. Поскольку многие реальные системы могут быть
представлены в виде конфликтной управляющей системы Ляпунова–Яблонско­
го, то исследования в данной области являются актуальными.

Аппарат абстрактных управляющих систем также облегчает асимптотиче­
ский анализ поведения систем обслуживания. К более ранним работам, в кото­
рых исследовалось предельное поведение операционных характеристик (число
требований в системе, время ожидания и т.п.) классическими методами, можно
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отнести работы [19; 62; 63; 71; 72; 74; 75]. Также представляют большой интерес
работы, в которых определяются условия существования стационарного рас­
пределения, например, [15; 18; 51; 64]. Основными известными методами здесь
принято считать прямое решение уравнений стационарности, применение тео­
ремы эргодичности Мустафы, применение критерия Найквиста-Михайлова. От­
личительными особенностями этих методов является отсутствие универсальной
последовательности действий при применении их к разным типам исследуемых
систем. Существенно новым методом в этом вопросе является итеративно-мажо­
рантный метод, впервые примененный М.А. Федоткиным в контексте абстракт­
ных управляющих систем обслуживания (см. [152; 153]). Отличительными осо­
бенностями метода являются относительно легкая проверяемость получаемых
условий и алгоритмизованность. Данная методология была успешно применена
в задаче исследования перекрестка с приоритетными потоками [138], в задаче
изучения системы со случайной внешней средой [105], в задаче адаптивного
управления потоками [129] и др. Более глубоко метод был доработан в диссер­
тации А.В. Зорина [106].

Кроме преимуществ при получении аналитических результатов, аппарат
управляющих систем Ляпунова–Яблонского дает существенные преимущества
при построении имитационных моделей разнообразных систем обслуживания
и их численном анализе (см. [104]). Обращаясь к истории вопроса, как прави­
ло, для имитации использовался метод дискретных событий, описанный, на­
пример, в работах [5; 6; 155; 158]. За наблюдаемые события обычно выбирались
изменение состояний обслуживающего устройства, приход в систему или уход
из нее каждого отдельного требования и т.д. Генерируемое при этом множе­
ство возможных событий формирует исчерпывающее и зачастую избыточное
описание процесса обслуживания в системе. Такое локальное описание приво­
дит к потреблению большого количества ресурсов и длительному времени ра­
боты при программной реализации построенной имитационной модели. В про­
тивовес локальному, нелокальное описание позволяет избежать генерирования
больших объемов данных и их длительной обработки. За наблюдаемые собы­
тия могут браться, к примеру, лишь моменты смены состояний обслуживаю­
щих устройств, поэтому нет необходимости анализировать каждое требование
отдельно. Благодаря, в частности, нелокальному описанию элементов системы
удается построить достоверные оценки интересующих параметров управляю­
щих систем на основе большего числа экспериментов.



14

Цели и задачи работы. Целями данной работы являются: 1) построение
и исследование математической модели тандема управляющих систем обслужи­
вания по циклическому алгоритму с продлением; 2) построение, реализация и
анализ имитационной модели систем, осуществляющих циклическое управле­
ние с продлением тандемом перекрестков.

Для достижения поставленных целей решаются следующие задачи:
1. Построение строгой вероятностной модели тандема управляющих си­

стем с помощью явного построения вероятностного пространства и поточечного
задания необходимых для исследования случайных величин и элементов.

2. Анализ построенной вероятностной модели, получение условий суще­
ствования стационарного режима в различных подсистемах тандема.

3. Разработка имитационной модели тандема, определение момента до­
стижения системы квазистационарного режима, анализ зависимости условий
стационарности от управляющих параметров.

Научная новизна. Результаты диссертации являются новыми и заклю­
чаются в следующем:

1. Впервые построена вероятностная модель тандема управляющих систем
с немгновенным перемещением требований между ними, управление в которых
осуществляется по циклическому алгоритму и алгоритму с продлением. В этой
модели требования сначала поступают в первую систему на обслуживание по
циклическому алгоритму, а затем немгновенно поступают во вторую систему
на обслуживание по циклическому алгоритму с продлением. Немгновенность
перемещения моделируется при помощи биномиальной случайной величины с
параметром 𝑝, имеющим смысл вероятности перехода требования из одной си­
стемы в другую за определенный промежуток времени.

2. Впервые применен аппарат абстрактных управляющих систем Ляпу­
нова–Яблонского для изучения указанной выше системы. Построенная по прин­
ципам кибернетического подхода вероятностная модель позволила провести раз­
носторонний анализ системы. В частности, была проведена классификация со­
стояний марковской цепи, описывающей динамику системы, найдены рекур­
рентные соотношения для соответствующих производящих функций и были
изучены эргодические свойства системы. Также, благодаря этому подходу, бы­
ла построена и реализована имитационная модель для численного анализа си­
стемы.
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3. Впервые применен итеративно-мажорантный метод для нахождения до­
статочных условий существования стационарного распределения в указанной
выше модели. Благодаря итеративно-мажорантному методу были найдены усло­
вия существования стационарного режима для очередей первичных требований,
а также для промежуточной очереди.

Теоретическая и практическая значимость. Научная значимость ра­
боты заключается в построении строгой вероятностной модели для качественно
нового вида управляющей системы и в последовательном исследовании ее эр­
годических свойств. Успешно примененный в работе метод нелокального описа­
ния процессов существенно расширяет множество поддающихся исследованию
реальных систем массового обслуживания. Строгая математическая модель поз­
воляет оперировать существующим, хорошо разработанным вероятностным ап­
паратом для нахождения условий стационарности и нахождения оптимального
управления системой. Разработанные модели дают базу для изучения более
комплексных тандемных систем, систем с более сложными входными потоками
и алгоритмами управления.

Практическая значимость исследования состоит в том, что изученная
управляющая система является адекватным описанием реальной системы тан­
дема перекрестков, а также других сетей, состоящих из двух узлов с перемеща­
ющимися между ними требованиями и циклическими алгоритмами обслужива­
ния с продлением на узлах.

Mетодология и методы исследования. В диссертации применяется
аппарат теории вероятностей, теории массового обслуживания, исследования
операций, теории управляемых марковских процессов. Также применяются
методы теории линейных отображений, математической статистики и теории
функций комплексного переменного. При реализации имитационной модели на
компьютере использовались языки программирования C++, Python.

Методология диссертации основывается на представлении стохастических
систем массового обслуживания в виде абстрактных управляющих систем Ля­
пунова–Яблонского. Использование данной методологии позволяет разделить
исследуемые системы на составные части (блоки), описать эти части математи­
чески, задать правила их функционирования и взаимодействия между собой.
Для описания входных потоков было примено нелокальное описание.
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Основные положения, выносимые на защиту.
1. Методика построения вероятностного пространства для тандема систем

обслуживания по циклическому алгоритму с продлением и задержкой требова­
ний между ними.

2. Методика определения условий существования стационарного режима
в системах управления неординарными пуассоновскими потоками требований с
использованием циклического алгоритма и алгоритма с продлением.

3. Методика определения фазы квазистационарного режима управляющей
системы обслуживания тандемного типа.

Степень достоверности и апробация результатов. Достоверность
полученных результатов обеспечивается строгим применением используемого
математического аппарата, проведением и сравнением статистических и чис­
ленных исследований. Результаты работы находятся в соответствии с результа­
тами, полученными ранее другими авторами при исследовании управляющих
систем обслуживания.

Основные результаты диссертации докладывались и обсуждались на сле­
дующих конференциях.

1. Международная научная конференция «Теория вероятностей, случай­
ные процессы, математическая статистика и приложения» (Минск, Рес­
публика Беларусь, 2015 г.).

2. IX Международная конференция «Дискретные модели в теории управ­
ляющих систем» (Москва и Подмосковье, 2015 г.).

3. 8-я международная научная конференция «Распределенные компью­
терные и коммуникационные сети: управление, вычисление, связь»
DCCN-2015 (Москва, 2015 г.).

4. Международная научная конференция «Distributed Computer and
Communication Networks» DCCN 2016 (Москва, 2016 г.).

5. XVIII Международная конференция «Проблемы теоретической кибер­
нетики» (Пенза, 2017 г.).

6. XVI Международная конференция имени А.Ф. Терпугова «Информаци­
онные технологии и математическое моделирование» ИТММ-2017 (Ка­
зань, 2017 г.).

7. 20-я международная научная конференция «Распределенные компью­
терные и телекоммуникационные сети: управление, вычисление, связь»
DCCN-2017 (Москва, 2017 г.).
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8. IX Московская международная конференция по исследованию опера­
ций (Москва, 2018 г.).

9. Четвертая международная конференция по стохастическим методам
МКСМ-4 (пос. Дивноморское, г. Новороссийск).

10. XVIII Международная конференция имени А.Ф. Терпугова «Инфор­
мационные технологии и математическое моделирование» ИТММ-2019
(Саратов, 2019 г.).

Личный вклад автора. В совместных публикациях научному руково­
дителю принадлежит постановка задачи и общее редактирование работ. Все
исследования выполнены автором диссертации лично, все полученные резуль­
таты принадлежат автору.

Соответствие паспорту специальности. Диссертационная работа вы­
полнена в соответствии с паспортом специальности 01.01.09 «Дискретная мате­
матика и математическая кибернетика» и включает оригинальные результаты
в области дискретной математики и математической кибернетики.

Исследование, приведенное в работе, соответствует следующим разделам
паспорта специальности:

– пункт 4 (Математическая теория исследования операций и теория
игр) — построена и изучена математическая модель для новой систе­
мы массового обслуживания методами теории исследования операций;

– пункт 2 (Теория управляющих систем) — математическая модель иссле­
дуемой системы представлена в виде абстрактной управляющей систе­
мы Ляпунова–Яблонского и построена на базе принципов кибернетиче­
ского подхода.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены в 17
работах, 5 из них — в журналах, рекомендованных ВАК ( [118;119;123;125;126]),
2 — в библиографической базе Scopus, 2 — в библиографической базе Web of
Science, 13 — в библиографической базе РИНЦ ( [45–48; 116; 118; 119; 121–126]),
10 — в тезисах докладов ( [44;46;48;49;116;118;120–122;124]). Получено 1 свиде­
тельство о государственной регистрации программы для ЭВМ [117].

Объем и структура работы. Диссертация состоит из введения, четырёх
глав, заключения и одного приложения. Полный объём диссертации составляет
143 страницы, включая 18 рисунков. Список литературы содержит 161 наиме­
нование.
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В разделе 1.1 главы 1 задача управления системой ставится на содержа­
тельном уровне. На первом этапе задача формулируется в терминах теории мас­
сового обслуживания: описываются входные потоки, вид имеющихся очередей,
обслуживающее устройство и т.п. Особое внимание уделяется описанию графа
переходов обслуживающего устройства, имеющей нетривиальный характер. В
качестве наглядной интерпретации системы приводится тандем перекрестков.
Далее (раздел 1.2) глава 1 продолжается построением строгой математической
модели системы. Данный этап является основополагающим для всего дальней­
шего анализа. При построении модели существенно используется понятийный
аппарат абстрактных управляющих систем Ляпунова–Яблонского с соблюдени­
ем основных принципов: наблюдение за системой совершается в дискретные мо­
менты времени, строятся функциональные и вероятностные соотношения меж­
ду блоками функционирования системы, а также описание блоков системы про­
изводится нелокально.

Исследуемая в работе система характеризуется следующими объекта­
ми: одно обслуживающее устройство, которое находится в момент времени
𝑖 > 0 в состоянии Γ𝑖, и четыре очереди, количество требований в кото­
рых определяется числами κ1,𝑖, κ2,𝑖, κ3,𝑖 и κ4,𝑖), 𝑖 > 0. Последовательность
{(Γ𝑖,κ1,𝑖,κ2,𝑖,κ3,𝑖,κ4,𝑖); 𝑖 > 0} служит математическим описанием этих объек­
тов. Глава 2 посвящена доказательству марковости этой последовательности, а
также классификации ее состояний по арифметическим свойствам переходных
вероятностей. Эти результаты позволят в следующей главе доказать марковость
и провести классификацию состояний для последовательностей, содержащих
только часть из упомянутых пяти компонент.

В главе 3 более подробно изучаются случайные последовательности, со­
держащие только часть очередей из последовательности {(Γ𝑖,κ𝑖); 𝑖 > 0}. Ис­
ключение из рассмотрения нескольких компонент пятимерной марковской цепи
позволяет найти достаточные, а в особом случае и необходимое условие суще­
ствования стационарного распределения. Для нахождения условий стационар­
ности используется хорошо зарекомендовавший себя итеративно-мажорантный
метод, в котором последовательность математических ожиданий компонент це­
пи ограничивается последовательностью более простого вида. Ограниченность
математических ожиданий вследствие особенностей цепи влечет существование
стационарного распределения.
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Глава 4 имеет своими целями как подтвердить результаты, полученные
аналитически в предыдущих главах, так и расширить их. Для этого была раз­
работана имитационная модель и написана программа для ее исследования.
Для определения момента достижения системой стационарного режима под­
считываются различные статистики одновременно двух систем: смещенной, то
есть системы с ненулевым количеством требований, и несмещенной, то есть си­
стемы с пустыми очередями. Основным показателем качества работы системы
выбрана средневзвешенная оценка времени пребывания требования в системе.
В завершении главы приведены конкретные эксперименты и анализ их резуль­
татов.
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Глава 1. Построение вероятностной модели тандема

В разделе 1.1 вопрос об операции управления системой ставится на со­
держательном уровне. На первом этапе задача формулируется в терминах тео­
рии массового обслуживания: описываются входные потоки, виды имеющихся
очередей, обслуживающее устройство и т.п. Особое внимание уделяется описа­
нию графа переходов обслуживающего устройства, имеющий нетривиальный
характер. В качестве наглядной интерпретации системы приводится тандем пе­
рекрестков.

Раздел 1.2 содержит построение строгой математической модели для
управляющей системы, которая была представлена в разделе 1.1. Данный этап
является основополагающим для всего дальнейшего анализа. При построении
модели существенно используется кибернетический подход и его основные прин­
ципы: наблюдение за системой совершается в дискретные моменты времени,
строятся функциональные и вероятностные соотношения между блоками функ­
ционирования системы, а также описание блоков системы производится нело­
кально.

1.1 Постановка задачи на содержательном уровне

Рассмотрим систему массового обслуживания следующего вида (Рис. 1.1).
В систему, осуществляющую операцию по обслуживанию одним обслуживаю­
щим устройством, поступают потоки Π1, Π2, Π3 и Π4. Требования потока Π𝑗 при­
ходят в соответствующую очередь 𝑂𝑗 неограниченного объема, 𝑗 ∈ {1, 2, 3, 4}.
Дисциплина очереди 𝑂𝑗, 𝑗 ∈ {1, 2, 3}, поддерживается при помощи устройства
δ𝑗 и имеет тип «первым пришел — первым ушел» (FIFO). Другими словами,
на обслуживание поступает требование, пришедшее раньше остальных. Дис­
циплина очереди 𝑂4 будет описана ниже. Будем предполагать, что внешняя
среда, формирующая входные потоки Π1 и Π3, имеет только одно состояние,
то есть вероятностная структура потоков не меняется с течением времени. Вхо­
дящие потоки требований Π1 и Π3 являются неординарными пуассоновскими
потоками, то есть ординарными, стационарными и без последействия потоками
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Рисунок 1.1 — Структурная схема системы обслуживания

групп требований. Соответствующие простейшие потоки для Π1 и Π3 имеют ин­
тенсивности λ1 и λ3. При помощи следующей производящей функции зададим
распределение количества заявок в группе по потоку Π𝑗:

𝑓𝑗(𝑧) =
∞∑︁
ν=1

𝑝(𝑗)ν 𝑧ν, 𝑗 ∈ {1, 3}. (1.1)

Функцию 𝑓𝑗(·), 𝑗 ∈ {1, 3}, будем предполагать аналитической при всех 𝑧 ∈ C
таких, что |𝑧| < (1 + ε), ε > 0. Величина 𝑝

(𝑗)
ν задает вероятность того, что

по потоку Π𝑗 число требований в группе равно ν. После обслуживания требо­
вания потока Π1 повторно поступают в систему для обслуживания, формируя
при этом поток Π4. Затем, обслуженные требования потока Π4 поступают на
еще одно повторное обслуживание, создавая при этом поток Π2. Потоки Π2 и
Π3 являются конфликтными, что означает запрет на одновременное обслужива­
ние требований этих потоков и, следовательно, исследование системы не может
быть сведено к задаче с меньшим числом потоков.

Входящие потоки требований Π1 и Π3, формируюемые внешней средой,
и соответствующие им очереди 𝑂1 и 𝑂3 будем называть первичными. Потоки
требований Π2 и Π4, формируюемые в результате обслуживания требований
потока Π1, как и соответствующие им очереди 𝑂2 и 𝑂4 будем называть проме­
жуточными.
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Обслуживающее устройство в каждый момент времени может находиться
в одном из множества состояний Γ = {Γ(𝑘,𝑟) : 𝑘 = 0, 𝑑; 𝑟 = 1, 𝑛𝑘} с заданными
натуральными числами 𝑑, 𝑛0, 𝑛1, . . ., 𝑛𝑑. В каждом состоянии Γ(𝑘,𝑟) обслужи­
вающее устройство находится в течение времени 𝑇 (𝑘,𝑟). Выделим из множества
Γ подножества ΓI, ΓII, ΓIII и ΓIV следующим образом. В состоянии γ ∈ ΓI об­
служиваются только требования из очередей 𝑂1, 𝑂2 и 𝑂4. В состоянии γ ∈ ΓII

обслуживаются только требования из очередей 𝑂2 и 𝑂4. В состоянии γ ∈ ΓIII об­
служиваются только требования из очередей 𝑂1, 𝑂3 и 𝑂4. В состоянии γ ∈ ΓIV

обслуживаются только требования из очередей 𝑂3 и 𝑂4. Тогда множество Γ

есть объединение Γ = ΓI ∪ ΓII ∪ ΓIII ∪ ΓIV непересекающихся подмножеств. Так­
же в дальнейшем нам понадобятся множества 1Γ = ΓI ∪ ΓIII, 2Γ = ΓI ∪ ΓII,
3Γ = ΓIII ∪ ΓIV.

Смена состояний обслуживающего устройства осуществляется по следую­
щему правилу. Множество состояний 𝐶𝑘 = {Γ(𝑘,𝑟) : 𝑟 = 1, 𝑛𝑘} будем называть
𝑘-м циклом, 𝑘 = 1, 𝑑 (Рис. 1.2). Состояние вида Γ(0,𝑟) будем называть состояни­
ем продления, 𝑟 = 1, 𝑛0. Положим 𝑟 ⊕𝑘 1 = 𝑟 + 1 для 𝑟 = 1, 𝑛𝑘 − 1 и 𝑟 ⊕𝑘 1 = 1

при 𝑟 = 𝑛𝑘, 𝑘 = 0, 𝑑. В цикле 𝐶𝑘 выделим подмножества 𝐶O
𝑘 выходных, 𝐶I

𝑘

входных и 𝐶N
𝑘 = 𝐶𝑘 ∖ (𝐶O

𝑘 ∪𝐶I
𝑘) нейтральных состояний. Тогда после состояния

Γ(𝑘,𝑟) ∈ 𝐶𝑘 ∖𝐶O
𝑘 обслуживающее устройство переходит в состояние Γ(𝑘,𝑟⊕𝑘1) того

же цикла 𝐶𝑘. При Γ(𝑘,𝑟), принадлежащем множеству 𝐶O
𝑘 , прибор переходит в

состояние Γ(𝑘,𝑟⊕𝑘1), если число требований в очереди 𝑂3 в момент переключения
больше заданного порога 𝐿. В противном случае, то есть если число требований
в очереди 𝑂3 меньше либо равно 𝐿, новое состояние прибора будет состоянием
продления Γ(0,𝑟1), где 𝑟1 = ℎ1(Γ

(𝑘,𝑟)) и ℎ1(·) — заданное отображение множества
𝑑⋃︀

𝑘=1

𝐶O
𝑘 во множество {1, 2, . . . , 𝑛0}. После состояния Γ(0,𝑟) выбирается состояние

того же вида Γ(0,𝑟2), если число требований в очереди 𝑂3 меньше или равно 𝐿,
где 𝑟2 = ℎ2(𝑟) и ℎ2(·) — заданное отображение множества {1, 2, . . . , 𝑛0} на себя; в
противном случае включается входное состояние Γ(𝑘,𝑟3) ∈ 𝐶I

𝑘, где Γ(𝑘,𝑟3) = ℎ3(𝑟)

и ℎ3(·) — заданное отображение множества {1, 2, . . . , 𝑛0} на множество
𝑑⋃︀

𝑘=1

𝐶I
𝑘.

Считается, что все состояния продления Γ(0,𝑟) принадлежат множеству 2Γ, а
также верны соотношения 𝐶O

𝑘 ⊂ 2Γ и 𝐶I
𝑘 ⊂ 3Γ. Также будем предполагать, что

все циклы имеют ровно одно входное и одно выходное состояние. И последним
предположением является то, что все вершины продления образуют один цикл,
то есть можем положить ℎ2(𝑟) = 𝑟 ⊕0 1.
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Рисунок 1.2 — Класс графов переходов. Незакрашенные вершины являются
выходными вершинами, большие закрашенные вершины — входные,

небольшие закрашенные — нейтральные, наполовину закрашенным вершинам
соответствуют состояния продления

Таким образом, смена состояний обслуживающего устройства задается со­
отношением:

ℎ(Γ(𝑘,𝑟), 𝑦) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Γ(𝑘,𝑟⊕𝑘1), если (Γ(𝑘,𝑟) ∈ 𝐶𝑘 ∖ 𝐶O
𝑘 )

или (Γ(𝑘,𝑟) ∈ 𝐶O
𝑘 и 𝑦 > 𝐿);

Γ(0,ℎ1(Γ
(𝑘,𝑟))), если Γ(𝑘,𝑟) ∈ 𝐶O

𝑘 и 𝑦 6 𝐿;

Γ(0,𝑟⊕01), если 𝑘 = 0 и 𝑦 6 𝐿;

ℎ3(𝑟), если 𝑘 = 0 и 𝑦 > 𝐿.

(1.2)

Рассмотрим введеные обозначения для входных, выходных и нейтраль­
ных состояний на примере рис. 1.2. Входными состояниями обслуживающего
устройства являются Γ(1,1) ∈ 𝐶I

1, Γ(2,1) ∈ 𝐶I
2, Γ(3,1) ∈ 𝐶I

3 и Γ(4,1) ∈ 𝐶I
4, выходные

состояния — Γ(1,4) ∈ 𝐶O
1 , Γ(2,2) ∈ 𝐶O

2 , Γ(3,4) ∈ 𝐶O
3 и Γ(4,2) ∈ 𝐶O

4 , нейтральные со­
стояния — Γ(1,2),Γ(1,3) ∈ 𝐶N

1 и Γ(3,2),Γ(3,3) ∈ 𝐶N
3 . Состояния продления на графе

представлены вершинами Γ(0,1), Γ(0,2), Γ(0,3) и Γ(0,4). Далее, отображение ℎ1(·) на
графе задано таким образом, что оно переводит, например, выходное состояние
Γ(1,4) в число 1 — номер состояния продления Γ(0,1), то есть ℎ1(Γ

(1,4)) = 1. Анало­
гично, например, ℎ2(1) = 2 и ℎ2(3) = 4. Примером отображения ℎ3(·) является
ℎ3(2) = Γ(3,1).
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Предполагается, что длительности обслуживания различных требований
могут иметь различные законы распределения и, вообще говоря, быть зависи­
мыми, поэтому вместо привычного способа, состоящего в указании функции
распределения длительности обслуживания произвольного требования, будут
использованы потоки насыщения. Потоками насыщения Πнас

𝑗 , 𝑗 = 1, 4, назо­
вем виртуальные выходные потоки при условии максимального использования
ресурсов обслуживающего устройства, а для 𝑗 = 1, 3 еще и при условии макси­
мальной загрузки соответствующих очередей. Более конкретно, поток насыще­
ния Πнас

𝑗 , 𝑗 = 1, 3, содержит неслучайное число ℓ(𝑘, 𝑟, 𝑗) требований, которые
были обслужены в течение времени 𝑇 (𝑘,𝑟), если обслуживающее устройство на­
ходилось в состоянии Γ(𝑘,𝑟). Пусть Z+ — множество целых неотрицательных
чисел. Тогда, при условии, что в очереди 𝑂4 находится 𝑥 ∈ Z+ требований,
поток насыщения Πнас

4 определим как поток, содержащий все 𝑥 требований. На­
конец, при состоянии обслуживающего устройства Γ(𝑘,𝑟) каждое требование из
очереди 𝑂4 с вероятностью 𝑝𝑘,𝑟 и независимо от других завершает обслужива­
ние и отправляется в очередь 𝑂2 потока Π2. С вероятностью 1−𝑝𝑘,𝑟 требование
очереди 𝑂4 остается в ней до следующего такта. На следующем такте процесс
повторяется.

В качестве наглядной физической интерпретации можно привести тандем
из двух перекрестков (рис. 1.3). В качестве потоков требований, формируемых

Рисунок 1.3 — Пример: тандем перекрестков

внешней средой, выступают потоки прибывающих на перекрестки машин: кон­
фликтные потоки Π1, Π5 на первом перекрестке, а также поток Π3 на втором.
Каждая машина из потока Π1, проезжая первый перекресток, становится в оче­
редь 𝑂4 потока Π4 и затем с некой вероятностью (𝑝𝑘,𝑟 для состояния Γ(𝑘,𝑟) обслу­
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живающего устройства) доезжает до следующего перекрестка, или же не успе­
вает это сделать и остается в очереди 𝑂4 до следующего такта обслуживания.
В случае, если машина из очереди 𝑂4 успевает доехать до второго перекрестка,
она становится в очередь 𝑂2 и ждет своей очереди для его прохождения.

Предполагается, что светофор на первом перекрестке имеет лишь два со­
стояния {𝑔1,1, 𝑔1,2}: в состоянии 𝑔1,1 машины потока Π1 пропускаются фиксиро­
ванное количество времени ̃︀𝑇 (1,1) («зеленый» свет для Π1); в состоянии 𝑔1,2 —
простаивают в течение времени ̃︀𝑇 (1,2) («красный» свет для Π1). Светофор на
втором перекрестке обслуживает по алгоритму с продлением: дополнительно к
состоянию обслуживания потока Π3 (состояние 𝑔2,1), также имеется два состо­
яния обслуживания потока Π2 (состояния 𝑔2,2, 𝑔2,3). Первое из них включается
всегда после завершения обслуживания потока Π3, а второе включается, если
после очередного такта обслуживания потока Π2 длина очереди 𝑂3 не превос­
ходит уровня 𝐿. Длительности пребывания светофора на втором перекрестке в
каждом из состояний суть ̃︀𝑇 (2,1), ̃︀𝑇 (2,2) и ̃︀𝑇 (2,3).

Рассматривая тандем из двух перекрестков как единую систему массо­
вого обслуживания и предполагая наблюдение за ней только в (дискретные)
моменты переключения состояния хотя бы одного из светофоров, может быть
показано, что количество различных состояний у полученной системы конеч­
но. Действительно, положим, например, за состояние объединенной системы
вектор (𝑔(1), 𝑔(2), 𝑠, 𝑡), где 𝑔(1) ∈ {𝑔1,1, 𝑔1,2} — состояние 1–го перекрестка,
𝑔(2) ∈ {𝑔2,1, 𝑔2,2, 𝑔2,3} — состояние 2–го перекрестка, 𝑠 ∈ {0, 1, 2} — номер по­
следнего сменившего состояние перекрестка (принимает значение 0 в случае,
если сменили состояние оба перекрестка) и 𝑡 ∈ {0, 1, 2, . . . , 𝑇} — количество
времени, оставшееся у продолжающего обслуживание с прошлого такта пере­
крестка (принимает значение 0, если принимает значение 0 величина 𝑠). Здесь
𝑇 — максимальная длительность нахождения каждого из светофоров в одном
состоянии. Тогда количество различных состояний не трудно посчитать и оно
не будет превышать величины 2× 3× 3× 𝑇 .

В завершении построения примера отметим, что при прохождении пере­
крестков машины предполагаются движущимися только в прямом направле­
нии, то есть перемешивания конфликтных потоков не допускается. Таким об­
разом, поток Π5 не представляет интереса для дальнейшего исследования си­
стемы и может быть отброшен и, следовательно, построенный пример целиком
удовлетворяет структурной схеме на рис. 1.1.
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Теперь продемонстрируем на конкретном числовом примере выделение
циклов и состояний продления. Пусть изменение состояний перекрестков и вре­
мя пребывания (в секундах, для определенности) в каждом из состояний задает­
ся графами на рис. 1.4. За начальное состояние объединенной системы примем

Рисунок 1.4 — Числовой пример тандема перекрестков. Левый граф
соответствует первому перекрестку, правый — второму

Γ0 = (𝑔1,1, 𝑔2,1, 0, 0), то есть первый перекресток находится в состоянии 𝑔1,1, вто­
рой — в состоянии 𝑔2,1, и оба только начали свою работу в своем состоянии
(этот факт моделируется равенствами 𝑠 = 0 и 𝑡 = 0). Следующая смена состо­
яний случится у обоих перекрестков одновременно и приведет к следующему
состоянию (𝑔1,2, 𝑔2,2, 0, 0). Далее смена состояний произойдет также у первого и
второго перекрестков, однако второй перекресток может перейти как в состо­
яние 𝑔2,1, так и в состояние продления 𝑔2,3. Таким образом, следущим состоя­
нием тандема будет либо опять (𝑔1,1, 𝑔2,1, 0, 0), либо (𝑔1,1, 𝑔2,3, 0, 0). Продолжая
рассуждения аналогичным образом, получим следущий список всех возможных
состояний системы:

(𝑔1,1, 𝑔2,1, 0, 0) = Γ(1,1), (𝑔1,2, 𝑔2,2, 0, 0) = Γ(1,2), (𝑔1,1, 𝑔2,3, 0, 0) = Γ(0,1),

(𝑔1,1, 𝑔2,3, 15, 2) = Γ(0,2), (𝑔1,2, 𝑔2,3, 0, 0) = Γ(0,3), (𝑔1,2, 𝑔2,3, 15, 2) = Γ(0,4),

(𝑔1,2, 𝑔2,1, 15, 2) = Γ(4,1), (𝑔1,1, 𝑔2,1, 15, 1) = Γ(4,2), (𝑔1,1, 𝑔2,2, 15, 2) = Γ(4,3),

(𝑔1,2, 𝑔2,2, 15, 1) = Γ(4,4), (𝑔1,2, 𝑔2,3, 15, 2) = Γ(0,5), (𝑔1,2, 𝑔2,1, 0, 0) = Γ(3,1),

(𝑔1,1, 𝑔2,2, 0, 0) = Γ(3,2), (𝑔1,1, 𝑔2,1, 15, 2) = Γ(2,1), (𝑔1,2, 𝑔2,1, 15, 1) = Γ(2,2),

(𝑔1,2, 𝑔2,2, 15, 2) = Γ(2,3), (𝑔1,1, 𝑔2,2, 15, 1) = Γ(2,4).

В соответствии с приведенными выше обозначениями, множества 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3, 𝐶4,
а также множество состояний продления строятся однозначным образом. Мно­
жествами входных состояний будут 𝐶I

1 = {Γ(1,1)}, 𝐶I
2 = {Γ(2,1)}, 𝐶I

3 = {Γ(3,1)}
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и 𝐶I
4 = {Γ(4,1)}. Множествами выходных состояний будут 𝐶O

1 = {Γ(1,2)},
𝐶O

2 = {Γ(2,4)}, 𝐶O
3 = {Γ(3,2)} и 𝐶O

4 = {Γ(4,4)}. Функции ℎ1(·), ℎ2(·) и ℎ3(·) за­
даются поточечно:

ℎ1(Γ
(1,2)) = 1, ℎ1(Γ

(2,4)) = 2, ℎ1(Γ
(3,2)) = 3, ℎ1(Γ

(4,4)) = 5,

ℎ2(1) = 2, ℎ2(2) = 3, ℎ2(3) = 4 ℎ2(4) = 1, ℎ2(5) = 1,

ℎ3(1) = Γ(2,1), ℎ3(2) = Γ(3,1), ℎ3(3) = Γ(4,1) ℎ3(4) = Γ(1,1), ℎ3(5) = Γ(1,1).

Этим завершается построение числового примера.

1.2 Представление рассматриваемой системы обслуживания в виде
абстрактной управляющей системы Ляпунова–Яблонского

Описанная в предыдущем разделе на содержательном уровне система мас­
сового обслуживания должна рассматриваться как абстрактная управляющая
система обслуживания (см. [97]). Схема управляющей системы представлена на
рис. 1.1. Схема состоит из следующих блоков: 1) входные полюса первого ти­
па — входные потоки Π1, Π2, Π3, Π4; 2) входные полюса второго типа — потоки
насыщения Πнас

1 , Πнас
2 , Πнас

3 , Πнас
4 ; 3) выходные полюса Πвых

1 , Πвых
2 , Πвых

3 , Πвых
4 ;

4) внутренняя память — обслуживающее устройство (ОУ); 5) устройство по пе­
реработке информации внутренней памяти — граф смены состояний; 6) внеш­
няя память — очереди 𝑂1, 𝑂2, 𝑂3, 𝑂4; 7) устройство по переработкe информации
внешней памяти — устройства по поддержанию дисциплины очереди δ1, δ2, δ3,
δ4; 8) внешняя среда с одним состоянием. Координатой блока является номер
этого блока на схеме.

Зададим информацию о блоках с помощью следующих случайных вели­
чин и элементов, указав, в том числе, множества их возможных значений. В
качестве дискретной временной шкалы выберем последовательность τ0 = 0, τ1,
τ2, . . . моментов смены состояния обслуживающего устройства. Обозначим:

– Γ𝑖, 𝑖 > 1, из множества Γ — состояние обслуживающего устройства в
течение времени (τ𝑖−1; τ𝑖] и Γ0 ∈ Γ — в момент времени τ0;

– количество κ𝑗,𝑖 ∈ Z+, 𝑖 > 0, требований в очереди 𝑂𝑗 в момент времени
τ𝑖;
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– количество η𝑗,𝑖 ∈ Z+, 𝑖 > 0, требований, поступивших в очередь 𝑂𝑗 по
потоку Π𝑗 в течение времени (τ𝑖; τ𝑖+1];

– количество ξ𝑗,𝑖 ∈ Z+, 𝑖 > 0, требований по потоку насыщения Πнас
𝑗 в

течение времени (τ𝑖; τ𝑖+1];
– количество ξ𝑗,𝑖 ∈ Z+, 𝑖 > 0, реально обслуженных требований по потоку

Π𝑗 в течение времени (τ𝑖; τ𝑖+1]; 𝑗 = 1, 4.
Закон изменения состояния обслуживающего устройства будем предполагать
заданным соотношением

Γ𝑖+1 = ℎ(Γ𝑖,κ3,𝑖), (1.3)

где отображение ℎ(·, ·) определено в (1.2). Для определения длительности 𝑇𝑖+1

состояния обслуживающего устройства в течение времени (τ𝑖; τ𝑖+1] удобно вве­
сти функцию ℎ𝑇 (·, ·):

𝑇𝑖+1 = ℎ𝑇 (Γ𝑖,κ3,𝑖) = 𝑇 (𝑘,𝑟), где 𝑘 и 𝑟 таковы, что Γ(𝑘,𝑟) = Γ𝑖+1 = ℎ(Γ𝑖,κ3,𝑖).

Функциональная зависимость

ξ𝑗,𝑖 = min{κ𝑗,𝑖 + η𝑗,𝑖, ξ𝑗,𝑖}, 𝑗 ∈ {1, 2, 3}, (1.4)

между величиной ξ𝑗,𝑖 и величинами κ𝑗,𝑖, η𝑗,𝑖, ξ𝑗,𝑖 реализует стратегию механизма
обслуживания требований. Далее, поскольку

κ𝑗,𝑖+1 = κ𝑗,𝑖 + η𝑗,𝑖 − ξ𝑗,𝑖, 𝑗 ∈ {1, 2, 3},

то из выражения (1.4) следует соотношение

κ𝑗,𝑖+1 = max{0,κ𝑗,𝑖 + η𝑗,𝑖 − ξ𝑗,𝑖}, 𝑗 ∈ {1, 2, 3}. (1.5)

Из формулировки поставленной задачи (см. также структурную схему на
рис. 1.1) следуют соотношения для потока Π4:

η4,𝑖 = min{ξ1,𝑖,κ1,𝑖 + η1,𝑖}, κ4,𝑖+1 = κ4,𝑖 + η4,𝑖 − η2,𝑖, ξ4,𝑖 = κ4,𝑖. (1.6)

Нелокальное описание входных потоков и потоков насыщения состоит в
указании некоторых свойств условных распределений выделенных дискретных
компонент η𝑖 = (η1,𝑖,η2,𝑖,η3,𝑖,η4,𝑖) и ξ𝑖 = (ξ1,𝑖, ξ2,𝑖, ξ3,𝑖, ξ4,𝑖) маркированных то­
чечных процессов {(τ𝑖,ν𝑖,η𝑖); 𝑖 > 0} и {(τ𝑖,ν𝑖, ξ𝑖); 𝑖 > 0} при фиксированных



29

значениях метки ν𝑖 = (Γ𝑖;κ𝑖), где κ𝑖 = (κ1,𝑖,κ2,𝑖,κ3,𝑖,κ4,𝑖). Введем функции
ϕ1(·, ·) и ϕ3(·, ·) из разложений

∞∑︁
ν=0

𝑧νϕ𝑗(ν, 𝑡) = exp{λ𝑗𝑡(𝑓𝑗(𝑧)− 1)},

где 𝑓𝑗(𝑧) определены выражением (1.1), 𝑗 ∈ {1, 3}. Функция ϕ𝑗(ν, 𝑡) по своему
смыслу есть вероятность поступления ν = 0, 1, . . . требований по потоку Π𝑗 за
промежуток времени от 0 до 𝑡 > 0. Положим ϕ𝑗(ν, 𝑡) равной нулю при ν < 0.
Функцию ψ(·, ·, ·) зададим формулой

ψ(𝑘; 𝑦, 𝑢) = 𝐶𝑘
𝑦𝑢

𝑘(1− 𝑢)𝑦−𝑘.

По своему смыслу ψ(𝑘; 𝑦, 𝑢) есть вероятность поступления 𝑘 требований по по­
току Π2 при условии, что очередь 𝑂4 содержит 𝑦 требований и обслуживающее
устройство находится в состоянии Γ(𝑘,𝑟), так что 𝑢 = 𝑝𝑘,𝑟. При нарушении усло­
вия 0 6 𝑘 6 𝑦 положим ψ(𝑘; 𝑦, 𝑢) равной нулю.

Пусть 𝑎 = (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4) ∈ Z4
+ и 𝑥 = (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, 𝑥4) ∈ Z4

+. Тогда из по­
становки задачи на содержательном уровне следует, что при фиксированном
значении метки ν𝑖 = (Γ(𝑘,𝑟);𝑥) вероятность ϕ(𝑎, 𝑘, 𝑟, 𝑥) одновременного выпол­
нения равенств η1,𝑖 = 𝑎1, η2,𝑖 = 𝑎2, η3,𝑖 = 𝑎3, η4,𝑖 = 𝑎4 есть

ϕ1(𝑎1, ℎ𝑇 (Γ
(𝑘,𝑟), 𝑥3))×ψ(𝑎2, 𝑥4, 𝑝𝑘,𝑟)×ϕ3(𝑎3, ℎ𝑇 (Γ

(𝑘,𝑟), 𝑥3))× δ𝑎4,min {ℓ(𝑘,𝑟,1),𝑥1+𝑎1},

(1.7)
где 𝑘 и 𝑟 таковы, что Γ(𝑘,𝑟) = ℎ(Γ(𝑘,𝑟), 𝑥3) и δ𝑖,𝑗 есть символ Кронекера:

δ𝑖,𝑗 =

⎧⎨⎩1, если 𝑖 = 𝑗,

0, если 𝑖 ̸= 𝑗.

Пусть 𝑏 = (𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4) ∈ Z4
+. Из содержательной постановки задачи также

следует, что вероятность ζ(𝑏, 𝑘, 𝑟, 𝑥) одновременного выполнения равенств ξ1,𝑖 =
= 𝑏1, ξ2,𝑖 = 𝑏2, ξ3,𝑖 = 𝑏3, ξ4,𝑖 = 𝑏4 при фиксированном значении (Γ(𝑘,𝑟);𝑥) метки
ν𝑖 есть

δ𝑏1,ℓ(𝑘,𝑟,1) × δ𝑏2,ℓ(𝑘,𝑟,2) × δ𝑏3,ℓ(𝑘,𝑟,3) × δ𝑏4,𝑥4
. (1.8)

Из формулы (1.8) следует для 𝑗 ∈ {1, 2, 3}, что вероятность события ξ𝑗,𝑖 = 0

равна 1 в случае ℎ(Γ(𝑘,𝑟), 𝑥3) /∈ 𝑗Γ и что вероятность события ξ𝑗,𝑖 = ℓ(𝑘, 𝑟, 𝑗)

равна 1, если Γ(𝑘,𝑟) = ℎ(Γ(𝑘,𝑟), 𝑥3) ∈ 𝑗Γ.
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Содержательный смысл следующей теоремы состоит в том, что сформу­
лированные выше функциональные связи и вероятностные свойства введенных
объектов непротиворечивы и могут быть реализованы на некотором вероятност­
ном пространстве.

Теорема 1. Пусть γ0 = Γ(𝑘0,𝑟0) ∈ Γ и 𝑥0 = (𝑥1,0, 𝑥2,0, 𝑥3,0, 𝑥4,0) ∈ Z4
+ фиксирова­

ны. Тогда существует вероятностное пространство (Ω,ℱ ,P(·)) и заданные
на нем случайные величины η𝑗,𝑖 = η𝑗,𝑖(ω), ξ𝑗,𝑖 = ξ𝑗,𝑖(ω), κ𝑗,𝑖 = κ𝑗,𝑖(ω) и слу­
чайные элементы Γ𝑖 = Γ𝑖(ω), 𝑖 > 0, 𝑗 ∈ 1, 4, такие, что 1) имеют место
равенства Γ0(ω) = γ0 и κ0(ω) = 𝑥0; 2) выполняются соотношения (1.3),
(1.5), (1.6); 3) для любых 𝑎 ∈ Z4

+, 𝑏 ∈ Z4
+ и любых 𝑥𝑡 = (𝑥1,𝑡, 𝑥2,𝑡, 𝑥3,𝑡, 𝑥4,𝑡) ∈ Z4

+,

Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡) ∈ Γ, 𝑡 = 1, 2, . . ., таких, что P
(︁ 𝑖⋂︀
𝑡=0

{ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡}
)︁

> 0,

условное распределение векторов η𝑖 и ξ𝑖, 𝑖 > 0, имеет вид

P
(︁
{ω : η𝑖 = 𝑎, ξ𝑖 = 𝑏}

⃒⃒⃒ 𝑖⋂︁
𝑡=0

{ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡}
)︁
=

= ϕ(𝑎, 𝑘𝑖, 𝑟𝑖, 𝑥
𝑖)× ζ(𝑏, 𝑘𝑖, 𝑟𝑖, 𝑥𝑖), (1.9)

где функции ϕ(·, ·, ·, ·) и ζ(·, ·, ·, ·) определяются формулами (1.7) и (1.8).

Доказательство. Для построения вероятностного пространства (Ω,ℱ ,P(·))
воспользуемся теоремой Ионеску Тулча (см. [160], c. 348).

Введем последовательность измеримых пространств (Ω0,ℱ0), (Ω1,ℱ1), . . .,
где Ω𝑖 = Z3

+, ω𝑖 = (ω1,𝑖,ω2,𝑖,ω3,𝑖) ∈ Ω𝑖, а σ-алгебра ℱ𝑖 = 2Ω𝑖 есть множе­
ство всех подмножеств множества Ω𝑖. Пусть Γ(𝑘,𝑟) = ℎ(Γ(𝑘0,𝑟0), 𝑥3,0). Зададим на
измеримом пространстве (Ω0,ℱ0) вероятностную меру 𝑃0(·) ее значениями на
одноточечных множествах:

𝑃0({(𝑎1, 𝑎2, 𝑎3)}) =
= ϕ1(𝑎1, ℎ𝑇 (Γ

(𝑘0,𝑟0)))×ψ(𝑎2, 𝑥2,0, 𝑝𝑘,𝑟)×ϕ3(𝑎3, ℎ𝑇 (Γ
(𝑘0,𝑟0))). (1.10)

Для 𝑗 ∈ {1, 2, 3} определим величины

Γ̃0(ω0) = γ0, κ̃𝑗,0(ω0) = 𝑥𝑗,0, ξ̃𝑗,0(ω0) = 𝑙(𝑘, 𝑟, 𝑗), η̃𝑗,0(ω0) = ω𝑗,0, (1.11)

и
κ̃4,0(ω0) = 𝑥4,0, ξ̃4,0(ω0) = 𝑥4,0,

η̃4,0(ω0) = min{ξ̃1,0(ω0), κ̃1,0(ω0) + η̃1,0(ω0)}
(1.12)
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Теперь предположим, что заданы вероятностные меры

𝑃𝑖(ω0,ω1, . . . ,ω𝑖−1; ·)

на измеримых пространствах (Ω𝑖,ℱ𝑖), 𝑖 = 0, 𝑛, и фиксирован набор (ω0,ω1, . . .

. . . ,ω𝑛). Положим для 𝑗 ∈ {1, 2, 3} и 𝑖 = 0, 𝑛

Γ̃𝑖+1 = Γ(𝑘*,𝑟*) = ℎ(Γ̃𝑖, κ̃3,𝑖), κ̃𝑗,𝑖+1 = max{0, κ̃𝑗,𝑖 + η̃𝑗,𝑖 − ξ̃𝑗,𝑖}, (1.13)

κ̃4,𝑖+1 = κ̃4,𝑖 + η̃4,𝑖 − η̃2,𝑖, ξ̃𝑗,𝑖+1 = 𝑙(𝑘*, 𝑟*, 𝑗), η̃𝑗,𝑖+1 = ω𝑗,𝑖+1, (1.14)

η̃4,𝑖+1 = min{ξ̃1,𝑖+1, κ̃1,𝑖+1 + η̃1,𝑖+1}, ξ̃4,𝑖+1 = κ̃4,𝑖+1. (1.15)

Заметим, что значения Γ̃𝑖, ξ̃𝑗,𝑖, η̃𝑗,𝑖, κ̃𝑗,𝑖, найденные по формулам (1.13)–(1.15) по
наборам (ω0,ω1, . . . ,ω𝑛) и (ω0,ω1, . . . ,ω𝑖), 𝑛 > 𝑖, совпадают. Определим на из­
меримом пространстве (Ω𝑛+1,ℱ𝑛+1) вероятностную меру 𝑃𝑛+1(ω0,ω1, . . . ,ω𝑛; ·)
ее значениями на одноточечных множествах {(𝑎1, 𝑎2, 𝑎3)}, (𝑎1, 𝑎2, 𝑎3) ∈ Z3

+:

𝑃 (ω0,ω1, . . . ,ω𝑛; {(𝑎1, 𝑎2, 𝑎3)}) =
= ϕ1(𝑎1, ℎ𝑇 (Γ̃𝑛, κ̃3,𝑛))×ψ(𝑎2, κ̃4,𝑛, 𝑝𝑘*,𝑟*)×ϕ3(𝑎3, ℎ𝑇 (Γ̃𝑛, κ̃3,𝑛)). (1.16)

Тогда (в соответствии с теоремой Ионеску Тулчи) для декартова произве­

дения Ω =
∞∏︀
𝑖=0

Ω𝑖 пространств элементарных исходов и произведения σ-алгебр

ℱ =
∞⨂︀
𝑖=0

ℱ𝑖 на (Ω,ℱ) будет существовать единственная вероятностная мера P(·)

такая, что для любого 𝑖 > 0 верно равенство

P({ω : ω0 ∈ 𝐴0,ω1 ∈ 𝐴1, . . . ,ω𝑖 ∈ 𝐴𝑖}) = 𝑃𝑖(𝐴0 × 𝐴1 × . . .× 𝐴𝑖), (1.17)

где

𝑃𝑖(𝐴0 × 𝐴1 × . . .× 𝐴𝑖) =

=

∫︁
𝐴0

𝑃0(𝑑ω0)

∫︁
𝐴1

𝑃1(ω0; 𝑑ω1) . . .

∫︁
𝐴𝑖

𝑃𝑖(ω0,ω1, . . . ,ω𝑖−1; 𝑑ω𝑖), (1.18)

для любого 𝐴𝑖 из ℱ𝑖. Итак, вероятностное пространство (Ω,ℱ ,P(·)) построено.
Теперь введем на пространстве (Ω,ℱ ,P(·)) следующие случайные величи­

ны и элементы, 𝑖 > 0, 𝑗 = 1, 4:

Γ𝑖(ω) = Γ̃𝑖, κ𝑗,𝑖(ω) = κ̃𝑗,𝑖, ξ𝑗,𝑖(ω) = ξ̃𝑗,𝑖, η𝑗,𝑖(ω) = η̃𝑗,𝑖.
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и докажем, что они удовлетворяют условиям теоремы. Для сокращения записи
зависимость от ω в обозначении случайных элементов и случайных величин
далее будем опускать. Из формулы (1.13) следует, что случайные элементы Γ𝑖

удовлетворяют соотношению (1.3), а случайные величины κ𝑗,𝑖 для 𝑗 ∈ {1, 2, 3}
удовлетворяют соотношению (1.5). Из формулы (1.14) заключаем, что κ4,𝑖 удо­
влетворяет соотношению (1.6). Далее, из условий (1.12) и (1.15) следует спра­
ведливость соотношений (1.6) для величин η4,𝑖 и ξ4,𝑖.

Перейдем к доказательству равенства (1.9). Для этого найдем явное вы­
ражение для условной вероятности

P({ω : η𝑖 = 𝑎, ξ𝑖 = 𝑏}|
𝑖⋂︁

𝑡=0

{ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡}).

Пусть Γ(𝑘𝑖,𝑟𝑖) = ℎ(Γ(𝑘𝑖,𝑟𝑖), 𝑥𝑖). Запишем по определению условной вероятности,

предполагая, что P
(︁ 𝑖⋂︀
𝑡=0

{ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡}
)︁
> 0:

P

(︂
{ω : η𝑖 = 𝑎, ξ𝑖 = 𝑏}

⃒⃒⃒⃒ 𝑖⋂︁
𝑡=0

{︁
ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡

}︁)︂
=

= P

(︂
{ω : η𝑖 = 𝑎, ξ𝑖 = 𝑏} ∩

𝑖⋂︁
𝑡=0

{ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡}
)︂
×

×
(︂
P

(︂ 𝑖⋂︁
𝑡=0

{ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡}
)︂)︂−1

. (1.19)

Далее из соотношений (1.17), (1.18) и того факта, что значения Γ𝑖 и κ𝑖 зави­
сят только от ω0, ω1 , . . ., ω𝑖−1, но не от ω𝑖, (этот факт следует из формул
(1.11) – (1.14)), получим выражение для второго сомножителя последнего вы­
ражения

P

(︂ 𝑖⋂︁
𝑡=0

{ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡}
)︂

=

=
∑︁

ω0,ω1,...,ω𝑖−1 :
Γ𝑡=Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡=𝑥𝑡,

𝑡=0,𝑖

𝑃0(ω0)×𝑃1(ω0; {ω1})× . . .×𝑃𝑖−1(ω0,ω1, . . . ,ω𝑖−2; {ω𝑖−1}).

(1.20)

Преобразуем множество

{ω : η𝑖 = 𝑎, ξ𝑖 = 𝑏} ∩ {ω : Γ𝑖 = Γ(𝑘𝑖,𝑟𝑖),κ𝑖 = 𝑥𝑖},
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учитывая соотношения (1.11) – (1.15):{︁
ω : η𝑖 = 𝑎, ξ𝑖 = 𝑏

}︁
∩
{︁
ω : Γ𝑖 = Γ(𝑘𝑖,𝑟𝑖),κ𝑖 = 𝑥𝑖

}︁
=
{︁
ω : Γ𝑖 = Γ(𝑘𝑖,𝑟𝑖),κ𝑖 = 𝑥𝑖

}︁
∩

∩
{︁
ω : η𝑗,𝑖 = 𝑎𝑗, 𝑗 = 1, 3

}︁
∩
{︁
ω : ξ𝑗,𝑖 = 𝑏𝑗, 𝑗 = 1, 3

}︁
∩
{︁
ω : ξ4,𝑖 = 𝑏4

}︁
∩

∩
{︁
ω : η4,𝑖 = 𝑎4

}︁
=
{︁
ω : Γ𝑖 = Γ(𝑘𝑖,𝑟𝑖),κ𝑖 = 𝑥𝑖

}︁
∩

∩
{︁
ω : ω𝑗,𝑖 = 𝑎𝑗, 𝑗 = 1, 3

}︁
∩
{︁
ω : 𝑏𝑗 = ℓ(𝑘𝑖, 𝑟𝑖, 𝑗), 𝑗 = 1, 3

}︁
∩

∩
{︁
ω : 𝑏4 = 𝑥4,𝑖

}︁
∩
{︁
ω : 𝑎4 = min

{︁
ℓ(𝑘𝑖, 𝑟𝑖, 1), 𝑥1,𝑖 + 𝑎1

}︁}︁
.

Тогда для первого множителя из правой части выражения (1.19) имеем:

P

(︂{︁
ω : η𝑖 = 𝑎, ξ𝑖 = 𝑏

}︁
∩

𝑖⋂︁
𝑡=0

{︁
ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡

}︁)︂
=

= P

(︂{︁
ω : η𝑖 = 𝑎, ξ𝑖 = 𝑏

}︁
∩
{︁
ω : Γ𝑖 = Γ(𝑘𝑖,𝑟𝑖),κ𝑖 = 𝑥𝑖

}︁
∩

∩
𝑖−1⋂︁
𝑡=0

{ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡}
)︂

= δ𝑏4,𝑥4,𝑖
× δ𝑎4,min{ℓ(𝑘𝑖,𝑟𝑖,1),𝑥1,𝑖+𝑎1} ×

3∏︁
𝑗=1

δ𝑏𝑗 ,ℓ(𝑘𝑖,𝑟𝑖,𝑗)×

×P

(︂{︁
ω : ω𝑗,𝑖 = 𝑎𝑗, 𝑗 = 1, 3

}︁
∩
{︁
ω : Γ𝑖 = Γ(𝑘𝑖,𝑟𝑖),κ𝑖 = 𝑥𝑖

}︁
∩

∩
𝑖−1
∩
𝑡=0

{︁
ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡

}︁)︂
. (1.21)

И по аналогии со вторым множителем в выражении (1.20) преобразуем послед­
ний сомножитель правой части равенства (1.21):

P

(︂{︁
ω : ω𝑗,𝑖 = 𝑎𝑗, 𝑗 = 1, 3; Γ𝑖 = Γ(𝑘𝑖,𝑟𝑖),κ𝑖 = 𝑥𝑖

}︁
∩

∩
𝑖−1⋂︁
𝑡=0

{ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡}
)︂

=
∑︁

ω0,ω1,...,ω𝑖−1 :
Γ𝑡=Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡=𝑥𝑡,

𝑡=0,𝑖

𝑃0(ω0)× 𝑃1(ω0; {ω1})× . . .×

× 𝑃𝑖−1(ω0,ω1, . . . ,ω𝑖−2; {ω𝑖−1})× 𝑃𝑖(ω0,ω1, . . . ,ω𝑖−1; {(𝑎1, 𝑎2, 𝑎3)})

и, учитывая выражение (1.16), получим

P

(︂{︁
ω : ω𝑗,𝑖 = 𝑎𝑗, 𝑗 = 1, 3; Γ𝑖 = Γ(𝑘𝑖,𝑟𝑖),κ𝑖 = 𝑥𝑖

}︁
∩

∩
𝑖−1⋂︁
𝑡=0

{︁
ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡

}︁)︂
= ϕ1(𝑎1, ℎ𝑇 (Γ𝑖, 𝑥3,𝑖))×ψ(𝑎2, 𝑥4,𝑖, 𝑝𝑘𝑖,𝑟𝑖)×
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×ϕ3(𝑎3, ℎ𝑇 (Γ𝑖, 𝑥3,𝑖))×
∑︁

ω0,ω1,...,ω𝑖−1 :
Γ𝑡=Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡=𝑥𝑡,

𝑡=0,𝑖

𝑃0(ω0)× 𝑃1(ω0; {ω1})× . . .

. . .× 𝑃𝑖−1(ω0,ω1, . . . ,ω𝑖−2; {ω𝑖−1}). (1.22)

Подставляя выражение (1.22) в правую часть равенств (1.21), а затем вы­
ражения (1.21) и (1.20) в равенство (1.19), получим:

P

(︂
{ω : η𝑖 = 𝑎, ξ𝑖 = 𝑏}

⃒⃒⃒⃒ 𝑖⋂︁
𝑡=0

{︁
ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡

}︁)︂
=

= δ𝑏4,𝑥4,𝑖
× δ𝑎4,min{ℓ(𝑘𝑖,𝑟𝑖,1),𝑥1,𝑖+𝑎1} ×

3∏︁
𝑗=1

δ𝑏𝑗 ,ℓ(𝑘𝑖,𝑟𝑖,𝑗) ×ϕ1(𝑎1, ℎ𝑇 (Γ𝑖, 𝑥3,𝑖))×

×ψ(𝑎2, 𝑥4,𝑖, 𝑝𝑘𝑖,𝑟𝑖)×ϕ3(𝑎3, ℎ𝑇 (Γ𝑖, 𝑥3,𝑖))×

×
∑︁

ω0,ω1,...ω𝑖−1 :
Γ𝑡=Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡=𝑥𝑡,

∀06𝑡6𝑖−1

𝑃0(ω0)× 𝑃1(ω0; {ω1})× . . .× 𝑃𝑖−1(ω0,ω1, . . . ,ω𝑖−2; {ω𝑖−1})×

×
(︃ ∑︁

ω0,ω1,...ω𝑖−1 :
Γ𝑡=Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡=𝑥𝑡,

∀06𝑡6𝑖−1

𝑃0(ω0)×𝑃1(ω0; {ω1})×. . .×𝑃𝑖−1(ω0,ω1, . . . ,ω𝑖−2; {ω𝑖−1})
)︃−1

и после сокращения одинаковых сумм получаем требуемое равенство (1.9).

Следствие 1.2.1. В условиях предыдущей теоремы верно равенство

P

(︂
{ω : η𝑖 = 𝑎, ξ𝑖 = 𝑏}

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑖⋂︁
𝑡=0

{ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡}
)︂

=

= P

(︂
{ω : η𝑖 = 𝑎, ξ𝑖 = 𝑏}

⃒⃒⃒
{ω : Γ𝑖 = Γ(𝑘𝑖,𝑟𝑖),κ𝑖 = 𝑥𝑖}

)︂
. (1.23)

Доказательство. Действительно, из формулы (1.9) cледует, что вероятность,
стоящая в левой части равенства (1.23), равна величине ϕ(𝑎, 𝑘𝑖, 𝑟𝑖, 𝑥

𝑖) ×
ζ(𝑏, 𝑘𝑖, 𝑟𝑖, 𝑥

𝑖), зависящей только от значения (Γ(𝑘𝑖,𝑟𝑖), 𝑥𝑖) пары (Γ𝑖,κ𝑖) и не за­
висящей от значений остальных пар (Γ𝑡,κ𝑡), 0 6 𝑡 6 𝑖− 1.
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Использовав формулу полной вероятности, получим для правой части ра­
венства (1.23):

P

(︂
{ω : η𝑖 = 𝑎, ξ𝑖 = 𝑏}

⃒⃒⃒
{ω : Γ𝑖 = Γ(𝑘𝑖,𝑟𝑖),κ𝑖 = 𝑥𝑖}

)︂
=

=
𝑖−1∑︁
𝑡=0

∑︁
Γ𝑡∈Γ,κ𝑡∈𝑍4

+

P

(︂
{ω : η𝑖 = 𝑎, ξ𝑖 = 𝑏}

⃒⃒⃒⃒ 𝑖⋂︁
𝑡=0

{ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡}
)︂
×

×P

(︂𝑖−1⋂︁
𝑡=0

{ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡}
)︂

= ϕ(𝑎, 𝑘𝑖, 𝑟𝑖, 𝑥
𝑖)× ζ(𝑏, 𝑘𝑖, 𝑟𝑖, 𝑥𝑖)×

×
𝑖−1∑︁
𝑡=0

∑︁
Γ𝑡∈Γ,κ𝑡∈𝑍4

+

P

(︂𝑖−1⋂︁
𝑡=0

{ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡}
)︂

= ϕ(𝑎, 𝑘𝑖, 𝑟𝑖, 𝑥
𝑖)×ζ(𝑏, 𝑘𝑖, 𝑟𝑖, 𝑥𝑖).

Поскольку левая часть выражения (1.23) равна правой, то следствие доказано.

Введем для 𝑦0, 𝑦, 𝑦 ∈ Z+ и 𝑡 ∈ R, 𝑡 > 0 функции

̃︀ψ(𝑘, 𝑟, 𝑦0, 𝑦, 𝑦) = (1− δ𝑦,0)ψ(𝑦 + ℓ(𝑘, 𝑟, 2)− 𝑦, 𝑦0, 𝑝𝑘,𝑟) + δ𝑦,0

ℓ(𝑘,𝑟,2)−𝑦∑︁
𝑎=0

ψ(𝑎, 𝑦0, 𝑝𝑘,𝑟),

̃︀ϕ1(𝑘, 𝑟, 𝑡, 𝑦, 𝑦) = (1− δ𝑦,0)ϕ1(𝑦 + ℓ(𝑘, 𝑟, 1)− 𝑦, 𝑡) + δ𝑦,0

ℓ(𝑘,𝑟,1)−𝑦∑︁
𝑎=0

ϕ1(𝑎, 𝑡),

̃︀ϕ3(𝑘, 𝑟, 𝑡, 𝑦, 𝑦) = (1− δ𝑦,0)ϕ3(𝑦 + ℓ(𝑘, 𝑟, 3)− 𝑦, 𝑡) + δ𝑦,0

ℓ(𝑘,𝑟,3)−𝑦∑︁
𝑎=0

ϕ3(𝑎, 𝑡).

(1.24)
причем 𝑘 и 𝑟 таковы, что Γ(𝑘,𝑟) ∈ Γ.

Следствие 1.2.2. Пусть Γ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1) = ℎ(Γ(𝑘𝑖,𝑟𝑖), 𝑥3,𝑖), 𝑖 = 0, 1, . . .. Тогда в усло­
виях теоремы 1 верно равенство

P({ω : κ2,𝑖+1 = 𝑥2,𝑖+1} |
𝑖
∩
𝑡=0

{ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡}) =

= ̃︀ψ(𝑘𝑖+1, 𝑟𝑖+1, 𝑥4,𝑖, 𝑥2,𝑖, 𝑥2,𝑖+1), (1.25)

Доказательство. Запишем по формуле полной вероятности:

P({ω : κ2,𝑖+1 = 𝑥2,𝑖+1}| ∩𝑖
𝑡=0 {ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡}) =

=
∑︁

𝑎,𝑏∈Z4
+

P({ω : η𝑖 = 𝑎, ξ𝑖 = 𝑏}| ∩𝑖
𝑡=0 {ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡})×



36

×P({ω : κ2,𝑖+1 = 𝑥2,𝑖+1}|{ω : η𝑖 = 𝑎, ξ𝑖 = 𝑏} ∩ ∩𝑖
𝑡=0{ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡}).

Поскольку для величин κ2,𝑖+1, η𝑖 и ξ𝑖 история до момента времени τ𝑖 значения
не имеет (см. формулы (1.5) и (1.23)), то

P({ω : κ2,𝑖+1 = 𝑥2,𝑖+1}|
𝑖
∩
𝑡=0

{ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡}) =

=
∑︁

𝑎,𝑏∈Z4
+

P({ω : η𝑖 = 𝑎, ξ𝑖 = 𝑏}|{ω : Γ𝑖 = Γ(𝑘𝑖,𝑟𝑖),κ𝑖 = 𝑥𝑖})×

×P({ω : κ2,𝑖+1 = 𝑥2,𝑖+1}|{ω : η𝑖 = 𝑎, ξ𝑖 = 𝑏,Γ𝑖 = Γ(𝑘𝑖,𝑟𝑖),κ𝑖 = 𝑥𝑖})

и, учитывая формулу (1.9), продолжим

P({ω : κ2,𝑖+1 = 𝑥2,𝑖+1}|
𝑖
∩
𝑡=0

{ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡}) =

=
∑︁

𝑎,𝑏∈Z4
+

ϕ(𝑎, 𝑘𝑖, 𝑟𝑖, 𝑥
𝑖)ζ(𝑏, 𝑘𝑖, 𝑟𝑖, 𝑥

𝑖)×

×P({ω : κ2,𝑖+1 = 𝑥2,𝑖+1}|{ω : η𝑖 = 𝑎, ξ𝑖 = 𝑏,Γ𝑖 = Γ(𝑘𝑖,𝑟𝑖),κ𝑖 = 𝑥𝑖}).

Функциональная зависимость (1.5) позволяет упростить последнюю веро­
ятность:

P({ω : κ2,𝑖+1 = 𝑥2,𝑖+1}|
𝑖
∩
𝑡=0

{ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡}) =

=
∑︁

𝑎,𝑏∈Z4
+

ϕ(𝑎, 𝑘𝑖, 𝑟𝑖, 𝑥
𝑖)ζ(𝑏, 𝑘𝑖, 𝑟𝑖, 𝑥

𝑖)δ𝑥2,𝑖+1,max{0,𝑥2,𝑖+𝑎2−𝑏2}.

Учтем выражения функций ϕ(·, ·, ·, ·) и ζ(·, ·, ·, ·) из определений (1.7) и (1.8):

P({ω : κ2,𝑖+1 = 𝑥2,𝑖+1}|
𝑖
∩
𝑡=0

{ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡}) =

=
∑︁

𝑎,𝑏∈Z4
+

ϕ1(𝑎1, ℎ𝑇 (Γ
(𝑘𝑖,𝑟𝑖), 𝑥3,𝑖))×ψ(𝑎2, 𝑥4,𝑖, 𝑝𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1

)×ϕ3(𝑎3, ℎ𝑇 (Γ
(𝑘𝑖,𝑟𝑖), 𝑥3,𝑖))×

×δ𝑎4,min {ℓ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1,1),𝑥1,𝑖+𝑎1}×δ𝑏1,ℓ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1,1)δ𝑏2,ℓ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1,2)δ𝑏4,𝑥4,𝑖
.δ𝑥2,𝑖+1,max{0,𝑥2,𝑖+𝑎2−𝑏2}

и перегруппируем множители:

P({ω : κ2,𝑖+1 = 𝑥2,𝑖+1}|
𝑖
∩
𝑡=0

{ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡}) =

=
∑︁

𝑎2,𝑏2∈Z+

ψ(𝑎2, 𝑥4,𝑖, 𝑝𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1
)δ𝑏2,ℓ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1,2)δ𝑥2,𝑖+1,max{0,𝑥2,𝑖+𝑎2−𝑏2}×
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×
∑︁
𝑎3∈Z+

ϕ3(𝑎3, ℎ𝑇 (Γ
(𝑘𝑖,𝑟𝑖), 𝑥3,𝑖))×

∑︁
𝑎1∈Z+

ϕ1(𝑎1, ℎ𝑇 (Γ
(𝑘𝑖,𝑟𝑖), 𝑥3,𝑖))×

×
∑︁
𝑎4∈Z+

δ𝑎4,min {ℓ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1,1),𝑥1,𝑖+𝑎1}
∑︁
𝑏1∈Z+

δ𝑏1,ℓ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1,1)

∑︁
𝑏3∈Z+

δ𝑏3,ℓ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1,3)

∑︁
𝑏4∈Z+

δ𝑏4,𝑥4,𝑖
.

Поскольку∑︁
𝑎3∈Z+

ϕ3(𝑎3, ℎ𝑇 (Γ
(𝑘𝑖,𝑟𝑖), 𝑥3,𝑖)) = 1,

∑︁
𝑎1∈Z+

ϕ1(𝑎1, ℎ𝑇 (Γ
(𝑘𝑖,𝑟𝑖), 𝑥3,𝑖)) = 1,∑︁

𝑎4∈Z+

δ𝑎4,min {ℓ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1,1),𝑥1,𝑖+𝑎1} = 1,
∑︁
𝑏1∈Z+

δ𝑏1,ℓ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1,1) = 1,∑︁
𝑏3∈Z+

δ𝑏3,ℓ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1,3) = 1,
∑︁
𝑏4∈Z+

δ𝑏4,𝑥4,𝑖
= 1,

то искомая вероятность упрощается следующим образом:

P({ω : κ2,𝑖+1 = 𝑥2,𝑖+1}|
𝑖
∩
𝑡=0

{ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡}) =

=
∑︁

𝑎2,𝑏2∈Z+

ψ(𝑎2, 𝑥4,𝑖, 𝑝𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1
)δ𝑏2,ℓ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1,2)δ𝑥2,𝑖+1,max{0,𝑥2,𝑖+𝑎2−𝑏2} =

=
∑︁
𝑎2∈Z+

ψ(𝑎2, 𝑥4,𝑖, 𝑝𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1
)δ𝑥2,𝑖+1,max{0,𝑥2,𝑖+𝑎2−ℓ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1,2)}.

В случае, когда 𝑥2,𝑖+1 больше 0, величина δ𝑥2,𝑖+1,max{0,𝑥2,𝑖+𝑎2−ℓ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1,2)} отлична
от нуля только при

𝑥2,𝑖+1 = 𝑥2,𝑖 + 𝑎2 − ℓ(𝑘𝑖+1, 𝑟𝑖+1, 2),

то есть при
𝑎2 = 𝑥2,𝑖+1 − 𝑥2,𝑖 + ℓ(𝑘𝑖+1, 𝑟𝑖+1, 2).

В случае, когда 𝑥2,𝑖+1 равно 0, величина δ𝑥2,𝑖+1,max{0,𝑥2,𝑖+𝑎2−ℓ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1,2)} отлична от
нуля только при

𝑎2 6 ℓ(𝑘𝑖+1, 𝑟𝑖+1, 2)− 𝑥2,𝑖.

Таким образом,

P({ω : κ2,𝑖+1 = 𝑥2,𝑖+1}|
𝑖
∩
𝑡=0

{ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡}) =

=
∑︁
𝑎2∈Z+

ψ(𝑎2, 𝑥4,𝑖, 𝑝𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1
)δ𝑥2,𝑖+1,max{0,𝑥2,𝑖+𝑎2−ℓ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1,2)} =

= (1− δ𝑥2,𝑖+1,0)ψ(𝑥2,𝑖+1 − 𝑥2,𝑖 + ℓ(𝑘𝑖+1, 𝑟𝑖+1, 2), 𝑥4,𝑖, 𝑝𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1
)+
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+ δ𝑥2,𝑖+1,0

ℓ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1,2)−𝑥2,𝑖∑︁
𝑎=0

ψ(𝑎, 𝑥4,𝑖, 𝑝𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1
) = ̃︀ψ(𝑘𝑖+1, 𝑟𝑖+1, 𝑥4,𝑖, 𝑥2,𝑖, 𝑥2,𝑖+1)

и равенство (1.25) доказано.

Следствие 1.2.3. Пусть Γ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1) = ℎ(Γ(𝑘𝑖,𝑟𝑖), 𝑥3,𝑖), 𝑖 = 0, 1, . . .. Тогда в усло­
виях теоремы 1 верно равенство

P({ω : κ3,𝑖+1 = 𝑥3,𝑖+1}|
𝑖
∩
𝑡=0

{ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡}) =

= ̃︀ϕ3(𝑘𝑖+1, 𝑟𝑖+1, ℎ𝑇 (Γ
(𝑘𝑖,𝑟𝑖), 𝑥3,𝑖), 𝑥3,𝑖, 𝑥3,𝑖+1). (1.26)

Доказательство. Запишем по формуле полной вероятности с учетом формул
(1.9) и (1.23):

P({ω : κ3,𝑖+1 = 𝑥3,𝑖+1}|
𝑖
∩
𝑡=0

{ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡}) =
∑︁

𝑎,𝑏∈Z4
+

ϕ(𝑎, 𝑘𝑖, 𝑟𝑖, 𝑥
𝑖)×

×ζ(𝑏, 𝑘𝑖, 𝑟𝑖, 𝑥𝑖)×P({ω : κ3,𝑖+1 = 𝑥3,𝑖+1}|{ω : η𝑖 = 𝑎, ξ𝑖 = 𝑏,Γ𝑖 = Γ(𝑘𝑖,𝑟𝑖),κ𝑖 = 𝑥𝑖}).

Из условия (1.5) следует

P({ω : κ3,𝑖+1 = 𝑥3,𝑖+1}|
𝑖
∩
𝑡=0

{ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡}) =

=
∑︁

𝑎,𝑏∈Z4
+

ϕ(𝑎, 𝑘𝑖, 𝑟𝑖, 𝑥
𝑖)ζ(𝑏, 𝑘𝑖, 𝑟𝑖, 𝑥

𝑖)δ𝑥3,𝑖+1,max{0,𝑥3,𝑖+𝑎3−𝑏3}

и, раскрывая по определению ϕ(·, ·, ·, ·) и ζ(·, ·, ·, ·), получим

P({ω : κ3,𝑖+1 = 𝑥3,𝑖+1}|
𝑖
∩
𝑡=0

{ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡}) =

=
∑︁

𝑎3,𝑏3∈Z+

ϕ3(𝑎3, ℎ𝑇 (Γ
(𝑘𝑖,𝑟𝑖), 𝑥3,𝑖))δ𝑏3,ℓ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1,3)δ𝑥3,𝑖+1,max{0,𝑥3,𝑖+𝑎3−𝑏3}×

×
∑︁
𝑎2∈Z+

ψ(𝑎2, 𝑥4,𝑖, 𝑝𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1
)×

∑︁
𝑎1∈Z+

ϕ1(𝑎1, ℎ𝑇 (Γ
(𝑘𝑖,𝑟𝑖), 𝑥3,𝑖))

∑︁
𝑎4∈Z+

×

× δ𝑎4,min {ℓ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1,1),𝑥1,𝑖+𝑎1} ×
∑︁
𝑏1∈Z+

δ𝑏1,ℓ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1,1)

∑︁
𝑏2∈Z+

δ𝑏2,ℓ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1,2)×

×
∑︁
𝑏4∈Z+

δ𝑏4,𝑥4,𝑖
=
∑︁
𝑎3∈Z+

ϕ3(𝑎3, ℎ𝑇 (Γ
(𝑘𝑖,𝑟𝑖), 𝑥3))δ𝑥3,𝑖+1,max{0,𝑥3,𝑖+𝑎3−ℓ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1,3)}.
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По аналогии с передыдущей леммой∑︁
𝑎2∈Z+

ψ(𝑎2, 𝑥4,𝑖, 𝑝𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1
) = 1,

∑︁
𝑎1∈Z+

ϕ1(𝑎1, ℎ𝑇 (Γ
(𝑘𝑖,𝑟𝑖), 𝑥3,𝑖)) = 1,∑︁

𝑎4∈Z+

δ𝑎4,min {ℓ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1,1),𝑥1,𝑖+𝑎1} = 1,
∑︁
𝑏1∈Z+

δ𝑏1,ℓ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1,1) = 1,∑︁
𝑏2∈Z+

δ𝑏2,ℓ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1,2) = 1,
∑︁
𝑏4∈Z+

δ𝑏4,𝑥4,𝑖
= 1

и, следовательно,

P({ω : κ3,𝑖+1 = 𝑥3,𝑖+1}|
𝑖
∩
𝑡=0

{ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡}) =

=
∑︁
𝑎3∈Z+

ϕ3(𝑎3, ℎ𝑇 (Γ
(𝑘𝑖,𝑟𝑖), 𝑥3))δ𝑥3,𝑖+1,max{0,𝑥3,𝑖+𝑎3−ℓ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1,3)}.

Результат леммы получаем после следующих преобразований:

P({ω : κ3,𝑖+1 = 𝑥3,𝑖+1}|
𝑖
∩
𝑡=0

{ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡}) =

=
∑︁
𝑎3∈Z+

ϕ3(𝑎3, ℎ𝑇 (Γ
(𝑘𝑖,𝑟𝑖), 𝑥3,𝑖))δ𝑥3,𝑖+1,max{0,𝑥3,𝑖+𝑎3−ℓ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1,3)} =

= (1− δ𝑥3,𝑖+1,0)ϕ3(𝑥3,𝑖+1 − 𝑥3,𝑖 + ℓ(𝑘𝑖+1, 𝑟𝑖+1, 3), ℎ𝑇 (Γ
(𝑘𝑖,𝑟𝑖), 𝑥3,𝑖)) + δ𝑥3,𝑖+1,0×

×
ℓ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1,3)−𝑥3,𝑖∑︁

𝑎=0

ϕ3(𝑎, ℎ𝑇 (Γ
(𝑘𝑖,𝑟𝑖), 𝑥3,𝑖)) = ̃︀ϕ3(𝑘𝑖+1, 𝑟𝑖+1, ℎ𝑇 (Γ

(𝑘𝑖,𝑟𝑖), 𝑥3,𝑖), 𝑥3,𝑖, 𝑥3,𝑖+1).

Следствие 1.2.4. Пусть Γ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1) = ℎ(Γ(𝑘𝑖,𝑟𝑖), 𝑥3,𝑖), 𝑖 = 0, 1, . . .. Тогда в усло­
виях теоремы 1 для 𝑖 > 0 верны равенства

P({ω : κ1,𝑖+1 = 𝑥1,𝑖+1,κ3,𝑖+1 = 𝑥3,𝑖+1}|
𝑖
∩
𝑡=0

{ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡}) =

= ̃︀ϕ3(𝑘𝑖+1, 𝑟𝑖+1, ℎ𝑇 (Γ
(𝑘𝑖,𝑟𝑖), 𝑥3,𝑖), 𝑥3,𝑖, 𝑥3,𝑖+1)×

× ̃︀ϕ1(𝑘𝑖+1, 𝑟𝑖+1, ℎ𝑇 (Γ
(𝑘𝑖,𝑟𝑖), 𝑥3,𝑖), 𝑥1,𝑖, 𝑥1,𝑖+1). (1.27)

Доказательство. Доказательство проводится аналогично доказательству
предыдущего следствия. А именно, записывая по формуле полной вероятности
с учетом формул (1.9) и (1.23), имеем:

P({ω : κ1,𝑖+1 = 𝑥1,𝑖+1,κ3,𝑖+1 = 𝑥3,𝑖+1|
𝑖
∩
𝑡=0

{ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡}) =

=
∑︁

𝑎,𝑏∈Z4
+

ϕ(𝑎, 𝑘𝑖, 𝑟𝑖, 𝑥
𝑖)ζ(𝑏, 𝑘𝑖, 𝑟𝑖, 𝑥

𝑖)×

×P({ω : κ1,𝑖+1 = 𝑥1,𝑖+1,κ3,𝑖+1 = 𝑥3,𝑖+1}|{ω : η𝑖 = 𝑎, ξ𝑖 = 𝑏,Γ𝑖 = Γ(𝑘𝑖,𝑟𝑖),κ𝑖 = 𝑥𝑖}).
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Из условий (1.5) опять следует

P({ω : κ1,𝑖+1 = 𝑥1,𝑖+1,κ3,𝑖+1 = 𝑥3,𝑖+1}|
𝑖
∩
𝑡=0

{ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡}) =

=
∑︁

𝑎,𝑏∈Z4
+

ϕ(𝑎, 𝑘𝑖, 𝑟𝑖, 𝑥
𝑖)ζ(𝑏, 𝑘𝑖, 𝑟𝑖, 𝑥

𝑖)δ𝑥1,𝑖+1,max{0,𝑥1,𝑖+𝑎1−𝑏1}δ𝑥3,𝑖+1,max{0,𝑥3,𝑖+𝑎3−𝑏3}

и, раскрывая ϕ(·, ·, ·, ·) и ζ(·, ·, ·, ·), получим

P({ω : κ1,𝑖+1 = 𝑥1,𝑖+1,κ3,𝑖+1 = 𝑥3,𝑖+1}|
𝑖
∩
𝑡=0

{ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡}) =

=
∑︁

𝑎3,𝑏3∈Z+

ϕ3(𝑎3, ℎ𝑇 (Γ
(𝑘𝑖,𝑟𝑖), 𝑥3,𝑖))δ𝑏3,ℓ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1,3)δ𝑥3,𝑖+1,max{0,𝑥3,𝑖+𝑎3−𝑏3}×

×
∑︁

𝑎1,𝑏1∈Z+

ϕ1(𝑎1, ℎ𝑇 (Γ
(𝑘𝑖,𝑟𝑖), 𝑥3,𝑖))δ𝑏1,ℓ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1,1)δ𝑥1,𝑖+1,max{0,𝑥1,𝑖+𝑎1−𝑏1}×

×
∑︁
𝑎2∈Z+

ψ(𝑎2, 𝑥4,𝑖, 𝑝𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1
)×

∑︁
𝑎4∈Z+

δ𝑎4,min {ℓ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1,1),𝑥1,𝑖+𝑎1}×

×
∑︁
𝑏2∈Z+

δ𝑏2,ℓ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1,2) ×
∑︁
𝑏4∈Z+

δ𝑏4,𝑥4,𝑖
.

Сократим выражение, учитывая∑︁
𝑎2∈Z+

ψ(𝑎2, 𝑥4,𝑖, 𝑝𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1
) = 1,

∑︁
𝑎4∈Z+

δ𝑎4,min {ℓ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1,1),𝑥1,𝑖+𝑎1} = 1,∑︁
𝑏2∈Z+

δ𝑏2,ℓ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1,2) = 1,
∑︁
𝑏4∈Z+

δ𝑏4,𝑥4,𝑖
= 1.

И после упрощения сумм в предыдущем выражении, получим

P({ω : κ1,𝑖+1 = 𝑥1,𝑖+1,κ3,𝑖+1 = 𝑥3,𝑖+1}|
𝑖
∩
𝑡=0

{ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡}) =

=
∑︁
𝑎3∈Z+

ϕ3(𝑎3, ℎ𝑇 (Γ
(𝑘𝑖,𝑟𝑖), 𝑥3))δ𝑥3,𝑖+1,max{0,𝑥3,𝑖+𝑎3−ℓ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1,3)}×

×
∑︁
𝑎1∈Z+

ϕ1(𝑎1, ℎ𝑇 (Γ
(𝑘𝑖,𝑟𝑖), 𝑥1))δ𝑥1,𝑖+1,max{0,𝑥1,𝑖+𝑎1−ℓ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1,1)} =

= ̃︀ϕ3(𝑘𝑖+1, 𝑟𝑖+1, ℎ𝑇 (Γ
(𝑘𝑖,𝑟𝑖), 𝑥3,𝑖), 𝑥3,𝑖, 𝑥3,𝑖+1)×

× ̃︀ϕ1(𝑘𝑖+1, 𝑟𝑖+1, ℎ𝑇 (Γ
(𝑘𝑖,𝑟𝑖), 𝑥3,𝑖), 𝑥1,𝑖, 𝑥1,𝑖+1).

Следствие доказано.
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Таким образом, кибернетический подход позволил построить математиче­
скую модель управляющей системы обслуживания в виде последовательности
случайных величин и случайных элементов, конструктивно заданных на неко­
тором вероятностном пространстве. Выберем для дальнейшего исследования
состояния обслуживающего устройства и длины всех очередей.
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Глава 2. Анализ стохастической последовательности {(Γ𝑖,κ𝑖), 𝑖 > 0}

Исследуемая в работе управляющая система характеризуется следующи­
ми объектами: обслуживающее устройство и четыре очереди. Последователь­
ность {(Γ𝑖,κ𝑖); 𝑖 > 0} служит математическим описанием этих объектов, где
κ𝑖 = (κ1,𝑖,κ2,𝑖,κ3,𝑖,κ4,𝑖). Глава 2 посвящена тем результатам, которые удается
получить для этой пятимерной последовательности, несмотря на ее сложность:
доказана марковость этой последовательности, а также проведена классифи­
кация ее состояний по арифметическим свойствам переходных вероятностей.
Эти результаты позволят далее в работе доказать марковость и провести клас­
сификацию состояний для последовательностей, содержащих только часть из
упомянутых пяти компонент.

2.1 Свойство марковости последовательности {(Γ𝑖,κ𝑖), 𝑖 > 0}

Пусть 𝑎, 𝑏, 𝑥𝑖 ∈ Z4
+, 𝑘𝑖 = 0,𝑑, 𝑟𝑖 = 1,𝑛𝑘𝑖, 𝑖 = 0, 1, . . .. Введем следующие

события:

𝐴𝑖(𝑘𝑖; 𝑟𝑖;𝑥
𝑖) = {ω : Γ𝑖 = Γ(𝑘𝑖,𝑟𝑖),κ𝑖 = 𝑥𝑖}, 𝐵𝑖(𝑎; 𝑏) = {ω : η𝑖 = 𝑎, ξ𝑖 = 𝑏}, (2.1)

для 𝑖 = 0, 1, . . .. В этих обозначениях равенство (1.23) перепишется следующим
образом:

P(𝐵𝑖(𝑎; 𝑏)|
𝑖⋂︁

𝑡=0

𝐴𝑡(𝑘𝑡; 𝑟𝑡;𝑥
𝑡)) = P(𝐵𝑖(𝑎; 𝑏)|𝐴𝑖(𝑘𝑖; 𝑟𝑖;𝑥

𝑖)). (2.2)

Сформулируем и докажем теорему о марковости последовательности

{(Γ𝑖,κ𝑖); 𝑖 > 0}.

Теорема 2. Пусть Γ0 = Γ(𝑘,𝑟) ∈ Γ и κ0 = 𝑥0 ∈ Z4
+ фиксированы. Тогда после­

довательность {(Γ𝑖,κ𝑖); 𝑖 > 0} является однородной счетной цепью Маркова.
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Доказательство. Для доказательства достаточно показать, что

P
(︁
𝐴𝑖+1(𝑘𝑖+1; 𝑟𝑖+1;𝑥

𝑖+1)
⃒⃒⃒ 𝑖⋂︁
𝑡=0

𝐴𝑡(𝑘𝑡; 𝑟𝑡;𝑥
𝑡)
)︁
=

= P
(︁
𝐴𝑖+1(𝑘𝑖+1; 𝑟𝑖+1;𝑥

𝑖+1)
⃒⃒⃒
𝐴𝑖(𝑘𝑖; 𝑟𝑖;𝑥

𝑖)
)︁

(2.3)

для 𝑥𝑡 ∈ Z4
+ и 𝑘𝑡, 𝑟𝑡 таких, что Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡) ∈ Γ и P

(︁ 𝑖⋂︀
𝑡=0

𝐴𝑡(𝑘𝑡; 𝑟𝑡;𝑥
𝑡)
)︁
> 0.

Рассмотрим сначала левую часть равенства (2.3). По формуле полной ве­
роятности получим

P
(︁
𝐴𝑖+1(𝑘𝑖+1; 𝑟𝑖+1;𝑥

𝑖+1)
⃒⃒⃒ 𝑖⋂︁
𝑡=0

𝐴𝑡(𝑘𝑡; 𝑟𝑡;𝑥
𝑡)
)︁
=
∑︁
𝑎∈𝑍4

+,

𝑏∈𝑍4
+

P
(︁
𝐵𝑖(𝑎; 𝑏)

⃒⃒⃒ 𝑖⋂︁
𝑡=0

𝐴𝑡(𝑘𝑡; 𝑟𝑡;𝑥
𝑡)
)︁
×

×P
(︁
𝐴𝑖+1(𝑘𝑖+1; 𝑟𝑖+1;𝑥

𝑖+1)
⃒⃒⃒
𝐵𝑖(𝑎; 𝑏) ∩

𝑖⋂︁
𝑡=0

𝐴𝑡(𝑘𝑡; 𝑟𝑡;𝑥
𝑡)
)︁
. (2.4)

Из равенства (2.2) следует, что вероятность P
(︁
𝐵𝑖(𝑎; 𝑏)

⃒⃒⃒ 𝑖⋂︀
𝑡=0

𝐴𝑡(𝑘𝑡; 𝑟𝑡;𝑥
𝑡)
)︁

не за­

висит от значений 𝑘𝑡, 𝑟𝑡, 𝑥𝑡, 𝑡 = 0, 𝑖− 1. Далее, из соотношений (1.3), (1.5) и
(1.6) можно заметить, что случайный элемент Γ𝑖+1 и случайный вектор κ𝑖+1

функционально выражаются через Γ𝑖, κ𝑖, η𝑖 и ξ𝑖, поэтому

P
(︁
𝐴𝑖+1(𝑘𝑖+1; 𝑟𝑖+1;𝑥

𝑖+1)
⃒⃒⃒
𝐵𝑖(𝑎; 𝑏) ∩

𝑖⋂︁
𝑡=0

𝐴𝑡(𝑘𝑡; 𝑟𝑡;𝑥
𝑡)
)︁
=

= P(𝐴𝑖+1 |𝐵𝑖(𝑎; 𝑏) ∩
𝑖⋂︁

𝑡=0

𝐴𝑡(𝑘𝑡; 𝑟𝑡;𝑥
𝑡)),

при P(𝐵𝑖(𝑎; 𝑏) ∩
⋂︀𝑖

𝑡=0𝐴𝑡(𝑘𝑡; 𝑟𝑡;𝑥
𝑡)) > 0, где

𝐴𝑖+1 = {ω : Γ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1) = ℎ(Γ(𝑘𝑖,𝑟𝑖), 𝑥3,𝑖), 𝑥𝑗,𝑖+1 = max{0, 𝑥𝑗,𝑖 + 𝑎𝑗 − 𝑏𝑗}, 𝑗 = 1, 3,

𝑥4,𝑖+1 = 𝑥4,𝑖 + 𝑎4 − 𝑎2}.

Ясно, что событие 𝐴𝑖+1 при наступлении событий 𝐵𝑖(𝑎; 𝑏) и 𝐴𝑖(𝑘𝑖; 𝑟𝑖;𝑥
𝑖) является

либо достоверным, либо невозможным событием. Таким образом, подставляя
выражения

P
(︁
𝐵𝑖(𝑎; 𝑏)

⃒⃒⃒ 𝑖⋂︁
𝑡=0

𝐴𝑡(𝑘𝑡; 𝑟𝑡;𝑥
𝑡)
)︁
= P

(︁
𝐵𝑖(𝑎; 𝑏)

⃒⃒⃒
𝐴𝑖(𝑘𝑖; 𝑟𝑖;𝑥

𝑖)
)︁
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и

P
(︁
𝐴𝑖+1(𝑘𝑖+1; 𝑟𝑖+1;𝑥

𝑖+1)
⃒⃒⃒
𝐵𝑖(𝑎; 𝑏) ∩

𝑖⋂︁
𝑡=0

𝐴𝑡(𝑘𝑡; 𝑟𝑡;𝑥
𝑡)
)︁
=

= P
(︁
𝐴𝑖+1(𝑘𝑖+1; 𝑟𝑖+1;𝑥

𝑖+1)
⃒⃒⃒
𝐵𝑖(𝑎; 𝑏) ∩ 𝐴𝑖(𝑘𝑖; 𝑟𝑖;𝑥

𝑖)
)︁

в выражение (2.4), получим

P
(︁
𝐴𝑖+1(𝑘𝑖+1; 𝑟𝑖+1;𝑥

𝑖+1)
⃒⃒⃒ 𝑖⋂︁
𝑡=0

𝐴𝑡(𝑘𝑡; 𝑟𝑡;𝑥
𝑡)
)︁
=

=
∑︁

𝑎∈𝑍4
+,𝑏∈𝑍4

+

P
(︁
𝐵𝑖(𝑎; 𝑏)

⃒⃒⃒
𝐴𝑖(𝑘𝑖; 𝑟𝑖;𝑥

𝑖)
)︁
×

×P
(︁
𝐴𝑖+1(𝑘𝑖+1; 𝑟𝑖+1;𝑥

𝑖+1)
⃒⃒⃒
𝐵𝑖(𝑎; 𝑏) ∩ 𝐴𝑖(𝑘𝑖; 𝑟𝑖;𝑥

𝑖)
)︁
. (2.5)

По формуле полной вероятности раскроем правую часть равенства (2.3):

P
(︁
𝐴𝑖+1(𝑘𝑖+1; 𝑟𝑖+1;𝑥

𝑖+1)
⃒⃒⃒
𝐴𝑖(𝑘𝑖; 𝑟𝑖;𝑥

𝑖)
)︁
=

=
∑︁

𝑎∈𝑍4
+,𝑏∈𝑍4

+

P
(︁
𝐵𝑖(𝑎; 𝑏)

⃒⃒⃒
𝐴𝑖(𝑘𝑖; 𝑟𝑖;𝑥

𝑖)
)︁
×

×P
(︁
𝐴𝑖+1(𝑘𝑖+1; 𝑟𝑖+1;𝑥

𝑖+1)
⃒⃒⃒
𝐵𝑖(𝑎; 𝑏) ∩ 𝐴𝑖(𝑘𝑖; 𝑟𝑖;𝑥

𝑖)
)︁
. (2.6)

Таким образом, из равенств (2.5) и (2.6) следует равенство (2.3).

Естественным теперь поставить вопрос о том, какие из компонент мар­
ковской цепи {(Γ𝑖,κ𝑖); 𝑖 > 0} также образуют марковскую цепь. Из формулы
(1.3) видно, что состояние прибора Γ𝑖 влияет на то, каким будет следующее
состояние Γ𝑖+1 и, следовательно, каким будет его продолжительность. Продол­
жительность нахождения прибора в конкретном состоянии влияет на то, какое
количество требований успеет поступить по очередям 𝑂1, 𝑂2, 𝑂3 и 𝑂4. Также
из формулы (1.3) следует, что Γ𝑖+1 зависит также от состояния κ3,𝑖 очереди 𝑂3.
Оказывается, что в смысле марковского свойства последовательность {(Γ𝑖,κ3,𝑖);

𝑖 > 0} является самодостаточной.
По аналогии с предыдущим утверждением, докажем марковость последо­

вательности {(Γ𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0}, описывающую динамику изменения состояния
обслуживающего устройства и низкоприоритетной очереди 𝑂3.

Теорема 3. Пусть Γ0 = Γ(𝑘,𝑟) ∈ Γ и κ3,0 = 𝑥3,0 ∈ Z+ фиксированы. Тогда по­
следовательность {(Γ𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0} является однородной счетной цепью Мар­
кова.



45

Доказательство. Для доказательства необходимо проверить равенство:

P({ω : Γ𝑖+1 = Γ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1),κ3,𝑖+1 = 𝑥3,𝑖+1}| ∩𝑖
𝑡=0 {ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ3,𝑡 = 𝑥3,𝑡}) =

= P({ω : Γ𝑖+1 = Γ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1),κ3,𝑖+1 = 𝑥3,𝑖+1}|{ω : Γ𝑖 = Γ(𝑘𝑖,𝑟𝑖),κ3,𝑖 = 𝑥3,𝑖}) (2.7)

Действительно, поскольку Γ𝑖+1 функционально выражается через Γ𝑖 и κ3,𝑖 (см.
условие (1.3)), то

P({ω : Γ𝑖+1 = Γ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1),κ3,𝑖+1 = 𝑥3,𝑖+1}| ∩𝑖
𝑡=0 {ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡}) =

= δΓ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1),ℎ(Γ(𝑘𝑖,𝑟𝑖),𝑥3,𝑖)
×P({ω : κ3,𝑖+1 = 𝑥3,𝑖+1}|∩𝑖

𝑡=0{ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡})

для Γ(𝑘𝑖,𝑟𝑖) ∈ Γ, 𝑥3,𝑖 ∈ Z+, 𝑖 > 0. Учитывая равенство (1.26), убеждаемся, что
вероятность

P({ω : Γ𝑖+1 = Γ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1),κ3,𝑖+1 = 𝑥3,𝑖+1}| ∩𝑖
𝑡=0 {ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡})

равна

δΓ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1),ℎ(Γ(𝑘𝑖,𝑟𝑖),𝑥3,𝑖)
× ̃︀ϕ3(𝑘𝑖+1, 𝑟𝑖+1, ℎ𝑇 (Γ

(𝑘𝑖,𝑟𝑖), 𝑥3,𝑖), 𝑥3,𝑖, 𝑥3,𝑖+1)

и зависит только от значений пар (Γ𝑖,κ3,𝑖) и (Γ𝑖+1,κ3,𝑖+1). Следовательно,

P({ω : Γ𝑖+1 = Γ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1),κ3,𝑖+1 = 𝑥3,𝑖+1}| ∩𝑖
𝑡=0 {ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ𝑡 = 𝑥𝑡}) =

= P({ω : Γ𝑖+1 = Γ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1),κ3,𝑖+1 = 𝑥3,𝑖+1}|{ω : Γ𝑖 = Γ(𝑘𝑖,𝑟𝑖),κ3,𝑖 = 𝑥3,𝑖}) =
= P({ω : Γ𝑖+1 = Γ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1),κ3,𝑖+1 = 𝑥3,𝑖+1}| ∩𝑖

𝑡=0 {ω : Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ3,𝑡 = 𝑥3,𝑡}),

что доказывает марковость последовательности {(Γ𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0}.

Убедившись в марковости последовательностей {(Γ𝑖,κ𝑖); 𝑖 > 0} и
{(Γ𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0}, приведем формулы для вычисления их одношаговых пе­
реходных вероятностей. Для этого введем множество Atrans = Atrans(𝑥, 𝑥̃, 𝑘, 𝑟),
𝑥, 𝑥̃ ∈ Z4

+ и Γ(𝑘,𝑟), Γ(𝑘,𝑟) = ℎ(Γ(𝑘,𝑟), 𝑥3) ∈ Γ, и определим его следующим образом:

Atrans(𝑥, 𝑥̃, 𝑘, 𝑟) = A0
trans(𝑥, 𝑥̃, 𝑘, 𝑟) ∩ A1

trans(𝑥, 𝑥̃, 𝑘, 𝑟) ∩ A2
trans(𝑥, 𝑥̃, 𝑘, 𝑟), (2.8)

A0
trans(𝑥, 𝑥̃, 𝑘, 𝑟) = {(𝑎1, 𝑎2) ∈ Z2

+ : 𝑎2 = min {ℓ(𝑘, 𝑟, 1), 𝑥1 + 𝑎1}+ 𝑥4 − 𝑥̃4}, (2.9)

A1
trans(𝑥, 𝑥̃, 𝑘, 𝑟) = {(𝑎1, 𝑎2) ∈ Z2

+ : 𝑥̃1 = max {0, 𝑥1 + 𝑎1 − ℓ(𝑘, 𝑟, 1)}}, (2.10)

A2
trans(𝑥, 𝑥̃, 𝑘, 𝑟) = {(𝑎1, 𝑎2) ∈ Z2

+ : 𝑥̃2 = max {0, 𝑥2 + 𝑎2 − ℓ(𝑘, 𝑟, 2)}}. (2.11)

Множества A0
trans(𝑥, 𝑥̃, 𝑘, 𝑟), A1

trans(𝑥, 𝑥̃, 𝑘, 𝑟) и A2
trans(𝑥, 𝑥̃, 𝑘, 𝑟) состоят из тех пар

(𝑎1, 𝑎2) количеств требований в очередях 𝑂1 и 𝑂2, которые могут иметь место



46

в нашей абстрактной управляющей системе Ляпунова–Яблонского в соответ­
ствии с уравнениями (1.3), (1.5), (1.6), (1.9). А именно, содержательный смысл
множества A0

trans(𝑥, 𝑥̃, 𝑘, 𝑟) состоит в том, что оно учитывает количество требо­
ваний в очереди 𝑂4 на текущем и следующем тактах: 𝑥4 и 𝑥̃4, — а также учи­
тывает знание количества требований, находившихся и пришедших в очередь
𝑂1. Множество A1

trans(𝑥, 𝑥̃, 𝑘, 𝑟) учитывает изменение количества требований в
очереди 𝑂1: 𝑥1 и 𝑥̃1. И наконец, множество A2

trans(𝑥, 𝑥̃, 𝑘, 𝑟) контролирует изме­
нение количества требований 𝑥2 и 𝑥̃2 в очереди 𝑂2 на последовательных тактах
функционирования системы.

Теорема 4. Пусть 𝑥, 𝑥̃ ∈ Z4
+ и Γ(𝑘,𝑟), Γ(𝑘,𝑟) = ℎ(Γ(𝑘,𝑟), 𝑥3) ∈ Γ. Тогда пе­

реходные вероятности однородной счетной марковской цепи {(Γ𝑖,κ𝑖); 𝑖 > 0}
вычисляются по следующей формуле:

P({ω : Γ𝑖+1 = Γ(𝑘,𝑟),κ𝑖+1 = 𝑥̃}|{ω : Γ𝑖 = Γ(𝑘,𝑟),κ𝑖 = 𝑥}) =

= ̃︀ϕ3(𝑘, 𝑟, ℎ𝑇 (Γ
(𝑘,𝑟), 𝑥3), 𝑥3, 𝑥̃3)×

∑︁
(𝑎1,𝑎2)∈Atrans

ϕ1(𝑎1, ℎ𝑇 (Γ
(𝑘,𝑟), 𝑥3))ψ(𝑎2, 𝑥4, 𝑝𝑘,𝑟).

(2.12)

Доказательство. В случае если Γ(𝑘,𝑟) = ℎ(Γ(𝑘,𝑟), 𝑥3), искомая вероятность упро­
стится следующим образом:

P(𝐴𝑖+1(𝑘, 𝑟, 𝑥̃)|𝐴𝑖(𝑘, 𝑟, 𝑥)) = P({ω : κ𝑖+1 = 𝑥̃}|𝐴𝑖(𝑘, 𝑟, 𝑥)).

Здесь используются те же обозначения для множеств 𝐴𝑖(𝑘, 𝑟, 𝑥), что и в выра­
жении (2.2).

По аналогии с выводом формул (1.25) и (1.26), для доказательства вос­
пользуемся формулой полной вероятности:

P({ω : κ𝑖+1 = 𝑥̃}|𝐴𝑖(𝑘, 𝑟, 𝑥)) =
∑︁

𝑎,𝑏∈Z4
+

P({ω : η𝑖 = 𝑎, ξ𝑖 = 𝑏}|𝐴𝑖(𝑘, 𝑟, 𝑥))×

×P({ω : κ𝑖+1 = 𝑥̃}|𝐴𝑖(𝑘, 𝑟, 𝑥) ∩ {ω : η𝑖 = 𝑎; ξ𝑖 = 𝑏}).

Учтем формулы (1.9) и (1.23):

P({ω : κ𝑖+1 = 𝑥̃}|{ω : Γ𝑖 = Γ(𝑘,𝑟),κ𝑖 = 𝑥}) =
∑︁

𝑎,𝑏∈Z4
+

ϕ(𝑎, 𝑘, 𝑟, 𝑥)ζ(𝑏, 𝑘, 𝑟, 𝑥)×

×P({ω : κ𝑖+1 = 𝑥̃}|{ω : Γ𝑖 = Γ(𝑘,𝑟),κ𝑖 = 𝑥,η𝑖 = 𝑎, ξ𝑖 = 𝑏}).
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Из условий (1.5) и (1.6) следует

P({ω : κ𝑖+1 = 𝑥̃}|{ω : Γ𝑖 = Γ(𝑘,𝑟),κ𝑖 = 𝑥}) =
∑︁

𝑎,𝑏∈Z4
+

ϕ(𝑎, 𝑘, 𝑟, 𝑥)ζ(𝑏, 𝑘, 𝑟, 𝑥)×

× δ𝑥̃1,max {0,𝑥1+𝑎1−𝑏1} × δ𝑥̃3,max {0,𝑥3+𝑎3−𝑏3} × δ𝑥̃2,max {0,𝑥2+𝑎2−𝑏2} × δ𝑥̃4,𝑥4+𝑎4−𝑎2

Раскроем функции ϕ(·, ·, ·, ·) и ζ(·, ·, ·, ·) и перегруппируем множители:

P({ω : κ𝑖+1 = 𝑥̃}|{Γ𝑖 = Γ(𝑘,𝑟),κ𝑖 = 𝑥}) =

=
∑︁

𝑎1,𝑏1∈Z+

ϕ1(𝑎1, ℎ𝑇 (Γ
(𝑘,𝑟), 𝑥3))δ𝑏1,ℓ(𝑘,𝑟,1)δ𝑥̃1,max {0,𝑥1+𝑎1−𝑏1}×

×
∑︁

𝑎3,𝑏3∈Z+

ϕ3(𝑎3, ℎ𝑇 (Γ
(𝑘,𝑟), 𝑥3))δ𝑏3,ℓ(𝑘,𝑟,3)δ𝑥̃3,max {0,𝑥3+𝑎3−𝑏3}×

×
∑︁

𝑎2,𝑏2∈Z+

ψ(𝑎2, 𝑥4, 𝑝𝑘,𝑟)δ𝑏2,ℓ(𝑘,𝑟,2)δ𝑥̃2,max {0,𝑥2+𝑎2−𝑏2}×

×
∑︁

𝑎4,𝑏4∈Z+

δ𝑎4,min {ℓ(𝑘,𝑟,1),𝑥1+𝑎1}δ𝑏4,𝑥4
δ𝑥̃4,𝑥4+𝑎4−𝑎2.

Поскольку произведение δ𝑥̃4,𝑥4+𝑎4−𝑎2 × δ𝑎4,min {ℓ(𝑘,𝑟,1),𝑥1+𝑎1} отлично от нуля, если
и только если 𝑎2 = min {ℓ(𝑘, 𝑟, 1), 𝑥1 + 𝑎1}+ 𝑥4 − 𝑥̃4, то

P({ω : κ𝑖+1 = 𝑥̃}|{ω : Γ𝑖 = Γ(𝑘,𝑟),κ𝑖 = 𝑥}) =

=
∑︁
𝑎3∈Z+

ϕ3(𝑎3, ℎ𝑇 (Γ
(𝑘,𝑟), 𝑥3))δ𝑥̃3,max {0,𝑥3+𝑎3−ℓ(𝑘,𝑟,3)} ×

∑︁
𝑎1∈Z+

ϕ1(𝑎1, ℎ𝑇 (Γ
(𝑘,𝑟), 𝑥3))×

×ψ(𝑎2, 𝑥4, 𝑝𝑘,𝑟)× δ𝑥̃1,max {0,𝑥1+𝑎1−ℓ(𝑘,𝑟,1)}δ𝑥̃2,max {0,𝑥2+𝑎2−ℓ(𝑘,𝑟,2)}.

Из определений (1.24) видно, что∑︁
𝑎3∈Z+

ϕ3(𝑎3, ℎ𝑇 (Γ
(𝑘,𝑟), 𝑥3))δ𝑥̃3,max {0,𝑥3+𝑎3−ℓ(𝑘,𝑟,3)} = ϕ̃3(𝑘, 𝑟, ℎ𝑇 (Γ

(𝑘,𝑟), 𝑥3), 𝑥̃3),

значит,

P({ω : κ𝑖+1 = 𝑥̃}|{ω : Γ𝑖 = Γ(𝑘,𝑟),κ𝑖 = 𝑥}) = ϕ̃3(𝑘, 𝑟, ℎ𝑇 (Γ
(𝑘,𝑟), 𝑥3), 𝑥̃3)×

×
∑︁
𝑎1∈Z+

ϕ1(𝑎1, ℎ𝑇 (Γ
(𝑘,𝑟), 𝑥3))ψ(𝑎2, 𝑥4, 𝑝𝑘,𝑟)×

× δ𝑥̃1,max {0,𝑥1+𝑎1−ℓ(𝑘,𝑟,1)}δ𝑥̃2,max {0,𝑥2+𝑎2−ℓ(𝑘,𝑟,2)}.

что есть в точности (2.12).
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Таким образом, в нашем арсенале теперь есть вид переходных вероятно­
стей цепи {(Γ𝑖,κ𝑖); 𝑖 > 0} и, следовательно, можем постараться найти множе­
ство ее существенных состояний. Сформулируем аналогичный результат для
цепи {(Γ𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0}.

Теорема 5. Пусть 𝑥3, 𝑥̃3 ∈ Z+ и Γ(𝑘,𝑟) ∈ Γ, Γ(𝑘,𝑟) = ℎ(Γ(𝑘,𝑟), 𝑥3) ∈ Γ. Тогда
переходные вероятности однородной счетной марковской цепи

{(Γ𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0}

вычисляются по следующей формуле:

P({ω : Γ𝑖+1 = Γ(𝑘,𝑟),κ3,𝑖+1 = 𝑥̃}|{ω : Γ𝑖 = Γ(𝑘,𝑟),κ3,𝑖 = 𝑥}) =
= ̃︀ϕ3(𝑘, 𝑟, ℎ𝑇 (Γ

(𝑘,𝑟), 𝑥3), 𝑥3, 𝑥̃3). (2.13)

Доказательство. Доказательство следует из равенства (1.26).

2.2 Классификация состояний управляющей системы
Ляпунова–Яблонского как марковской цепи

Теперь найдем множество существенных состояний марковской цепи
{(Γ𝑖,κ𝑖); 𝑖 > 0}, которая описывает динамику исследуемой в работе управляю­
щей системы. Мы последовательно рассмотрим состояния разного вида и опре­
делим сообщающиеся подклассы.

На первом этапе докажем, что состояния вида

(Γ(0,𝑟), 𝑥̃), 𝑟 = 1, 𝑛0, 𝑥̃ = (0, 0, 𝐿+ 1, 0),

являются существенными (леммы 1, 2, 3). Лемма 1, в частности, говорит о том,
что из состояний продления с произвольным количеством требований в очере­
дях 𝑂1, 𝑂2 и 𝑂4 можно перейти с ненулевой вероятностью также в состояние
продления, но с пустыми очередями 𝑂1, 𝑂2 и 𝑂4.

Лемма 1. Состояния вида

(Γ(0,𝑟), (0, 0, 𝑥̃3, 0)), 𝑟 = 1, 𝑛0, 𝑥̃3 > 𝑥3,0,
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достижимы из состояний вида

(Γ(0,𝑟0), 𝑥0), 𝑟0 = 1, 𝑛0, 𝑥
0 ∈ Z4

+, 𝑥
0 = (𝑥1,0, 𝑥2,0, 𝑥3,0, 𝑥4,0), 𝑥3,0 6 𝐿.

Доказательство. Для доказательства достаточно показать, что существует та­
кое натуральное число 𝑁 , что

P({ω : Γ𝑁 = Γ(0,𝑟),κ𝑁 = (0, 0, 𝑥̃3, 0)}|{ω : Γ0 = Γ(0,𝑟0),κ0 = 𝑥0}) > 0.

Докажем сначала, что вероятность каждого шага в цепочке

(Γ(0,𝑟0), 𝑥0) → (Γ(0,𝑟0⊕01), 𝑥1) → (Γ(0,𝑟0⊕02), 𝑥2) → . . . → (Γ(0,𝑟0⊕0𝑁2), 𝑥𝑁2)

для любого 𝑁2 > 0 положительна. Вектора 𝑥𝑗, 𝑗 > 1, определим ниже.
Пусть система стартовала в состоянии (Γ0,κ0) = (Γ(0,𝑟0), 𝑥0). Из формул

(1.2) и (1.3) следует, что

Γ1 = ℎ(Γ0,κ3,0) = ℎ(Γ(0,𝑟0), 𝑥3,0) = Γ(0,𝑟0⊕01).

Положим

𝑥1 = (𝑥1,1, 𝑥2,1, 𝑥3,1, 𝑥4,1) = (max {0, 𝑥1,0 − ℓ(0, 𝑟0 ⊕0 1, 1)};
max {0, 𝑥2,0 + 𝑥4,0 − ℓ(0, 𝑟0 ⊕0 1, 2)};𝑥3,0; min {𝑥1,0, ℓ(0, 𝑟0 ⊕0 1, 1)}) .

Тогда, учитывая формулу (2.12), имеем

P({ω : Γ1 = Γ(0,𝑟0⊕01),κ1 = 𝑥1}|{ω : Γ0 = Γ(0,𝑟0),κ0 = 𝑥0) =

= ̃︀ϕ3(0, 𝑟0 ⊕0 1, 𝑇
(0,𝑟0⊕01), 𝑥3,0, 𝑥3,0})×

×
∑︁

(𝑎1,𝑎2)∈Atrans

ϕ1(𝑎1, 𝑇
(0,𝑟0⊕01))ψ(𝑎2, 𝑥4,0, 𝑝0,𝑟0⊕01), (2.14)

где множество Atrans не пусто и содержит, как минимум, один элемент (𝑎1, 𝑎2) =

= (0, 𝑥4,0), поскольку из соотношений (2.8)–(2.11) имеем

Atrans = Atrans(𝑥
0, 𝑥1, 0, 𝑟0 ⊕0 1) = A0

trans ∩ A1
trans ∩ A2

trans,

A0
trans = {(𝑎1, 𝑎2) ∈ Z2

+ : 𝑎2 = min {ℓ(0, 𝑟0 ⊕0 1, 1), 𝑥1,0 + 𝑎1}+ 𝑥4,0 − 𝑥4,1},
A1

trans = {(𝑎1, 𝑎2) ∈ Z2
+ : 𝑥1,1 = max {0, 𝑥1,0 + 𝑎1 − ℓ(0, 𝑟0 ⊕0 1, 1)}},

A2
trans = {(𝑎1, 𝑎2) ∈ Z2

+ : 𝑥2,1 = max {0, 𝑥2,0 + 𝑎2 − ℓ(0, 𝑟0 ⊕0 1, 2)}}.
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Действительно, при 𝑥4,1 = min {𝑥1,0, ℓ(0, 𝑟0 ⊕0 1, 1)} и 𝑎1 = 0 условие для 𝑎2 во
множестве A0

trans примет вид:

𝑎2 = min {ℓ(0, 𝑟0 ⊕0 1, 1), 𝑥1,0 + 𝑎1}+ 𝑥4,0 −min {𝑥1,0, ℓ(0, 𝑟0 ⊕0 1, 1)} =

= 𝑥4,0 +min {ℓ(0, 𝑟0 ⊕0 1, 1), 𝑥1,0 + 𝑎1} −min {𝑥1,0, ℓ(0, 𝑟0 ⊕0 1, 1)} = 𝑥4,0.

При 𝑥1,1 = max {0, 𝑥1,0 − ℓ(0, 𝑟0 ⊕0 1, 1)}, 𝑎1 = 0 условие для 𝑎2 во множестве
A1

trans примет вид:

max {0, 𝑥1,0 − ℓ(0, 𝑟0 ⊕0 1, 1)} = max {0, 𝑥1,0 + 𝑎1 − ℓ(0, 𝑟0 ⊕0 1, 1)}.

И при 𝑥2,1 = max {0, 𝑥2,0 + 𝑥4,0 − ℓ(0, 𝑟0 ⊕0 1, 2)} условие для 𝑎2 во множестве
A2

trans примет вид:

max {0, 𝑥2,0 + 𝑥4,0 − ℓ(0, 𝑟0 ⊕0 1, 2)} = max {0, 𝑥2,0 + 𝑎2 − ℓ(0, 𝑟0 ⊕0 1, 2)}.

Следовательно, множество Atrans(𝑥
0, 𝑥1, 0, 𝑟0 ⊕0 1) не пусто. Из определения

(1.24) находим

̃︀ϕ3(0, 𝑟0 ⊕0 1, 𝑇
(0,𝑟0⊕01), 𝑥3,0, 𝑥3,0) =

= (1− δ𝑥3,1,0)ϕ3(𝑥3,0 + ℓ(0, 𝑟0 ⊕0 1, 3)− 𝑥3,0, 𝑇
(0,𝑟0⊕01))+

+ δ𝑥3,1,0

ℓ(0,𝑟0⊕01,3)−𝑥3,0∑︁
𝑎=0

ϕ3(𝑎, 𝑇
(0,𝑟0⊕01)) >

> (1− δ𝑥3,1,0)ϕ3(𝑥3,0 + ℓ(0, 𝑟0 ⊕0 1, 3)− 𝑥3,0, 𝑇
(0,𝑟0⊕01))+

+ δ𝑥3,1,0ϕ3(0, 𝑇
(0,𝑟0⊕01)) > 0.

Поскольку 1 > 𝑝0,𝑟0⊕01 > 0, то

ψ(𝑥4,0, 𝑥4,0, 𝑝0,𝑟0⊕01) = 𝐶𝑥4,0
𝑥4,0

𝑝
𝑥4,0

0,𝑟0⊕01
> 0, ϕ1(0, 𝑇

(0,𝑟0⊕01)) > 0.

Следовательно, выражение (2.14) преобразуется следующим образом:

P({ω : Γ1 = Γ(0,𝑟0⊕01),κ1 = 𝑥1}|{ω : Γ0 = Γ(0,𝑟0),κ0 = 𝑥0}) >
> ̃︀ϕ3(0, 𝑟0 ⊕0 1, 𝑇

(0,𝑟0⊕01), 𝑥3,0, 𝑥3,0)×ϕ1(0, 𝑇
(0,𝑟0⊕01))ψ(𝑥4,0, 𝑥4,0, 𝑝0,𝑟0⊕01) > 0.

Таким образом, вероятность за один такт перейти из состояния (Γ(0,𝑟0), 𝑥0) в
состояние (Γ(0,𝑟0⊕01), 𝑥1) положительна.
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Поскольку никаких ограничений на вектор 𝑥0 ∈ Z4
+, кроме 𝑥3,0 6 𝐿, нало­

жено не было, то аналогичными рассуждениями (положив 𝑥0 = 𝑥1 и 𝑥1 = 𝑥2)
можем получить

P({ω : Γ2 = Γ(0,𝑟0⊕02),κ2 = 𝑥2}|{ω : Γ1 = Γ(0,𝑟0⊕01),κ1 = 𝑥1}) > 0,

для

𝑥2 = (max {0, 𝑥1,1 − ℓ(0, 𝑟0 ⊕0 2, 1)};
max {0, 𝑥2,1 + 𝑥4,1 − ℓ(0, 𝑟0 ⊕0 2, 2)};𝑥3,0; min {𝑥1,1, ℓ(0, 𝑟0 ⊕0 2, 1)}) .

В общем случае

P({ω : Γ𝑗+1 = Γ(0,𝑟0⊕0𝑗+1),κ𝑗+1 = 𝑥𝑗+1}|{ω : Γ𝑗 = Γ(0,𝑟0⊕0𝑗),κ𝑗 = 𝑥𝑗}) > 0,

для

𝑥𝑗+1 = (max {0, 𝑥1,𝑗 − ℓ(0, 𝑟0 ⊕0 𝑗 + 1, 1)};
max {0, 𝑥2,𝑗 + 𝑥4,𝑗 − ℓ(0, 𝑟0 ⊕0 𝑗 + 1, 2)};𝑥3,0; min {𝑥1,𝑗, ℓ(0, 𝑟0 ⊕0 𝑗 + 1, 1)}) ,

для 𝑗 = 1, 2, . . ., 𝑁2. Число 𝑁2 будет определено ниже.
Так как для каждой очереди 𝑂𝑠, 𝑠 = 1, 2, 4, найдется состояние продле­

ния, в котором она обслуживается (состояния продления образуют цикл), т. е.
ℓ(0, 𝑟0 ⊕0 𝑗, 𝑠) > 0, то для некоторого 𝑁1 > 0 количество требований 𝑥1,𝑁1

, 𝑥2,𝑁1

и 𝑥4,𝑁1
в соответствующих очередях 𝑂1, 𝑂2 и 𝑂4 станет равным нулю, т.е.

P({ω : Γ𝑁1
= Γ(0,𝑟0⊕0𝑁1),κ𝑁1

= 𝑥𝑁1}|
{ω : Γ𝑁1−1 = Γ(0,𝑟0⊕0(𝑁1−1)),κ𝑁1−1 = 𝑥𝑁1−1}) > 0,

для 𝑥𝑁1 = (0; 0;𝑥3,0; 0). Поскольку все состояния продления образуют цикл, то
существует такое число 𝑁2 > 𝑁1, что 𝑟0 ⊕0 𝑁2 = 𝑟 ⊖0 1 и

P({ω : Γ𝑁2
= Γ(0,𝑟0⊕0𝑁2),κ𝑁2

= 𝑥𝑁2}|
{ω : Γ𝑁2−1 = Γ(0,𝑟0⊕0(𝑁2−1)),κ𝑁2−1 = 𝑥𝑁2−1}) > 0,

где 𝑥𝑁2 = (0, 0, 𝑥3,0, 0). Для завершения доказательства теперь необходимо рас­
смотреть переход

(Γ(0,𝑟0⊕0𝑁2), 𝑥𝑁2) → (Γ(0,𝑟), 𝑥𝑁2+1),
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то есть оценить вероятность перехода

P({ω : Γ𝑁2+1 = Γ(0,𝑟),κ𝑁2+1 = 𝑥𝑁2+1}|{ω : Γ𝑁2
= Γ(0,𝑟0⊕0𝑁2),κ𝑁2

= 𝑥𝑁2}),

где
(Γ𝑁2+1,κ𝑁2+1) = (Γ(0,𝑟0⊕0𝑁2)), 𝑥𝑁2+1) = (Γ(0,𝑟), (0, 0, 𝑥̃3, 0))

есть конечное состояние. Опять учитывая формулу (2.12), имеем

P({ω : Γ𝑁2+1 = Γ(0,𝑟),κ𝑁2+1 = 𝑥𝑁2+1}|{ω : Γ𝑁2
= Γ(0,𝑟0⊕0𝑁2),κ𝑁2

= 𝑥𝑁2}) =

= ̃︀ϕ3(0, 𝑟, 𝑇
(0,𝑟), 𝑥3,0, 𝑥̃3)×

∑︁
(𝑎1,𝑎2)∈Atrans

ϕ1(𝑎1, 𝑇
(0,𝑟))ψ(𝑎2, 0, 𝑝0,𝑟),

где множество Atrans не пусто и содержит, как минимум, один элемент (𝑎1, 𝑎2) =

= (0, 0), поскольку из соотношений (2.8)–(2.11) имеем

Atrans = Atrans(𝑥
𝑁2, 𝑥𝑁2+1, 0, 𝑟) = A0

trans ∩ A1
trans ∩ A2

trans,

A0
trans = {(𝑎1, 𝑎2) ∈ Z2

+ : 𝑎2 = min {ℓ(0, 𝑟, 1), 𝑎1}},
A1

trans = {(𝑎1, 𝑎2) ∈ Z2
+ : 0 = max {0, 𝑎1 − ℓ(0, 𝑟, 1)}},

A2
trans = {(𝑎1, 𝑎2) ∈ Z2

+ : 0 = max {0, 𝑎2 − ℓ(0, 𝑟, 2)}}.

Из определений (1.24) находим

̃︀ϕ3(0, 𝑟, 𝑇
(0,𝑟), 𝑥3,0, 𝑥̃3) > (1− δ𝑥̃3,0)ϕ3(𝑥̃3 + 0− 𝑥3,0, 𝑇

(0,𝑟)) + δ𝑥̃3,0ϕ3(0, 𝑇
(0,𝑟)) > 0.

Следовательно,

P({ω : Γ𝑁2+1 = Γ(0,𝑟),κ𝑁2+1 = 𝑥𝑁2+1}|{ω : Γ𝑁2
= Γ(0,𝑟0⊕0𝑁2),κ𝑁2

= 𝑥𝑁2}) >
> ̃︀ϕ3(0, 𝑟, 𝑇

(0,𝑟), 𝑥3,0, 𝑥̃3)×ϕ1(0, 𝑇
(0,𝑟))ψ(0, 0, 𝑝0,𝑟) > 0.

Положим 𝑁 = 𝑁2 + 1 и соберем все воедино:

P({ω : Γ𝑁 = Γ(0,𝑟),κ𝑁 = 𝑥𝑁}|{ω : Γ0 = Γ(0,𝑟0),κ0 = 𝑥0}) =
= P({ω : Γ𝑁2+1 = Γ(0,𝑟),κ𝑁2+1 = 𝑥𝑁2+1}|{ω : Γ0 = Γ(0,𝑟0),κ0 = 𝑥0}) >

> P(𝐶|{ω : Γ0 = Γ(0,𝑟0),κ0 = 𝑥0}),

где

𝐶 =

=
{︁
ω : Γ𝑁2+1 = Γ(0,𝑟),κ𝑁2+1 = 𝑥𝑁2+1

}︁
∩
{︁
ω : Γ𝑁2

= Γ(0,𝑟⊖01),κ𝑁2
= 𝑥𝑁2

}︁
∩ . . .

. . . ∩
{︁
ω : Γ2 = Γ(0,𝑟0⊕02),κ2 = 𝑥2

}︁
∩
{︁
ω : Γ1 = Γ(0,𝑟0⊕01),κ1 = 𝑥1

}︁
.
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Наконец, из теоремы умножения и марковского свойства заключаем, что

P
(︁{︁
ω : Γ𝑁 = Γ(0,𝑟),κ𝑁 = 𝑥𝑁

}︁ ⃒⃒⃒{︁
ω : Γ0 = Γ(0,𝑟0),κ0 = 𝑥0

}︁)︁
>

> P
(︁{︁
ω : Γ𝑁2+1 = Γ(0,𝑟),κ𝑁2+1 = 𝑥𝑁2+1

}︁ ⃒⃒⃒{︁
ω : Γ𝑁2

= Γ(0,𝑟⊖01),κ𝑁2
= 𝑥𝑁2

}︁)︁
×

×P
(︁{︁
ω : Γ𝑁2

= Γ(0,𝑟⊖01),κ𝑁2
= 𝑥𝑁2

}︁ ⃒⃒⃒{︁
ω : Γ𝑁2−1 = Γ(0,𝑟⊖02),κ𝑁2−1 = 𝑥𝑁2−1

}︁)︁
×

× . . .×P
(︁{︁
ω : Γ2 = Γ(0,𝑟0⊕02),κ2 = 𝑥2

}︁ ⃒⃒⃒{︁
ω : Γ1 = Γ(0,𝑟0⊕01),κ1 = 𝑥1

}︁)︁
×

×P
(︁{︁
ω : Γ1 = Γ(0,𝑟0⊕01),κ1 = 𝑥1

}︁ ⃒⃒⃒{︁
ω : Γ0 = Γ(0,𝑟0),κ0 = 𝑥0

}︁)︁
> 0,

что и требовалось доказать. Таким образом, каждый переход в цепочке перехо­
дов

(Γ(0,𝑟0), 𝑥0) → (Γ(0,𝑟0⊕01), 𝑥1) → (Γ(0,𝑟0⊕02), 𝑥2) → . . .

. . . → (Γ(0,𝑟0⊕0𝑁2), 𝑥𝑁2) → (Γ(0,𝑟), 𝑥𝑁2+1)

от начального до конечного состояний имеет ненулевую вероятность.

В лемме 2 покажем, как из произвольного состояния цикла 𝑘0 > 0 перейти
в состояние продления с заданным количеством требований 0, 0, 𝐿 + 1, 0 в
очередях 𝑂1, 𝑂2, 𝑂3, 𝑂4 соответственно.

Лемма 2. Состояния вида

(Γ(0,𝑟), 𝑥̃), 𝑟 = 1, 𝑛0, 𝑥̃ = (0, 0, 𝐿+ 1, 0),

достижимы из состояний вида

(Γ(𝑘0,𝑟0), 𝑥0), 𝑘0 > 0, 𝑟0 = 1, 𝑛𝑘0, 𝑥
0 ∈ Z4

+.

Доказательство. Для доказательства достаточно показать, что существует та­
кое натуральное число 𝑁 , что

P({ω : Γ𝑁 = Γ(0,𝑟),κ𝑁 = 𝑥̃}|{ω : Γ0 = Γ(𝑘0,𝑟0),κ0 = 𝑥0}) > 0.

Как и в предыдущей лемме рассмотрим сначала последовательность со­
стояний в рамках одного цикла с индексом 𝑘0:

(Γ(𝑘0,𝑟0), 𝑥0) → (Γ(𝑘0,𝑟0⊕𝑘0
1), 𝑥1) → (Γ(𝑘0,𝑟0⊕𝑘0

2), 𝑥2) → . . . → (Γ(𝑘0,𝑟0⊕𝑘0
𝑁1), 𝑥𝑁1),
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где 𝑥0 = (𝑥1,0, 𝑥2,0, 𝑥3,0, 𝑥4,0) и число 𝑁1 > 0 определено ниже. Пусть

𝑥𝑗+1 =

=
(︁
max

{︁
0, 𝑥1,𝑗 − ℓ(𝑘0, 𝑟0 ⊕𝑘0 𝑗 + 1, 1)

}︁
; max

{︁
0, 𝑥2,𝑗 − ℓ(𝑘0, 𝑟0 ⊕𝑘0 𝑗 + 1, 2)

}︁
;

max
{︁
0, 𝑥3,𝑗 − ℓ(𝑘0, 𝑟0 ⊕𝑘0 𝑗 + 1, 3)

}︁
;𝑥4,𝑗 +min

{︁
𝑥1,𝑗, ℓ(𝑘0, 𝑟0 ⊕𝑘0 𝑗 + 1, 1)

}︁)︁
,

𝑗 = 0, 𝑁1 − 1. Пусть далее 𝑁1 — это первый номер, при котором одновременно
выполнено два условия: 1) обслуживающее устройство находится в выходном
состоянии, то есть 𝑟0 ⊕𝑘0 𝑁1 = 𝑛𝑘0, и 2) количество требований в очереди 𝑂3 не
превышает порог 𝐿, то есть 𝑥3,𝑁1

6 𝐿. Такое 𝑁1 всегда существует, так как пока
𝑥3,𝑗 > 𝐿 и 𝑟0 ⊕𝑘0 𝑠 ̸= 𝑛0, обслуживающее устройство будет находиться в цикле
𝑘0 и периодически обслуживать третью очередь. То есть ℓ(𝑘0, 𝑟0 ⊕𝑘0 𝑠, 1) > 0

для некоторого 𝑠 ∈ {1, 2, . . . , 𝑛𝑘0}. Для доказательства существования 𝑁1 также
важно учесть, что в рассматриваемых нами графах переходов в каждом цикле
𝑘0 > 0 существует выходное состояние и притом только одно. Заметим, что
в случае 𝑥3,0 6 𝐿 и 𝑟0 = 𝑛𝑘0 можно положить 𝑁1 = 0, поэтому далее будем
предполагать это условие не выполненным.

Учитывая формулу (2.12) имеем

P({ω : Γ1 = Γ(𝑘0,𝑟0⊕𝑘0
1),κ1 = 𝑥1}|{ω : Γ0 = Γ(𝑘0,𝑟0),κ0 = 𝑥0}) =

= ̃︀ϕ3(𝑘0, 𝑟0 ⊕𝑘0 1, 𝑇
(𝑘0,𝑟0⊕𝑘0

1), 𝑥3,0,max {0, 𝑥3,0 − ℓ(𝑘0, 𝑟0 ⊕𝑘0 1, 3)})×

×
∑︁

(𝑎1,𝑎2)∈Atrans

ϕ1(𝑎1, 𝑇
(𝑘0,𝑟0⊕𝑘0

1))ψ(𝑎2, 𝑥4,0, 𝑝𝑘0,𝑟0⊕𝑘0
1),

где множество Atrans не пусто и содержит, как минимум, один элемент (𝑎1, 𝑎2) =

= (0, 0), поскольку из соотношений (2.8)–(2.11) имеем

Atrans(𝑥
0, 𝑥1, 𝑘0, 𝑟0 ⊕𝑘0 1) = A0

trans ∩ A1
trans ∩ A2

trans,

и

A0
trans = {(𝑎1, 𝑎2) ∈ Z2

+ : 𝑎2 = min {ℓ(𝑘0, 𝑟0 ⊕𝑘0 1, 1), 𝑥1,0 + 𝑎1}+ 𝑥4,0−
− 𝑥4,0 −min {𝑥1,0, ℓ(𝑘0, 𝑟0 ⊕𝑘0 1, 1)}},

A1
trans = {(𝑎1, 𝑎2) ∈ Z2

+ : max {0, 𝑥1,0 − ℓ(𝑘0, 𝑟0 ⊕𝑘0 1, 1)} =

= max {0, 𝑥1,0 + 𝑎1 − ℓ(𝑘0, 𝑟0 ⊕𝑘0 1, 1)}},
A2

trans = {(𝑎1, 𝑎2) ∈ Z2
+ : max {0, 𝑥2,0 − ℓ(𝑘0, 𝑟0 ⊕𝑘0 1, 2)} =

= max {0, 𝑥2,0 + 𝑎2 − ℓ(𝑘0, 𝑟0 ⊕𝑘0 1, 2)}}.
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Из определений (1.24) находим

̃︀ϕ3(𝑘0, 𝑟0 ⊕𝑘0 1, 𝑇
(𝑘0,𝑟0⊕𝑘0

1), 𝑥3,0,max {0, 𝑥3,0 − ℓ(𝑘0, 𝑟0 ⊕𝑘0 1, 3)}) =
= (1− δmax {0,𝑥3,0−ℓ(𝑘0,𝑟0⊕𝑘0

1,3)},0)×
×ϕ3(max {0, 𝑥3,0 − ℓ(𝑘0, 𝑟0 ⊕𝑘0 1, 3)}+ ℓ(𝑘0, 𝑟0 ⊕𝑘0 1, 3)− 𝑥3,0, 𝑇

(𝑘0,𝑟0⊕𝑘0
1))+

+ δmax {0,𝑥3,0−ℓ(𝑘0,𝑟0⊕𝑘0
1,3)},0

ℓ(𝑘0,𝑟0⊕𝑘0
1,3)−𝑥3,0∑︁

𝑎=0

ϕ3(𝑎, 𝑇
(𝑘0,𝑟0⊕𝑘0

1)),

а после приведения подобных слагаемых, получим

̃︀ϕ3(𝑘0, 𝑟0 ⊕𝑘0 1, 𝑇
(𝑘0,𝑟0⊕𝑘0

1), 𝑥3,0,max {0, 𝑥3,0 − ℓ(𝑘0, 𝑟0 ⊕𝑘0 1, 3)}) =
= (1− δmax {0,𝑥3,0−ℓ(𝑘0,𝑟0⊕𝑘0

1,3)},0)×ϕ3(0, 𝑇
(𝑘0,𝑟0⊕𝑘0

1))+

+ δmax {0,𝑥3,0−ℓ(𝑘0,𝑟0⊕𝑘0
1,3)},0

ℓ(𝑘0,𝑟0⊕𝑘0
1,3)−𝑥3,0∑︁

𝑎=0

ϕ3(𝑎, 𝑇
(𝑘0,𝑟0⊕𝑘0

1)) >

> (1− δmax {0,𝑥3,0−ℓ(𝑘0,𝑟0⊕𝑘0
1,3)},0)×ϕ3(0, 𝑇

(𝑘0,𝑟0⊕𝑘0
1))+

+ δmax {0,𝑥3,0−ℓ(𝑘0,𝑟0⊕𝑘0
1,3)},0ϕ3(0, 𝑇

(𝑘0,𝑟0⊕𝑘0
1)) = ϕ3(0, 𝑇

(𝑘0,𝑟0⊕𝑘0
1)) > 0.

Поскольку 1 > 𝑝𝑘0,𝑟0⊕𝑘0
1 > 0, то

ψ(0, 𝑥4,0, 𝑝𝑘0,𝑟0⊕𝑘0
1) = 𝐶0

𝑥4,0
(1− 𝑝𝑘0,𝑟0⊕𝑘0

1)
𝑥4,0 > 0, ϕ1(0, 𝑇

(𝑘0,𝑟0⊕𝑘0
1)) > 0.

Значит,

P({ω : Γ1 = Γ(𝑘0,𝑟0⊕𝑘0
1),κ1 = 𝑥1}|{ω : Γ0 = Γ(𝑘0,𝑟0),κ0 = 𝑥0}) >

> ̃︀ϕ3(𝑘0, 𝑟0 ⊕𝑘0 1, 𝑇
(𝑘0,𝑟0⊕𝑘0

1), 𝑥3,0, 𝑥3,1)ϕ1(0, 𝑇
(𝑘0,𝑟0⊕𝑘0

1))ψ(0, 𝑥4,0, 𝑝𝑘0,𝑟0⊕𝑘0
1) > 0.

Таким образом, вероятность за один такт перейти из состояния (Γ(𝑘0,𝑟0), 𝑥0) в
состояние (Γ(𝑘0,𝑟0⊕𝑘0

1), 𝑥1) положительна.
Аналогичные рассуждения верны и для произвольного 𝑗 = 1, 𝑁1 − 1 при

переходе из состояния (Γ(𝑘0,𝑟0⊕𝑘0
𝑗), 𝑥𝑗) в состояние (Γ(𝑘0,𝑟0⊕𝑘0

(𝑗+1)), 𝑥𝑗), поскольку
в качестве 𝑥0 был взят произвольный вектор из Z4

+, а в качестве Γ(𝑘0,𝑟0) — про­
извольное состояние цикла из Γ, 𝑘0 > 0. Единственным предположением было
лишь невозможность выхода из цикла на следующем такте: 𝑥0,𝑗 > 𝐿.

Теперь рассмотрим переход из выходного состояния (Γ𝑁1
,κ𝑁1

) =

= (Γ(𝑘0,𝑛𝑘0
), 𝑥𝑁1), 𝑥3,𝑁1

6 𝐿, цикла 𝑘0 в состояние продления (Γ𝑁1+1,κ𝑁1+1) =

= (Γ(0,𝑟1), 𝑥𝑁1+1), где 𝑟1 = ℎ1(Γ
(𝑘0,𝑛𝑘0

), 𝑥3,𝑁1
) и

𝑥𝑁1+1 = (max {0, 𝑥1,𝑁1
− ℓ(0, 𝑟1, 1)}; max {0, 𝑥2,𝑁1

− ℓ(0, 𝑟1, 2)};𝑥3,𝑁1
;

𝑥4,𝑁1
+min {𝑥1,𝑁1

, ℓ(0, 𝑟1, 1)}) .
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Из формулы (2.12) имеем

P({ω : Γ𝑁1+1 = Γ(0,𝑟1),κ𝑁1+1 = 𝑥𝑁1+1}|{ω : Γ𝑁1
= Γ(𝑘0,𝑛𝑘0

),κ𝑁1
= 𝑥𝑁1}) =

= ̃︀ϕ3(0, 𝑟1, 𝑇
(0,𝑟1), 𝑥3,𝑁1

, 𝑥3,𝑁1
)×

×
∑︁

(𝑎1,𝑎2)∈Atrans

ϕ1(𝑎1, 𝑇
(0,𝑟1))ψ(𝑎2, 𝑥4,𝑁1

, 𝑝0,𝑟1),

где множество Atrans не пусто и содержит, как минимум, один элемент (𝑎1, 𝑎2) =

= (0, 0), поскольку из соотношений (2.8)–(2.11) имеем

Atrans(𝑥
𝑁1, 𝑥𝑁1+1, 0, 𝑟1) = A0

trans ∩ A1
trans ∩ A2

trans,

A0
trans = {(𝑎1, 𝑎2) ∈ Z2

+ : 𝑎2 = min {ℓ(0, 𝑟1, 1), 𝑥1,𝑁1
+ 𝑎1}+ 𝑥4,𝑁1

− 𝑥4,𝑁1+1},
A1

trans = {(𝑎1, 𝑎2) ∈ Z2
+ : 𝑥1,𝑁1+1 = max {0, 𝑥1,𝑁1

+ 𝑎1 − ℓ(0, 𝑟1, 1)}},
A2

trans = {(𝑎1, 𝑎2) ∈ Z2
+ : 𝑥2,𝑁1+1 = max {0, 𝑥2,𝑁1

+ 𝑎2 − ℓ(0, 𝑟1, 2)}}.

Из определений (1.24) находим

̃︀ϕ3(0, 𝑟1, 𝑇
(0,𝑟1), 𝑥3,𝑁1

, 𝑥3,𝑁1
) =

= (1−δ𝑥3,𝑁1+1,0)×ϕ3(𝑥3,𝑁1+1+ ℓ(0, 𝑟1, 3)−𝑥3,𝑁1
, 𝑇 (0,𝑟1))+δ𝑥3,𝑁1+1,0ϕ3(0, 𝑇

(0,𝑟1)) =

= (1− δ𝑥3,𝑁1+1,0)×ϕ3(0, 𝑇
(0,𝑟1)) + δ𝑥3,𝑁1+1,0ϕ3(0, 𝑇

(0,𝑟1)) = ϕ3(0, 𝑇
(0,𝑟1)) > 0.

Значит,

P({ω : Γ𝑁1+1 = Γ(0,𝑟1),κ𝑁1+1 = 𝑥𝑁1+1}|{ω : Γ𝑁1
= Γ(𝑘0,𝑛𝑘0

),κ𝑁1
= 𝑥𝑁1}) >

> ϕ3(0, 𝑇
(0,𝑟1))×ϕ1(0, 𝑇

(0,𝑟1))ψ(0, 𝑥4,𝑁1
, 𝑝0,𝑟1) > 0,

и вероятность перейти из состояния (Γ(𝑘0,𝑛𝑘0
), 𝑥𝑁1) в состояние (Γ(0,𝑟1), 𝑥𝑁1+1) за

один такт положительна.
Таким образом, вероятность перейти из состояния (Γ(𝑘0,𝑟0), 𝑥0), 𝑘0 > 0,

𝑥0 ∈ Z4
+, в состояние

(Γ(0,𝑟1), 𝑥𝑁1+1), 𝑟1 = ℎ1(Γ
(𝑘0,𝑛𝑘0

), 𝑥3,𝑁1
) ∈ {1, 2, . . . , 𝑛0},

за (𝑁1+1) шагов положительна. По предыдущей лемме существует такое число
шагов 𝑁2 > 0, за которое можно перейти из состояния вида (Γ(0,𝑟1), 𝑥𝑁1+1) в
состояние (Γ(0,𝑟), (0, 0, 𝐿+ 1, 0)), 𝑟 = 1, 𝑛0. Полагая 𝑁 = 𝑁1 + 1 +𝑁2, получаем
утверждение леммы.
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Лемма 3 заключает о том, что состояния вида (Γ(0,𝑟), (0, 0, 𝐿+ 1, 0)) явля­
ются существенными. Наличие некоторого множества существенных состояний
позволит в дальнейшем найти все оставшиеся существенные состояния.

Лемма 3. Состояния вида

(Γ(0,𝑟), 𝑥̃), 𝑟 = 1, 𝑛0, 𝑥̃ = (0, 0, 𝐿+ 1, 0),

достижимы из любых состояний системы, то есть из состояний вида

(Γ(𝑘0,𝑟0), 𝑥0), 𝑘0 = 0, 𝑑, 𝑟0 = 1, 𝑛𝑘0, 𝑥
0 ∈ Z4

+.

Таким образом, состояния (Γ(0,𝑟), 𝑥̃) являются существенными.

Доказательство. Для доказательства достаточно показать, что существует та­
кое натуральное число 𝑁 , что

P({ω : Γ𝑁 = Γ(0,𝑟),κ𝑁 = 𝑥̃}|{ω : Γ0 = Γ(𝑘0,𝑟0),κ0 = 𝑥0}) > 0.

В леммах (1) и (2) решен вопрос для всех начальных состояний, кроме состо­
яний вида (Γ(0,𝑟0), 𝑥0), 𝑥3,0 > 𝐿. Но нетрудно проверить, что на следующем
такте (после состояния (Γ(𝑘0,𝑟0), 𝑥0)) с ненулевой вероятностью из этого состо­
яния можно перейти в состояние цикла вида (Γ(𝑘1,𝑟1), 𝑥1), где Γ(𝑘1,𝑟1) = ℎ3(𝑟0),
𝑘1 > 0, и

𝑥1 = (max {0, 𝑥1,0 − ℓ(𝑘1, 𝑟1, 1)}; max {0, 𝑥2,0 − ℓ(𝑘1, 𝑟1, 2)};
max {0, 𝑥3,0 − ℓ(𝑘1, 𝑟1, 3)};𝑥4,0 +min {𝑥1,0, ℓ(𝑘1, 𝑟1, 1)}) .

Действительно, из формулы (2.12) имеем

P({ω : Γ1 = Γ(𝑘1,𝑟1),κ1 = 𝑥1}|{ω : Γ0 = Γ(𝑘0,𝑟0),κ0 = 𝑥0}) =
= ̃︀ϕ3(𝑘1, 𝑟1, 𝑇

(𝑘1,𝑟1), 𝑥3,0,max {0, 𝑥3,0 − ℓ(𝑘1, 𝑟1, 3)})×

×
∑︁

(𝑎1,𝑎2)∈Atrans

ϕ1(𝑎1, 𝑇
(𝑘1,𝑟1))ψ(𝑎2, 𝑥4,0, 𝑝𝑘1,𝑟1),

где множество Atrans не пусто и содержит, как минимум, один элемент (𝑎1, 𝑎2) =

= (0, 0), поскольку из соотношений (2.8)–(2.11) имеем

Atrans(𝑥
0, 𝑥1, 𝑘1, 𝑟1) = A0

trans ∩ A1
trans ∩ A2

trans,

A0
trans = {(𝑎1, 𝑎2) ∈ Z2

+ : 𝑎2 = min {ℓ(𝑘1, 𝑟1, 1), 𝑥1,0 + 𝑎1}+ 𝑥4,0 − 𝑥4,1},
A1

trans = {(𝑎1, 𝑎2) ∈ Z2
+ : 𝑥1,1 = max {0, 𝑥1,0 + 𝑎1 − ℓ(𝑘1, 𝑟1, 1)}},

A2
trans = {(𝑎1, 𝑎2) ∈ Z2

+ : 𝑥2,1 = max {0, 𝑥2,0 + 𝑎2 − ℓ(𝑘1, 𝑟1, 2)}}.
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Из определений (1.24) находим

̃︀ϕ3(𝑘1, 𝑟1, 𝑇
(𝑘1,𝑟1), 𝑥3,0,max {0, 𝑥3,0 − ℓ(𝑘1, 𝑟1, 3)}) = (1− δ𝑥3,1,0)×

×ϕ3(max {0, 𝑥3,0 − ℓ(𝑘1, 𝑟1, 3)}+ ℓ(𝑘1, 𝑟1, 3)− 𝑥3,0, 𝑇
(𝑘1,𝑟1))+

+ δ𝑥3,1,0

ℓ(𝑘1,𝑟1,3)−𝑥3,0∑︁
𝑎=0

ϕ3(𝑎, 𝑇
(𝑘1,𝑟1)) > 0.

Значит,

P({ω : Γ1 = Γ(𝑘1,𝑟1),κ1 = 𝑥1}|{ω : Γ0 = Γ(𝑘0,𝑟0),κ0 = 𝑥0}) >
> ̃︀ϕ3(𝑘1, 𝑟1, 𝑇

(𝑘1,𝑟1), 𝑥3,0, 𝑥3,1)×ϕ1(0, 𝑇
(𝑘1,𝑟1))ψ(0, 𝑥4,0, 𝑝𝑘1,𝑟1) > 0.

Таким образом, вероятность за один такт перейти из состояния (Γ(𝑘0,𝑟0), 𝑥0) в
состояние (Γ(𝑘0,𝑟0⊕𝑘0

1), 𝑥1) положительна. Далее, по лемме (2) за 𝑁1 шагов можно
перейти в искомое конечное состояние (Γ(0,𝑟), (0, 0, 𝐿+1, 0)). Полагая 𝑁 = 𝑁1+1,
получаем утверждение леммы.

В леммах 4, 5, 6 определяются состояния, сообщающиеся с существенными
состояниями (Γ(0,𝑟0), 𝑥0), 𝑥0 = (0, 0, 𝐿+ 1, 0), 𝑟0 = 1, 𝑛0. Таким способом опреде­
лится все множество существенных состояний. В частности, лемма 4 касается
состояний циклов.

Лемма 4. Состояния вида

(Γ(𝑘,𝑟), 𝑥̃), 𝑥̃ = (0, 0, 𝑥̃3, 0)), 𝑥̃3 > max {0, 𝐿+ 1−
𝑟∑︁

𝑠=1

ℓ(𝑘, 𝑠, 3)},

𝑟 = 1, 𝑛𝑘, 𝑘 > 0,Γ(𝑘,1) = ℎ3(𝑟0),

достижимы из состояний вида

(Γ(0,𝑟0), 𝑥0), 𝑥0 = (0, 0, 𝐿+ 1, 0), 𝑟0 = 1, 𝑛0.

Доказательство. Для доказательства достаточно показать, что существует та­
кое натуральное число 𝑁 , что

P({ω : Γ𝑁 = Γ(𝑘,𝑟),κ𝑁 = 𝑥̃}|{ω : Γ0 = Γ(0,𝑟0),κ0 = 𝑥0}) > 0.
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Поскольку ℎ(Γ(0,𝑟0), 𝐿 + 1) = Γ(𝑘,1), то Γ1 = Γ(𝑘,1). Докажем, что вероятность
перехода за один такт из состояния (Γ(0,𝑟0), 𝑥0) в состояние (Γ(𝑘,1), 𝑥1), 𝑥1 =

= (0, 0,max {0, 𝐿+ 1− ℓ(𝑘, 1, 3)}, 0), положительна. Действительно, из форму­
лы (2.12) имеем

P({ω : Γ1 = Γ(𝑘,1),κ1 = 𝑥1}|{ω : Γ0 = Γ(0,𝑟0),κ0 = 𝑥0}) =

= ̃︀ϕ3(𝑘, 1, 𝑇
(𝑘,1), 𝑥3,0,max {0, 𝑥3,0 − ℓ(𝑘, 1, 3)})×

×
∑︁

(𝑎1,𝑎2)∈Atrans

ϕ1(𝑎1, 𝑇
(𝑘,1))ψ(𝑎2, 𝑥4,0, 𝑝𝑘,1),

где множество Atrans не пусто и содержит, как минимум, один элемент (𝑎1, 𝑎2) =

= (0, 0), поскольку из соотношений (2.8)–(2.11) имеем

Atrans(𝑥
0, 𝑥1, 𝑘, 1) = A0

trans

⋂︁
A1

trans

⋂︁
A2

trans,

A0
trans = {(𝑎1, 𝑎2) ∈ Z2

+ : 𝑎2 = min {ℓ(𝑘, 1, 1), 𝑥1,0 + 𝑎1}+ 𝑥4,0 − 𝑥4,1},
A1

trans = {(𝑎1, 𝑎2) ∈ Z2
+ : 𝑥1,1 = max {0, 𝑥1,0 + 𝑎1 − ℓ(𝑘1, 𝑟1, 1)}},

A2
trans = {(𝑎1, 𝑎2) ∈ Z2

+ : 𝑥2,1 = max {0, 𝑥2,0 + 𝑎2 − ℓ(𝑘1, 𝑟1, 2)}}.

При 𝑥1,0 = 𝑥4,0 = 𝑥4,1 = 0 множество A0
trans преобразуется следующим образом:

A0
trans = {(𝑎1, 𝑎2) ∈ Z2

+ : 𝑎2 = min {ℓ(𝑘, 1, 1), 𝑎1}}.

При 𝑥1,0 = 𝑥1,1 = 0 множество A1
trans преобразуется следующим образом:

A1
trans = {(𝑎1, 𝑎2) ∈ Z2

+ : 0 = max {0, 𝑎1 − ℓ(𝑘1, 𝑟1, 1)}}.

И при 𝑥2,1 = 𝑥2,0 = 0 множество A2
trans преобразуется следующим образом:

A2
trans = {(𝑎1, 𝑎2) ∈ Z2

+ : 0 = max {0, 𝑎2 − ℓ(𝑘1, 𝑟1, 2)}}.

Тем самым элемент (𝑎1, 𝑎2) = (0, 0) принадлежит множеству Atrans(𝑥
0, 𝑥1, 𝑘, 1).

Далее, из определений (1.24) находим

̃︀ϕ3(𝑘, 1, 𝑇
(𝑘,1), 𝑥3,0,max {0, 𝑥3,0 − ℓ(𝑘, 1, 3)}) = (1− δ𝑥3,1,0)×

×ϕ3(max {0, 𝑥3,0 − ℓ(𝑘, 1, 3)}+ ℓ(𝑘, 1, 3)− 𝑥3,0, 𝑇
(𝑘,1))+

+ δ𝑥3,1,0

ℓ(𝑘,1,3)−𝑥3,0∑︁
𝑎=0

ϕ3(𝑎, 𝑇
(𝑘,1)) > 0.
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Значит,

P({ω : Γ1 = Γ(𝑘,1),κ1 = 𝑥1}|{ω : Γ0 = Γ(0,𝑟0),κ0 = 𝑥0}) >

> ̃︀ϕ3(𝑘, 1, 𝑇
(𝑘,1), 𝑥3,0,max {0, 𝑥3,0 − ℓ(𝑘, 1, 3)})×ϕ1(0, 𝑇

(𝑘,1))ψ(0, 𝑥4,0, 𝑝𝑘,1) > 0,

Теперь рассмотрим переход из состояния 𝑥𝑗 в состояние 𝑥𝑗+1, 𝑗 = 1, 𝑟 − 2, где

𝑥𝑗 = (0, 0,max {0, 𝐿+ 1−
𝑗∑︁

𝑠=1

ℓ(𝑘, 𝑠, 3)}, 0).

Из формулы (2.12) имеем

P({ω : Γ𝑗+1 = Γ(𝑘,𝑗+1),κ𝑗+1 = 𝑥𝑗+1}|{ω : Γ𝑗 = Γ(𝑘,𝑗),κ𝑗 = 𝑥𝑗}) =

= ̃︀ϕ3(𝑘, 𝑗 + 1, 𝑇 (𝑘,𝑗+1), 𝑥3,𝑗,max {0, 𝑥3,𝑗 − ℓ(𝑘, 𝑗 + 1, 3)})×

×
∑︁

(𝑎1,𝑎2)∈Atrans

ϕ1(𝑎1, 𝑇
(𝑘,𝑗+1))ψ(𝑎2, 𝑥4,𝑗, 𝑝𝑘,𝑗+1),

где множество Atrans не пусто и содержит, как минимум, один элемент (𝑎1, 𝑎2) =

= (0, 0), поскольку из соотношений (2.8)–(2.11) имеем

Atrans(𝑥
𝑗, 𝑥𝑗+1, 𝑘, 𝑗 + 1) = A0

trans

⋂︁
A1

trans

⋂︁
A2

trans,

A0
trans = {(𝑎1, 𝑎2) ∈ Z2

+ : 𝑎2 = min {ℓ(𝑘, 𝑗 + 1, 1), 𝑥1,𝑗 + 𝑎1}+ 𝑥4,𝑗 − 𝑥4,𝑗+1},
A1

trans = {(𝑎1, 𝑎2) ∈ Z2
+ : 𝑥1,𝑗+1 = max {0, 𝑥1,𝑗 + 𝑎1 − ℓ(𝑘, 𝑗 + 1, 1)}},

A2
trans = {(𝑎1, 𝑎2) ∈ Z2

+ : 𝑥2,𝑗+1 = max {0, 𝑥2,𝑗 + 𝑎2 − ℓ(𝑘, 𝑗 + 1, 2)}},

Из определений (1.24) находим

̃︀ϕ3(𝑘, 𝑗 + 1, 𝑇 (𝑘,𝑗+1), 𝑥3,𝑗,max {0, 𝑥3,𝑗 − ℓ(𝑘, 𝑗 + 1, 3)}) = (1− δ𝑥3,𝑗+1,0)×

×ϕ3(max {0, 𝑥3,𝑗 − ℓ(𝑘, 𝑗 + 1, 3)}+ ℓ(𝑘, 𝑗 + 1, 3)− 𝑥3,𝑗, 𝑇
(𝑘,𝑗+1))+

+ δ𝑥3,𝑗+1,0

ℓ(𝑘,𝑗+1,3)−𝑥3,𝑗∑︁
𝑎=0

ϕ3(𝑎, 𝑇
(𝑘,𝑗+1)) > 0.

Значит,

P({ω : Γ𝑗+1 = Γ(𝑘,𝑗+1),κ𝑗+1 = 𝑥𝑗+1}|{ω : Γ𝑗 = Γ(𝑘,𝑗),κ𝑗 = 𝑥𝑗}) >

> ̃︀ϕ3(𝑘, 𝑗 + 1, 𝑇 (𝑘,𝑗+1), 𝑥3,𝑗,max {0, 𝑥3,𝑗 − ℓ(𝑘, 𝑗 + 1, 3)})×

×ϕ1(0, 𝑇
(𝑘,𝑗+1))ψ(0, 𝑥4,𝑗, 𝑝𝑘,𝑗+1) > 0.
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Следовательно, все переходы в цепочке

(Γ(0,𝑟0), 𝑥0) → (Γ(𝑘,1), 𝑥1) → (Γ(𝑘,2), 𝑥1) → . . . → (Γ(𝑘,𝑟−1), 𝑥𝑟−1)

имеют ненулевую вероятность. В завершении доказательства осталось рассмот­
реть переход в конечное состояние:

(Γ(𝑘,𝑟−1), 𝑥𝑟−1) → (Γ(𝑘,𝑟), 𝑥̃), если 𝑟 > 1, (2.15)

(Γ(0,𝑟0), 𝑥0) → (Γ(𝑘,𝑟), 𝑥̃), если 𝑟 = 1. (2.16)

В случае (2.15), то есть 𝑟 > 1, из формулы (2.12) опять имеем

P({ω : Γ𝑟 = Γ(𝑘,𝑟),κ𝑟 = 𝑥̃}|{ω : Γ𝑟−1 = Γ(𝑘,𝑟−1),κ𝑟−1 = 𝑥𝑟−1}) =

= ̃︀ϕ3(𝑘, 𝑟, 𝑇
(𝑘,𝑟), 𝑥3,𝑟−1, 𝑥̃3)×

∑︁
(𝑎1,𝑎2)∈Atrans

ϕ1(𝑎1, 𝑇
(𝑘,𝑟))ψ(𝑎2, 𝑥4,𝑟−1, 𝑝𝑘,𝑟) =

= ̃︀ϕ3(𝑘, 𝑟, 𝑇
(𝑘,𝑟),max {0, 𝐿+ 1−

𝑟−1∑︁
𝑠=1

ℓ(𝑘, 𝑠, 3)}, 𝑥̃3)×

×
∑︁

(𝑎1,𝑎2)∈Atrans

ϕ1(𝑎1, 𝑇
(𝑘,𝑟))ψ(𝑎2, 0, 𝑝𝑘,𝑟),

где множество Atrans не пусто и содержит, как минимум, один элемент (𝑎1, 𝑎2) =

= (0, 0). Из определений (1.24) находим

̃︀ϕ3(𝑘, 𝑟, 𝑇
(𝑘,𝑟),max {0, 𝐿+ 1−

𝑟−1∑︁
𝑠=1

ℓ(𝑘, 𝑠, 3)}, 𝑥̃3) = (1− δ𝑥̃3,0)×

×ϕ3(𝑥̃3 + ℓ(𝑘, 𝑟, 3)−max {0, 𝐿+ 1−
𝑟−1∑︁
𝑠=1

ℓ(𝑘, 𝑠, 3)}, 𝑇 (𝑘,𝑟))+

+ δ𝑥̃3,0

ℓ(𝑘,𝑟,3)−𝑥̃3∑︁
𝑎=0

ϕ3(𝑎, 𝑇
(𝑘,𝑟)) > 0,

поскольку 𝑥̃3 > max {0, 𝐿+ 1−
∑︀𝑟

𝑠=1 ℓ(𝑘, 𝑠, 3)} и

𝑥̃3 + ℓ(𝑘, 𝑟, 3)−max {0, 𝐿+ 1−
𝑟−1∑︁
𝑠=1

ℓ(𝑘, 𝑠, 3)} >

> 𝑥̃3 −max {0, 𝐿+ 1−
𝑟∑︁

𝑠=1

ℓ(𝑘, 𝑠, 3)} > 0.
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Значит,

P({ω : Γ𝑟 = Γ(𝑘,𝑟),κ𝑟 = 𝑥̃}|{ω : Γ𝑟−1 = Γ(𝑘,𝑟−1),κ𝑟−1 = 𝑥𝑟−1}) >

> ̃︀ϕ3(𝑘, 𝑟, 𝑇
(𝑘,𝑟),max {0, 𝐿+ 1−

𝑟−1∑︁
𝑠=1

ℓ(𝑘, 𝑠, 3)}, 𝑥̃3)×

×ϕ1(0, 𝑇
(𝑘,𝑟))ψ(0, 0, 𝑝𝑘,𝑟) > 0.

В другом случае (2.16), то есть 𝑟 = 1, из формулы (2.12) и того факта,
что ℎ(Γ(0,𝑟0), 𝐿+ 1) = Γ(𝑘,1), следует

P({ω : Γ𝑟 = Γ(𝑘,𝑟),κ𝑟 = 𝑥̃}|{ω : Γ0 = Γ(0,𝑟0),κ0 = 𝑥0}) =

= ̃︀ϕ3(𝑘, 𝑟, 𝑇
(𝑘,𝑟), 𝑥3,0, 𝑥̃3)×

∑︁
(𝑎1,𝑎2)∈Atrans

ϕ1(𝑎1, 𝑇
(𝑘,𝑟))ψ(𝑎2, 𝑥4,0, 𝑝𝑘,𝑟) =

= ̃︀ϕ3(𝑘, 𝑟, 𝑇
(𝑘,𝑟),max {0, 𝐿+ 1−

𝑟−1∑︁
𝑠=1

ℓ(𝑘, 𝑠, 3)}, 𝑥̃3)×

×
∑︁

(𝑎1,𝑎2)∈Atrans

ϕ1(𝑎1, 𝑇
(𝑘,𝑟))ψ(𝑎2, 0, 𝑝𝑘,𝑟) > 0,

так как последняя вероятность уже рассмотрена выше.
Следовательно, все переходы в цепочке

(Γ(0,𝑟0), 𝑥0) → (Γ(𝑘,1), 𝑥1) → (Γ(𝑘,2), 𝑥1) → . . .

. . . → (Γ(𝑘,𝑟−1), 𝑥𝑟−1) → (Γ(𝑘,𝑟), 𝑥̃), 𝑟 > 1,

и переход
(Γ(0,𝑟0), 𝑥0) → (Γ(𝑘,𝑟), 𝑥̃), 𝑟 = 1,

имеют ненулевую вероятность и лемма доказана.

Лемма 5. Состояния вида

(Γ(0,𝑟), 𝑥̃), 𝑥̃ = (0, 0, 𝑥̃3, 0), 𝑥̃3 > max {0, 𝐿+ 1−
𝑛𝑘̃∑︁
𝑠=1

ℓ(𝑘, 𝑠, 3)}, (2.17)

где 𝑘 = 1, 𝑑, 𝑟 = 1, 𝑛0, достижимы из состояний вида

(Γ(0,𝑟0), 𝑥0), 𝑥0 = (0, 0, 𝐿+ 1, 0), 𝑟0 = 1, 𝑛0.
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Доказательство. Для доказательства достаточно показать, что существует та­
кое натуральное число 𝑁 , что

P({ω : Γ𝑁 = Γ(0,𝑟),κ𝑁 = 𝑥̃}|{ω : Γ0 = Γ(0,𝑟0),κ0 = 𝑥0}) > 0.

Действительно, по лемме 3 существует такое натуральное число 𝑁1, что за 𝑁1

шагов из состояния (Γ(0,𝑟0), 𝑥0) можно перейти в состояние (Γ(0,𝑟1), 𝑥1), Γ(𝑘,1) =

ℎ3(𝑟1), 𝑥1 = (0, 0, 𝐿 + 1, 0). По лемме 4 существует такое число шагов 𝑁2, за
которое можно перейти далее в состояние (Γ(𝑘,𝑛𝑘̃), 𝑥2),

𝑥2 = (0, 0,max {0, 𝐿+ 1−
𝑛𝑘̃∑︁
𝑠=1

ℓ(𝑘, 𝑠, 3)}, 0).

Теперь достаточно показать, что из состояния (Γ(𝑘,𝑛𝑘̃), 𝑥2) можно перейти
за один шаг в состояние (Γ(0,𝑟3), 𝑥3), 𝑟3 = ℎ1(Γ

(𝑘,𝑛𝑘̃)), 𝑥3 = 𝑥2, поскольку по
лемме 1 за конечное число 𝑁3 шагов из последнего можно перейти в состояние
(Γ(0,𝑟), 𝑥̃).

Итак, из формулы (2.12) имеем

P(𝐴𝑁1+𝑁2+1(0, 𝑟3, 𝑥
3)|𝐴𝑁1+𝑁2

(𝑘, 𝑛𝑘, 𝑥
2)) = ̃︀ϕ3(0, 𝑟3, 𝑇

(0,𝑟3), 𝑥3,2, 𝑥3,3)×

×
∑︁

(𝑎1,𝑎2)∈Atrans

ϕ1(𝑎1, 𝑇
(0,𝑟3))ψ(𝑎2, 𝑥4,2, 𝑝0,𝑟3) =

= ̃︀ϕ3(0, 𝑟3, 𝑇
(0,𝑟3), 𝑥3,2, 𝑥3,2)×

∑︁
(𝑎1,𝑎2)∈Atrans

ϕ1(𝑎1, 𝑇
(0,𝑟3))ψ(𝑎2, 0, 𝑝0,𝑟3),

где множество Atrans не пусто и содержит, как минимум, один элемент (𝑎1, 𝑎2) =

= (0, 0), поскольку из соотношений (2.8)–(2.11) имеем

Atrans(𝑥
2, 𝑥3, 0, 𝑟3) = A0

trans

⋂︁
A1

trans

⋂︁
A2

trans,

A0
trans = {(𝑎1, 𝑎2) ∈ Z2

+ : 𝑎2 = min {ℓ(0, 𝑟3, 1), 𝑥1,2 + 𝑎1}+ 𝑥4,2 − 𝑥4,3},
A1

trans = {(𝑎1, 𝑎2) ∈ Z2
+ : 𝑥1,3 = max {0, 𝑥1,2 + 𝑎1 − ℓ(0, 𝑟3, 1)}},

A2
trans = {(𝑎1, 𝑎2) ∈ Z2

+ : 𝑥2,3 = max {0, 𝑥2,2 + 𝑎2 − ℓ(0, 𝑟3, 2)}}.

Из определений (1.24) находим

̃︀ϕ3(0, 𝑟3, 𝑇
(0,𝑟3), 𝑥3,2, 𝑥3,2) =

= (1− δ𝑥3,2,0)×ϕ3(𝑥3,2 − 𝑥3,2, 𝑇
(0,𝑟3)) + δ𝑥3,2,0ϕ3(0, 𝑇

(0,𝑟3)),
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и после упрощений получим:

̃︀ϕ3(0, 𝑟3, 𝑇
(0,𝑟3), 𝑥3,2, 𝑥3,2) = ϕ3(0, 𝑇

(0,𝑟3)) > 0.

Значит,

P({ω :Γ𝑁1+𝑁2+1 = Γ(0,𝑟3),κ𝑁1+𝑁2+1 = 𝑥3}|{ω : Γ𝑁1+𝑁2
= Γ(𝑘,𝑛𝑘̃),κ𝑁1+𝑁2

=𝑥2}) >
> ̃︀ϕ3(0, 𝑟3, 𝑇

(0,𝑟3), 𝑥3,2, 𝑥3,2)×ϕ1(0, 𝑇
(0,𝑟3))ψ(0, 0, 𝑝0,𝑟3) > 0.

Таким образом, полагая 𝑁 = 𝑁1 + 𝑁2 + 1 + 𝑁3, получаем утверждение
леммы.

Взяв в выражении (2.17) в качестве 𝑘 такое, которое максимизирует сумму∑︀𝑛𝑘̃
𝑠=1 ℓ(𝑘, 𝑠, 3), получим лемму 6.

Лемма 6. Состояния вида
(Γ(0,𝑟), 𝑥̃),

где

𝑥̃ = (0, 0, 𝑥̃3, 0), 𝑥̃3 > max {0, 𝐿+ 1−max
𝑘=1,𝑑

{
𝑛𝑘∑︁
𝑠=1

ℓ(𝑘, 𝑠, 3)}}, 𝑟 = 1, 𝑛0,

достижимы из состояний вида

(Γ(0,𝑟0), 𝑥0), 𝑥0 = (0, 0, 𝐿+ 1, 0), 𝑟0 = 1, 𝑛0.

Лемма 7. Если состояния вида

(Γ(0,𝑟), (0, 0,min{𝐿, 𝑥̃3}, 0)), 𝑟 = 1, 𝑛0, 𝑥̃3 > 0,

достижимы из начальных состояний вида

(Γ(0,𝑟0), 𝑥0), 𝑥0 = (0, 0, 𝐿+ 1, 0), 𝑟0 = 1, 𝑛0,

то тогда из начальных состояний достижимы и состояния вида

(Γ(0,𝑟), 𝑥̃), 𝑥̃ ∈ {𝑦 = (𝑦1, 𝑦2, 𝑦3, 𝑦4) ∈ 𝑍4
+ : 𝑦3 = 𝑥̃3; (𝑦1 > 0) → (𝑦4 > ℓ(0, 𝑟, 1))}.
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Доказательство. Для доказательства достаточно показать, что существует та­
кое число 𝑁 шагов, что

P({ω : Γ𝑁 = Γ(0,𝑟),κ𝑁 = 𝑥̃}|{ω : Γ0 = Γ(0,𝑟0),κ0 = 𝑥0}) > 0.

Опираясь на рассуждения предыдущих лемм, доказательство проведем в три
этапа.

Первый этап. Из сделанных предположений следует существование такого
натурального числа 𝑁1, что

P({ω : Γ𝑁1
= Γ(0,𝑟0⊕0𝑁1),κ𝑁1

= (0, 0, 𝑥3, 0)}|{ω : Γ0 = Γ(0,𝑟0),κ0 = 𝑥0}) > 0,

где 𝑥3 = min{𝐿, 𝑥̃3} и 𝑟0 ⊕0 𝑁1 = 𝑟.
Второй этап. Докажем, что за 𝑁2 шагов возможен переход

(Γ(0,𝑟1), (0, 0,min{𝐿, 𝑥̃3}, 0)) →

→ (Γ(0,𝑟2), (𝑥4 + 𝑥̃2 −
𝑁2∑︁
𝑠=1

ℓ(0, 𝑟1 ⊕0 𝑠, 1), 0, 𝑥3,

𝑁2∑︁
𝑠=1

ℓ(0, 𝑟1 ⊕0 𝑠, 1))),

где

𝑟1 = 𝑟, 𝑟2 = 𝑟 ⊕0 𝑁2, 𝑟3 = 𝑟2 ⊕0 2 = 𝑟,

𝑥4 = 𝑥̃4 − (1− δ𝑥̃1,0)ℓ(0, 𝑟, 1) + ℓ(0, 𝑟3, 2),

причем 𝑁2 таково, что

𝑁2∑︁
𝑠=1

ℓ(0, 𝑟1 ⊕0 𝑠, 1) < 𝑥4 + 𝑥̃2 6
𝑁2+1∑︁
𝑠=1

ℓ(0, 𝑟1 ⊕0 𝑠, 1).

Введем последовательность векторов

𝑥1 = (0, 0, 𝑥3, 0),

𝑥2 = (𝑥4 + 𝑥̃2 − ℓ(0, 𝑟1 ⊕0 1, 1), 0, 𝑥3, ℓ(0, 𝑟1 ⊕0 1, 1)),

𝑥3 = (𝑥4 + 𝑥̃2 −
2∑︁

𝑠=1

ℓ(0, 𝑟1 ⊕0 𝑠, 1), 0, 𝑥3,
2∑︁

𝑠=1

ℓ(0, 𝑟1 ⊕0 𝑠, 1)),

. . . ,

𝑥𝑁2+1 = (𝑥4 + 𝑥̃2 −
𝑁2∑︁
𝑠=1

ℓ(0, 𝑟1 ⊕0 𝑠, 1), 0, 𝑥3,

𝑁2∑︁
𝑠=1

ℓ(0, 𝑟1 ⊕0 𝑠, 1)).
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и рассмотрим переход

(Γ(0,𝑟1), 𝑥1) → (Γ(0,𝑟1⊕01), 𝑥2).

Из формулы (2.12) и того факта, что ℎ(Γ(0,𝑟1),min{𝐿, 𝑥̃3}) = Γ(0,𝑟1⊕01), следует

P({ω : Γ𝑁1+1 = Γ(0,𝑟1⊕01),κ𝑁1+1 = 𝑥2}|{ω : Γ𝑁1
= Γ(0,𝑟1),κ𝑁1

= 𝑥1}) =
= ̃︀ϕ3(0, 𝑟1 ⊕0 1, 𝑇

(0,𝑟1⊕01),min{𝐿, 𝑥̃3}, 𝑥3)×

×
∑︁

(𝑎1,𝑎2)∈Atrans

ϕ1(𝑎1, 𝑇
(0,𝑟1⊕01))ψ(𝑎2, 0, 𝑝0,𝑟1⊕01),

где множество Atrans не пусто и содержит, как минимум, один элемент (𝑎1, 𝑎2) =

= (𝑥4 + 𝑥̃2, 0), поскольку из соотношений (2.8)–(2.11) имеем

Atrans(𝑥
1, 𝑥2, 0, 𝑟1 ⊕0 1) = A0

trans

⋂︁
A1

trans

⋂︁
A2

trans,

A0
trans = {(𝑎1, 𝑎2) ∈ Z2

+ : 𝑎2 = min {ℓ(0, 𝑟1 ⊕0 1, 1), 𝑎1} − ℓ(0, 𝑟1 ⊕0 1, 1)},
A1

trans = {(𝑎1, 𝑎2) ∈ Z2
+ : 𝑥4 + 𝑥̃2 − ℓ(0, 𝑟1 ⊕0 1, 1) = max {0, 𝑎1 − ℓ(0, 𝑟1 ⊕0 1, 1)}},

A2
trans = {(𝑎1, 𝑎2) ∈ Z2

+ : 0 = max {0, 𝑎2 − ℓ(0, 𝑟1 ⊕0 1, 2)}}.

Из определений (1.24) находим

̃︀ϕ3(0, 𝑟1 ⊕0 1, 𝑇
(0,𝑟1⊕01), 𝑥3,1, 𝑥3,2) =

= ̃︀ϕ3(0, 𝑟1 ⊕0 1, 𝑇
(0,𝑟1⊕01),min{𝐿, 𝑥̃3},min{𝐿, 𝑥̃3}) =

= (1− δ𝑥3,0)×ϕ3(min{𝐿, 𝑥̃3} −min{𝐿, 𝑥̃3}, 𝑇 (0,𝑟1⊕01)) + δ𝑥3,0ϕ3(0, 𝑇
(0,𝑟1⊕01)) =

= (1− δ𝑥3,0)×ϕ3(0, 𝑇
(0,𝑟1⊕01)) + δ𝑥3,0ϕ3(0, 𝑇

(0,𝑟1⊕01)) = ϕ3(0, 𝑇
(0,𝑟1⊕01)) > 0.

И поскольку

ϕ1(𝑥4 + 𝑥̃2, 𝑇
(0,𝑟1⊕01)) > 0, ψ(0, 0, 𝑝0,𝑟1⊕01) > 0,

то,

P({ω : Γ𝑁1+1 = Γ(0,𝑟1⊕01),κ𝑁1+1 = 𝑥2}|{ω : Γ𝑁1
= Γ(0,𝑟1),κ𝑁1

= 𝑥1}) >
> ̃︀ϕ3(0, 𝑟1 ⊕0 1, 𝑇

(0,𝑟1⊕01), 𝑥3,1, 𝑥3,2)×ϕ1(𝑥4 + 𝑥̃2, 𝑇
(0,𝑟1⊕01))ψ(0, 0, 𝑝0,𝑟1⊕01) > 0.

Теперь рассмотрим переход

(Γ(0,𝑟1⊕0𝑗), 𝑥𝑗+1) → (Γ(0,𝑟1⊕0𝑗+1), 𝑥𝑗+2), 𝑗 = 1, 𝑁2 − 1.
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Из формулы (2.12) и того факта, что ℎ(Γ(0,𝑟1⊕0𝑗), 𝑥3) = Γ(0,𝑟1⊕0𝑗+1), следует

P(𝐴𝑁1+𝑗+1(0, 𝑟1 ⊕0 𝑗 + 1, 𝑥𝑗+2)|𝐴𝑁1+𝑗(0, 𝑟1 ⊕0 𝑗, 𝑥
𝑗+1)) =

= ̃︀ϕ3(0, 𝑟1 ⊕0 𝑗 + 1, 𝑇 (0,𝑟1⊕0𝑗+1),min{𝐿, 𝑥̃3},min{𝐿, 𝑥̃3})×

×
∑︁

(𝑎1,𝑎2)∈Atrans

ϕ1(𝑎1, 𝑇
(0,𝑟1⊕0𝑗+1))ψ(𝑎2,

𝑗∑︁
𝑠=1

ℓ(0, 𝑟1 ⊕0 𝑠, 1), 𝑝0,𝑟1⊕0𝑗+1),

где множество Atrans не пусто и содержит, как минимум, один элемент (𝑎1, 𝑎2) =

= (0, 0), поскольку из соотношений (2.8)–(2.11) имеем

Atrans(𝑥
𝑗+1, 𝑥𝑗+2, 0, 𝑟1 ⊕0 𝑗 + 1) = A0

trans

⋂︁
A1

trans

⋂︁
A2

trans,

A0
trans = {(𝑎1, 𝑎2) ∈ Z2

+ : 𝑎2 =

=min {ℓ(0, 𝑟1 ⊕0 𝑗 + 1, 1), 𝑥4 + 𝑥̃2 −
𝑗∑︁

𝑠=1

ℓ(0, 𝑟1 ⊕0 𝑠, 1) + 𝑎1}−

−ℓ(0, 𝑟1 ⊕0 𝑗 + 1, 1)},

A1
trans = {(𝑎1, 𝑎2) ∈ Z2

+ : 𝑥4 + 𝑥̃2 −
𝑗+1∑︁
𝑠=1

ℓ(0, 𝑟1 ⊕0 𝑠, 1) =

=max {0, 𝑥4 + 𝑥̃2 −
𝑗∑︁

𝑠=1

ℓ(0, 𝑟1 ⊕0 𝑠, 1) + 𝑎1 − ℓ(0, 𝑟1 ⊕0 𝑗 + 1, 1)}},

A2
trans = {(𝑎1, 𝑎2) ∈ Z2

+ : 0 = max {0, 𝑎2 − ℓ(0, 𝑟1 ⊕0 𝑗 + 1, 2)}}.

Из определений (1.24) находим

̃︀ϕ3(0, 𝑟1 ⊕0 𝑗 + 1, 𝑇 (0,𝑟1⊕0𝑗+1), 𝑥3,𝑗+1, 𝑥3,𝑗+2) =

= ̃︀ϕ3(0, 𝑟1 ⊕0 𝑗 + 1, 𝑇 (0,𝑟1⊕0𝑗+1),min{𝐿, 𝑥̃3},min{𝐿, 𝑥̃3}) =
= (1− δmin{𝐿,𝑥̃3},0)×ϕ3(min{𝐿, 𝑥̃3} −min{𝐿, 𝑥̃3}, 𝑇 (0,0,𝑟1⊕0𝑗+1))+

+ δmin{𝐿,𝑥̃3},0ϕ3(0, 𝑇
(0,𝑟1⊕0𝑗+1)) = (1− δmin{𝐿,𝑥̃3},0)×ϕ3(0, 𝑇

(0,0,𝑟1⊕0𝑗+1))+

+ δmin{𝐿,𝑥̃3},0ϕ3(0, 𝑇
(0,𝑟1⊕0𝑗+1)) = ϕ3(0, 𝑇

(0,0,𝑟1⊕0𝑗+1)) > 0.

И поскольку

ϕ1(0, 𝑇
(0,𝑟1⊕0𝑗+1)) > 0, ψ(0,

𝑗∑︁
𝑠=1

ℓ(0, 𝑟1 ⊕0 𝑠, 1), 𝑝0,𝑟1⊕0𝑗+1) > 0,
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то

P(𝐴𝑁1+𝑗+1(0, 𝑟1 ⊕0 𝑗 + 1, 𝑥𝑗+2)|𝐴𝑁1+𝑗(0, 𝑟1 ⊕0 𝑗, 𝑥
𝑗+1)) >

> ̃︀ϕ3(0, 𝑟1 ⊕0 𝑗 + 1, 𝑇 (0,𝑟1⊕0𝑗+1), 𝑥3,𝑗+1, 𝑥3,𝑗+2)ϕ1(0, 𝑇
(0,𝑟1⊕0𝑗+1))×

×ψ(0,
𝑗∑︁

𝑠=1

ℓ(0, 𝑟1 ⊕0 𝑠, 1), 𝑝0,𝑟1⊕0𝑗+1) > 0.

Таким образом,

P({ω : Γ𝑁1+𝑁2
= Γ(0,𝑟2),κ𝑁1+𝑁2

= 𝑥𝑁2+1)}|{ω : Γ𝑁1
= Γ(0,𝑟1),κ𝑁1

= 𝑥1}) > 0.

На заключительном, третьем этапе докажем, что вероятности

P(𝐴𝑁1+𝑁2+1(0, 𝑟2 ⊕0 1, 𝑥
𝑁2+2)|𝐴𝑁1+𝑁2

(0, 𝑟2, 𝑥
𝑁2+1)),

и
P(𝐴𝑁1+𝑁2+2(0, 𝑟2 ⊕0 2, 𝑥

𝑁2+3)|𝐴𝑁1+𝑁2+1(0, 𝑟2 ⊕0 1, 𝑥
𝑁2+2))

положительны. Здесь

𝑥𝑁2+2 = (0, 0, 𝑥3, 𝑥̃2 + 𝑥4), 𝑥𝑁2+3 = 𝑥̃.

Итак, рассмотрим переход

(Γ(0,𝑟2), 𝑥𝑁2+1) → (Γ(0,𝑟2⊕01), 𝑥𝑁2+2).

Из формулы (2.12) и того факта, что ℎ(Γ(0,𝑟2), 𝑥3) = Γ(0,𝑟2⊕01), следует

P(𝐴𝑁1+𝑁2+1(0, 𝑟2 ⊕0 1, 𝑥
𝑁2+2)|𝐴𝑁1+𝑁2

(0, 𝑟2, 𝑥
𝑁2+1)) =

= ̃︀ϕ3(0, 𝑟2 ⊕0 1, 𝑇
(0,𝑟2⊕01),min{𝐿, 𝑥̃3},min{𝐿, 𝑥̃3})×

×
∑︁

(𝑎1,𝑎2)∈Atrans

ϕ1(𝑎1, 𝑇
(0,𝑟2⊕01))ψ(𝑎2,

𝑁2∑︁
𝑠=1

ℓ(0, 𝑟1 ⊕0 𝑠, 1), 𝑝0,𝑟2⊕01).

где множество Atrans не пусто и содержит, как минимум, один элемент (𝑎1, 𝑎2) =

= (0, 0), поскольку из соотношений (2.8)–(2.11) имеем

Atrans(𝑥
𝑁2+1, 𝑥𝑁2+2, 0, 𝑟2 ⊕0 1) = A0

trans

⋂︁
A1

trans

⋂︁
A2

trans,
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A0
trans ={(𝑎1, 𝑎2) ∈ Z2

+ : 𝑎2 =

=min {ℓ(0, 𝑟2 ⊕0 1, 1), 𝑥4 + 𝑥̃2 −
𝑁2∑︁
𝑠=1

ℓ(0, 𝑟1 ⊕0 𝑠, 1) + 𝑎1}+

+

𝑁2∑︁
𝑠=1

ℓ(0, 𝑟1 ⊕0 𝑠, 1)− 𝑥̃2 − 𝑥4},

A1
trans = {(𝑎1, 𝑎2) ∈ Z2

+ : 0 =

= max {0, 𝑥4 + 𝑥̃2 −
𝑁2∑︁
𝑠=1

ℓ(0, 𝑟1 ⊕0 𝑠, 1) + 𝑎1 − ℓ(0, 𝑟2 ⊕0 1, 1)}},

A2
trans = {(𝑎1, 𝑎2) ∈ Z2

+ : 0 = max {0, 𝑎2 − ℓ(0, 𝑟2 ⊕0 1, 2)}}.

Из определений (1.24) находим

̃︀ϕ3(0, 𝑟2 ⊕0 1, 𝑇
(0,𝑟2⊕01), 𝑥3,𝑁2+1, 𝑥3,𝑁2+2) =

= ̃︀ϕ3(0, 𝑟2 ⊕0 1, 𝑇
(0,𝑟2⊕01),min{𝐿, 𝑥̃3},min{𝐿, 𝑥̃3}) =

= (1− δmin{𝐿,𝑥̃3},0)×ϕ3(min{𝐿, 𝑥̃3} −min{𝐿, 𝑥̃3}, 𝑇 (0,0,𝑟2⊕01))+

+ δmin{𝐿,𝑥̃3},0ϕ3(0, 𝑇
(0,𝑟2⊕01)) = (1− δmin{𝐿,𝑥̃3},0)×ϕ3(0, 𝑇

(0,0,𝑟2⊕01))+

+ δmin{𝐿,𝑥̃3},0ϕ3(0, 𝑇
(0,𝑟2⊕01)) = ϕ3(0, 𝑇

(0,0,𝑟2⊕01)) > 0.

И поскольку

ϕ1(0, 𝑇
(0,𝑟2⊕01)) > 0, ψ(0,

𝑁2∑︁
𝑠=1

ℓ(0, 𝑟1 ⊕0 𝑠, 1), 𝑝0,𝑟2⊕01) > 0,

то

P(𝐴𝑁1+𝑁2+1(0, 𝑟2 ⊕0 1, 𝑥
𝑁2+2)|𝐴𝑁1+𝑁2

(0, 𝑟2, 𝑥
𝑁2+1)) >

> ̃︀ϕ3(0, 𝑟2 ⊕0 1, 𝑇
(0,𝑟2⊕01), 𝑥3,𝑁2+1, 𝑥3,𝑁2+2)ϕ1(0, 𝑇

(0,𝑟2⊕01))×

×ψ(0,
𝑁2∑︁
𝑠=1

ℓ(0, 𝑟1 ⊕0 𝑠, 1), 𝑝0,𝑟2⊕01) > 0.

В завершении доказательства, рассмотрим переход

(Γ(0,𝑟2⊕0+1), 𝑥𝑁2+2) → (Γ(0,𝑟2⊕02), 𝑥𝑁2+3).
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Из формулы (2.12) и того факта, что ℎ(Γ(0,𝑟2⊕01), 𝑥3) = Γ(0,𝑟2⊕02), следует

P(𝐴𝑁1+𝑁2+2(0, 𝑟2 ⊕0 2, 𝑥
𝑁2+3)|𝐴𝑁1+𝑁2+1(0, 𝑟2 ⊕0 1, 𝑥

𝑁2+2)) =

= ̃︀ϕ3(0, 𝑟2 ⊕0 2, 𝑇
(0,𝑟2⊕02),min{𝐿, 𝑥̃3}, 𝑥̃3)×

×
∑︁

(𝑎1,𝑎2)∈Atrans

ϕ1(𝑎1, 𝑇
(0,𝑟2⊕02))ψ(𝑎2, 𝑥̃2 + 𝑥4, 𝑝0,𝑟2⊕02),

где множество Atrans не пусто и содержит, как минимум, один элемент

(𝑎1, 𝑎2) = (𝑥̃1 + (1− δ𝑥̃1,0)ℓ(0, 𝑟2 ⊕0 2, 1), 𝑥̃2 + ℓ(0, 𝑟2 ⊕0 2, 2)),

поскольку из соотношений (2.8)–(2.11) имеем

Atrans(𝑥
𝑁2+2, 𝑥𝑁2+3, 0, 𝑟2 ⊕0 2) = A0

trans

⋂︁
A1

trans

⋂︁
A2

trans,

A0
trans = {(𝑎1, 𝑎2) ∈ Z2

+ : 𝑎2 =

=min {ℓ(0, 𝑟2 ⊕0 2, 1), 𝑎1}+ 𝑥̃2 − (1− δ𝑥̃1,0)ℓ(0, 𝑟2 ⊕0 2, 1) + ℓ(0, 𝑟2 ⊕0 2, 2)},
A1

trans = {(𝑎1, 𝑎2) ∈ Z2
+ : 𝑥̃1 = max {0, 𝑎1 − ℓ(0, 𝑟2 ⊕0 2, 1)}},

A2
trans = {(𝑎1, 𝑎2) ∈ Z2

+ : 𝑥̃2 = max {0, 𝑎2 − ℓ(0, 𝑟2 ⊕0 2, 2)}}.

Из определений (1.24) находим

̃︀ϕ3(0, 𝑟2⊕02, 𝑇
(0,𝑟2⊕02), 𝑥3,𝑁2+2, 𝑥3,𝑁2+3) = ̃︀ϕ3(0, 𝑟2⊕02, 𝑇

(0,𝑟2⊕02),min{𝐿, 𝑥̃3}, 𝑥̃3) =
= (1− δ𝑥̃3,0)×ϕ3(𝑥̃−min{𝐿, 𝑥̃3}, 𝑇 (0,0,𝑟2⊕02)) + δ𝑥̃3,0ϕ3(0, 𝑇

(0,𝑟2⊕02)) > 0.

И поскольку

ϕ1(𝑥̃1 + (1− δ𝑥̃1,0)ℓ(0, 𝑟2 ⊕0 2, 1), 𝑇
(0,𝑟2⊕02)) > 0,

и

ψ(𝑥̃2+ℓ(0, 𝑟2⊕02, 2), 𝑥̃2+𝑥̃4−(1−δ𝑥̃1,0)ℓ(0, 𝑟2⊕02, 1)+ℓ(0, 𝑟2⊕02, 2), 𝑝0,𝑟2⊕02) > 0,

то

P(𝐴𝑁1+𝑁2+2(0, 𝑟2 ⊕0 2, 𝑥
𝑁2+3)|𝐴𝑁1+𝑁2+1(0, 𝑟2 ⊕0 1, 𝑥

𝑁2+2)) >

> ̃︀ϕ3(0, 𝑟2 ⊕0 2, 𝑇
(0,𝑟2⊕02), 𝑥3,𝑁2+2, 𝑥3,𝑁2+3)×

×ϕ1(𝑥̃1 + (1− δ𝑥̃1,0)ℓ(0, 𝑟2 ⊕0 2, 1), 𝑇
(0,𝑟2⊕02))×

×ψ(𝑥̃2+ℓ(0, 𝑟2⊕02, 2), 𝑥̃2+𝑥̃4−(1−δ𝑥̃1,0)ℓ(0, 𝑟2⊕02, 1)+ℓ(0, 𝑟2⊕02, 2), 𝑝0,𝑟2⊕01) > 0.

Этим заканчивается доказательство леммы.
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Лемма 8. Состояния вида (Γ(0,𝑟), 𝑥̃), где 𝑥̃ таково, что 𝑥̃1 > 0, 𝑥̃2 > 0, а
также

𝑥̃3 > max
{︁
0, 𝐿+ 1−max

𝑘=1,𝑑

{︁ 𝑛𝑘̃∑︁
𝑠=1

ℓ(𝑘, 𝑠, 3)
}︁}︁

,

и
𝑥̃4 > 0(𝑥1 > 0) ⇒ (𝑥4 > ℓ(0, 𝑟, 1)),

достижимы из состояний вида

(Γ(0,𝑟0), 𝑥0), 𝑥0 = (0, 0, 𝐿+ 1, 0),Γ(0,𝑟0) ∈ Γ.

Доказательство. Из леммы (6) следует, что состояния вида (Γ(0,𝑟), ˜̃𝑥), где

˜̃𝑥 = (0, 0, 𝑥̃3, 0), 𝑥̃3 > max
{︁
0, 𝐿+ 1−max

𝑘=1,𝑑

{︁ 𝑛𝑘∑︁
𝑠=1

ℓ(𝑘, 𝑠, 3)
}︁}︁

, 𝑟 = 1, 𝑛0,

достижимы из начального состояния (Γ(0,𝑟0), 𝑥0).
Это, в свою очередь, по лемме (7) влечет достижимость конечных состоя­

ний (Γ(0,𝑟), 𝑥̃).

Лемма 9. Состояния вида

(Γ(0,𝑟0), 𝑥0), 𝑥0 = (0, 0, 𝐿+ 1, 0), 𝑟0 = 1, 𝑛0,

достижимы из состояний вида (Γ(𝑘,𝑟), 𝑥̃), где 𝑘 = 1, 𝑑, 𝑟 = 1, 𝑛𝑘 и 𝑥̃ таково,
что

𝑥̃3 > max
{︁
0, 𝐿+ 1−

𝑟∑︁
𝑠=1

ℓ(𝑘, 𝑠, 3)
}︁
,

и
(𝑥̃1 > 0) ⇒ (𝑥̃4 > ℓ(𝑘, 𝑟, 1)).

Доказательство. Действительно, из состояния (Γ(0,𝑟0), 𝑥0) за конечное число
𝑁1 шагов можно перейти в состояние (Γ(0,𝑟1), 𝑥1), ℎ3(𝑟1) = Γ(𝑘,𝑟),

𝑥1,1 = 0, 𝑥3,1 =
𝑟∑︁

𝑠=1

ℓ(𝑘, 𝑠, 3) + 𝑥̃3 > 𝐿+ 1,

𝑥2,1 =
𝑟∑︁

𝑠=1

ℓ(𝑘, 𝑠, 2) + 𝑥̃2, 𝑥4,1 = 𝑥̃4 − (1− δ𝑥̃1,0)ℓ(𝑘, 𝑟, 1).
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На следующем такте цепь попадает в состояние цикла и далее за 𝑟 шагов по­
падает в конечное состояние. Полагая 𝑁 = 𝑁1 + 𝑟, получаем утверждение лем­
мы.

Из доказанных лемм 3–9 следует теорема.

Теорема 6. Состояния вида (Γ(𝑘,𝑟), 𝑥̃), где 𝑘 = 0, 𝑑, 𝑟 = 1, 𝑛𝑘, 𝑥̃ ∈ Z4
+,

(𝑥̃1 > 0) ⇒ (𝑥̃4 > ℓ(𝑘, 𝑟, 1)), (2.18)

𝑥̃3 > max
{︁
0, 𝐿+ 1−

𝑟∑︁
𝑠=1

ℓ(𝑘, 𝑠, 3)
}︁
, если 𝑘 > 0, (2.19)

𝑥̃3 > max
{︁
0, 𝐿+ 1−max

𝑘=1,𝑑
{

𝑛𝑘̃∑︁
𝑠=1

ℓ(𝑘, 𝑠, 3)}
}︁
, если 𝑘 = 0, (2.20)

и только они достижимы из состояния

(Γ(0,𝑟0), 𝑥0), 𝑥0 = (0, 0, 𝐿+ 1, 0), 𝑟0 = 1, 𝑛0,

и, следовательно, являются существенными.

Доказательство. Существенность состояний уже доказана в леммах 3–9, по­
этому осталось доказать отсутствие других существенных состояний.

Покажем сначала, что состояния (Γ(𝑘,𝑟), 𝑥), Γ(𝑘,𝑟) ∈ Γ, 𝑥 ∈ 𝑍4
+, для которых

ℓ(𝑘, 𝑟, 1) > 0, 𝑥1 > 0, 𝑥4 < ℓ(𝑘, 𝑟, 1),

являются несущественными. Действительно, пусть κ1,𝑖+1 = 𝑥1 > 0, тогда из
равенства (1.5) следует

κ1,𝑖+1 = max{0;κ1,𝑖 + η1,𝑖 − ξ1,𝑖} > 0 =⇒
=⇒ κ1,𝑖 + η1,𝑖 − ξ1,𝑖 > 0 =⇒ κ1,𝑖 + η1,𝑖 > ξ1,𝑖.

С другой стороны κ4,𝑖+1 < ℓ(𝑘, 𝑟, 1) и учитывая (1.6) имеем

κ4,𝑖+1 = κ4,𝑖 + η4,𝑖 − η2,𝑖 = κ4,𝑖 +min{ξ1,𝑖;κ1,𝑖 + η1,𝑖} − η2,𝑖 < ℓ(𝑘, 𝑟, 1) = ξ1,𝑖,

то есть

κ4,𝑖+min{ξ1,𝑖;κ1,𝑖+η1,𝑖}−η2,𝑖 < ξ1,𝑖 =⇒ κ4,𝑖+ξ1,𝑖−η2,𝑖 < ξ1,𝑖 =⇒ κ4,𝑖 < η2,𝑖.
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Однако это противоречит теореме (1), поскольку вероятность того, что по вто­
рому потоку поступит больше требований, чем находилось на начало такта в
очереди 𝑂4, равна нулю.

Рассмотрим теперь вопрос о несущественности состояний вида (Γ(𝑘,𝑟), 𝑥),
Γ(𝑘,𝑟) ∈ Γ, 𝑥 ∈ 𝑍4

+, для которых

𝑥3 < 𝐿+ 1−
𝑟∑︁

𝑠=1

ℓ(𝑘, 𝑠, 3).

Пусть κ3,𝑖+𝑟 = 𝑥3 < 𝐿 + 1 −
∑︀𝑟

𝑠=1 ℓ(𝑘, 𝑠, 3). тогда из равенств (1.5) следует
цепочка неравенств:

κ3,𝑖+𝑟 > κ3,𝑖+𝑟−1 − ξ3,𝑖+𝑟−1 > κ3,𝑖+𝑟−2 − ξ3,𝑖+𝑟−1 − ξ3,𝑖+𝑟−2 > κ3,𝑖 −
𝑟∑︁

𝑠=1

ℓ(𝑘, 𝑠, 3).

То есть κ3,𝑖 < 𝐿+1. То есть при переходе от шага 𝑖 к шагу 𝑖+1 количество тре­
бований в очереди 𝑂3 не превышает порога 𝐿 и должно включиться состояние
продления. Однако мы исходили из предположения, что следующие 𝑟 состояний
соответствуют циклу с номером 𝑘. Приходим к противоречию и, следовательно,
прийти в состояние c 𝑥3 < 𝐿+ 1−

∑︀𝑟
𝑠=1 ℓ(𝑘, 𝑠, 3) невозможно.

Пусть

𝑆3
0,𝑟 =

{︁
(Γ(0,𝑟), 𝑥3) : 𝑥3 ∈ 𝑍+, 𝑥3 > 𝐿− max

𝑘=1,2,...,𝑑

{︁ 𝑛𝑘∑︁
𝑡=1

ℓ(𝑘, 𝑡, 3)
}︁}︁

, 1 6 𝑟 6 𝑛0,

𝑆3
𝑘,𝑟 =

{︁
(Γ(𝑘,𝑟), 𝑥3) : 𝑥3 ∈ 𝑍+, 𝑥3 > 𝐿−

𝑟∑︁
𝑡=1

ℓ(𝑘, 𝑡, 3)
}︁
, 1 6 𝑘 6 𝑑, 1 6 𝑟 6 𝑛𝑘.

Из доказанных лемм 3–9 также следует другая теорема.

Теорема 7. Множество существенных состояний марковской цепи
{(Γ𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0} имеет вид

𝑆3 =
(︁ ⋃︁

16𝑟6𝑛0

𝑆3
0,𝑟

)︁
∪
(︁ ⋃︁

16𝑘6𝑑
16𝑟6𝑛𝑘

𝑆3
𝑘,𝑟

)︁
. (2.21)

Таким образом, теорема 6 описывает множество существенных состояний
для основной марковской цепи {(Γ𝑖,κ𝑖); 𝑖 > 0}, а теорема 7 — для марковской
цепи {(Γ𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0}.



74

Глава 3. Анализ первичных и промежуточной очередей системы

В главе 3 более подробно изучаются случайные последовательности, содер­
жащие состояния только части очередей из последовательности {(Γ𝑖,κ𝑖); 𝑖 > 0}:
очереди 𝑂1, 𝑂3 и 𝑂4. Исключение из рассмотрения нескольких компонент пяти­
мерной марковской цепи позволяет найти достаточное, а в некоторых случаях
необходимое условия существования стационарного распределения. Для нахож­
дения условий стационарности используется хорошо зарекомендовавший себя
в схожих задачах итеративно-мажорантный метод, в котором последователь­
ность математических ожиданий компонент цепи ограничивается числовой по­
следовательностью более простого вида. Полученные таким способом условия
имеют наглядную форму и их легко проверить.

3.1 Условия ограниченности очереди 𝑂4

Требования промежуточной очереди 𝑂4 формируются в результате обслу­
живания требований потока Π1. Теорема 8 устанавливает достаточное условие
ограниченности этой очереди. Данный факт приближает нас к решению вопро­
са об условиях сущестсвовании стационарного распределения всей марковской
последовательности {(Γ𝑖,κ𝑖); 𝑖 > 0}.

Теорема 8. Для того, чтобы последовательность

{κ4,𝑖(ω); 𝑖 = 0, 1, . . .},

была ограничена, достаточно выполнения неравенства

min
𝑘=0,𝑑,𝑟=1,𝑛𝑘

{𝑝𝑘,𝑟} > 0.

Доказательство. Пусть (γ, 𝑥3) ∈ Γ×Z+ и Γ(𝑘,𝑟) = ℎ(γ, 𝑥3). Учитывая выраже­
ния (1.6), получим

𝐸[κ4,𝑖+1|κ1,𝑖 = 𝑤1,κ3,𝑖 = 𝑤3,κ4,𝑖 = 𝑤4,Γ𝑖 = γ] =

= 𝐸[𝑤4 − η2,𝑖 +min {ξ1,𝑖, 𝑤1 + η1,𝑖}|κ1,𝑖 = 𝑤1,κ3,𝑖 = 𝑤3,κ4,𝑖 = 𝑤4,Γ𝑖 = γ] 6
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6 𝐸[𝑤4 − η2,𝑖 + ξ1,𝑖|κ1,𝑖 = 𝑤1,κ3,𝑖 = 𝑤3,κ4,𝑖 = 𝑤4,Γ𝑖 = γ] =

= 𝐸[𝑤4 − η2,𝑖 + ℓ(𝑘, 𝑟, 1)|κ1,𝑖 = 𝑤1,κ3,𝑖 = 𝑤3,κ4,𝑖 = 𝑤4,Γ𝑖 = γ] =

= 𝑤4 + ℓ(𝑘, 𝑟, 1)− 𝐸[η2,𝑖|κ1,𝑖 = 𝑤1,κ3,𝑖 = 𝑤3,κ4,𝑖 = 𝑤4,Γ𝑖 = γ].

Из соотношений (1.9) следует

𝐸[η2,𝑖|κ1,𝑖 = 𝑤1,κ3,𝑖 = 𝑤3,κ4,𝑖 = 𝑤4,Γ𝑖 = γ] =

=

𝑤4∑︁
𝑎=0

𝑎ψ(𝑎;𝑤4, 𝑝𝑘,𝑟) =

𝑤4∑︁
𝑎=0

𝑎𝐶𝑎
𝑤4
𝑝𝑎
𝑘,𝑟
(1− 𝑝𝑘,𝑟)

𝑤4−𝑎 = 𝑤4𝑝𝑘,𝑟.

Таким образом, верна оценка

𝐸[κ4,𝑖+1|κ1,𝑖 = 𝑤1,κ3,𝑖 = 𝑤3,κ4,𝑖 = 𝑤4,Γ𝑖 = γ] 6 𝑤4(1− 𝑝𝑘,𝑟) + ℓ(𝑘, 𝑟, 1).

Далее по формуле полного математического ожидания:

𝐸[κ4,𝑖+1] =

=
∞∑︁

𝑤1=0

∞∑︁
𝑤3=0

∞∑︁
𝑤4=0

∑︁
γ∈Γ

𝐸[κ4,𝑖+1|κ1,𝑖 = 𝑤1,κ3,𝑖 = 𝑤3,κ4,𝑖 = 𝑤4,Γ𝑖 = γ]×

×P(Γ𝑖 = γ,κ1,𝑖 = 𝑤1,κ3,𝑖 = 𝑤3,κ4,𝑖 = 𝑤4) 6

6
∞∑︁

𝑤1=0

∞∑︁
𝑤3=0

∞∑︁
𝑤4=0

∑︁
γ∈Γ

(𝑤4(1− 𝑝𝑘,𝑟) + ℓ(𝑘, 𝑟, 1))×

×P(Γ𝑖 = γ,κ1,𝑖 = 𝑤1,κ3,𝑖 = 𝑤3,κ4,𝑖 = 𝑤4).

Избавимся в последнем выражении от суммирования по 𝑤1, а также вынесем
суммирование по 𝑤4:

𝐸[κ4,𝑖+1] 6

6
∞∑︁

𝑤3=0

∞∑︁
𝑤4=0

∑︁
γ∈Γ

(𝑤4(1− 𝑝𝑘,𝑟) + ℓ(𝑘, 𝑟, 1))×P(Γ𝑖 = γ,κ3,𝑖 = 𝑤3,κ4,𝑖 = 𝑤4) 6

6
∞∑︁

𝑤4=0

(𝑤4(1− min
𝑘=0,𝑑,
𝑟=1,𝑛𝑘̃

{𝑝𝑘,𝑟}) + max
𝑘=0,𝑑,
𝑟=1,𝑛𝑘̃

{ℓ(𝑘, 𝑟, 1)})×

×
∞∑︁

𝑤3=0

∑︁
γ∈Γ

P(Γ𝑖 = γ,κ3,𝑖 = 𝑤3,κ4,𝑖 = 𝑤4),
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и после упрощений получим

𝐸[κ4,𝑖+1] 6

6 (1− min
𝑘=0,𝑑,
𝑟=1,𝑛𝑘̃

{𝑝𝑘,𝑟})
∞∑︁

𝑤4=0

𝑤4P(κ4,𝑖 = 𝑤4) + max
𝑘=0,𝑑,
𝑟=1,𝑛𝑘̃

{ℓ(𝑘, 𝑟, 1)}
∞∑︁

𝑤4=0

P(κ4,𝑖 = 𝑤4) =

= (1− min
𝑘=0,𝑑,
𝑟=1,𝑛𝑘̃

{𝑝𝑘,𝑟})𝐸[κ4,𝑖] + max
𝑘=0,𝑑,
𝑟=1,𝑛𝑘̃

{ℓ(𝑘, 𝑟, 1)}.

Последовательность {𝑀𝑖; 𝑖 > 0}, где

𝑀0 = 𝐸[κ4,0], 𝑀𝑖+1 = (1− min
𝑘=0,𝑑,
𝑟=1,𝑛𝑘̃

{𝑝𝑘,𝑟})𝑀𝑖 + max
𝑘=0,𝑑,
𝑟=1,𝑛𝑘̃

{ℓ(𝑘, 𝑟, 1)},

ограничивает сверху последовательность 𝐸[κ4,𝑖+1] и в условиях теоремы огра­
ничена. Это означает, что размер κ4,𝑖 очереди 𝑂4 также ограничен равномерно
по всем 𝑖 > 0. Что и следовало доказать.

3.2 Рекуррентные соотношения для производящих
функций последовательности {(Γ𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0}

В теореме 3 доказано, что последовательность {(Γ𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0} вляется
марковской цепью. В этом разделе привеедены результаты анализа ее переход­
ных вероятностей и частичных производящих функций.

Пусть Γ(𝑘,𝑟) ∈ Γ и 𝑥3 ∈ Z+. Обозначим

H−1(Γ
(𝑘,𝑟), 𝑥3) = {γ ∈ Γ: ℎ(γ, 𝑥3) = Γ(𝑘,𝑟)}.

Тогда из определения (1.2) находим явный вид множества H−1(Γ
(𝑘,𝑟), 𝑥3) для

различных Γ(𝑘,𝑟) и 𝑥3:

H−1(Γ
(𝑘,𝑟), 𝑥3) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

{Γ(𝑘1,𝑟1),Γ(0,𝑟⊖01)}, если (𝑘 = 0 & 𝑥3 6 𝐿);

{Γ(𝑘,𝑟⊖𝑘1),Γ(0,𝑟2)}, если (Γ(𝑘,𝑟) ∈ 𝐶I
𝑘 & 𝑥3 > 𝐿);

{Γ(𝑘,𝑟⊖𝑘1)}, если (Γ(𝑘,𝑟) ∈ 𝐶O
𝑘 ) или (Γ(𝑘,𝑟) ∈ 𝐶N

𝑘 );

∅, если (𝑘 = 0 & 𝑥3 > 𝐿)

или (Γ(𝑘,𝑟) ∈ 𝐶I
𝑘 & 𝑥3 6 𝐿),

(3.1)
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где 𝑘1, 𝑟1 таковы, что ℎ1(Γ
(𝑘1,𝑟1)) = 𝑟, и 𝑟2 таково, что ℎ3(𝑟2) = Γ(𝑘,𝑟). Обозначим

для γ ∈ Γ и 𝑥3 ∈ Z+

𝑄3,𝑖(γ, 𝑥) = P(Γ𝑖 = γ,κ3,𝑖 = 𝑥3). (3.2)

Для вывода рекуррентных соотношений для частичных производящих
функций марковской цепи {(Γ𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0} полезными будут рекуррентные со­
отношения для вероятностей {𝑄3,𝑖(γ, 𝑥)}𝑖>0,γ∈Γ,𝑥∈Z+

. Этому посвящена теоре­
ма 9.

Теорема 9. Пусть γ̃ = Γ(𝑘,𝑟) ∈ Γ и 𝑥̃3 ∈ Z+. Тогда для переходных веро­
ятностей {𝑄3,𝑖(·, ·)}, 𝑖 > 0, марковской цепи {(Γ𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0} имеют место
следующие рекуррентные соотношения:

𝑄3,𝑖+1(γ̃, 𝑥̃3) =

= (1− δ𝑥̃3,0)

𝑥̃3+ℓ(𝑘,𝑟,3)∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3,𝑖(γ, 𝑥3)×ϕ3(𝑥̃3 + ℓ(𝑘, 𝑟, 3)− 𝑥3, 𝑇
(𝑘,𝑟))+

+ δ𝑥̃3,0

ℓ(𝑘,𝑟,3)∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3,𝑖(γ, 𝑥3)

ℓ(𝑘,𝑟,3)−𝑥3∑︁
𝑎=0

ϕ3(𝑎, 𝑇
(𝑘,𝑟)). (3.3)

Доказательство. По формуле полной вероятности имеем

𝑄3,𝑖+1(γ̃, 𝑥̃3) = P(Γ𝑖+1 = γ̃,κ3,𝑖+1 = 𝑥̃3) =

=
∞∑︁

𝑥3=0

∑︁
γ∈Γ

P(Γ𝑖 = γ,κ3,𝑖 = 𝑥3)×P(Γ𝑖+1 = γ̃,κ3,𝑖+1 = 𝑥̃3|Γ𝑖 = γ,κ3,𝑖 = 𝑥3) =

=
∞∑︁

𝑥3=0

∑︁
γ∈Γ

𝑄3,𝑖(γ, 𝑥3)× δγ̃,ℎ(γ,𝑥3) ×P(κ3,𝑖+1 = 𝑥̃3|Γ𝑖 = γ,κ3,𝑖 = 𝑥3).

Тогда из определения H−1(γ̃, 𝑥3) следует, что

𝑄3,𝑖+1(γ̃, 𝑥̃3) =
∞∑︁

𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3,𝑖(γ, 𝑥3)×P(κ3,𝑖+1 = 𝑥̃3|Γ𝑖 = γ,κ3,𝑖 = 𝑥3),
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и, учитывая равенство (1.26), продолжаем цепочку выкладок:

𝑄3,𝑖+1(γ̃, 𝑥̃3) =
∞∑︁

𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3,𝑖(γ, 𝑥3)× ϕ̃3(𝑘, 𝑟, 𝑇
(𝑘,𝑟), 𝑥3, 𝑥̃3) =

=
∞∑︁

𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3,𝑖(γ, 𝑥3)× [(1− δ𝑥̃3,0)ϕ3(𝑥̃3 + ℓ(𝑘, 𝑟, 3)− 𝑥3, 𝑇
(𝑘,𝑟))+

+ δ𝑥̃3,0

ℓ(𝑘,𝑟,3)−𝑥3∑︁
𝑎=0

ϕ3(𝑎, 𝑇
(𝑘,𝑟))].

Поскольку ϕ3(𝑥, 𝑡) = 0 для 𝑥 < 0,

𝑄3,𝑖+1(γ̃, 𝑥̃3) =

= (1− δ𝑥̃3,0)

𝑥̃3+ℓ(𝑘,𝑟,3)∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3,𝑖(γ, 𝑥3)×ϕ3(𝑥̃3 + ℓ(𝑘, 𝑟, 3)− 𝑥3, 𝑇
(𝑘,𝑟))+

+ δ𝑥̃3,0

ℓ(𝑘,𝑟,3)∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3,𝑖(γ, 𝑥3)

ℓ(𝑘,𝑟,3)−𝑥3∑︁
𝑎=0

ϕ3(𝑎, 𝑇
(𝑘,𝑟)),

Пусть 𝑘 и 𝑟 таковы, что Γ(𝑘,𝑟) ∈ Γ. Введем производящую функцию

M(3,𝑖)(𝑘, 𝑟, 𝑣) =
∞∑︁

𝑤=0

𝑄3,𝑖(Γ
(𝑘,𝑟), 𝑤)𝑣𝑤,

и вспомогательные функции

𝑞𝑘,𝑟(𝑣) = 𝑣−ℓ(𝑘,𝑟,3)
∞∑︁

𝑤=0

ϕ3(𝑤, 𝑇
(𝑘,𝑟))𝑣𝑤,

Также для чисел 𝑘1, 𝑟1 и 𝑟2, удовлетворяющих соотношениям ℎ1(Γ
(𝑘1,𝑟1)) = 𝑟 и

ℎ3(𝑟2) = Γ(𝑘,𝑟), определим функции

α̃𝑖(𝑘, 𝑟, 𝑣) =

ℓ(𝑘,𝑟,3)∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3,𝑖(γ, 𝑥3)

ℓ(𝑘,𝑟,3)−𝑥3∑︁
𝑎=0

ϕ3(𝑎, 𝑇
(𝑘,𝑟))−

−
ℓ(𝑘,𝑟,3)∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3,𝑖(γ, 𝑥3)𝑣
𝑥3−ℓ(𝑘,𝑟,3)

ℓ(𝑘,𝑟,3)−𝑥3∑︁
𝑤=0

ϕ3(𝑤, 𝑇
(𝑘,𝑟))𝑣𝑤; (3.4)
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для Γ(0,𝑟) ∈ Γ:

α𝑖(0, 𝑟, 𝑣) = α̃𝑖(0, 𝑟, 𝑣)+ 𝑞0,𝑟(𝑣)×
𝐿∑︁

𝑥3=0

[︁
𝑄3,𝑖(Γ

(𝑘1,𝑟1), 𝑥3) +𝑄3,𝑖(Γ
(0,𝑟⊖01), 𝑥3)

]︁
𝑣𝑥3;

(3.5)

для Γ(𝑘,𝑟) ∈ 𝐶I
𝑘
:

α𝑖(𝑘, 𝑟, 𝑣) = α̃𝑖(𝑘, 𝑟, 𝑣)− 𝑞𝑘,𝑟(𝑣)
𝐿∑︁

𝑥3=0

[︁
𝑄3,𝑖(Γ

(𝑘,𝑟⊖𝑘̃1), 𝑥3) +𝑄3,𝑖(Γ
(0,𝑟2), 𝑥3)

]︁
𝑣𝑥3+

+ 𝑞𝑘,𝑟(𝑣)
∑︁
𝑥3>0

𝑄3,𝑖(Γ
(0,𝑟2), 𝑥3)𝑣

𝑥3; (3.6)

для Γ(𝑘,𝑟) ∈ 𝐶O
𝑘
∪ 𝐶N

𝑘
:

α𝑖(𝑘, 𝑟, 𝑣) = α̃𝑖(𝑘, 𝑟, 𝑣). (3.7)

Важным этапом на пути нахождения условий существования стационар­
ного распределения марковской цепи {(Γ𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0} является нахождение
рекуррентных соотношений, которым подчиняются частичные производящие
функции.

Теорема 10. Пусть γ̃ = Γ(𝑘,𝑟) ∈ Γ. Тогда имеют место следующие рекур­
рентные по 𝑖 > 0 соотношения для производящих функций марковской цепи
{(Γ𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0}:

1. для Γ(0,𝑟) ∈ Γ, 𝑟 = 1, 𝑛0

M(3,𝑖+1)(0, 𝑟, 𝑣) = α𝑖(0, 𝑟, 𝑣); (3.8)

2. для Γ(𝑘,𝑟) ∈ Γ, 𝑘 = 1, 𝑑, 𝑟 = 1, 𝑛𝑘

M(3,𝑖+1)(𝑘, 𝑟, 𝑣) = 𝑞𝑘,𝑟(𝑣)×M(3,𝑖)(𝑘, 𝑟 ⊖𝑘 1, 𝑣) + α𝑖(𝑘, 𝑟, 𝑣). (3.9)

Доказательство. Для доказательства воспользуемся рекуррентными соотно­
шениями (3.3):

M(3,𝑖+1)(𝑘, 𝑟, 𝑣) =

=
∞∑︁

𝑤=0

𝑄3,𝑖+1(Γ
(𝑘,𝑟), 𝑤)𝑣𝑤 = 𝑄3,𝑖+1(Γ

(𝑘,𝑟), 0) +
∞∑︁

𝑤=1

𝑄3,𝑖+1(Γ
(𝑘,𝑟), 𝑤)𝑣𝑤 =
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=

ℓ(𝑘,𝑟,3)∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3,𝑖(γ, 𝑥3)

ℓ(𝑘,𝑟,3)−𝑥3∑︁
𝑎=0

ϕ3(𝑎, 𝑇
(𝑘,𝑟))+

+
∞∑︁

𝑤=1

𝑤+ℓ(𝑘,𝑟,3)∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3,𝑖(γ, 𝑥3)×ϕ3(𝑤 + ℓ(𝑘, 𝑟, 3)− 𝑥3, 𝑇
(𝑘,𝑟))𝑣𝑤. (3.10)

После изменения порядка суммирования по 𝑥3 и 𝑤 второе слагаемое распадает­
ся еще на два слагаемых

∞∑︁
𝑤=1

𝑤+ℓ(𝑘,𝑟,3)∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3,𝑖(γ, 𝑥3)×ϕ3(𝑤 + ℓ(𝑘, 𝑟, 3)− 𝑥3, 𝑇
(𝑘,𝑟))𝑣𝑤 =

=

ℓ(𝑘,𝑟,3)∑︁
𝑥3=0

∞∑︁
𝑤=1

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3,𝑖(γ, 𝑥3)×ϕ3(𝑤 + ℓ(𝑘, 𝑟, 3)− 𝑥3, 𝑇
(𝑘,𝑟))𝑣𝑤+

+
∞∑︁

𝑥3=ℓ(𝑘,𝑟,3)+1

∞∑︁
𝑤=𝑥3−ℓ(𝑘,𝑟,3)

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3,𝑖(γ, 𝑥3)×ϕ3(𝑤 + ℓ(𝑘, 𝑟, 3)− 𝑥3, 𝑇
(𝑘,𝑟))𝑣𝑤.

(3.11)

Сначала преобразуем первое слагаемое в правой части выражения (3.11):

ℓ(𝑘,𝑟,3)∑︁
𝑥3=0

∞∑︁
𝑤=1

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3,𝑖(γ, 𝑥3)×ϕ3(𝑤 + ℓ(𝑘, 𝑟, 3)− 𝑥3, 𝑇
(𝑘,𝑟))𝑣𝑤 =

=

ℓ(𝑘,𝑟,3)∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3,𝑖(γ, 𝑥3)
∞∑︁

𝑤=1

ϕ3(𝑤 + ℓ(𝑘, 𝑟, 3)− 𝑥3, 𝑇
(𝑘,𝑟))𝑣𝑤 =

=

ℓ(𝑘,𝑟,3)∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3,𝑖(γ, 𝑥3)𝑣
𝑥3−ℓ(𝑘,𝑟,3)

∞∑︁
𝑤=ℓ(𝑘,𝑟,3)+1−𝑥3

ϕ3(𝑤, 𝑇
(𝑘,𝑟))𝑣𝑤. (3.12)

Аналогично для второго слагаемого выражения (3.11):

∞∑︁
𝑥3=ℓ(𝑘,𝑟,3)+1

∞∑︁
𝑤=𝑥3−ℓ(𝑘,𝑟,3)

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3,𝑖(γ, 𝑥3)×ϕ3(𝑤 + ℓ(𝑘, 𝑟, 3)− 𝑥3, 𝑇
(𝑘,𝑟))𝑣𝑤 =

=
∞∑︁

𝑥3=ℓ(𝑘,𝑟,3)+1

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3,𝑖(γ, 𝑥3)𝑣
𝑥3−ℓ(𝑘,𝑟,3)

∞∑︁
𝑤=0

ϕ3(𝑤, 𝑇
(𝑘,𝑟))𝑣𝑤 =
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=
∞∑︁

𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3,𝑖(γ, 𝑥3)𝑣
𝑥3−ℓ(𝑘,𝑟,3)

∞∑︁
𝑤=0

ϕ3(𝑤, 𝑇
(𝑘,𝑟))𝑣𝑤−

−
ℓ(𝑘,𝑟,3)∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3,𝑖(γ, 𝑥3)𝑣
𝑥3−ℓ(𝑘,𝑟,3)

∞∑︁
𝑤=0

ϕ3(𝑤, 𝑇
(𝑘,𝑟))𝑣𝑤. (3.13)

Подставляя упрощенные выражения (3.12) и (3.13) в равенство (3.11), и
затем равенcтво (3.11) в последнее равенство (3.10), получим:

M(3,𝑖+1)(𝑘, 𝑟, 𝑣) =

ℓ(𝑘,𝑟,3)∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3,𝑖(γ, 𝑥3)

ℓ(𝑘,𝑟,3)−𝑥3∑︁
𝑎=0

ϕ3(𝑎, 𝑇
(𝑘,𝑟))+

+

ℓ(𝑘,𝑟,3)∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3,𝑖(γ, 𝑥3)𝑣
𝑥3−ℓ(𝑘,𝑟,3)

∞∑︁
𝑤=ℓ(𝑘,𝑟,3)+1−𝑥3

ϕ3(𝑤, 𝑇
(𝑘,𝑟))𝑣𝑤+

+
∞∑︁

𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3,𝑖(γ, 𝑥3)𝑣
𝑥3−ℓ(𝑘,𝑟,3)

∞∑︁
𝑤=0

ϕ3(𝑤, 𝑇
(𝑘,𝑟))𝑣𝑤−

−
ℓ(𝑘,𝑟,3)∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3,𝑖(γ, 𝑥3)𝑣
𝑥3−ℓ(𝑘,𝑟,3)

∞∑︁
𝑤=0

ϕ3(𝑤, 𝑇
(𝑘,𝑟))𝑣𝑤. (3.14)

Сгруппируем второе и четвертое слагаемые в равенстве (3.14):

M(3,𝑖+1)(𝑘, 𝑟, 𝑣) =

ℓ(𝑘,𝑟,3)∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3,𝑖(γ, 𝑥3)

ℓ(𝑘,𝑟,3)−𝑥3∑︁
𝑎=0

ϕ3(𝑎, 𝑇
(𝑘,𝑟))+

+

ℓ(𝑘,𝑟,3)∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3,𝑖(γ, 𝑥3)𝑣
𝑥3−ℓ(𝑘,𝑟,3)[

∞∑︁
𝑤=ℓ(𝑘,𝑟,3)+1−𝑥3

ϕ3(𝑤, 𝑇
(𝑘,𝑟))𝑣𝑤−

−
∞∑︁

𝑤=0

ϕ3(𝑤, 𝑇
(𝑘,𝑟))𝑣𝑤] + 𝑞𝑘,𝑟(𝑣)

∞∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3,𝑖(γ, 𝑥3)𝑣
𝑥3

и, следовательно,

M(3,𝑖+1)(𝑘, 𝑟, 𝑣) =

ℓ(𝑘,𝑟,3)∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3,𝑖(γ, 𝑥3)

ℓ(𝑘,𝑟,3)−𝑥3∑︁
𝑎=0

ϕ3(𝑎, 𝑇
(𝑘,𝑟))−

−
ℓ(𝑘,𝑟,3)∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3,𝑖(γ, 𝑥3)𝑣
𝑥3−ℓ(𝑘,𝑟,3)

ℓ(𝑘,𝑟,3)−𝑥3∑︁
𝑤=0

ϕ3(𝑤, 𝑇
(𝑘,𝑟))𝑣𝑤+
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+ 𝑞𝑘,𝑟(𝑣)
∞∑︁

𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3,𝑖(γ, 𝑥3)𝑣
𝑥3 =

= α̃𝑖(𝑘, 𝑟, 𝑣) + 𝑞𝑘,𝑟(𝑣)
∞∑︁

𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3,𝑖(γ, 𝑥3)𝑣
𝑥3. (3.15)

Рассмотрим более подробно сумму
∑︀∞

𝑥3=0

∑︀
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3,𝑖(γ, 𝑥3)𝑣
𝑥3 в зави­

симости от γ̃. В случае, если γ̃ = Γ(0,𝑟), то из определения H−1(·, ·) следует, что
H−1(γ̃, 𝑥3) = {Γ(𝑘1,𝑟1),Γ(0,𝑟⊖01)} для 𝑥3 6 𝐿 и H−1(γ̃, 𝑥3) = ∅ для 𝑥3 > 𝐿. Здесь
пара (𝑘1, 𝑟1) такая, что ℎ1(Γ

(𝑘1,𝑟1)) = 𝑟. Тогда сумма примет вид

∞∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3,𝑖(γ, 𝑥3)𝑣
𝑥3 =

𝐿∑︁
𝑥3=0

[︁
𝑄3,𝑖(Γ

(𝑘1,𝑟1), 𝑥3) +𝑄3,𝑖(Γ
(0,𝑟⊖01), 𝑥3)

]︁
𝑣𝑥3.

(3.16)
В случае, если γ̃ ∈ 𝐶I

𝑘
, из определения H−1(·, ·) находим, что H−1(γ̃, 𝑥3) = ∅

для 𝑥3 6 𝐿 и H−1(γ̃, 𝑥3) = {Γ(𝑘,𝑟⊖𝑘̃1),Γ(0,𝑟2)} для 𝑥3 > 𝐿. Здесь 𝑟2 таково, что
ℎ3(𝑟2) = Γ(𝑘,𝑟). Сумма принимает вид

∞∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3,𝑖(γ, 𝑥3)𝑣
𝑥3 =

∞∑︁
𝑥3=𝐿+1

[︁
𝑄3,𝑖(Γ

(𝑘,𝑟⊖𝑘̃1), 𝑥3) +𝑄3,𝑖(Γ
(0,𝑟2), 𝑥3)

]︁
𝑣𝑥3 =

=
∞∑︁

𝑥3=0

[︁
𝑄3,𝑖(Γ

(𝑘,𝑟⊖𝑘̃1), 𝑥3) +𝑄3,𝑖(Γ
(0,𝑟2), 𝑥3)

]︁
𝑣𝑥3−

−
𝐿∑︁

𝑥3=0

[︁
𝑄3,𝑖(Γ

(𝑘,𝑟⊖𝑘̃1), 𝑥3) +𝑄3,𝑖(Γ
(0,𝑟2), 𝑥3)

]︁
𝑣𝑥3. (3.17)

И, наконец, если γ̃ ∈ 𝐶O
𝑘
∪𝐶N

𝑘
, то H−1(γ̃, 𝑥3) = {Γ(𝑘,𝑟⊖𝑘̃1)} для всех 𝑥3 > 0. Тогда

сумма будет выглядеть следующим образом:

∞∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3,𝑖(γ, 𝑥3)𝑣
𝑥3 =

∞∑︁
𝑥3=0

𝑄3,𝑖(Γ
(𝑘,𝑟⊖𝑘̃1), 𝑥3)𝑣

𝑥3. (3.18)

Подставляя найденные выражения (3.16), (3.17) и (3.18) в правую часть ра­
венств (3.15), получаем утверждение теоремы.
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3.3 Достаточное условие существования стационарного
распределения последовательности {(Γ𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0}

Получение достаточных условий будет проведено с использованием ите­
ративно-мажорантного подхода (см. работы [152; 153]). В основе этого подхода
лежит изучение динамики одномерных сечений многомерной счетной марков­
ской цепи.

Лемма 10. Для величин α𝑖(𝑘, 𝑟, 𝑣), Γ(𝑘,𝑟) ∈ Γ, некоторого фиксированного 0 <

< ε0 < 1, существуют конечные постоянные 𝑀(𝑘, 𝑟), Γ(𝑘,𝑟) ∈ Γ, не зависящие
от 𝑣 и 𝑖, такие, что верны следующие неравенства равномерно для всех 𝑖 > 0

и 1− ε0 < 𝑣 < 1 + ε0:
|α𝑖(𝑘, 𝑟, 𝑣)| 6 𝑀(𝑘, 𝑟). (3.19)

Доказательство. Начнем с оценки величины α̃𝑖(𝑘, 𝑟, 𝑣), входящей в выражение
для всех величин α𝑖(𝑘, 𝑟, 𝑣). Из определения величин α̃𝑖(𝑘, 𝑟, 𝑣) имеем

|α̃𝑖(𝑘, 𝑟, 𝑣)| 6
⃒⃒⃒⃒ℓ(𝑘,𝑟,3)∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(Γ(𝑘,𝑟),𝑥3)

𝑄3,𝑖(γ, 𝑥3)

ℓ(𝑘,𝑟,3)−𝑥3∑︁
𝑎=0

ϕ3(𝑎, 𝑇
(𝑘,𝑟))

⃒⃒⃒⃒
+

+

⃒⃒⃒⃒ℓ(𝑘,𝑟,3)∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(Γ(𝑘,𝑟),𝑥3)

𝑄3,𝑖(γ, 𝑥3)𝑣
𝑥3−ℓ(𝑘,𝑟,3)

ℓ(𝑘,𝑟,3)−𝑥3∑︁
𝑤=0

ϕ3(𝑤, 𝑇
(𝑘,𝑟))𝑣𝑤

⃒⃒⃒⃒
6

6

⃒⃒⃒⃒ℓ(𝑘,𝑟,3)∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(Γ(𝑘,𝑟),𝑥3)

ℓ(𝑘,𝑟,3)−𝑥3∑︁
𝑎=0

ϕ3(𝑎, 𝑇
(𝑘,𝑟))

⃒⃒⃒⃒
+

+

⃒⃒⃒⃒ℓ(𝑘,𝑟,3)∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(Γ(𝑘,𝑟),𝑥3)

𝑣𝑥3−ℓ(𝑘,𝑟,3)

ℓ(𝑘,𝑟,3)−𝑥3∑︁
𝑤=0

ϕ3(𝑤, 𝑇
(𝑘,𝑟))𝑣𝑤

⃒⃒⃒⃒
,

где правая часть последнего неравенства ограничена и не зависит от 𝑖. Посколь­
ку все суммы состоят из конечного числа ограниченных слагаемых, то

|α̃𝑖(𝑘, 𝑟, 𝑣)| 6 𝑀̃(𝑘, 𝑟)

для некоторой конечной величины 𝑀̃(𝑘, 𝑟).
Теперь рассмотрим оставшиеся величины. Для Γ(0,𝑟) ∈ Γ, 𝑟 = 1, 𝑛0:

|α𝑖(0, 𝑟, 𝑣)| = |α̃𝑖(0, 𝑟, 𝑣) + 𝑞0,𝑟(𝑣)×
𝐿∑︁

𝑥3=0

[︁
𝑄3,𝑖(Γ

(𝑘1,𝑟1), 𝑥3) +𝑄3,𝑖(Γ
(0,𝑟⊖01), 𝑥3)

]︁
𝑣𝑥3|.
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Поскольку α̃𝑖(0, 𝑟, 𝑣) ограничена, а приведенная сумма состоит из конечного
числа ограниченных слагаемых, то для ограниченности |α𝑖(0, 𝑟, 𝑣)| достаточно
показать ограниченность |𝑞0,𝑟(𝑣)|. Учитывая определение ϕ3(·, ·), имеем

|𝑞𝑘,𝑟(𝑣)| = |𝑣−ℓ(𝑘,𝑟,3)
∞∑︁

𝑤=0

ϕ3(𝑤, 𝑇
(𝑘,𝑟))𝑣𝑤| = |𝑣−ℓ(𝑘,𝑟,3) exp (λ3𝑇

(𝑘,𝑟)(𝑓3(𝑣)− 1))| 6

6 (1− ε0)−ℓ(𝑘,𝑟,3) exp (λ3𝑇
(𝑘,𝑟)(𝑓3(1 + ε0)− 1)),

где последнее выражение, очевидно, ограничено, Γ(𝑘,𝑟) ∈ Γ. Следовательно,

|α𝑖(0, 𝑟, 𝑣)| 6 𝑀(0, 𝑟).

Для Γ(𝑘,𝑟) ∈ 𝐶I
𝑘 имеем:

|α𝑖(𝑘, 𝑟, 𝑣)| = |α̃𝑖(𝑘, 𝑟, 𝑣)− 𝑞𝑘,𝑟(𝑣)
𝐿∑︁

𝑥3=0

[︁
𝑄3,𝑖(Γ

(𝑘,𝑟⊖𝑘1), 𝑥3) +𝑄3,𝑖(Γ
(0,𝑟2), 𝑥3)

]︁
𝑣𝑥3+

+ 𝑞𝑘,𝑟(𝑣)
∑︁
𝑥3>0

𝑄3,𝑖(Γ
(0,𝑟), 𝑥3)𝑣

𝑥3| = |α̃𝑖(𝑘, 𝑟, 𝑣)−

− 𝑞𝑘,𝑟(𝑣)
𝐿∑︁

𝑥3=0

[︁
𝑄3,𝑖(Γ

(𝑘,𝑟⊖𝑘1), 𝑥3) +𝑄3,𝑖(Γ
(0,𝑟2), 𝑥3)

]︁
𝑣𝑥3 + 𝑞𝑘,𝑟(𝑣)×M(3,𝑖)(0, 𝑟, 𝑣)|.

Поскольку M(3,𝑖)(0, 𝑟, 𝑣) = α𝑖−1(0, 𝑟, 𝑣), то

|α𝑖(𝑘, 𝑟, 𝑣)| = |α̃𝑖(𝑘, 𝑟, 𝑣)𝑞𝑘,𝑟(𝑣)
𝐿∑︁

𝑥3=0

[︁
𝑄3,𝑖(Γ

(𝑘,𝑟⊖𝑘1), 𝑥3) +𝑄3,𝑖(Γ
(0,𝑟2), 𝑥3)

]︁
𝑣𝑥3+

+ 𝑞𝑘,𝑟(𝑣)× α𝑖−1(0, 𝑟, 𝑣)|,

где все слагаемые ограничены в силу уже доказанного. Значит,

|α𝑖(𝑘, 𝑟, 𝑣)| 6 𝑀(𝑘, 𝑟), Γ(𝑘,𝑟) ∈ 𝐶I
𝑘.

В выражении |α𝑖(𝑘, 𝑟, 𝑣)| для Γ(𝑘,𝑟) ∈ 𝐶O
𝑘 ∪ 𝐶N

𝑘 все величины также огра­
ничены, следовательно,

|α𝑖(𝑘, 𝑟, 𝑣)| 6 𝑀(𝑘, 𝑟), Γ(𝑘,𝑟) ∈ 𝐶O
𝑘 ∪ 𝐶N

𝑘 .

Этим завершается доказательство.
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Пусть 𝑆3 определено в(2.21). Найденные рекуррентные соотношения для
производящих функций позволяют сформулировать и доказать следующую тео­
рему.

Теорема 11. Для того, чтобы марковская цепь {(Γ𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0} имела стаци­
онарное распределение 𝑄(γ, 𝑥), (γ, 𝑥) ∈ 𝑆3 ⊂ Γ× Z+, достаточно выполнения
неравенства

min
𝑘=1,𝑑

∑︀𝑛𝑘

𝑟=1 ℓ(𝑘, 𝑟, 3)

λ3𝑓 ′
3(1)

∑︀𝑛𝑘

𝑟=1 𝑇
(𝑘,𝑟)

> 1. (3.20)

Доказательство. Предположим обратное, а именно, что при выполнении усло­
вия (3.20) марковская цепь {(Γ𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0} не имеет стационарного распре­
деления. Тогда для любого состояния (γ, 𝑥) ∈ 𝑆3 ⊂ Γ × Z+ и независимо от
начального распределения P(Γ0 = Γ(𝑘,𝑟),κ3,0 = 𝑥), (Γ(𝑘,𝑟), 𝑥) ∈ 𝑆3 ⊂ Γ × Z+,
имеют место предельные равенства

lim
𝑖→∞

P(Γ𝑖 = Γ(𝑘,𝑟),κ3,𝑖 = 𝑥) = 0, (Γ(𝑘,𝑟), 𝑥) ∈ 𝑆3 ⊂ Γ× Z+. (3.21)

Для доказательства этого факта достаточно рассмотреть все возможные слу­
чаи, предполагая апериодичность рассматриваемой цепи (см. рассуждения [160,
гл. 3, § 3-4]):

1) все состояния цепи {(Γ𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0} невозвратные, тогда предельные
соотношения выполняются в силу [160, с. 541, лемма 2];

2) существует хотя бы одно возвратное состояние, тогда все состояния воз­
вратные (поскольку все состояния сообщающиеся); и пусть все состоя­
ния нулевые, тогда предельное соотношение также выполняется [160, с.
541, лемма 3];

3) все состояния возвратные и существует хотя бы одно положительное,
тогда все состояния положительные и пределы

lim
𝑖→∞

P(Γ𝑖 = Γ(𝑘,𝑟),κ3,𝑖 = 𝑥) > 0

являются стационарными вероятностями (см. рассуждения [160, с. 549,
теорема 1]), что противоречит предположению.

Для периодической цепи приведенные рассуждения достаточно провести для
циклических подклассов. Отметим также, что сообщаемость состояний 𝑆3 сле­
дует из способа доказательства лемм 3–9.
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Выберем это начальное распределение так, что при некотором 𝑣0 > 1 будет
выполнено неравенство M(3,0)(𝑘, 𝑟, 𝑣0) < ∞ для всех Γ(𝑘,𝑟) ∈ Γ. Это ограничение,
в силу теоремы (10), обеспечивает при любом конечном 𝑖 > 0 существование
функций

M(3,𝑖)(𝑘, 𝑟, 𝑣),
𝑑

𝑑𝑣

[︁
M(3,𝑖)(𝑘, 𝑟, 𝑣)

]︁
, Γ(𝑘,𝑟) ∈ Γ, (3.22)

по крайней мере в некоторой окрестности точки 𝑣 = 1.
В силу равенств (3.21) для любого натурального 𝑁 найдется некоторое

число I, что для всех 𝑖 > I будет

1 > (1 +𝑁)
𝑁∑︁
𝑥=0

∑︁
Γ(𝑘,𝑟)∈Γ

P(Γ𝑖 = Γ(𝑘,𝑟),κ3,𝑖 = 𝑥)

и, значит, 1 > (1 +𝑁)
∑︀𝑁

𝑥=0P(κ3,𝑖 = 𝑥). Тогда

𝐸[κ3,𝑖] =
∞∑︁
𝑥=0

𝑥P(κ3,𝑖 = 𝑥) =
𝑁∑︁
𝑥=0

𝑥P(κ3,𝑖 = 𝑥) +
∞∑︁

𝑥=𝑁+1

𝑥P(κ3,𝑖 = 𝑥) >

>
∞∑︁

𝑥=𝑁+1

𝑥P(κ3,𝑖 = 𝑥) >
∞∑︁

𝑥=𝑁+1

(𝑁 +1)P(κ3,𝑖 = 𝑥) > (𝑁 +1)
∞∑︁

𝑥=𝑁+1

P(κ3,𝑖 = 𝑥) =

= (𝑁 + 1)

(︃
1−

𝑁∑︁
𝑥=0

P(κ3,𝑖 = 𝑥)

)︃
> (𝑁 + 1)

(︂
1− 1

𝑁 + 1

)︂
= 𝑁.

Следовательно, 𝐸[κ3,𝑖] неограниченно возрастает при 𝑖 → ∞.
Другое рассуждение, однако, приводит к противоположному результату.

Действительно, при min𝑘=1,𝑑

∑︀𝑛𝑘
𝑟=1 ℓ(𝑘,𝑟,3)

λ3𝑓 ′
3(1)

∑︀𝑛𝑘
𝑟=1 𝑇

(𝑘,𝑟) > 1 имеем для 𝑘 = 1, 𝑑:(︃
𝑛𝑘∏︁
𝑟=1

𝑞𝑘,𝑟(𝑣)

)︃′ ⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑣=1

=

(︃
𝑛𝑘∏︁
𝑟=1

𝑣−ℓ(𝑘,𝑟,3)
∞∑︁

𝑤=0

ϕ3(𝑤, 𝑇
(𝑘,𝑟))𝑣𝑤

)︃′ ⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑣=1

=

=

(︃
𝑛𝑘∏︁
𝑟=1

𝑣−ℓ(𝑘,𝑟,3) exp(λ3𝑇
(𝑘,𝑟)(𝑓3(𝑣)− 1))

)︃′ ⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑣=1

=

=

(︃
𝑣−

∑︀𝑛𝑘
𝑟=1 ℓ(𝑘,𝑟,3) exp(λ3(𝑓3(𝑣)− 1)

𝑛𝑘∑︁
𝑟=1

𝑇 (𝑘,𝑟))

)︃′ ⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑣=1

=

= λ3𝑓
′
3(1)

𝑛𝑘∑︁
𝑟=1

𝑇 (𝑘,𝑟) −
𝑛𝑘∑︁
𝑟=1

ℓ(𝑘, 𝑟, 3) < 0. (3.23)

Пусть M
(3,0)
+ (𝑘, 𝑟, 𝑣) = M(3,0)(𝑘, 𝑟, 𝑣). Введем последовательности{︁

M
(3,𝑖)
+ (𝑘, 𝑟, 𝑣); 𝑖 > 0

}︁
, Γ(𝑘,𝑟) ∈ Γ, с помощью рекуррентного отображения



87

1) для Γ(0,𝑟) ∈ Γ

M
(3,𝑖+1)
+ (0, 𝑟, 𝑣) = 𝑀(0, 𝑟);

2) для Γ(𝑘,𝑟) ∈ 𝐶𝑘, 𝑘 = 1, 2, . . ., 𝑑,

M
(3,𝑖+1)
+ (𝑘, 𝑟, 𝑣) = 𝑞𝑘,𝑟(𝑣)×M

(3,𝑖)
+ (𝑘, 𝑟 ⊖𝑘 1, 𝑣) +𝑀(𝑘, 𝑟)

в некоторой окрестности точки 𝑣 = 1. Поеследовательности
{︁
M

(3,𝑖)
+ (𝑘, 𝑟, 𝑣); 𝑖 > 0

}︁
,

Γ(𝑘,𝑟) ∈ Γ, будут мажорантными для последовательностей {M(3,𝑖)(𝑘, 𝑟, 𝑣); 𝑖 > 0},
Γ(𝑘,𝑟) ∈ Γ, рекуррентного отображения из теоремы 10, то есть

M(3,𝑖)(𝑘, 𝑟, 𝑣) 6 M
(3,𝑖)
+ (𝑘, 𝑟, 𝑣).

Из приведенного рекуррентного отображения для мажорантной последо­
вательности видно, что компонента M

(3,𝑖+1)
+ (𝑘, 𝑟, 𝑣) зависит только от величины

M
(3,𝑖)
+ (𝑘, 𝑟 ⊖𝑘 1, 𝑣) того же цикла 𝐶𝑘, 𝑘 = 1, 𝑑, и не зависит от величин других

циклов. И поскольку числа 𝑀(𝑘, 𝑟), Γ(𝑘,𝑟) ∈ Γ, конечны и не зависят от 𝑣 и 𝑖, для
сходимости всего мажорантного отображения

{︁
M

(3,𝑖)
+ (𝑘, 𝑟, 𝑣); 𝑖 > 0

}︁
, Γ(𝑘,𝑟) ∈ Γ,

достаточно сходимости для каждого 𝑘 = 1, 𝑑 подблока
{︁
M

(3,𝑖)
+ (𝑘, 𝑟, 𝑣); 𝑖 > 0

}︁
,

𝑟 = 1, 𝑛𝑘.
Пусть 𝑘 = 1, 𝑑 фиксировано. В матричном виде рекуррентное отображе­

ние для блока
{︁
M

(3,𝑖)
+ (𝑘, 𝑟, 𝑣); 𝑖 > 0

}︁
, 𝑟 = 1, 𝑛𝑘, будет иметь вид:⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

M
(3,𝑖+1)
+ (𝑘, 1, 𝑣)

M
(3,𝑖+1)
+ (𝑘, 2, 𝑣)

M
(3,𝑖+1)
+ (𝑘, 3, 𝑣)

. . . . . . . .

M
(3,𝑖+1)
+ (𝑘, 𝑛𝑘, 𝑣)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 . . . 0 𝑞𝑘,1(𝑣)

𝑞𝑘,2(𝑣) 0 . . . 0 0

0 𝑞𝑘,3(𝑣) . . . 0 0

. . . . . . . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 𝑞𝑘,𝑛𝑘
(𝑣) 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦×

×

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
M

(3,𝑖)
+ (𝑘, 1, 𝑣)

M
(3,𝑖)
+ (𝑘, 2, 𝑣)

M
(3,𝑖)
+ (𝑘, 3, 𝑣)

. . . . . . .

M
(3,𝑖)
+ (𝑘, 𝑛𝑘, 𝑣)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦+

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑀(𝑘, 1)

𝑀(𝑘, 2)

𝑀(𝑘, 3)

. . . .

𝑀(𝑘, 𝑛𝑘)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .

Тогда характеристический многочлен для этого отображения легко подсчиты­
вается и имеет вид

𝑥𝑛𝑘 −
𝑛𝑘∏︁
𝑟=1

𝑞𝑘,𝑟(𝑣),
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и приравнивая его к нулю, находим, что норма всех собственных чисел оди­
накова и равна (

∏︀𝑛𝑘

𝑟=1 𝑞𝑘,𝑟(𝑣))
1/𝑛𝑘 . В точке 𝑣 = 1 модуль собственного числа

| (
∏︀𝑛𝑘

𝑟=1 𝑞𝑘,𝑟(𝑣))
1/𝑛𝑘 | равен 1, а его производная⎛⎝ 1

𝑛𝑘

(︃
𝑛𝑘∏︁
𝑟=1

𝑞𝑘,𝑟(𝑣)

)︃1/𝑛𝑘−1

×

(︃
𝑛𝑘∏︁
𝑟=1

𝑞𝑘,𝑟(𝑣)

)︃′
⎞⎠⃒⃒⃒⃒⃒⃒

𝑣=1

=

=
1

𝑛𝑘

(︃
λ3𝑓

′
3(1)

𝑛𝑘∑︁
𝑟=1

𝑇 (𝑘,𝑟) −
𝑛𝑘∑︁
𝑟=1

ℓ(𝑘, 𝑟, 3)

)︃
,

в соответствии с условием (3.23), отрицательна.
Следовательно, в некоторой правой окрестности 𝑣 ∈ (1, 1+ε1), ε1 > 0, точ­

ки 𝑣 = 1 модуль всех собственных чисел (
∏︀𝑛𝑘

𝑟=1 𝑞𝑘,𝑟(𝑣))
1/𝑛𝑘 , 𝑘 = 1, 𝑑, будет мень­

ше 1 и, значит, мажорантная последовательность сходится. Этот факт, в свою
очередь, влечет сходимость исходной последовательности

{︀
M(3,𝑖)(𝑘, 𝑟, 𝑣); 𝑖 > 0

}︀
,

Γ(𝑘,𝑟) ∈ Γ, для 𝑣 ∈ [1, 1 + ε1).
Последовательности

{︁
M

(3,𝑖)
+ (𝑘, 𝑟, 𝑣1); 𝑖 > 0

}︁
, Γ(𝑘,𝑟) ∈ Γ, сходятся при 𝑣1 ∈

∈ [1, 1 + ε1) и, следовательно, их сумма
∑︀

𝑘,𝑟 M
(3,𝑖)(𝑘, 𝑟, 𝑣) при любом 𝑖 > 0

является аналитической, ограниченной функцией. И поскольку∑︁
𝑘,𝑟

M(3,𝑖)(𝑘, 𝑟, 𝑣) =
∑︁
𝑘,𝑟

∞∑︁
𝑤=0

𝑄3,𝑖(Γ
(𝑘,𝑟), 𝑤)𝑣𝑤 =

∞∑︁
𝑤=0

P(κ3,𝑖 = 𝑤)𝑣𝑤, (3.24)

теперь без труда получается, что числовая последовательность⎧⎨⎩∑︁
𝑘,𝑟

𝑑

𝑑𝑣

(︁
M(3,𝑖)(𝑘, 𝑟, 𝑣)

)︁⃒⃒⃒
𝑣=1

= 𝐸[κ3,𝑖]; 𝑖 > 0

⎫⎬⎭
в силу интегральной формулы Коши равномерно по 𝑖 ограничена некоторой по­
стоянной величиной. Поэтому принятое предположение не будет справедливым.
Доказательство этим завершается.

3.4 Необходимое условие существования стационарного
распределения последовательности {(Γ𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0}

В этом разделе нас будет интересовать необходимое условие существова­
ния стационарного распределения марковской цепи {(Γ𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0}.
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Теорема 12. Для того, чтобы марковская цепь {(Γ𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0} имела стаци­
онарное распределение 𝑄3(γ, 𝑥), (γ, 𝑥) ∈ 𝑆3 ⊂ Γ × Z+, необходимо выполнение
неравенства

max
𝑘=1,𝑑

∑︀𝑛𝑘

𝑟=1 ℓ(𝑘, 𝑟, 3)

λ3𝑓 ′
3(1)

∑︀𝑛𝑘

𝑟=1 𝑇
(𝑘,𝑟)

> 1.

Доказательство. Допустим, что стационарное распределение марковской це­
пи {(Γ𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0} существует. Тогда, выбрав это распределение в качестве
начального 𝑄3(γ, 𝑤), (γ, 𝑤) ∈ 𝑆3 ⊂ Γ × Z+, мы обеспечим существование пре­
делов

lim
𝑖→∞

𝑄3,𝑖(γ, 𝑤) = 𝑄3(γ, 𝑤),

равных стационарным вероятностям соответствующих состояний.
Определив частичные производящие функции стационарного распределе­

ния

M(3)(𝑘, 𝑟, 𝑣) =
∞∑︁

𝑤=0

𝑄3(γ, 𝑤)𝑣
𝑤,

можем переписать соотношения (3.8) и (3.9) в новом виде:
1) для Γ(0,𝑟) ∈ Γ, 𝑟 = 1, 𝑛0

M(3)(0, 𝑟, 𝑣) = α(0, 𝑟, 𝑣); (3.25)

2) для Γ(𝑘,𝑟) ∈ Γ, 𝑘 = 1, 𝑑, 𝑟 = 1, 𝑛𝑘

M(3)(𝑘, 𝑟, 𝑣) = 𝑞𝑘,𝑟(𝑣)×M(3)(𝑘, 𝑟 ⊖𝑘 1, 𝑣) + α(𝑘, 𝑟, 𝑣), (3.26)

где

α̃(𝑘, 𝑟, 𝑣) =

ℓ(𝑘,𝑟,3)∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3(γ, 𝑥3)

ℓ(𝑘,𝑟,3)−𝑥3∑︁
𝑎=0

ϕ3(𝑎, 𝑇
(𝑘,𝑟))−

−
ℓ(𝑘,𝑟,3)∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3(γ, 𝑥3)

ℓ(𝑘,𝑟,3)−𝑥3∑︁
𝑤=0

ϕ3(𝑤, 𝑇
(𝑘,𝑟))𝑣𝑤−(ℓ(𝑘,𝑟,3)−𝑥3), (3.27)

для Γ(0,𝑟) ∈ Γ

α(0, 𝑟, 𝑣) = α̃(0, 𝑟, 𝑣) + 𝑞0,𝑟(𝑣) ×
𝐿∑︁

𝑥3=0

[︁
𝑄3(Γ

(𝑘1,𝑟1), 𝑥3) +𝑄3(Γ
(0,𝑟⊖01), 𝑥3)

]︁
𝑣𝑥3,

(3.28)
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для Γ(𝑘,𝑟) ∈ 𝐶I
𝑘

α(𝑘, 𝑟, 𝑣) = α̃(𝑘, 𝑟, 𝑣)− 𝑞𝑘,𝑟(𝑣)
𝐿∑︁

𝑥3=0

[︁
𝑄3(Γ

(𝑘,𝑟⊖𝑘̃1), 𝑥3) +𝑄3(Γ
(0,𝑟2), 𝑥3)

]︁
𝑣𝑥3+

+ 𝑞𝑘,𝑟(𝑣)M
(3)(0, 𝑟2, 𝑣), (3.29)

и для Γ(𝑘,𝑟) ∈ 𝐶O
𝑘
∪ 𝐶N

𝑘

α(𝑘, 𝑟, 𝑣) = α̃(𝑘, 𝑟, 𝑣). (3.30)

Разложим функцию 𝑞𝑘,𝑟(𝑣) по формуле Тейлора по степеням (𝑣 − 1)

𝑞𝑘,𝑟(𝑣) = 𝑣−ℓ(𝑘,𝑟,3) exp (λ3𝑇
(𝑘,𝑟)(𝑓3(𝑣)− 1)) =

= 1 + (λ3𝑇
(𝑘,𝑟)𝑓 ′

3(1)− ℓ(𝑘, 𝑟, 3))(𝑣 − 1) +𝑂((𝑣 − 1)2).

Просуммируем соотношения (3.25) и (3.26)

𝑑∑︁
𝑘=0

𝑛𝑘∑︁
𝑟=1

M(3)(𝑘, 𝑟, 𝑣) =

=

𝑛0∑︁
𝑟=1

α(0, 𝑟, 𝑣) +
𝑑∑︁

𝑘=1

𝑛𝑘∑︁
𝑟=1

[︀
𝑞𝑘,𝑟(𝑣)M

(3)(𝑘, 𝑟 ⊖𝑘 1, 𝑣) + α(𝑘, 𝑟, 𝑣)
]︀
=

=
𝑑∑︁

𝑘=1

𝑛𝑘∑︁
𝑟=1

𝑞𝑘,𝑟(𝑣)M
(3)(𝑘, 𝑟 ⊖𝑘 1, 𝑣) +

𝑑∑︁
𝑘=1

𝑛𝑘∑︁
𝑟=1

α(𝑘, 𝑟, 𝑣) +

𝑛0∑︁
𝑟=1

α(0, 𝑟, 𝑣). (3.31)

Разложим по формуле Тейлора слагаемые
∑︀𝑑

𝑘=1

∑︀𝑛𝑘

𝑟=1 α(𝑘, 𝑟, 𝑣) и
∑︀𝑛0

𝑟=1 α(0, 𝑟, 𝑣):

α̃(𝑘, 𝑟, 𝑣) =

ℓ(𝑘,𝑟,3)∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3(γ, 𝑥3)

ℓ(𝑘,𝑟,3)−𝑥3∑︁
𝑤=0

ϕ3(𝑤, 𝑇
(𝑘,𝑟))(1− 𝑣𝑤−(ℓ(𝑘,𝑟,3)−𝑥3)) =

= −(𝑣− 1)

ℓ(𝑘,𝑟,3)∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3(γ, 𝑥3)

ℓ(𝑘,𝑟,3)−𝑥3∑︁
𝑤=0

ϕ3(𝑤, 𝑇
(𝑘,𝑟))(𝑤− (ℓ(𝑘, 𝑟, 3)− 𝑥3))+

+𝑂((𝑣 − 1)2).

В частности, для 𝑘 = 0 величина ℓ(𝑘, 𝑟, 3) равна нулю, поэтому α̃(0, 𝑟, 𝑣) =

= 𝑂((𝑣 − 1)2). Теперь непосредственно получим для состояний продления
𝑛0∑︁
𝑟=1

α(0, 𝑟, 𝑣) =

=

𝑛0∑︁
𝑟=1

𝑞0,𝑟(𝑣)×
𝐿∑︁

𝑥3=0

[︀
𝑄3(Γ

(𝑘1,𝑟1), 𝑥3) +𝑄3(Γ
(0,𝑟⊖01), 𝑥3)

]︀
𝑣𝑥3 +𝑂((𝑣 − 1)2) =
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=

𝑛0∑︁
𝑟=1

(1 + (λ3𝑇
(0,𝑟)𝑓 ′

3(1)− ℓ(0, 𝑟, 3))(𝑣 − 1))×

×
𝐿∑︁

𝑥3=0

[︁
𝑄3(Γ

(𝑘1,𝑟1), 𝑥3) +𝑄3(Γ
(0,𝑟⊖01), 𝑥3)

]︁
𝑣𝑥3 +𝑂((𝑣 − 1)2),

для входных состояний∑︁
𝑘,𝑟 : Γ(𝑘̃,𝑟)∈𝐶I

𝑘̃

α(𝑘, 𝑟, 𝑣) =

=
∑︁

𝑘,𝑟 : Γ(𝑘̃,𝑟)∈𝐶I
𝑘̃

𝑞𝑘,𝑟(𝑣)

[︂
M(3)(0, 𝑟2, 𝑣)−

𝐿∑︁
𝑥3=0

(︀
𝑄3(Γ

(𝑘,𝑟⊖𝑘̃1), 𝑥3) +𝑄3(Γ
(0,𝑟2), 𝑥3)

)︀
𝑣𝑥3

]︂
+

+
∑︁

𝑘,𝑟 : Γ(𝑘̃,𝑟)∈𝐶I
𝑘̃

α̃(𝑘, 𝑟, 𝑣) =
∑︁

𝑘,𝑟 : Γ(𝑘̃,𝑟)∈𝐶I
𝑘̃

(1 + (λ3𝑇
(𝑘,𝑟)𝑓 ′

3(1)− ℓ(𝑘, 𝑟, 3))(𝑣 − 1))×

×
[︂
M(3)(0, 𝑟2, 𝑣)−

𝐿∑︁
𝑥3=0

(︀
𝑄3(Γ

(𝑘,𝑟⊖𝑘̃1), 𝑥3) +𝑄3(Γ
(0,𝑟2), 𝑥3)

)︀
𝑣𝑥3

]︂
−

− (𝑣 − 1)
∑︁

𝑘,𝑟 : Γ(𝑘̃,𝑟)∈𝐶I
𝑘̃

ℓ(𝑘,𝑟,3)∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3(γ, 𝑥3)×

×
ℓ(𝑘,𝑟,3)−𝑥3∑︁

𝑤=0

ϕ3(𝑤, 𝑇
(𝑘,𝑟))(𝑤 − (ℓ(𝑘, 𝑟, 3)− 𝑥3)) +𝑂((𝑣 − 1)2),

и для выходных состояний∑︁
𝑘,𝑟 : Γ(𝑘̃,𝑟)∈𝐶O

𝑘̃
∪𝐶N

𝑘̃

α(𝑘, 𝑟, 𝑣) =
∑︁

𝑘,𝑟 : Γ(𝑘̃,𝑟)∈𝐶O
𝑘̃
∪𝐶N

𝑘̃

α̃(𝑘, 𝑟, 𝑣) =

= −(𝑣 − 1)
∑︁

𝑘,𝑟 : Γ(𝑘̃,𝑟)∈𝐶O
𝑘̃
∪𝐶N

𝑘̃

ℓ(𝑘,𝑟,3)∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3(γ, 𝑥3)×

×
ℓ(𝑘,𝑟,3)−𝑥3∑︁

𝑤=0

ϕ3(𝑤, 𝑇
(𝑘,𝑟))(𝑤 − (ℓ(𝑘, 𝑟, 3)− 𝑥3)) +𝑂((𝑣 − 1)2).

Подставим получившиеся соотношения в выражение (3.31). Поскольку лю­
бому входному состоянию системы соответсвует одно и только одно состояние
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продления и наоборот, то выражение (3.31) примет вид:

0 = 𝑂((𝑣 − 1)2) + (𝑣 − 1)
𝑑∑︁

𝑘=1

𝑛𝑘̃∑︁
𝑟=1

(λ3𝑇
(𝑘,𝑟)𝑓 ′

3(1)− ℓ(𝑘, 𝑟, 3))M(3)(𝑘, 𝑟 ⊖𝑘 1, 𝑣)+

+(𝑣−1)

𝑛0∑︁
𝑟=1

(λ3𝑇
(0,𝑟)𝑓 ′

3(1)−ℓ(0, 𝑟, 3))×
𝐿∑︁

𝑥3=0

[︁
𝑄3(Γ

(𝑘1,𝑟1), 𝑥3) +𝑄3(Γ
(0,𝑟⊖01), 𝑥3)

]︁
𝑣𝑥3+

+ (𝑣 − 1)
∑︁

𝑘,𝑟 : Γ(𝑘̃,𝑟)∈𝐶I
𝑘̃

(λ3𝑇
(𝑘,𝑟)𝑓 ′

3(1)− ℓ(𝑘, 𝑟, 3))×

×
[︂
M(3)(0, 𝑟2, 𝑣)−

𝐿∑︁
𝑥3=0

(︀
𝑄3(Γ

(𝑘,𝑟⊖𝑘̃1), 𝑥3) +𝑄3(Γ
(0,𝑟2), 𝑥3)

)︀
𝑣𝑥3

]︂
−

− (𝑣 − 1)
∑︁

𝑘,𝑟 : Γ(𝑘̃,𝑟)∈𝐶O
𝑘̃
∪𝐶N

𝑘̃

ℓ(𝑘,𝑟,3)∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3(γ, 𝑥3)×

×
ℓ(𝑘,𝑟,3)−𝑥3∑︁

𝑤=0

ϕ3(𝑤, 𝑇
(𝑘,𝑟))(𝑤 − (ℓ(𝑘, 𝑟, 3)− 𝑥3)). (3.32)

Разделим обе части равенства на (𝑣 − 1), устремим 𝑣 к единице и сгруппируем
слагаемые:

0 =
∑︁

𝑘,𝑟 : Γ(𝑘̃,𝑟)∈𝐶I
𝑘̃

(λ3𝑇
(𝑘,𝑟)𝑓 ′

3(1)− ℓ(𝑘, 𝑟, 3))×

×
[︂
M(3)(𝑘, 𝑟⊖𝑘 1, 1)−

𝐿∑︁
𝑥3=0

𝑄3(Γ
(𝑘,𝑟⊖𝑘̃1), 𝑥3)+M(3)(0, 𝑟2, 1)−

𝐿∑︁
𝑥3=0

𝑄3(Γ
(0,𝑟2), 𝑥3)

]︂
+

+
∑︁

𝑘,𝑟 : Γ(𝑘̃,𝑟)∈𝐶O
𝑘̃
∪𝐶N

𝑘̃

(λ3𝑇
(𝑘,𝑟)𝑓 ′

3(1)− ℓ(𝑘, 𝑟, 3))M(3)(𝑘, 𝑟 ⊖𝑘 1, 1)+

+

𝑛0∑︁
𝑟=1

λ3𝑇
(0,𝑟)𝑓 ′

3(1)×
𝐿∑︁

𝑥3=0

[︁
𝑄3(Γ

(𝑘1,𝑟1), 𝑥3) +𝑄3(Γ
(0,𝑟⊖01), 𝑥3)

]︁
+

+
∑︁
𝑘,𝑟 :

Γ(𝑘̃,𝑟)∈𝐶O
𝑘̃
∪𝐶N

𝑘̃

ℓ(𝑘,𝑟,3)∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3(γ, 𝑥3)

ℓ(𝑘,𝑟,3)−𝑥3∑︁
𝑤=0

ϕ3(𝑤, 𝑇
(𝑘,𝑟))(ℓ(𝑘, 𝑟, 3)−𝑥3−𝑤).

(3.33)
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Подставим в (3.25) и (3.26) значение 𝑣 = 1:

M(3)(0, 𝑟, 1) =
𝐿∑︁

𝑥3=0

(︂
𝑄(Γ(𝑘1,𝑟1), 𝑥3) +𝑄3(Γ

(0,𝑟⊖01), 𝑥3)

)︂
,

M(3)(𝑘, 𝑟, 1) = M(3)(𝑘, 𝑟 ⊖𝑘 1, 1) +M(3)(0, 𝑟2, 1)−

−
𝐿∑︁

𝑥3=0

(︂
𝑄3(Γ

(𝑘,𝑟⊖𝑘1), 𝑥3) +𝑄3(Γ
(0,𝑟2), 𝑥3)

)︂
, Γ(𝑘,𝑟) ∈ 𝐶I

𝑘
,

M(3)(𝑘, 𝑟, 1) = M(3)(𝑘, 𝑟 ⊖𝑘 1, 1), Γ(𝑘,𝑟) ∈ 𝐶O
𝑘

⋃︁
𝐶N

𝑘
.

Из последнего равенства следует, что

M(3)(𝑘, 𝑛𝑘, 1) = M(3)(𝑘, 𝑛𝑘 ⊖𝑘 1, 1) = . . . = M(3)(𝑘, 1, 1) = 𝑀𝑘.

Упростим с помощью получившихся равенств выражение (3.33):

0 =
∑︁

𝑘,𝑟 : Γ(𝑘̃,𝑟)∈𝐶I
𝑘̃

(λ3𝑇
(𝑘,𝑟)𝑓 ′

3(1)− ℓ(𝑘, 𝑟, 3))×𝑀𝑘+

+
∑︁

𝑘,𝑟 : Γ(𝑘̃,𝑟)∈𝐶O
𝑘̃
∪𝐶N

𝑘̃

(λ3𝑇
(𝑘,𝑟)𝑓 ′

3(1)− ℓ(𝑘, 𝑟, 3))𝑀𝑘+

+

𝑛0∑︁
𝑟=1

λ3𝑇
(0,𝑟)𝑓 ′

3(1)×
𝐿∑︁

𝑥3=0

[︁
𝑄3(Γ

(𝑘1,𝑟1), 𝑥3) +𝑄3(Γ
(0,𝑟⊖01), 𝑥3)

]︁
+

+
∑︁
𝑘,𝑟 :

Γ(𝑘̃,𝑟)∈𝐶O
𝑘̃
∪𝐶N

𝑘̃

ℓ(𝑘,𝑟,3)∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3(γ, 𝑥3)

ℓ(𝑘,𝑟,3)−𝑥3∑︁
𝑤=0

ϕ3(𝑤, 𝑇
(𝑘,𝑟))(ℓ(𝑘, 𝑟, 3)−𝑥3−𝑤).

(3.34)

Сгруппируем слагаемые:

0 =
𝑑∑︁

𝑘=1

(︂
𝑀𝑘 ×

𝑛𝑘̃∑︁
𝑟=1

(λ3𝑇
(𝑘,𝑟)𝑓 ′

3(1)− ℓ(𝑘, 𝑟, 3))

)︂
+

+

𝑛0∑︁
𝑟=1

λ3𝑇
(0,𝑟)𝑓 ′

3(1)×
𝐿∑︁

𝑥3=0

[︁
𝑄3(Γ

(𝑘1,𝑟1), 𝑥3) +𝑄3(Γ
(0,𝑟⊖01), 𝑥3)

]︁
+

+
∑︁
𝑘,𝑟 :

Γ(𝑘̃,𝑟)∈𝐶O
𝑘̃
∪𝐶N

𝑘̃

ℓ(𝑘,𝑟,3)∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄3(γ, 𝑥3)

ℓ(𝑘,𝑟,3)−𝑥3∑︁
𝑤=0

ϕ3(𝑤, 𝑇
(𝑘,𝑟))(ℓ(𝑘, 𝑟, 3)−𝑥3−𝑤).

(3.35)
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Предположение, что для любых 𝑘 = 1, 𝑑 выражение

𝑛𝑘̃∑︁
𝑟=1

ℓ(𝑘, 𝑟, 3)
⧸︀
λ3𝑓

′
3(1)

𝑛𝑘̃∑︁
𝑟=1

𝑇 (𝑘,𝑟)

меньше либо равно 1, приводит к невозможному выводу 𝑄3(Γ
(0,1), 0) = 0. Что

и требовалось доказать.

3.5 Достаточное условие существования стационарного
распределения последовательности {(Γ𝑖,κ1,𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0}

Теперь добавим состояние κ1,𝑖 очереди 𝑂1 в качестве дополнительной ком­
поненты состояния марковской цепи {(Γ𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0}. Докажем марковость
получившейся последовательности {(Γ𝑖,κ1,𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0}.

Теорема 13. Пусть Γ0 = Γ(𝑘,𝑟) ∈ Γ и (κ1,0,κ3,0) = (𝑥1,0, 𝑥3,0) ∈ Z2
+ фикси­

рованы. Тогда последовательность {(Γ𝑖,κ1,𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0} является однородной
счетной цепью Маркова.

Доказательство. Действительно, поскольку Γ𝑖+1 функционально выражается
через Γ𝑖 и κ3,𝑖 (см. (1.3)), то

P({Γ𝑖+1 = Γ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1),κ1,𝑖+1 = 𝑥1,𝑖+1,κ3,𝑖+1 = 𝑥3,𝑖+1}| ∩𝑖
𝑡=0 𝐴𝑡(𝑘𝑡; 𝑟𝑡;𝑥

𝑡)) =

= δΓ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1),ℎ(Γ(𝑘𝑖,𝑟𝑖),𝑥3,𝑖)
×

×P({κ1,𝑖+1 = 𝑥1,𝑖+1,κ3,𝑖+1 = 𝑥3,𝑖+1}| ∩𝑖
𝑡=0 𝐴𝑡(𝑘𝑡; 𝑟𝑡;𝑥

𝑡)),

для Γ(𝑘𝑖,𝑟𝑖) ∈ Γ, (𝑥1,𝑖, 𝑥3,𝑖) ∈ Z2
+, 𝑖 > 0. Множество 𝐴𝑡(𝑘𝑡; 𝑟𝑡;𝑥

𝑡) определено в (2.1).
Учитывая равенство (1.27), убеждаемся, что вероятность

P({Γ𝑖+1 = Γ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1),κ1,𝑖+1 = 𝑥1,𝑖+1,κ3,𝑖+1 = 𝑥3,𝑖+1}| ∩𝑖
𝑡=0 𝐴𝑡(𝑘𝑡; 𝑟𝑡;𝑥

𝑡)) =

= δΓ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1),ℎ(Γ(𝑘𝑖,𝑟𝑖),𝑥3,𝑖)
× ̃︀ϕ3(𝑘𝑖+1, 𝑟𝑖+1, ℎ𝑇 (Γ

(𝑘𝑖,𝑟𝑖), 𝑥3,𝑖), 𝑥3,𝑖, 𝑥3,𝑖+1)×

× ̃︀ϕ1(𝑘𝑖+1, 𝑟𝑖+1, ℎ𝑇 (Γ
(𝑘𝑖,𝑟𝑖), 𝑥3,𝑖), 𝑥1,𝑖, 𝑥1,𝑖+1)
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зависит только от значений (Γ𝑖,κ1,𝑖,κ3,𝑖) и (Γ𝑖+1,κ1,𝑖+1,κ3,𝑖+1). Следовательно,

P({Γ𝑖+1 = Γ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1),κ1,𝑖+1 = 𝑥1,𝑖+1,κ3,𝑖+1 = 𝑥3,𝑖+1}| ∩𝑖
𝑡=0 𝐴𝑡(𝑘𝑡; 𝑟𝑡;𝑥

𝑡)) =

= P({Γ𝑖+1 = Γ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1),κ1,𝑖+1 = 𝑥1,𝑖+1,κ3,𝑖+1 = 𝑥3,𝑖+1}|
|{Γ𝑖 = Γ(𝑘𝑖,𝑟𝑖),κ1,𝑖 = 𝑥1,𝑖,κ3,𝑖 = 𝑥3,𝑖}) =

= P({Γ𝑖+1 = Γ(𝑘𝑖+1,𝑟𝑖+1),κ1,𝑖+1 = 𝑥1,𝑖+1,κ3,𝑖+1 = 𝑥3,𝑖+1}|
| ∩𝑖

𝑡=0 {Γ𝑡 = Γ(𝑘𝑡,𝑟𝑡),κ1,𝑡 = 𝑥1,𝑡,κ3,𝑡 = 𝑥3,𝑡}),

что доказывает марковость последовательности {(Γ𝑖,κ1,𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0}.

Обозначим для γ ∈ Γ и (𝑥1, 𝑥3) ∈ Z2
+

𝑄1,𝑖(γ, 𝑥1, 𝑥3) = P(Γ𝑖 = γ,κ1,𝑖 = 𝑥1,κ3,𝑖 = 𝑥3). (3.36)

Как и ранее, для нахождения рекуррентных соотношений для частичных про­
изводящих функций марковской цепи {(Γ𝑖,κ1,𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0}, важно найти ре­
куррентные соотношения для вероятностей 𝑄1,𝑖(γ, 𝑥1, 𝑥3).

Теорема 14. Пусть γ̃ = Γ(𝑘,𝑟) ∈ Γ и (𝑥̃1, 𝑥̃3) ∈ Z2
+. Тогда для переходных

вероятностей {𝑄1,𝑖(·, ·, ·)}𝑖>0 марковской цепи {(Γ𝑖,κ1,𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0} имеют
место следующие рекуррентные соотношения:

𝑄1,𝑖+1(γ̃, 0, 0) =

ℓ(𝑘,𝑟,1)∑︁
𝑥1=0

ℓ(𝑘,𝑟,3)∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄1,𝑖(γ, 𝑥1, 𝑥3)×

×
ℓ(𝑘,𝑟,3)−𝑥3∑︁

𝑎=0

ϕ3(𝑎, 𝑇
(𝑘,𝑟))×

ℓ(𝑘,𝑟,1)−𝑥1∑︁
𝑎=0

ϕ1(𝑎, 𝑇
(𝑘,𝑟)),

𝑄1,𝑖+1(γ̃, 0, 𝑥̃3) =

ℓ(𝑘,𝑟,1)∑︁
𝑥1=0

𝑥̃3+ℓ(𝑘,𝑟,3)∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄1,𝑖(γ, 𝑥1, 𝑥3)×

×ϕ3(𝑥̃3 + ℓ(𝑘, 𝑟, 3)− 𝑥3, 𝑇
(𝑘,𝑟))×

ℓ(𝑘,𝑟,1)−𝑥1∑︁
𝑎=0

ϕ1(𝑎, 𝑇
(𝑘,𝑟)), 𝑥̃3 > 0,

𝑄1,𝑖+1(γ̃, 𝑥̃1, 0) =

𝑥̃1+ℓ(𝑘,𝑟,1)∑︁
𝑥1=0

ℓ(𝑘,𝑟,3)∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄1,𝑖(γ, 𝑥1, 𝑥3)×

×
ℓ(𝑘,𝑟,3)−𝑥3∑︁

𝑎=0

ϕ3(𝑎, 𝑇
(𝑘,𝑟))×ϕ1(𝑥̃1 + ℓ(𝑘, 𝑟, 1)− 𝑥1, 𝑇

(𝑘,𝑟)), 𝑥̃1 > 0,
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𝑄1,𝑖+1(γ̃, 𝑥̃1, 𝑥̃3) =

𝑥̃1+ℓ(𝑘,𝑟,1)∑︁
𝑥1=0

𝑥̃3+ℓ(𝑘,𝑟,3)∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄1,𝑖(γ, 𝑥1, 𝑥3)×

×ϕ3(𝑥̃3+ ℓ(𝑘, 𝑟, 3)−𝑥3, 𝑇
(𝑘,𝑟))×ϕ1(𝑥̃1+ ℓ(𝑘, 𝑟, 1)−𝑥1, 𝑇

(𝑘,𝑟)), 𝑥̃1 > 0, 𝑥̃3 > 0.

Доказательство. По формуле полной вероятности имеем

𝑄1,𝑖+1(γ̃, 𝑥̃1, 𝑥̃3) = P(Γ𝑖+1 = γ̃,κ1,𝑖+1 = 𝑥̃1,κ3,𝑖+1 = 𝑥̃3) =

=
∞∑︁

𝑥1=0

∞∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈Γ

P(Γ𝑖 = γ,κ1,𝑖 = 𝑥1,κ3,𝑖 = 𝑥3)×

×P(Γ𝑖+1 = γ̃,κ1,𝑖+1 = 𝑥̃1,κ3,𝑖+1 = 𝑥̃3|Γ𝑖 = γ,κ1,𝑖 = 𝑥1,κ3,𝑖 = 𝑥3) =

=
∞∑︁

𝑥1=0

∞∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈Γ

𝑄1,𝑖(γ, 𝑥1, 𝑥3)× δγ̃,ℎ(γ,𝑥3)×

×P(κ1,𝑖+1 = 𝑥̃1,κ3,𝑖+1 = 𝑥̃3|Γ𝑖 = γ,κ1,𝑖 = 𝑥1,κ3,𝑖 = 𝑥3).

Тогда из определения H−1(γ̃, 𝑥3) следует, что

𝑄1,𝑖+1(γ̃, 𝑥̃1, 𝑥̃3) =
∞∑︁

𝑥1=0

∞∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄1,𝑖(γ, 𝑥1, 𝑥3)×

×P(κ1,𝑖+1 = 𝑥̃1,κ3,𝑖+1 = 𝑥̃3|Γ𝑖 = γ,κ1,𝑖 = 𝑥1,κ3,𝑖 = 𝑥3)

и, учитывая (1.27), продолжаем цепочку выкладок

𝑄1,𝑖+1(γ̃, 𝑥̃1, 𝑥̃3) =
∞∑︁

𝑥1=0

∞∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄1,𝑖(γ, 𝑥1, 𝑥3)× ϕ̃3(𝑘, 𝑟, 𝑇
(𝑘,𝑟), 𝑥3, 𝑥̃3)×

× ϕ̃1(𝑘, 𝑟, 𝑇
(𝑘,𝑟), 𝑥1, 𝑥̃1) =

∞∑︁
𝑥1=0

∞∑︁
𝑥3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄1,𝑖(γ, 𝑥1, 𝑥3)×

× [(1− δ𝑥̃3,0)ϕ3(𝑥̃3 + ℓ(𝑘, 𝑟, 3)− 𝑥3, 𝑇
(𝑘,𝑟)) + δ𝑥̃3,0

ℓ(𝑘,𝑟,3)−𝑥3∑︁
𝑎=0

ϕ3(𝑎, 𝑇
(𝑘,𝑟))]×

× [(1− δ𝑥̃1,0)ϕ1(𝑥̃1 + ℓ(𝑘, 𝑟, 1)− 𝑥1, 𝑇
(𝑘,𝑟)) + δ𝑥̃1,0

ℓ(𝑘,𝑟,1)−𝑥1∑︁
𝑎=0

ϕ1(𝑎, 𝑇
(𝑘,𝑟))].

Поскольку ϕ𝑖(𝑥, 𝑡) = 0 для 𝑥 < 0, 𝑖 = 1, 2, получаем утверждение теоре­
мы.
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Пусть

𝑆1
0,𝑟 =

{︂
(Γ(0,𝑟), 𝑥1, 𝑥3) : (𝑥1, 𝑥3) ∈ 𝑍2

+, 𝑥3 > 𝐿− max
𝑘=1,2,...,𝑑

{︂ 𝑛𝑘∑︁
𝑡=1

ℓ(𝑘, 𝑡, 3)

}︂}︂
,

1 6 𝑟 6 𝑛0,

𝑆1
𝑘,𝑟 =

{︂
(Γ(𝑘,𝑟), 𝑥1, 𝑥3) : (𝑥1, 𝑥3) ∈ 𝑍2

+, 𝑥3 > 𝐿−
𝑟∑︁

𝑡=1

ℓ(𝑘, 𝑡, 3)

}︂
,

1 6 𝑘 6 𝑑, 1 6 𝑟 6 𝑛𝑘.

Из теоремы 6 следует

Теорема 15. Множество существенных состояний марковской цепи
{(Γ𝑖,κ1,𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0} имеет вид

𝑆1 =
(︂ ⋃︁

16𝑟6𝑛0

𝑆1
0,𝑟

)︂
∪
(︂ ⋃︁

16𝑘6𝑑
16𝑟6𝑛𝑘

𝑆1
𝑘,𝑟

)︂
.

Все состояния 𝑆1 образуют один класс сообщающихся состояний.

Пусть 𝑘 и 𝑟 таковы, что Γ(𝑘,𝑟) ∈ Γ. Введем частичные производящие функ­
ции

M(1,𝑖)(𝑘, 𝑟, 𝑣1, 𝑣3) =
∞∑︁

𝑤1=0

∞∑︁
𝑤3=0

𝑄1,𝑖(Γ
(𝑘,𝑟), 𝑤1, 𝑤3)𝑣

𝑤1
1 𝑣𝑤3

3 ,

и вспомогательные функции

𝑞(1)(𝑘,𝑟, 𝑣1) = 𝑣
−ℓ(𝑘,𝑟,1)
1

∞∑︁
𝑤=0

ϕ1(𝑤,𝑇
(𝑘,𝑟))𝑣𝑤1 ;

𝑞(3)(𝑘,𝑟, 𝑣3) = 𝑣
−ℓ(𝑘,𝑟,3)
3

∞∑︁
𝑤=0

ϕ3(𝑤,𝑇
(𝑘,𝑟))𝑣𝑤3 .

Лемма 11. Пусть γ̃ = Γ(𝑘,𝑟) ∈ Γ. Тогда верно следующее соотношение:

M(1,𝑖+1)(𝑘, 𝑟, 𝑣1, 𝑣3) =
∞∑︁

𝑤1=0

∞∑︁
𝑤3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑤3)

𝑄1,𝑖(Γ
(𝑘,𝑟), 𝑤1, 𝑤3)×

×
[︀
𝑣𝑤1
1 𝑞(1)(𝑘, 𝑟, 𝑣1) + 𝐼(γ̃ ∈ ΓI)

ℓ(𝑘,𝑟,1)−𝑤1∑︁
𝑎=0

ϕ1(𝑎, 𝑇
(𝑘,𝑟))(1− 𝑣

𝑤1+𝑎−ℓ(𝑘,𝑟,1)
1 )

]︀
×

×
[︀
𝑣𝑤3
3 𝑞(3)(𝑘, 𝑟, 𝑣3) + 𝐼(γ̃ ∈ ΓIII)

ℓ(𝑘,𝑟,3)−𝑤3∑︁
𝑎=0

ϕ3(𝑎, 𝑇
(𝑘,𝑟))(1− 𝑣

𝑤3+𝑎−ℓ(𝑘,𝑟,3)
3 )

]︀
.
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Доказательство. При доказательстве теоремы 3.8 были использованы рекур­
рентные соотношения для стационарных вероятностей {𝑄3,𝑖(γ, 𝑥)}𝑖>0,γ∈Γ,𝑥∈Z+

.
Здесь воспользуемся другой техникой и запишем по формуле повторного мате­
матического ожидания:

M(1,𝑖+1)(𝑘, 𝑟, 𝑣1, 𝑣3) =

= 𝐸[𝑣
κ1,𝑖+1

1 𝑣
κ1,𝑖+1

3 𝐼(Γ𝑖+1 = Γ̃)] =
∞∑︁

𝑤1=0

∞∑︁
𝑤3=0

∑︁
γ∈Γ

𝑄1,𝑖(Γ
(𝑘,𝑟), 𝑤1, 𝑤3)×

× 𝐸[𝑣
κ1,𝑖+1

1 𝑣
κ1,𝑖+1

3 𝐼(Γ𝑖+1 = Γ̃)|κ1,𝑖 = 𝑤1,κ3,𝑖 = 𝑤3,Γ𝑖 = γ] =

=
∞∑︁

𝑤1=0

∞∑︁
𝑤3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄1,𝑖(Γ
(𝑘,𝑟), 𝑤1, 𝑤3)×

× 𝐸[𝑣
max {0,𝑤1+η1,𝑖−ℓ(𝑘,𝑟,1)}
1 𝑣

max {0,𝑤3+η3,𝑖−ℓ(𝑘,𝑟,3)}
3 |κ1,𝑖 = 𝑤1,κ3,𝑖 = 𝑤3,Γ𝑖 = γ] =

=
∞∑︁

𝑤1=0

∞∑︁
𝑤3=0

∑︁
γ∈H−1(γ̃,𝑥3)

𝑄1,𝑖(Γ
(𝑘,𝑟), 𝑤1, 𝑤3)×

× 𝐸[𝑣
max {0,𝑤1+η1,𝑖−ℓ(𝑘,𝑟,1)}
1 |κ1,𝑖 = 𝑤1,κ3,𝑖 = 𝑤3,Γ𝑖 = γ]×

× 𝐸[𝑣
max {0,𝑤3+η3,𝑖−ℓ(𝑘,𝑟,3)}
3 |κ1,𝑖 = 𝑤1,κ3,𝑖 = 𝑤3,Γ𝑖 = γ]. (3.37)

В случае γ̃ ̸∈ ΓI очередь 𝑂1 не обслуживается и, следовательно, ℓ(𝑘, 𝑟, 1) = 0.
Поэтому

max {0, 𝑤1 + η1,𝑖 − ℓ(𝑘, 𝑟, 1)} = 𝑤1 + η1,𝑖 − ℓ(𝑘, 𝑟, 1).

Аналогично при γ̃ ̸∈ ΓIII очередь 𝑂3 не обслуживается и ℓ(𝑘, 𝑟, 3) = 0. Откуда
получаем

max {0, 𝑤3 + η3,𝑖 − ℓ(𝑘, 𝑟, 3)} = 𝑤3 + η3,𝑖 − ℓ(𝑘, 𝑟, 3).

Рассмотрим случай γ̃ ∈ ΓI. Распишем

𝐸[𝑣
max {0,𝑤1+η1,𝑖−ℓ(𝑘,𝑟,1)}
1 |κ1,𝑖 = 𝑤1,κ3,𝑖 = 𝑤3,Γ𝑖 = γ] =

= 𝐸[𝑣
𝑤1+η1,𝑖−ℓ(𝑘,𝑟,1)
1 |κ1,𝑖 = 𝑤1,κ3,𝑖 = 𝑤3,Γ𝑖 = γ]+

+ 𝐸[𝑣
max {0,𝑤1+η1,𝑖−ℓ(𝑘,𝑟,1)}
1 − 𝑣

𝑤1+η1,𝑖−ℓ(𝑘,𝑟,1)
1 |κ1,𝑖 = 𝑤1,κ3,𝑖 = 𝑤3,Γ𝑖 = γ] =

= 𝑣𝑤1
1 𝑞(1)(𝑘, 𝑟, 𝑣1) +

ℓ(𝑘,𝑟,1)−𝑤1∑︁
𝑎=0

ϕ1(𝑎, 𝑇
(𝑘,𝑟))(1− 𝑣

𝑤1+𝑎−ℓ(𝑘,𝑟,1)
1 ). (3.38)
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Аналогично получим для γ̃ ∈ ΓIII:

𝐸[𝑣
max {0,𝑤3+η3,𝑖−ℓ(𝑘,𝑟,3)}
3 |κ1,𝑖 = 𝑤1,κ3,𝑖 = 𝑤3,Γ𝑖 = γ] =

= 𝑣𝑤1
3 𝑞(3)(𝑘, 𝑟, 𝑣3) +

ℓ(𝑘,𝑟,3)−𝑤3∑︁
𝑎=0

ϕ3(𝑎, 𝑇
(𝑘,𝑟))(1− 𝑣

𝑤3+𝑎−ℓ(𝑘,𝑟,3)
3 ). (3.39)

Подставляя полученные выражения (3.38), (3.39) в выражение (3.37), получаем
утверждение леммы.

Из этой леммы следует существование величин M(1,𝑖)(𝑘, 𝑟, 𝑣1, 𝑣3) хотя бы
в некоторой окрестности точки (𝑣1, 𝑣3) = (1, 1), для 𝑖 > 0, 𝑘 = 0,𝑑, 𝑟 = 1,𝑛𝑘.

Ранее в работе уже доказана ограниченность производящих функций

M(1,𝑖)(𝑘,𝑟,1,𝑣3) = 𝐸[𝑣
κ3,𝑖

3 𝐼(Γ𝑖 = Γ(𝑘,𝑟))]

по 𝑖 > 0 для всех 𝑣3 ∈ [1,1 + ε3], при некотором 0 < ε3 < ε. Цель следующей
леммы — доказать аналогичный результат для величин M(1,𝑖)(𝑘,𝑟,𝑣1,1), 𝑖 > 0.

Лемма 12. Если
min
𝑘=0,𝑑

∑︀𝑛𝑘

𝑟=1 ℓ(𝑘,𝑟,1)

λ1𝑓 ′
1(1)

∑︀𝑛𝑘

𝑟=1 𝑇
(𝑘,𝑟)

> 1,

то числовая последовательность {M(1,𝑖)(𝑘,𝑟,𝑣,1); 𝑖 > 0} ограничена при 𝑣 ∈
∈ [1, 1 + ε1], для некоторого 0 < ε1 < ε, где ε > 0 определено в (1.1).

Доказательство. Введем случайные последовательности {κ(1)
1 (𝑖); 𝑖 > 0} и

{κ(2)
1 (𝑖); 𝑖 > 0} следующим образом. Положим для 𝑖 = 0: κ(1)

1 (0) = 0 и
κ(2)
1 (0) = κ1,0. Далее введем рекуррентные соотношения:

κ(1)
1 (𝑖+ 1) =

⎧⎨⎩max {0,κ(1)
1 (𝑖) + η1,𝑖 − ξ1,𝑖}, если Γ𝑖+1 = Γ(𝑘,𝑟), 𝑘 > 0, 𝑟 = 1,𝑛𝑘;

κ(1)
1 (𝑖), если Γ𝑖+1 = Γ(0,𝑟), 𝑟 = 1,𝑛0;

κ(2)
1 (𝑖+ 1) =

⎧⎨⎩κ(2)
1 (𝑖), если Γ𝑖+1 = Γ(𝑘,𝑟), 𝑘 > 0, 𝑟 = 1,𝑛𝑘;

max {0,κ(2)
1 (𝑖) + η1,𝑖 − ξ1,𝑖}, если Γ𝑖+1 = Γ(0,𝑟), 𝑟 = 1,𝑛0.

Тогда последовательность κ+
1,𝑖 = κ(1)

1 (𝑖) + κ(2)
1 (𝑖) является мажорирующей для

последовательности κ1,𝑖, т.е. κ1,𝑖(ω) 6 κ+
1,𝑖(ω), ∀ω ∈ Ω. Доказательство этого

факта несложно и проводится по индукции. Заметим, что из него следует для
𝑣 > 1 неравенство

𝐸[𝑣κ1,𝑖] 6 𝐸[𝑣κ
(1)
1 (𝑖)𝑣κ

(2)
1 (𝑖)]. (3.40)
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Выберем из последовательностей {κ(1)
1 (𝑖); 𝑖 > 0} и {κ(2)

1 (𝑖); 𝑖 > 0} под­
последовательности, включающие члены со случайными номерами θ(1)𝑖 и θ(2)𝑖

соответственно, определяемые следующими соотношениями:

θ
(1)
0 = 0; θ

(1)
𝑖+1 = θ

(1)
𝑖 +min {𝑠 > 0: Γ

θ
(1)
𝑖 +𝑠

= Γ(𝑘,𝑛𝑘), 𝑘 > 0};

θ
(2)
0 = 0; θ

(2)
𝑖+1 = θ

(2)
𝑖 +min {𝑠 > 0: Γ

θ
(2)
𝑖 +𝑠

= Γ(0,𝑟), 𝑟 = 1,𝑛0}.
(3.41)

Также нам понадобятся следующие обозначения:

κ̂(1)
1,𝑖 = κ(1)

1 (θ
(1)
𝑖 ), κ̂(2)

1,𝑖 = κ(2)
1 (θ

(2)
𝑖 ). (3.42)

Пусть 𝑘 > 0, 𝑟 ∈ {2, 3, . . . , 𝑛𝑘}. В веденных обозначениях рассмотрим выраже­
ние для 𝐸[𝑣κ

(1)
1 (𝑖+1)𝐼(Γ𝑖+1 = Γ(𝑘,𝑟))]:

𝐸[𝑣κ
(1)
1 (𝑖+1)𝐼(Γ𝑖+1 = Γ(𝑘,𝑟))] =

=
∑︁
𝑤1>0

∑︁
𝑤3>0

∑︁
γ∈Γ

𝐸[𝑣κ
(1)
1 (𝑖+1)𝐼(Γ𝑖+1 = Γ(𝑘,𝑟),κ(1)

1 (𝑖) = 𝑤1,κ3,𝑖 = 𝑤3,Γ𝑖 = γ)] =

=
∑︁
𝑤1>0

∑︁
𝑤3>0

𝐸[𝑣𝑤1+η1,𝑖−ℓ(𝑘,𝑟,1)𝐼(κ(1)
1 (𝑖) = 𝑤1,κ3,𝑖 = 𝑤3,Γ𝑖 = Γ(𝑘,𝑟−1))] + ̃︀𝐶1 =

=
∑︁
𝑤1>0

𝑣𝑤1P(κ(1)
1 (𝑖) = 𝑤1,Γ𝑖 = Γ(𝑘,𝑟−1))𝑞(1)(𝑘,𝑟,𝑣) + ̃︀𝐶1 =

= 𝑞(1)(𝑘,𝑟,𝑣)𝐸[𝑣κ
(1)
1 (𝑖)𝐼(Γ𝑖 = Γ(𝑘,𝑟−1))] + ̃︀𝐶1.

И далее по индукции:

𝐸[𝑣κ
(1)
1 (𝑖+𝑛𝑘−1)𝐼(Γ𝑖+𝑛𝑘−1 = Γ(𝑘,𝑛𝑘))] =

𝑛𝑘∏︁
𝑟=2

𝑞(1)(𝑘,𝑟,𝑣)𝐸[𝑣κ
(1)
1 (𝑖)𝐼(Γ𝑖 = Γ(𝑘,1))].

Для 𝑤1, 𝑤3 ∈ 𝑍+, γ,γ1,γ2 ∈ Γ, 𝐶 ⊂ [0,+∞) введем множества

𝐴
(1)
𝑖 (𝑤1,𝑤3,γ) = {ω : κ(1)

1 (θ
(1)
𝑖 ) = 𝑤1;κ3,θ

(1)
𝑖

= 𝑤3,Γθ(1)𝑖
= γ};

𝐴
(1)
𝑖 (𝑤1,𝐶,γ) =

⋃︁
𝑤3∈𝐶

𝐴
(1)
𝑖 (𝑤1,𝑤3,γ); 𝐵

(1)
𝑖 (γ) = {ω : Γ

θ
(1)
𝑖

= γ};

𝐶
(1)
𝑖 (γ1,𝑤1,𝑤3,γ2) = 𝐵

(1)
𝑖+1(γ1) ∩ 𝐴

(1)
𝑖 (𝑤1,𝑤3,γ2).
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Пусть 𝑘 > 0. Тогда

𝐸[𝑣κ̂
(1)
1,𝑖+1𝐼(Γ

θ
(1)
𝑖+1

= Γ(𝑘,𝑛𝑘̃))] =

= 𝐸[𝑣κ̂
(1)
1,𝑖+1𝐼(𝐵

(1)
𝑖+1(Γ

(𝑘,𝑛𝑘̃)))] = 𝐸[𝑣κ
(1)
1 (θ

(1)
𝑖+1)𝐼(𝐵

(1)
𝑖+1(Γ

(𝑘,𝑛𝑘̃)))] =

=

𝑛𝑘̃∏︁
𝑟=2

𝑞(1)(𝑘,𝑟,𝑣)𝐸[𝑣κ
(1)
1 (τ)𝐼(𝐵

(1)
𝑖+1(Γ

(𝑘,𝑛𝑘̃)))] + ̃︀𝐶1 =

=

𝑛𝑘̃∏︁
𝑟=2

𝑞(1)(𝑘,𝑟,𝑣)
∑︁
𝑤1>0,
𝑤36𝐿

𝑑∑︁
𝑘=1

𝐸[𝑣κ
(1)
1 (τ)𝐼(𝐶

(1)
𝑖 (Γ(𝑘,𝑛𝑘̃),𝑤1,𝑤3,Γ

(𝑘,𝑛𝑘)))]+

+

𝑛𝑘̃∏︁
𝑟=2

𝑞(1)(𝑘,𝑟,𝑣)
∑︁
𝑤1>0,
𝑤3>𝐿

𝐸[𝑣κ
(1)
1 (τ)𝐼(𝐶

(1)
𝑖 (Γ(𝑘,𝑛𝑘̃),𝑤1,𝑤3,Γ

(𝑘,𝑛𝑘̃)))] + ̃︀𝐶1,

где мы обозначили для краткости τ = θ(1)𝑖+1 − 𝑛𝑘 + 1. Далее поскольку

κ(1)
1 (τ) = max {0;κ(1)

1 (θ
(1)
𝑖 ) + η1,τ − ℓ(1,𝑘,1)},

то продолжим цепочку рассуждений:

𝐸[𝑣κ̂
(1)
1,𝑖+1𝐼(Γ

θ
(1)
𝑖+1

= Γ(𝑘,𝑛𝑘̃))] =

𝑛𝑘̃∏︁
𝑟=2

𝑞(1)(𝑘,𝑟,𝑣)
∑︁
𝑤1>0,
𝑤36𝐿

𝑑∑︁
𝑘=1

𝑣𝑤1𝑣−ℓ(1,𝑘,1)×

× 𝐸[𝑣η1,τ𝐼(𝐶
(1)
𝑖 (Γ(𝑘,𝑛𝑘̃),𝑤1,𝑤3,Γ

(𝑘,𝑛𝑘)))] +

𝑛𝑘̃∏︁
𝑟=2

𝑞(1)(𝑘,𝑟,𝑣)×

×
∑︁
𝑤1>0,
𝑤3>𝐿

𝑣𝑤1𝑣−ℓ(1,𝑘,1)𝐸[𝑣η1,τ𝐼(𝐶
(1)
𝑖 (Γ(𝑘,𝑛𝑘̃),𝑤1,𝑤3,Γ

(𝑘,𝑛𝑘̃)))] + ̃︀𝐶2 =

= 𝑄1(𝑣,𝑘)

(︂∑︁
𝑤1>0

𝑑∑︁
𝑘=1

𝑣𝑤1P(𝐶
(1)
𝑖 (Γ(𝑘,𝑛𝑘̃),𝑤1,[0;𝐿],Γ

(𝑘,𝑛𝑘)))+

+
∑︁
𝑤1>0

𝑣𝑤1P(𝐶
(1)
𝑖 (Γ(𝑘,𝑛𝑘̃),𝑤1,(𝐿;∞),Γ(𝑘,𝑛𝑘̃)))

)︂
+ ̃︀𝐶2, (3.43)

где 𝑄1(𝑣,𝑘) =
∏︀𝑛𝑘̃

𝑟=1 𝑞
(1)(𝑘,𝑟,𝑣). Просуммируем по 𝑘 получившийся в (3.43) ре­

зультат:

𝑑∑︁
𝑘=1

𝐸[𝑣κ̂
(1)
1,𝑖+1𝐼(Γ

θ
(1)
𝑖+1

= Γ(𝑘,𝑛𝑘̃))] = 𝐸[𝑣κ̂
(1)
1,𝑖+1] =
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=
𝑑∑︁

𝑘=1

𝑄1(𝑣,𝑘)

(︂∑︁
𝑤1>0

𝑑∑︁
𝑘=1

𝑣𝑤1P(𝐶
(1)
𝑖 (Γ(𝑘,𝑛𝑘̃),𝑤1,[0;𝐿],Γ

(𝑘,𝑛𝑘)))+

+
∑︁
𝑤1>0

𝑣𝑤1P(𝐶
(1)
𝑖 (Γ(𝑘,𝑛𝑘̃),𝑤1,(𝐿;∞),Γ(𝑘,𝑛𝑘̃)))

)︂
+ ̃︀𝐶3 6

6 max
𝑘=1,𝑑

{𝑄1(𝑣,𝑘)}
∑︁
𝑤1>0

𝑣𝑤1

(︂ 𝑑∑︁
𝑘=1

𝑑∑︁
𝑘=1

P(𝐶
(1)
𝑖 (Γ(𝑘,𝑛𝑘̃),𝑤1,[0;𝐿],Γ

(𝑘,𝑛𝑘)))+

+
𝑑∑︁

𝑘=1

P(𝐶
(1)
𝑖 (Γ(𝑘,𝑛𝑘̃),𝑤1,(𝐿;∞),Γ(𝑘,𝑛𝑘̃)))

)︂
+ ̃︀𝐶3 =

= max
𝑘=1,𝑑

{𝑄1(𝑣,𝑘)}
∑︁
𝑤1>0

𝑣𝑤1P(κ̂(1)
1,𝑖 = 𝑤1) + ̃︀𝐶3 = max

𝑘=1,𝑑
{𝑄1(𝑣,𝑘)}𝐸[𝑣κ̂

(1)
1,𝑖 ] + ̃︀𝐶3.

Для κ̂(2)
1,𝑖 можно провести похожие рассуждения и в итоге получить оцен­

ки:

𝐸[𝑣κ̂
(1)
1,𝑖+1] 6 max

𝑘=1,𝑑
{𝑄1(𝑣,𝑘)}𝐸[𝑣κ̂

(1)
1,𝑖 ] + ̃︀𝐶3; (3.44)

𝐸[𝑣κ̂
(2)
1,𝑖+𝑛0 ] 6 𝑄1(𝑣,0)𝐸[𝑣κ̂

(2)
1,𝑖 ] + ̃︀𝐶4, (3.45)

где 𝑟 = 1,𝑛0. Для 𝑘 = 0,𝑑 верны равенства 𝑄1(1,𝑘) = 1. Предположив выпол­
ненным условие min𝑘=0,𝑑

∑︀𝑛𝑘
𝑟=1 ℓ(𝑘,𝑟,1)

λ1𝑓 ′
1(1)

∑︀𝑛𝑘
𝑟=1 𝑇

(𝑘,𝑟) > 1, получим, что величины

(𝑄1(𝑣,𝑘))
′⃒⃒
𝑣1=1

=

(︃
𝑛𝑘∏︁
𝑟=1

𝑣−ℓ(𝑘,𝑟,1)
∞∑︁

𝑤=0

ϕ1(𝑤,𝑇
(𝑘,𝑟))𝑣𝑤

)︃′ ⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑣1=1

=

=

(︃
𝑛𝑘∏︁
𝑟=1

𝑣−ℓ(𝑘,𝑟,1) exp(λ1𝑇
(𝑘,𝑟)(𝑓1(𝑣)− 1))

)︃′ ⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑣1=1

=

=

(︃
𝑣−

∑︀𝑛𝑘
𝑟=1 ℓ(𝑘,𝑟,1) exp(λ1(𝑓1(𝑣)− 1)

𝑛𝑘∑︁
𝑟=1

𝑇 (𝑘,𝑟))

)︃′ ⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑣1=1

=

= λ1𝑓
′
1(1)

𝑛𝑘∑︁
𝑟=1

𝑇 (𝑘,𝑟) −
𝑛𝑘∑︁
𝑟=1

ℓ(𝑘,𝑟,1), (3.46)

определяющие знак производной, отрицательны. Поэтому |𝑄1(𝑣,𝑘)| < 1 для
всех 𝑘 = 1,𝑑 хотя бы при некотором ε1 > 01 в правой окрестности 1 6 𝑣 6

(1+ε1)
1/2 точки 𝑣 = 1. Этот факт, в свою очередь, обеспечивает ограниченность

в этой же окрестности величин 𝐸[𝑣κ̂
(1)
1,𝑖 ] и 𝐸[𝑣κ̂

(2)
1,𝑖 ] равномерно по 𝑖.
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Далее из определений (3.41) и (3.42) следует, что для любого 𝑖 > 0 суще­
ствуют такие 𝑗1 и 𝑗2, что

κ(1)
1 (𝑖) 6 κ̂(1)

1,𝑗1
, κ(2)

1 (𝑖) 6 κ̂(2)
1,𝑗2

.

Следовательно, из (3.40) и неравенства Коши-Буняковского заключаем, что

M(1,𝑖)(𝑘,𝑟,𝑣,1) 6
(︀
𝐸[𝑣2κ

(1)
1 (𝑖)]𝐸[𝑣2κ

(2)
1 (𝑖)]

)︀1/2
6
(︀
𝐸[𝑣2κ̂

(1)
1,𝑗1 ]𝐸[𝑣2κ̂

(2)
1,𝑗2 ]
)︀1/2

и, значит, для любого 𝑣 хотя бы из окрестности [1, 1 + ε1] исходная последова­
тельность {M(1,𝑖)(𝑘,𝑟,𝑣,1); 𝑖 > 0} ограничена равномерно по 𝑖.

Важным результатом проведенного анализа является достаточное условие
существования стационарного режима последовательности

{(Γ𝑖,κ1,𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0}.

Теорема 16. Для того, чтобы марковская цепь {(Γ𝑖,κ1,𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0} име­
ла стационарное распределение 𝑄1(γ, 𝑥1, 𝑥3), (γ, 𝑥1, 𝑥3) ∈ Γ× Z2

+, достаточно
выполнения неравенств

min
𝑘=0,𝑑

∑︀𝑛𝑘

𝑟=1 ℓ(𝑘, 𝑟, 1)

λ1𝑓 ′
1(1)

∑︀𝑛𝑘

𝑟=1 𝑇
(𝑘,𝑟)

> 1, min
𝑘=1,𝑑

∑︀𝑛𝑘

𝑟=1 ℓ(𝑘, 𝑟, 3)

λ3𝑓 ′
3(1)

∑︀𝑛𝑘

𝑟=1 𝑇
(𝑘,𝑟)

> 1. (3.47)

Доказательство. Предположим обратное, а именно, что при выполнении усло­
вия (3.47) марковская цепь {(Γ𝑖,κ1,𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0} не имеет стационарного рас­
пределения. Тогда для любого состояния (γ, 𝑥1, 𝑥3) ∈ Γ × Z2

+ и независимо от
начального распределения

P(Γ0 = Γ(𝑘,𝑟),κ1,0 = 𝑥1,κ3,0 = 𝑥3), (Γ(𝑘,𝑟), 𝑥1, 𝑥3) ∈ Γ× Z2
+,

имеют место предельные равенства

lim
𝑖→∞

P(Γ𝑖 = Γ(𝑘,𝑟),κ1,𝑖 = 𝑥1,κ3,𝑖 = 𝑥3) = 0, (Γ(𝑘,𝑟), 𝑥1, 𝑥3) ∈ Γ× Z2
+. (3.48)

Как и для цепи {(Γ𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0} для доказательства этого факта рассмотрим
возможные случаи, предполагая апериодичность рассматриваемой цепи (см.
рассуждения [160, гл. 3, § 3-4]):
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1. все состояния цепи {(Γ𝑖,κ1,𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0} невозвратные, тогда предель­
ные соотношения выполняются в силу [160, с. 541, лемма 2];

2. существует хотя бы одно возвратное состояние, тогда все состояния воз­
вратные (поскольку все состояния сообщающиеся); и пусть все состоя­
ния нулевые, тогда предельное соотношение также выполняется [160, с.
541, лемма 3];

3. все состояния возвратные и существует хотя бы одно положительное,
тогда все состояния положительные и пределы

lim
𝑖→∞

P(Γ𝑖 = Γ(𝑘,𝑟),κ1,𝑖 = 𝑥1,κ3,𝑖 = 𝑥3) > 0

являются стационарными вероятностями (см. рассуждения [160, с. 549,
теорема 1]), что противоречит предположению.

Для периодической цепи приведенные рассуждения достаточно провести для
циклических подклассов.

Выберем начальное распределение так, что при некоторых 𝑣1 > 1, 𝑣3 > 1

будут выполнены неравенства M(1,0)(𝑘, 𝑟, 𝑣1, 1) < ∞, M(1,0)(𝑘, 𝑟, 1, 𝑣3) < ∞ для
всех Γ(𝑘,𝑟) ∈ Γ. Это ограничение, в силу леммы (12) и полученных ранее резуль­
татов касательно марковской цепи {(Γ𝑖,κ3,𝑖); 𝑖 > 0}, обеспечивает при любом
конечном 𝑖 > 0 существование функций

M(1,𝑖)(𝑘, 𝑟, 𝑣1, 1), M(1,𝑖)(𝑘, 𝑟, 1, 𝑣3), (3.49)

𝑑

𝑑𝑣1

[︁
M(1,𝑖)(𝑘, 𝑟, 𝑣1, 1)

]︁
,

𝑑

𝑑𝑣3

[︁
M(1,𝑖)(𝑘, 𝑟, 1, 𝑣3)

]︁
, (3.50)

по крайней мере в некоторой окрестности точек 𝑣1 = 1, 𝑣3 = 1.
В силу равенств (3.48) для любого натурального 𝑁 найдется некоторое

число I, что для всех 𝑖 > I будет выполнено условие

1 > (1 +𝑁)
𝑁∑︁

𝑥1=0

𝑁∑︁
𝑥3=0

∑︁
Γ(𝑘,𝑟)∈Γ

P(Γ𝑖 = Γ(𝑘,𝑟),κ1,𝑖 = 𝑥1,κ3,𝑖 = 𝑥3)

и, значит,

1 > (1 +𝑁)
𝑁∑︁

𝑥1=0

𝑁∑︁
𝑥3=0

P(κ1,𝑖 = 𝑥1,κ3,𝑖 = 𝑥3).
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Тогда

𝐸[κ3,𝑖 + κ1,𝑖] =
∞∑︁

𝑥1=0

∞∑︁
𝑥3=0

(𝑥1 + 𝑥3)P(κ1,𝑖 = 𝑥1,κ3,𝑖 = 𝑥3) >

>
∞∑︁

𝑥1=0

∞∑︁
𝑥3=𝑁+1

𝑥3P(κ1,𝑖 = 𝑥1,κ3,𝑖 = 𝑥3) +
∞∑︁

𝑥1=𝑁+1

∞∑︁
𝑥3=0

𝑥1P(κ1,𝑖 = 𝑥1,κ3,𝑖 = 𝑥3) >

>
∞∑︁

𝑥1=0

∞∑︁
𝑥3=𝑁+1

(𝑁 + 1)P(κ1,𝑖 = 𝑥1,κ3,𝑖 = 𝑥3) +
∞∑︁

𝑥1=𝑁+1

∞∑︁
𝑥3=0

(𝑁 + 1)×

×P(κ1,𝑖 = 𝑥1,κ3,𝑖 = 𝑥3) > (𝑁 + 1)
[︁ ∞∑︁
𝑥1=0

∞∑︁
𝑥3=𝑁+1

P(κ1,𝑖 = 𝑥1,κ3,𝑖 = 𝑥3)+

+
∞∑︁

𝑥1=𝑁+1

∞∑︁
𝑥3=0

P(κ1,𝑖 = 𝑥1,κ3,𝑖 = 𝑥3)
]︁
> (𝑁 + 1)(1−P(κ1,𝑖 6 𝑁,κ3,𝑖 6 𝑁)) >

> (𝑁 + 1)

(︂
1− 1

𝑁 + 1

)︂
= 𝑁.

Следовательно, 𝐸[κ3,𝑖 + κ1,𝑖] неограниченно возрастает при 𝑖 → ∞.
Другое рассуждение, однако, приводит к противоположному результату.

Действительно, последовательность {𝐸[κ3,𝑖]; 𝑖 > 0} ограничена и нетрудно про­
верить, что

𝐸[κ1,𝑖] =
∑︁

Γ(𝑘,𝑟)∈Γ

𝑑

𝑑𝑣1

(︁
M(1,𝑖)(𝑘, 𝑟, 𝑣1, 1)

)︁ ⃒⃒⃒
𝑣1=1

,

где величина справа в силу интегральной формулы Коши и леммы 12 равномер­
но по 𝑖 ограничена некоторой постоянной величиной. Поэтому принятое пред­
положение не будет справедливым. Доказательство этим завершается.

Вследствие сложности рассматриваемой системы, дальнейший анализ
марковской цепи, в состояние которой входят все четыре очереди (𝑂1, 𝑂2, 𝑂3 и
𝑂4), был проведен численно, а его результаты будут представлены в следующей
главе.
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Глава 4. Исследование системы управления тандемом с помощью
имитационной модели

Глава 4 имеет своей целью проанализировать и расширить результаты,
полученные аналитически в предыдущих главах. С этой целью была разрабо­
тана имитационная модель и написана программа для ее исследования. Для
определения момента достижения системой стационарного режима подсчиты­
ваются различные статистики одновременно для двух систем: смещенной, то
есть системы с ненулевым количеством требований в начале, и несмещенной,
то есть системы с пустыми очередями при старте. Основным показателем ка­
чества работы системы выбрана средневзвешенная оценка времени пребывания
требования в системе. В завершении главы приведены конкретные эксперимен­
ты и анализ их результатов.

4.1 Описание имитационной модели

Комплексные системы, состоящие из нескольких схожих или различных
подсистем, могут рассматриваться с точки зрения понятия «сложная система».
Общее определение «сложной системы» было введено в работе [78] на основе
изучения большого количества реальных систем и их математических моделей.
Для анализа подобных систем ранее использовался весьма широкий математи­
ческий аппарат: конечные автоматы, дифференциальные уравнения, динами­
ческие системы и теория массового обслуживания. Поэтому введение едино­
го общего понятия представлялось актуальным и было осуществлено именно
в работе [78]. Тандем управляющих систем обслуживания является одним из
примеров таких «сложных систем».

До этой главы в работе исследовались свойства основных подсистем тан­
дема: подсистемы с очередью низкоприоритетного потока, с очередями первич­
ных входных потоков и с промежуточной очередью. Тем не менее, для все­
стороннего изучения системы необходимо также провести ее синтез. Другими
словами, здесь и далее нас будет интересовать поведение системы в целом: ее
эффективность и устойчивость с течением времени. Эффективность подобных
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систем может оцениваться, к примеру, с помощью одной из следующих характе­
ристик: 1) среднее взвешенное количество ожидающих требований в очередях;
2) среднее взвешенное время нахождения в системе произвольного требования;
3) среднее взвешенное время ожидания в системе произвольного требования;
4) среднее время простоя системы и др. В данном разделе акцент будет сде­
лан на среднем взвешенном времени ожидания и средем взвешенном времени
пребывания произвольного требования в системе.

Математическая модель рассматриваемой в работе абстрактной управля­
ющей системы Ляпунова–Яблонского, построенная по принципам кибернетиче­
ского подхода, существенно упростила построение и реализацию имитационной
модели тандема перекрестков (рис. 1.3). В частности, нелокальное описание бло­
ков системы помогло избежать формирования большого количества данных и,
как следствие, их последующей обработки. Время имитации при этом должно
существенно сократиться. Для рассматриваемой в работе системы в роли со­
стояния выступали длины очередей и состояние обслуживающего устройства.
В соответствии с законами распределения входных потоков Π1 и Π3 генериро­
вались требования системы. Для каждого требования в ходе моделирования
фиксировался момент его прихода в систему, выхода из нее и время до обслу­
живания.

Альтернативным подходом к изложенному в этой работе является метод
дискретных событий, подробно описанный в работах [5;6] и использовавшийся,
например, в работах [155;158]. В противовес нелокальному описанию системы, в
роли наблюдаемых событий, как правило, выбирались вход в систему или выход
из нее конкретного требования, момент смены обслуживающим устройством его
состояния и т.д. В результате формируется исчерпывающее множество событий
системы и создается полное описание всего процесса обслуживания. Поскольку
для получения оценки основных характеристик работы системы такой объем
информации является избыточным, то представляется целесообразным и зача­
стую необходимым отказаться от большей ее части.

В настоящей работе наибольший акцент при оценке эффективности рабо­
ты системы делается на среднее взвешенное время нахождения произвольного
требования первичных потоков Π1 и Π3 в системе: чем больше средняя интен­
сивность потока требований, тем больше вес требований этого потока. Время
ожидания требований первичных потоков не характеризует процессов, проис­
ходящих между двумя перекрестками, поэтому в качестве конечного критерия
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эффективности работы не используется. Размер каждой очереди 𝑂𝑗, 𝑗 = 1,4,
сложно преобразовать в единую характеристику, поскольку очереди имеют ка­
чественно разную природу. Однако для определения момента наступления ста­
ционарного режима данная информация оказывается весьма полезной.

Опишем основные этапы работы программы. Изначально фиксируются
параметры, определящие входные потоки: λ𝑗, 𝑝

(𝑗)
ν > 0 (𝑗 = 1,3, ν = 1, 2, . . .);

параметры перекрестков: µ1, µ2, µ3, µ4, µprolong; управляющие параметры алго­
ритма: ̃︀𝑇 (1,1), ̃︀𝑇 (1,2), ̃︀𝑇 (2,1), ̃︀𝑇 (2,2), ̃︀𝑇 (2,3), 𝐿. Здесь величины µ1, µ2 и µ3 описывают
интенсивности обслуживания требований потоков Π1, Π2 и Π3 соответственно:
ℓ(𝑘,𝑟,𝑗) = [µ𝑗𝑇

(𝑘,𝑟)], если поток Π𝑗 обслуживается и ℓ(𝑘,𝑟,𝑗) = 0 если не обслужи­
вается. А величина µprolong определяет интенсивность обслуживания требований
потока Π2 при продлении. Величина µ4 определяет вероятность 𝑝𝑘,𝑟 для состо­
яния Γ(𝑘,𝑟) продолжительностью 𝑇 (𝑘,𝑟) по формуле 𝑝𝑘,𝑟 = 1− exp {−𝑇 (𝑘,𝑟)µ4}.

Следующим шагом работы программы является объединение множеств
состояний двух перекрестков и создание общего множества состояний для одной
управляющей системы. При построении математической модели этот шаг был
описан достаточно детально (стр. 26). На выходе этого этапа также получаем
граф переходов для обслуживающего устройства.

Имитация управляющей системы производится при двух различных на­
чальных состояниях. Первым начальным условием является полное отсутствие
автомобилей в очередях к началу наблюдения за светофорами. В качестве второ­
го условия выбирается случайное количество автомобилей для каждой очереди.
В случае отсутствия требований в начальный момент времени, систему будем
называть, следуя работе [158], несмещенной и указывать индекс «0» при рас­
смотрении соотвествующих ей величин. В случае непустых очередей систему бу­
дем называть смещенной и соответствующие ей величины обозначать индексом
«+». Далее, для того, чтобы определить факт достижения системой стационар­
ного режима используется информация о «близости» состояний смещенной и
несмещенной систем. Непосредственный подсчет статистик, характеризующих
качество работы управляющей системы, производится в стационарном режиме
смещенной системы, после завершения переходных процессов. При записи ве­
личин, подсчитанных для стационарного режима, будем опускать индексы «0»
и «+».

Для изучения воздействия управляющих параметров (̃︀𝑇 (1,1), ̃︀𝑇 (1,2), ̃︀𝑇 (2,1),̃︀𝑇 (2,2), ̃︀𝑇 (2,3), 𝐿) на эффективность работы системы, изложенная выше процедура
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имитации выполняется для заранее заданной сетки значений этих параметров.
Сетка значений параметров выбиралась достаточно подробной для большей ре­
презентативности результатов. С другой стороны, множество значений не было
избыточным для сокращения времени работы программы.

Основной текст программы написан на языке «C++» с использованием
многофункционального расширяемого текстового редактора «GNU Emacs 26.1»
и компилятора «GNU C++» («g++») версии 7.3. Для визуализации результа­
тов имитационного моделирования использовался язык «Python» версии 3.6.
Программа включает в себя следующие компоненты.

– Блок оптимизации: 1) в соответствии с конфигурационным файлом
формирует сетку управляющих параметров, с которыми будет запус­
каться имитационное моделирование; 2) для фиксированного набора
параметров инициирует запуск имитации.

– Блок проверки стационарности системы: 1) производит заданное ко­
личество итераций работы алгоритма для смещенной и несмещенной
систем; 2) на каждой итерации проверяет близость характеристик сме­
щенной и несмещенной систем и 3) фиксирует факт вступления систем
в квазистационарный режим.

– Блок проведения итерации системы: 1) осуществляет переключение со­
стояний устройства и подсчет статистики их посещений; 2) осуществ­
ляет переключение состояний очередей и сбор статистик, связанных с
размерами очередей; 3) с помощью генератора псевдослучайных чисел
формирует значения величин, определяющих новые требования пото­
ков Π1 и Π3, а также принимает решение об уже обслуженных требова­
ниях.

– Блок оценки эффективности работы системы: 1) агрегирует характе­
ристики эффективности, подсчитанные для несмещенной системы во
время нахождения в стационарном режиме; 2) проводит запись полу­
ченных результатов в файл и вывод необходимой информации на экран.

– Блок отрисовки результатов: при помощи дополнительных модулей
«mpl_toolkits», «matplotlib» языка «Python» формирует png-изображе­
ние, содержащее график результатов работы программы для различных
управляющих параметров.
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Опишем используемые в модели величины. Зафиксируем индекс 𝑗 ∈
∈ {1, 3}, соответствующий номеру потока, и индекс 𝑛 = 1, 2, . . ., соответствую­
щий очередному такту работы управляющей системы.

При моделировании наблюдаются значения следующих величин: 𝑡𝑛 — про­
должительность такта с номером 𝑛; γ+𝑗,ν и γ0𝑗,ν — для смещенной и несмещенной
систем соответственно время ожидания автомобиля ν потока Π𝑗, ν = 0, 1, . . .;
α+

in,𝑗,𝑛 и α0
in,𝑗,𝑛 — количество автомобилей потока Π𝑗, которые поступили за такт

с номером 𝑛, в смещенной и несмещенной системах соответственно; α+
out,𝑗,𝑛 и

α0
out,𝑗,𝑛 — количество автомобилей потока Π𝑗, которые закончили обслуживание

на такте 𝑛 для смещенной и несмещенной систем соответственно; ζ𝑗,ν — вре­
мя, которое автомобиль с номером ν потока Π𝑗 провел с момента его прихода
в систему и до момента его выхода; β𝑗,𝑛 — количество автомобилей, которые
находятся в очереди 𝑂𝑗, если очередь 𝑂𝑗 только что начала обслуживаться, и
β𝑗,𝑛 положим равной 0, если обслуживаться начала любая другая очередь. От­
метим, что время ζ1,ν нахождения в системе автомобиля потока Π1 в том числе
включает в себя время нахождения в системе его в качестве автомобиля потока
Π2 и потока Π4. При совершении очередного события в системе происходит его
обработка и изменение соответствующих отслеживаемых величин. В случае, ес­
ли в течение определенного количества тактов (авторами экспериментально по­
добрано значение 100000) не наступил квазистационарный режим, то процесс
имитации заканчивается. Однако, если система входит в квазистационарный
режим, то в течение фиксированного количества тактов (авторами также экс­
периментально подобрано значение 100000) происходит подсчет характеристик
эффективности функционирования системы.

4.2 Алгоритм определения момента достижения
квазистационарного режима

Как правило, под стационарным режимом на содержательном уровне по­
нимают такой режим функционирования системы, устанавливающийся с тече­
нием времени, при котором выделенные ее характеристики в среднем остаются
неизменными. В прошлом разделе былы определены смещенная и несмещен­
ная системы, а также введены соответствующие величины, вычисление кото­
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рых поможет в определении момента достижения квазистационарного режима.
Идея алгоритма определения момента достижения такого режима заключается
в следующем. Наблюдаем одновременно за динамикой смещенной и несмещен­
ной систем и вычисляем для каждой из них некоторые усредненные величины.
Момент, когда эти величины станут достаточно близки, считаем моментом окон­
чания переходных процессов.

Детали алгоритма будем сопровождать результатами экспериментов, про­
веденных со следующими наборами параметров:

– λ1 ∈ {0.3, 0.4}, 𝑝(1)1 = 0.4, 𝑝(1)2 = 0.4, 𝑝(1)3 = 0.2, 𝑝(1)ν = 0, ν > 3;
– (̃︀𝑇 (1,1), ̃︀𝑇 (1,2)) = (30,30), µ1 = 1.2, µ2 = 1.3;
– λ3 = 0.1, 𝑝(3)1 = 0.4, 𝑝(3)2 = 0.3, 𝑝(3)3 = 0.3, 𝑝(3)ν = 0, ν > 3;
– µ4 = 0.08.

Здесь представлены два набора параметров, которые отличаются лишь значени­
ем параметра λ1, выделенного жирным шрифтом. Причем случай при λ1 = 0.3

соответствует системе, для которой программно был зафиксирован квазистаци­
онарный режим, а случай при λ1 = 0.4 — системе, для которой квазистационар­
ный режим обнаружен не был. Подобные системы, которые включают в себя
входные потоки пачек из не более трех требований, рассмотрены, например, в
работе [26].

Перейдем к формализации алгоритма. Зафиксируем параметры метода:
δ1 < 1, δ2 > 1 и δ3 > 1. В конце каждого такта будем вычислять значения

γ0𝑗,· =
1

𝒱0
𝑗

∑︁
ν

γ0𝑗,ν, γ+𝑗,· =
1

𝒱+
𝑗

∑︁
ν

γ+𝑗,ν, (4.1)

среднего времени ожидания обслуживания требований потока Π𝑗, 𝑗 = 1,3, в
несмещенной и смещенной системах соответственно. Динамика времен ожида­
ния для конкретной системы со стационарным режимом при λ1 = 0.3 приведена
на рисунках А.1 (для требований потока Π1) и А.2 (для требований потока Π3).

Для большей устойчивости алгоритма принятия решения о наступлении
квазистационарного режима в несмещенной системе будем следить за количе­
ством требований во входящем и выходящем потоках:

𝐹 0
in,1 =

∑︁
𝑛

α0
in,1,𝑛, 𝐹 0

out,4 =
∑︁
𝑛

α0
out,4,𝑛, (4.2)

𝐹 0
in,3 =

∑︁
𝑛

α0
in,3,𝑛, 𝐹 0

out,3 =
∑︁
𝑛

α0
out,3,𝑛. (4.3)
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Для системы в квазистационарном режиме ожидается, что среднее число тре­
бований, пришедших в систему в единицу времени, 𝐹 0

in,1 и 𝐹 0
in,3, не будет су­

щественно превышать среднее число требований, 𝐹 0
out,4 и 𝐹 0

out,3 соответственно,
покинувших систему за единицу времени. Поскольку при поступлении в систе­
му требования потока Π1 проходят дополнительные этапы обслуживания — в
качестве требований потока Π2 и Π4, — то количество требований потока Π1, по­
кинувших систему, целесообразно считать по выходному потоку Πout

4 . Динамика
соответствующих величин представлена на рисунках А.3 и А.4.

Окончательное решение о достижении системой стационарного режима
будет приниматься в случае, если выполнены следующие неравенства:

|γ0𝑗,· − γ+𝑗,·|
γ0𝑗,·

< δ1,
𝐹 0

in,1

𝐹 0
out,4

< δ2,
𝐹 0

in,3

𝐹 0
out,3

< δ3. (4.4)

Рассмотрим систему, в которой некоторые очереди неограниченно возрас­
тают и, следовательно, стационарный режим достигнут быть не может. Про­
анализируем динамику среднего времени ожидания произвольного требования
в смещенной и несмещенной системах (рис. А.5). Как видно из рисунка, величи­
ны γ0𝑗,· и γ+𝑗,· неограниченно возрастают, причем с похожей скоростью. Поэтому

величина |γ0𝑗,·−γ
+
𝑗,·|

γ0𝑗,·
будет небольшой за счет большого знаменателя и относитель­

но небольшого числителя.
Для учета подобных случаев при фиксации факта наличия или отсут­

ствия стационарного режима использовались средние количества входящих и
выходящих требований в единицу времени по потокам Π1 и Π3. Динамика соот­
ветствующих величин 𝐹 0

in,1 и 𝐹 0
out,4 для потока Π1 представлена на рисунке А.6.

Из графика видно, что количество 𝐹 0
in,1 входящих требований в единицу вре­

мени заметно превышает количество 𝐹 0
out,4 выходящих требований в единицу

времени, поэтому неравенство 𝐹 0
in,1

𝐹 0
out,4

< δ2 не сможет быть выполнено.

4.3 Показатели качества работы системы

Как было сказано ранее, важнейшими характеристиками работы системы
являются размер очередей и средние времена нахождения требований в систе­
ме. Здесь, как и в предыдущем пункте, в качестве примера будем рассматри­
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вать запуски программ с теми же двумя наборами параметров, отличающиеся
лишь параметром Λ1. Для системы со стационарным режимом динамика длин
очередей второго перекрестка 𝑂2 и 𝑂3 представлена на рисунке 4.1. Динамика
длины очереди первого перекрестка 𝑂1 и длины промежуточной очереди 𝑂4

представлены на рисунке 4.2.
Как видно из графиков, длины очередей колеблются между нулем и неко­

торым конечным числом, что «подсказывает» о существовании в такой системе
стационарного режима.

С другой стороны, при наблюдении за длинами очередей в системе без ста­
ционарного режима, величина некоторых очередей может неограниченно воз­
растать (см. рис. 4.3).

После того, как стационарный режим в системе достигнут, можно присту­
пать к оценке основных показателей качества функционирования системы. С
этой целью продолжается процесс имитации, но только для несмещенной систе­
мы. Необходимо получить оценку для математического ожидания времени пре­
бывания произвольного требования потока Π𝑗, 𝑗 ∈ {1, 3}. Такую оценку можно
построить по наблюдениям за каждым обслуженным требованием выделенной
реализации потока Π𝑗. Для каждого 𝑗 = 1,3 предлагаeтся следующая оценка
для математического ожидания времени времени пребывания требований по
потоку Π𝑗 :

𝐸̂γ𝑗 =
1

𝒱𝑗

∑︁
ν

ζ𝑗,ν.

Динамика среднего времени пребывания в системе для рассматриваемого
примера изображена на рисунке 4.4. Кроме того, имеет смысл получить оцен­
ки, характеризующие работу системы не по отдельному потоку, а для системы
в целом. Для этого предлагается строить средние взвешенные оценки, где в ка­
честве веса отдельному потоку приписывается интенсивность поступления его
требований, т.е. величина, равная λ𝑗

∑︀
ν>1 ν𝑝

(𝑗)
ν . Итак, имеем результирующую

оценку целевой функции всей системы

𝐸̂γ =

∑︀
𝑗∈{1,3}(λ𝑗

∑︀
ν>1 ν𝑝

(𝑗)
ν )𝐸̂γ𝑗∑︀

𝑗∈{1,3} λ𝑗
∑︀

ν>1 ν𝑝
(𝑗)
ν

.
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Рисунок 4.1 — Динамика длин очередей 𝑂2 и 𝑂3 второго перекрестка.
Система со стационарным режимом

4.4 Анализ области стационарности системы

Для анализа функционирования тандема перекрестков были зафиксиро­
ваны следующие параметры:

– λ1 = 0.35, 𝑝(1)1 = 0.4, 𝑝(1)2 = 0.4, 𝑝(1)3 = 0.2, 𝑝(1)ν = 0, ν > 3;
– (̃︀𝑇 (1,1), ̃︀𝑇 (1,2)) = (20,10), µ1 = 1.2;
– λ3 = {0.1, 0.2}, 𝑝(3)1 = 0.4, 𝑝(3)2 = 0.3, 𝑝(1)3 = 0.3, 𝑝(3)ν = 0, ν > 3;
– µ4 = 0.001.

Данные наборы параметров уже упоминались выше. Здесь представлены два на­
бора параметров, отличающихся лишь интенсивностью λ3 поступления групп
требований по потоку Π3. Для алгоритма управления перекрестками зафик­
сируем длительность ̃︀𝑇 (2,3) = 10 продления зеленого сигнала светофора для
потока Π2 и порог 𝐿 = 10 продления.

При фиксированном наборе параметров (λ3 = 0.1 либо λ3 = 0.2) проводи­
лась серия экспериментов, в которых перебирались значения для длительности
обслуживания ̃︀𝑇 (2,1) = {1, 5, 9, . . . , 97} требований потока Π3 и длительности
обслуживания ̃︀𝑇 (2,2) = {1, 5, 9, . . . , 97} потока Π2.
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Рисунок 4.2 — Динамика длины очереди первого перекрестка 𝑂1 и длины
промежуточной очереди 𝑂4. Система со стационарным режимом

На рис. А.7 представлены результаты экспериментов. По осям координат
отложены значения ̃︀𝑇 (2,1) длительности обслуживания требований потока Π3

и значения ̃︀𝑇 (2,2) длительности обслуживания требований потока Π2. Желтым
цветом обозначены точки, в которых было определено достижение системой
стационарного режима. Темно-зеленым цветом обозначены случаи отсутствия
стационарности. Кроме того на графике черным цветом изображены границы
области стационарности, полученная из достаточных условий теоремы 16.

Из графика видно, что желтая область выходит далеко за границы чер­
ных линий. Это свидетельствует о том, что достаточное условие, полученное в
работе аналитически, не является необходимым. Ввод дополнительного режи­
ма продления по высоко приоритетному потоку при отсутвии большого числа
требований по низкоприоритетному потоку позволяет существенно расширить
область стационарности системы. Интуитивно данный результат ожидаем: при
отсутствии требований по одному из потоков, другой поток получает дополни­
тельный временной «запас» для обслуживания за счет продления.

Также на графике изображена область, ограниченная серой линией. Эта
область получена эмпирическими рассуждениями и дает «примерную» оценку
области стационарности для системы с продлением. Рассуждения для вывода
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Рисунок 4.3 — Динамика длины очереди первого перекрестка 𝑂1 и длины
промежуточной очереди 𝑂4. Система без стационарного режима

этой границы основаны на подсчете «среднего» количества времени, освобож­
дающегося для обслуживания требований потока Π2 за счет продления.

Более детально результаты эксперимента представлены на рис. А.8. На
этом рисунке каждому эксперименту соответствует посчитанная оценка сред­
невзвешенной длительности ожидания одного требования. Чем более темным
является цвет точки — тем лучше. Кроме присутствовавших на предыдущем
рисунке границ, здесь присутствуют линии равных загрузок для случая цик­
лического управления (синий цвет) и для случая циклического управления с
продлением (голубой цвет). В работах [148] и [158] было отмечено, что опти­
мальные значение параметров с точки зрения средневзвешенного времени пре­
бывания находится вблизи ломаной равных загрузок. При условии отсутствия
продления (̃︀𝑇 (2,3) = 0), под загрузкой системы, например, по потоку Π1 есте­
ственно понимать величину

(̃︀𝑇 (2,1) + ̃︀𝑇 (2,2))λ1
∑︀

ν>1 ν𝑝
(1)
ν

[µ2 ̃︀𝑇 (2,2)]
. (4.5)
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Рисунок 4.4 — Динамика среднего времени пребывания требований в системе.
Система со стационарным режимом

Тогда ломаную равных загрузок определим из условия равенства загрузки си­
стемы по потокам Π1 и Π3:

(̃︀𝑇 (2,1) + ̃︀𝑇 (2,2))λ1
∑︀

ν>1 ν𝑝
(1)
ν

[µ2 ̃︀𝑇 (2,2)]
=

(̃︀𝑇 (2,1) + ̃︀𝑇 (2,2))λ3
∑︀

ν>1 ν𝑝
(3)
ν

[µ3 ̃︀𝑇 (2,1)]
(4.6)

График этой кривой изображен на рисунке А.8 синим цветом.
Далее встает вопрос о том, что считать загрузкой системы в случае при­

сутствия продления по низкоприоритетному потоку Π3. В данной работе под
загрузкой будем понимать отношение общего числа пришедших требований по
потоку (Π1 или Π3) к общему числу обслуженных требований по этому пото­
ку. Аналитически посчитать эти величины сложно, поэтому на графике пред­
ставлена кривая равных загрузок, посчитанная на основе экспериментальных
данных. Как видно из рисунка, такая кривая лучше «следует» за оптимальны­
ми значениями параметров, нежели кривая равных загрузок для циклического
алгоритма.

Поясним, что значит кривая равных загрузок лучше «следует» за опти­
мальными значениями параметров. Поставим задачу при фикисированном зна­
чении времени обслуживания потока Π2 (величина ̃︀𝑇 (2,2) на рис. А.8) найти
такое значение времени обслуживания потока Π3 (величина ̃︀𝑇 (2,1) на рис. А.8),
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при котором достигается минимум средневзвешенного времени пребывания тре­
бования в системе. Фиолетовая линия на рис. А.8 демонстрирует динамику этих
значений при изменении времен ̃︀𝑇 (2,2). Видно, что «в среднем» голубая линия
лучше аппроксимирует фиолетовую кривую, чем синяя. Особенно в окрестно­
сти прямой ̃︀𝑇 (2,2) = 0.

Завершая анализ экспериментальных данных, отметим следующее.
– При увеличении интенсивности потока Π2 (или, что то же самое, интен­

сивности потока Π1), область стационарности сужается (см. рис. А.10).
– С увеличением порога 𝐿 продления, область стационарности увеличи­

вается (см. рис. А.9).
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Заключение

В приведенной работе был рассмотрен тандем управляющих систем,
управление в которых осуществляется по циклическому алгоритму и алгоритму
с продлением. Основные результаты работы заключаются в следующем.

1. Построена строгая математическая модель тандема с циклическим ал­
горитмом управления и алгоритмом с продлением. Отличительной осо­
бенностью системы также является немгновенность перемещения тре­
бований между системами.

2. Доказана марковость случайной последовательности, включающей
длину низкоприоритетной очереди. Проведена классификация состоя­
ний цепи по арифметическим свойствам переходных вероятностей этой
последовательности. А также найдены достаточное и необходимое усло­
вия существования стационарного распределения.

3. Проведен аналогичный анализ для случайной последовательности,
включающей очереди первичных требований: доказана ее марковость,
проведена классификация состояний и найдено достаточное условие су­
ществования стационарного распределения.

4. Найдено условие ограниченности для последовательности математиче­
ских ожиданий {(𝐸κ4,𝑖); 𝑖 > 0}.

5. На основе имитационной модели расширены результаты, полученные
теоретически.

Для дальнейшего исследования можно выделить следующие направления и за­
дачи.

1. Найти необходимые и достаточные условия существования стационар­
ного распределения для марковской цепи, включающей в себя состоя­
ние обслуживающего устройства и четыре очереди и описывающей всю
систему целиком.

2. Провести более глубокое изучение вида кривой равных загрузок для
определения оптимальных значений параметров системы с точки зре­
ния средневзвешенного времени пребывания требования.

3. Расширить класс рассматриваемых графов переходов для обслужива­
ющего устройства.
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4. Рассмотреть систему с бо́льшим числом входных потоков, что соответ­
ствует, например, нескольким подряд идущим перекресткам. В идеале
нужно придти к модели, содержащей произвольное число таких пере­
крестков.
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Приложение А

Результаты экспериментов

Рисунок А.1 — Динамика среднего времени ожидания произвольного
требования потока Π1. Система со стационарным режимом

Рисунок А.2 — Динамика среднего времени ожидания произвольного
требования потока Π3. Система со стационарным режимом
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Рисунок А.3 — Динамика среднего числа поступивших и ушедших требований
потока Π1 за единицу времени. Система со стационарным режимом

Рисунок А.4 — Динамика среднего числа поступивших и ушедших требований
потока Π3 за единицу времени. Система со стационарным режимом
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Рисунок А.5 — Динамика среднего времени ожидания произвольного
требования потока Π1. Система без стационарного режима

Рисунок А.6 — Динамика среднего числа поступивших и ушедших требований
потока Π3 за единицу времени. Система со стационарным режимом
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Рисунок А.7 — Области стационарности системы. λ3 = 0.1, 𝐿 = 10

Рисунок А.8 — Поиск оптимальных параметров системы
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Рисунок А.9 — Области стационарности для разных значений 𝐿.
Слева-направо, сверху-вниз 𝐿 = −1; 5; 10; 15
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Рисунок А.10 — Области стационарности для разных значений λ1. Слева
λ1 = 0.1, справа λ1 = 0.2
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