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Введение

Актуальность темы. Известно, что получение явных формул для решений систем обык-

новенных дифференциальных уравнений (ОДУ) с переменными коэффициентами представ-

ляет собой задачу, решаемую лишь в очень редких случаях. Поскольку такие системы

возникают в различных прикладных задачах, например, механики и физики, вопрос, свя-

занный с получением приближенных формул для решений становится особенно актуаль-

ным. Качественная и количественная информация о поведении решений имеет принципи-

альное значение для теории устойчивости, теории колебаний и других прикладных раз-

делов, связанных с изучением динамики решений дифференциальных уравнений. Особое

место среди приближенных методов интегрирования дифференциальных уравнений зани-

мают асимптотические методы. В этом случае часто говорят об асимптотическом инте-

грировании соответствующих дифференциальных уравнений. В этой работе рассматрива-

ются задачи асимптотического интегрирования систем обыкновенных дифференциальных,

функционально-дифференциальных, а также уравнений в частных производных при стрем-

лении независимой переменной к бесконечности.

Основы асимптотических методов были заложены в работах Ж. Фурье, Ж. Лиувилля,

Ж. Штурма. Значительный вклад в развитие асимптотического представления решений диф-

ференциальных уравнений был сделан А. Пуанкаре. Дальнейшему продвижению в этой обла-

сти способствовали работы В.А. Стеклова, Г. Биркгофа, Л. Шлезингера, В.И. Тржицинского

и др. Существенные результаты получили такие исследователи, как В. Вазов [8] и Л. Чеза-

ри [56]. Среди дифференциальных уравнений, довольно часто встречающихся на практике,

следует отметить уравнения с медленно меняющимися коэффициентами, в том числе, и

уравнения с малым параметром при старших производных (сингулярно возмущенные урав-

нения). В этом направлении укажем на работы С.Ф. Фещенко и Н.И. Шкиля (см. [51, 57]).

Сингулярно возмущенным уравнениям посвящены работы А.Н. Тихонова, А.Б. Васильевой,

В.Ф. Бутузова, Н.Н. Нефедова (см., в частности, [9–11,47,48]), а также их учеников. В разви-

тие асимптотических методов интегрирования огромный вклад внесли работы Н.М. Крылова

и Н.Н. Боголюбова. Предложенный ими метод (см., например, [4]) позволяет получать при-

ближенные формулы для решений, не содержащие секулярных членов. С помощью метода

Крылова–Боголюбова удается провести исследование колебательного процесса на достаточ-

но большом промежутке времени. Используя результаты Н.М. Крылова и Н.Н. Боголюбо-

ва, И.З. Штокало [58, 59] разработал метод, который позволяет исследовать устойчивость

линейных дифференциальных уравнений с близкими к постоянным почти периодическими
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коэффициентами.

Фундаментальные результаты в решении задачи асимптотического интегрирования ли-

нейных систем ОДУ в окрестности бесконечности были получены Н. Левинсоном в рабо-

те [128]. Он показал, что при выполнении некоторого условия относительно функций λi(t),

i = 1, . . . ,m (условие дихотомии) фундаментальная матрица X(t) системы

dx

dt
=
(
Λ(t) +R(t)

)
x, (1)

где Λ(t) = diag
(
λ1(t), . . . , λm(t)

)
— диагональная матрица, а R(t) ∈ L1[t0,∞), допускает

следующее асимптотическое представление при t→∞:

X(t) =
(
I + o(1)

)
exp
{ t∫
t∗

Λ(s)ds
}
.

Системы такого вида, вслед за И.М. Рапопортом [41], стали называть L–диагональными

системами или системами в L–диагональной форме. И.М. Рапопорт указал некоторые под-

становки, приводящие отдельные типы уравнений к L–диагональному виду, а также восполь-

зовался результатами Н. Левинсона в спектральной теории сингулярных дифференциальных

операторов. Асимптотическая теорема Левинсона была использована М.А. Наймарком [32]

для исследования индекса дефекта и спектра дифференциальных операторов. Более общие

результаты в этой области были затем получены в работах М.В. Федорюка [49] и А. Деви-

натца (A. Devinatz) [100, 101]. Еще один классический результат об асимптотическом инте-

грировании линейных систем, близких к диагональным, был получен в работе Ф. Хартмана

и А. Винтнера [119, стр. 71–72] и ныне известен как теорема Хартмана–Винтнера. Авторы

исследовали системы вида (1), в которых матрица R(t) принадлежит классу Lp[t0,∞), где

1 < p ≤ 2. Ими было показано, что при определенных требованиях относительно функций

λi(t), i = 1, . . . ,m (более сильных, нежели в теореме Левинсона) фундаментальная матрица

X(t) системы (1) допускает следующее асимптотическое представление при t→∞:

X(t) =
(
I + o(1)

)
exp
{ t∫
t∗

[
Λ(s) + diagR(s)

]
ds
}
.

Важный этап в развитии теории асимптотического интегрирования связан с использо-

ванием понятия дихотомии решений. Исследование дихотомии решений линейных систем

составляет отдельный раздел теории дифференциальных уравнений. Достаточно подробный

список литературы на русском языке по этой тематике можно найти, например, в книге [30].

Отметим также исторический обзор в книге Ю.Л. Далецкого и М.Г. Крейна [15]. Среди
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множества исследований, посвященных дихотомии решений, отметим, в частности, резуль-

таты, изложенные в [95,165]. Из них, помимо прочего, следует, что теорема Левинсона есть

простое следствие того факта, что обыкновенная дихотомия решений линейной системы

является грубой по отношению к возмущениям класса L1[t0,∞).

Среди первых результатов в области асимптотического интегрирования систем функцио-

нально-дифференциальных уравнений (ФДУ) следует назвать приведенные в известной кни-

ге Р. Беллмана и К. Кука [3] асимптотические теоремы о поведении решений скалярных

уравнений с запаздывающим аргументом (см. также обзор в [55, Глава 9]). В дальней-

шем усилия многих авторов были направлены на получение аналогов теорем Левинсона и

Хартмана–Винтнера. В этом отношении для нас наиболее примечательны работа Дж. Кас-

селя (J.S. Cassell) и Ж. Хоу (Z. Hou) [87], а также работа М. Питука (M. Pituk) [156]. В

первой из этих работ рассматривается система ФДУ вида

ẋ = Λ(t)x(t) +R(t, xt). (2)

Здесь x ∈ Cm, xt(θ) = x(t + θ) (−h ≤ θ ≤ 0) — элемент пространства Ch ≡ C
(
[−h, 0],Cm

)
непрерывных на [−h, 0] функций со значениями в Cm с нормой

‖ϕ‖Ch = sup
−h≤θ≤0

|ϕ(θ)|. (3)

Далее, Λ(t) =
(
diag λ1(t), . . . , λm(t)

)
— диагональная матрица, а R(t, ·) — линейный ограни-

ченный оператор, действующий из Ch в Cm такой, что при любом фиксированном ϕ ∈ Ch

|R(t, ϕ)| ≤ γ(t)‖ϕ‖Ch . (4)

В работе [87], в частности, показано, что если γ(t) ∈ L1[t0,∞), то при определенных усло-

виях относительно функций λi(t), i = 1, . . . ,m (условие дихотомии Левинсона и некоторое

дополнительное ограничение) система (2) при t ≥ T ≥ t0 имеет m решений xi(t), i = 1, . . . ,m,

допускающих при t→∞ следующее асимптотическое представление:

xi(t) =
[
ei + o(1)

]
exp
{ t∫
T

λi(s)ds
}
, (5)

где ei = (0, . . . , 0,
(i)

1 , 0, . . . , 0). Кроме того, для любого решения x(t) системы (2) при t ≥ T ≥ t0

найдутся такие константы c1,. . . ,cm, что

x(t) =
m∑
i=1

ci xi(t) + o
(
e−βt

)
, t→∞,

где функции xi(t), i = 1, . . . ,m имеют асимптотику вида (5), а величина β > 0 произвольна.
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В статье Питука [156] строится вариант теоремы типа Хартмана–Винтнера для системы

ФДУ следующего вида:

ẋ = B0xt +R(t, xt). (6)

Здесь B0 — линейный ограниченный оператор, действующий из Ch в Cm и не зависящий от

t, а оператор R(t, xt) удовлетворяет неравенству (4). Предположим, что характеристическое

уравнение

det ∆(λ) = 0, ∆(λ) = λI −B0(eλθI) (7)

имеет простой корень λ = µ. Пусть функция ϕ(θ) = eµθc, где c ∈ Cm и −h ≤ θ ≤ 0, является

соответствующим собственным решением. Тогда, если γ(t) ∈ Lp[t0,∞), где 1 ≤ p ≤ 2, и ни

один корень λ 6= µ характеристического уравнения (7) не имеет такую же действительную

часть, как у корня µ, то при t ≥ T ≥ t0 система (6) имеет решение x(t) с асимптотикой

x(t) =
[
c+ o(1)

]
exp
{
µ(t− T ) + s(t, T )

}
, t→∞.

Здесь скалярная функция s(t, T ) определяется согласно формулам

s(t, T ) =

t∫
T

δ(τ)dτ, δ(t) = αdR
(
t, ϕ(θ)

)
,

где α ∈ C — некоторое вычисляемое специальным образом число, а d — определяемая

специальным образом m–мерная вектор-строка.

Существенной проблемой в использовании теоремы Левинсона и теоремы Хартмана–

Винтнера, а также их функционально-дифференциальных аналогов является необходимость

приведения исходной системы к специальном виду. Кроме того, в случае систем вида (6)

остается непроясненным характер поведения остальных решений, отличных от того, кото-

рое ответвляется от собственного решения невозмущенной системы. Ситуация с кратными

корнями характеристического уравнения (7) также представляет интерес для исследования.

Степень разработанности темы. Развитие методов приведения произвольных систем

ОДУ к L–диагональному виду стала основной тематикой целого ряда статей В.A. Харриса

(W.A. Harris, Jr.) и Д.А. Латса (D.A. Lutz). Сегодня эту технику редукции систем называют

методом Харриса–Латса (см. [116–118]). Задача, которую решает этот метод, состоит в том,

чтобы получить для фундаментальной матрицы X(t) системы

dx

dt
= A(t)x (8)

асимптотическое представление вида

X(t) = P (t)
(
I + o(1)

)
exp
{ t∫
t∗

Λ(s)ds
}
, t→∞.
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Авторами строится специальная матрица P (t) такая, что замена x = P (t)y приводит систе-

му (8) к L–диагональному виду. В основе этого метода лежит последовательность замен

переменных вида

x =
(
I +Q(t)

)
y,

где Q(t) = o(1) при t → ∞ и diagQ(t) ≡ 0. Такие близкие к тождественным замены пе-

ременных называют Q–преобразованиями. Одним из преимуществ метода Харриса–Латса

является то обстоятельство, что для его использования требуется знать лишь весьма общие

свойства матрицы коэффициентов системы (типа абсолютной или условной сходимости неко-

торых интегралов). Это преимущество является одновременно и недостатком, поскольку при

наличии дополнительной информации о структуре матрицы коэффициентов метод Харриса–

Латса не позволяет ей воспользоваться. Процесс преобразования исходной системы по этой

причине становится весьма трудоемким или, вообще, нереализуемым. Тем не менее метод,

развитый Харрисом и Латсом, в дальнейшем использовался многими авторами для исследо-

вания задачи об асимптотическом интегрировании линейных систем ОДУ. Отметим в этой

связи, например, работы [62,74,77, 120, 124, 125, 133, 162].

Примером того рода задач, для которых метод Харриса–Латса оказывается малоэффек-

тивным, являются системы ОДУ со сложным колебательным поведением элементов матри-

цы коэффициентов. Впервые на возможность использования усредняющих замен перемен-

ных вместо Q–преобразований для систем, коэффициенты которых колебательным образом

убывают на бесконечности, указали В.Ш. Бурд и В.А. Каракулин в работе [6]. Предложен-

ный авторами метод является аналогом усредняющей замены, использованной И.З. Што-

кало [58, 59] для исследования устойчивости решений некоторого класса систем с малым

параметром. Этот метод получил свое развитие в работе автора [34], где был использован

для упрощения систем с колебательно убывающими коэффициентами.

Задача асимптотического интегрирования систем линейных ОДУ довольно глубоко изуче-

на. Отметим здесь замечательные монографии [79,106], из которых можно узнать современ-

ное состояние вопроса. Если для систем ОДУ приведение исходной задачи к L–диагонально-

му виду (1) во-многих случаях представляется стандартной, пусть даже и трудоемкой про-

цедурой, то для систем ФДУ приведение исходной системы, скажем, к виду (2) не является

типичной рекомендацией. В этой связи возникает вопрос, для каких систем ФДУ такое

сведение все-таки возможно. Как оказывается, в решении этой задачи могут быть полезны

усредняющие замены переменных, а также методы теории центральных многообразий.

Наконец, заметим, что задача исследования эффектов, возникающих в силу неавтоном-
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ности некоторых параметров и оказывающих существенное влияние на динамику решений,

представляет самостоятельный интерес (см., в частности [168, Глава 17]). В этой связи от-

метим также работы [12, 130, 132, 160, 164] и [5, стр. 225].

Цели и задачи работы. Целью диссертационного исследования является развитие ме-

тодов асимптотического интегрирования как конечномерных (ОДУ), так и бесконечномер-

ных динамических систем (ФДУ, уравнения в частных производных) при стремлении неза-

висимой переменной к бесконечности. В работе рассматриваются системы с колебательно

убывающими коэффициентами, для которых предложены различные варианты сведения за-

дачи асимптотического интегрирования исходной системы к задаче построения асимптотики

для решений систем вида (1) или (2). Разработанные методы сопровождаются построением

асимптотических представлений для решений конкретных динамических систем. На осно-

вании полученных асимптотических формул в работе, в частности, решаются задача об

устойчивости (неустойчивости) решений, спектральная задача, исследуется явление пара-

метрического резонанса, а также изучаются вопросы, связанные с колеблемостью решений.

Научная новизна. Основные результаты диссертации являются новыми. В частности,

— в главе 1 предложен общий вид усредняющей замены переменных для упрощения за-

дачи асимптотического интегрирования линейных систем ОДУ при t→∞, а также построен

вариант подобной замены для исследования нелинейных систем с колебательно убывающими

коэффициентами. Сформулирована теорема о существовании в фазовом пространстве одного

класса нелинейных систем ОДУ многообразия, составленного из начальных условий реше-

ний, стремящихся к нулю при t → ∞. Получены асимптотические формулы для решений

неавтономного уравнения Ван дер Поля;

— в главе 2 найдены те точки действительной оси, в которых у одномерного оператора

Дирака с матричным потенциалом, элементами которого являются колебательно убывающие

функции, могут существовать собственные числа. Получены условия на элементы матрич-

ного потенциала, при выполнении которых одномерная система Дирака имеет решения из

класса L2

(
(0,∞),C2

)
;

— в главе 3 исследованы два типа возмущений гармонического осциллятора: адиаба-

тическое возмущение и интегральное возмущение. Определены частоты возмущения, при

которых у соответствующих уравнений могут существовать неограниченные решения, т. е.

возникает явление параметрического резонанса;

— в главе 4 предложен подход к решению задачи асимптотического интегрирования,

использующий идеологию метода инвариантных (центральных) многообразий. На основе

этой методологии построены асимптотические представления для решений системы двух

10



осцилляторов с медленно убывающей связью;

— в главе 5 разработан метод асимптотического интегрирования некоторого класса си-

стем ФДУ, близких в определенном смысле к системам ОДУ. Этот метод позволяет привести

исходную систему к виду (2) и воспользоваться затем функционально-дифференциальным

аналогом теоремы Левинсона. В этой главе рассматривается уравнение адиабатического ос-

циллятора с запаздыванием. Для решений этого уравнения, а также решений одного интегро-

дифференциального уравнения типа Вольтерра с помощью предложенного метода построены

асимптотические представления;

— в главе 6 идеология метода центральных многообразий распространяется на задачу

асимптотического интегрирования более широкого класса систем ФДУ. Показано существо-

вание в фазовом пространстве исследуемых систем многообразия типа центрального (крити-

ческое многообразие), изучены свойства этого многообразия, описана процедура построения

приближения для данного многообразия, а также — проекции исходной системы на указан-

ное многообразие. Метод асимптотического интегрирования иллюстрируется на примерах

построения асимптотических формул для решений уравнений как с постоянным, так и с

переменным запаздыванием;

— в главе 7 решается задача о построении асимптотических представлений для слабых

решений некоторых дифференциальных уравнений в банаховом пространстве. Для полу-

чения асимптотических формул привлекается аппарат теории центральных многообразий и

усредняющие замены переменных. Разработанный метод асимптотического интегрирования

используется затем для построения асимптотики решений возмущенного уравнения тепло-

проводности.

Теоретическая и практическая значимость. Диссертационное исследование носит тео-

ретический характер. Результаты работы могут использоваться в различных разделах теории

динамических систем, как с конечномерным, так и с бесконечномерным фазовым простран-

ством, в которых для решения задачи достаточно получить асимптотические представления

решений. В этой связи отметим, например, теорию устойчивости решений, теорию колеба-

ний, теорию параметрического резонанса.

Научные исследования в рамках этой работы осуществлялись при частичной финансовой

поддержке аналитической ведомственной целевой программы «Развитие научного потенциа-

ла высшей школы» (проекты №РНП.2.2.2.3.16065 и №РНП.2.2.2.3.8064 в 2008–2009 гг.),

Федеральной целевой программы «Научные и научно-педагогические кадры инновационной

России» на 2009–2013 годы (проект №П1229 в 2010–2012 гг.), грантов РФФИ (проект №12-

01-09255 в 2012 г. и проект №12-01-31004 в 2012–2013 гг.), грантов Президента Российской

11



Федерации (проект №МК-80.2013.1 в 2013–2014 гг. и проект №МК-4625.2016.1 в 2016–

2017 гг.), проекта «Региональный научно-образовательный математический центр» (ЯрГУ)

Минобрнауки РФ в 2017–2020 гг.

Методология и методы исследования. В работе используются асимптотические методы

теории дифференциальных, а также функционально-дифференциальных уравнений, метод

усреднения, методы теории инвариантных интегральных (центральных) многообразий, мето-

ды линейной алгебры и функционального анализа. Кроме того, на основе известных методов

в диссертации разработаны собственные методы асимптотического интегрирования. Некото-

рые вычисления и графические построения в этой работе проводились с помощью пакета

символьных вычислений Wolfram Mathematica 10.

Положения, выносимые на защиту.

1. Для систем с колебательно убывающими коэффициентами предложены специальные

усредняющие замены переменных, упрощающие процедуру построения асимптотических

представлений (теоремы 1.2.1 и 1.3.1). Доказаны теоремы о существовании в фазовом про-

странстве некоторых нелинейных неавтономных систем ОДУ многообразия, составленного

из начальных условий решений, стремящихся к нулю при t → ∞ (теоремы 1.4.1, 1.4.2 и

4.1.1). Построены асимптотические формулы для решений неавтономного уравнения Ван дер

Поля и доказан их глобальный характер (теорема 1.5.1).

2. Для одномерного оператора Дирака с матричным потенциалом специального вида най-

дены те точки действительной оси, в которых у рассматриваемого оператора могут суще-

ствовать собственные числа (утверждения 2.2.1, 2.2.2 и теоремы 2.2.1, 2.3.1).

3. Получены асимптотические формулы для решений возмущенного гармонического ос-

циллятора с переменной частотой собственных колебаний и найдены условия параметриче-

ского резонанса в этом уравнении (теорема 3.2.1).

4. Предложен метод построения асимптотических формул для некоторых специальных

решений (критические решения) линейных систем ОДУ с колебательно убывающими ко-

эффициентами (раздел 4.1). Исследована динамика решений системы двух осцилляторов с

медленно убывающей связью при учете трения в одном из осцилляторов (раздел 4.3).

5. Разработан метод асимптотического интегрирования одного класса систем ФДУ, близ-

ких к ОДУ (раздел 5.1). Построены асимптотические представления для решений адиабати-

ческого осциллятора с запаздыванием (раздел 5.2). Асимптотически проинтегрированы два

интегро-дифференциальных уравнения типа Вольтерра с колебательно убывающим ядром

(разделы 3.3 и 5.3).

6. На основе идей теории центральных многообразий разработан метод асимптотического
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интегрирования систем ФДУ с колебательно убывающими коэффициентами (теоремы 6.2.1,

6.3.1, 6.3.2, 6.3.3). Построены асимптотические формулы для решений модельного скаляр-

ного дифференциального уравнения с двумя запаздываниями и колебательно убывающим

коэффициентом (раздел 6.4). Разработанный метод асимптотического интегрирования пере-

несен на случай систем ФДУ с переменным запаздыванием. Метод проиллюстрирован на

примере решения задачи асимптотического интегрирования одного скалярного дифференци-

ального уравнения с переменным запаздыванием (раздел 6.5).

7. Получены асимптотические представления для решений одного дифференциального

уравнения второго порядка с запаздыванием, которое при нулевом запаздывании переходит

в одномерное уравнение Шредингера с потенциалом типа Вигнера–фон Неймана (раздел 6.6).

8. Предложен метод асимптотического интегрирования некоторых дифференциальных

уравнений в банаховом пространстве (теоремы 7.2.1, 7.2.2, 7.2.3).

Степень достоверности и апробация результатов. Все результаты диссертационной

работы получены с использованием строгих математических методов. Полученные автором

новые результаты, сформулированные в виде утверждений, лемм и теорем, приводятся в

работе с доказательствами. Результаты диссертации были представлены на следующих кон-

ференциях:

• Международная конференция «Тихонов и современная математика», Москва, МГУ

им. М.В. Ломоносова, 19–25 июня 2006 г. (тезисы, доклад);

• VIII-я Крымская Международная математическая школа «Метод функций Ляпунова

и его приложения» (MFL-2006), Украина, Алушта, 10–17 сентября 2006 г. (тезисы, доклад);

• XX-я Международная научная конференция «Математические методы в технике и

технологиях – ММТТ-20», Ярославль, Ярославский государственный технический универ-

ситет, 28–31 мая 2007 г. (тезисы, доклад);

• Воронежская зимняя математическая школа С.Г. Крейна (ВЗМШ-2008), Воронеж,

Воронежский государственный университет, 24–30 января 2008 г. (тезисы);

• Международная конференция «Дифференциальные уравнения и топология», посвя-

щенная 100-летию со дня рождения Л.С. Понтрягина, Москва, МГУ им. М.В. Ломоносова,

17–22 июня 2008 г. (тезисы, доклад);

• IX-я Крымская Международная математическая школа «Метод функций Ляпунова и

его приложения» (MFL-2008), Украина, Алушта, 15–20 сентября 2008 г. (тезисы, доклад);

• Воронежская зимняя математическая школа С.Г. Крейна (ВЗМШ-2010), Воронеж,

Воронежский государственный университет, 25–30 января 2010 г. (тезисы);

• X-я Крымская Международная математическая школа «Метод функций Ляпунова и
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его приложения» (MFL-2010), Украина, Алушта, 13–18 сентября 2010 г. (тезисы, доклад);

• Воронежская зимняя математическая школа С.Г. Крейна (ВЗМШ-2012), Воронеж,

Воронежский государственный университет, 25–30 января 2012 г. (тезисы);

• Международная научная конференция «Моделирование и анализ информационных

систем», посвященная 35-летию математического факультета и 25-летию факультета инфор-

матики и вычислительной техники Ярославского государственного университета им. П.Г. Де-

мидова, Ярославль, ЯрГУ, 6–7 февраля 2012 г. (тезисы, доклад);

• 1st EUROMECH Colloquium 532 on «Time-periodic systems. Current trends in theory

and application», Германия, Франкфурт-на-Майне, 27–30 августа 2012 г. (тезисы, доклад);

• 1-й международный научно-практический семинар «Нелинейная динамика и вычисли-

тельная геометрия», Ярославль, ЯрГУ им. П.Г. Демидова, 10–13 сентября 2012 г. (доклад);

• Международная конференция «Моделирование, управление и устойчивость (MCS-

2012)», Украина, Севастополь, 10–14 сентября 2012 г. (тезисы);

• Международная математическая конференция «Боголюбовские чтения DIF-2013. Диф-

ференциальные уравнения, теория функций и их приложения» по случаю 75-летия со дня

рождения академика А.М. Самойленко, Украина, Севастополь, 23–30 июня 2013 г. (тезисы,

доклад);

• Международная конференция «Дифференциальные уравнения. Функциональные про-

странства. Теория приближений», посвященная 105-летию со дня рождения С.Л. Соболева,

Новосибирск, 18–24 августа 2013 г. (тезисы);

• Международная конференция «Geometry, Topology, and Applications», посвященная

70-летию Н.П. Долбилина, Ярославль, ЯрГУ им. П.Г. Демидова, 23–27 сентября 2013 г.

(тезисы, доклад);

• Международная конференция «Нелинейная динамика и ее приложения», посвященная

150-летию со дня рождения Поля Пенлеве, Ярославль, ЯрГУ им. П.Г. Демидова, 15–18

октября 2013 г. (тезисы);

• Воронежская зимняя математическая школа С.Г. Крейна (ВЗМШ-2014), Воронеж,

Воронежский государственный университет, 26–31 января 2014 г. (тезисы);

• 8th European Nonlinear Dynamics Conference (ENOC 2014), Австрия, Вена, 6–11 июля

2014 г. (тезисы, доклад);

• Международная конференция «Метод функций Ляпунова и его приложения» (MFL-

2014), Россия, Алушта, 15–20 сентября 2014 г. (тезисы);

• Международный научный семинар «Актуальные проблемы математической физики»,

Москва, МГУ, 28–29 ноября 2014 г. (тезисы);
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• Международная конференция «Нелинейные методы в физике и механике», посвящен-

ная 90-летию со дня рождения Мартина Крускала, 60-летию публикации результатов вычис-

лительного эксперимента по проблеме Ферми-Паста-Улама, Ярославль, ЯрГУ им. П.Г. Де-

мидова, 1–3 октября 2015 г. (тезисы);

• Международная конференция по дифференциальным уравнениям и динамическим си-

стемам (DIFF-2016), Суздаль, 8–12 июля 2016 г. (тезисы);

• Международная конференция «Метод функций Ляпунова и его приложения» (MFL-

2016). Россия, Алушта, 15–18 сентября 2016 г. (тезисы, доклад);

• 9th European Nonlinear Dynamics Conference (ENOC 2017), Венгрия, Будапешт, 25–30

июня 2017 г. (тезисы, доклад);

• Восьмая международная конференция по дифференциальным и функционально-диф-

ференциальным уравнениям (DFDE-2017), Москва, РУДН, 13–20 августа 2017 г. (тезисы,

доклад);

• Международная научная конференция «Новые тенденции в нелинейной динамике»,

Ярославль, ЯрГУ им. П.Г. Демидова, 5–7 октября 2017 г. (тезисы).

• Международная конференция по дифференциальным уравнениям и динамическим си-

стемам (DIFF-2018), Суздаль, 6–11 июля 2018 г. (тезисы);

• Международная конференция «Динамические системы в науке и технологиях» (DSST-

2018), Россия, Алушта, 17–21 сентября 2018 г. (тезисы, доклад);

• Международная конференция «Интегрируемые системы и нелинейная динамика», Яро-

славль, ЯрГУ им. П.Г. Демидова, 1–5 октября 2018 г. (тезисы, доклад);

• Международная конференция «Динамика. 2019. Ярославль», Ярославль, ЯрГУ им.

П.Г. Демидова, 10–12 октября 2019 г. (тезисы).

• Вторая международная конференция по интегрируемым системам и нелинейной дина-

мике (ISND-2020), Ярославль, ЯрГУ им. П.Г. Демидова, 19–23 октября 2020 г. (тезисы).

Результаты диссертационного исследования также обсуждались на заседаниях следую-

щих научных семинаров:

• семинар научно-образовательного центра «Нелинейная динамика» ЯрГУ им. П.Г. Де-

мидова под руководством профессора д.ф.-м.н. С.А. Кащенко и профессора д.ф.-м.н. С.Д. Глы-

зина (2005–2021 гг.);

• семинар под руководством Dr. Serhiy Yanchuk, Department of Mathematics, Faculty of

Mathematics and Natural Sciences, Humboldt-Universität zu Berlin, Германия, Берлин (2011 г.);

• семинар регионального научно-образовательного математического центра «Математи-

ка технологий будущего» под руководством профессора д.ф.-м.н. Д.В. Баландина (Нацио-
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нальный исследовательский Нижегородский государственный университет им. Н.И. Лоба-

чевского, г. Нижний Новгород, 2020 г.).

Основные публикации по теме диссертации. Основные результаты диссертации изло-

жены в 21 статьях в журналах, рекомендованных ВАК [33–39, 81, 82, 136–147], 17 из них —

в библиографической базе Web of Science, 19 — в библиографической базе Scopus.

Кроме этого, опубликовано 31 тезисов докладов. Из совместных работ в диссертацию

вошли только результаты, полученные автором лично.

Основное содержание работы. Диссертационное исследование посвящено развитию ме-

тодов асимптотического интегрирования линейных, а также некоторого класса нелинейных

систем дифференциальных уравнений при стремлении независимой переменной к беско-

нечности. Автором предложены некоторые техники, которые позволяют сводить задачу по-

строения асимптотических формул к использованию известных асимптотических теорем,

центральной из которых является классическая теорема Н. Левинсона. Процедура сведения

основана на использовании некоторого специального варианта метода усреднения, предло-

женного автором, а также на развитии идей теории центральных многообразий. В работе рас-

сматриваются как системы ОДУ, так и системы ФДУ, а также дифференциальные уравнения

в банаховом пространстве. Разработанные методы иллюстрируются на примерах построения

асимптотических представлений для решений некоторых конкретных динамических систем.

Работа состоит из семи глав. В первой главе излагаются методы асимптотического ин-

тегрирования систем ОДУ с колебательно убывающими коэффициентами. В разделе 1.1

приводятся известные результаты, посвященные задаче асимптотического интегрирования

линейных систем ОДУ, которые в дальнейшем используются в работе. Основными такими

результатами являются асимптотическая теорема Н. Левинсона и лемма о диагонализации

переменной матрицы. В разделе 1.2 рассматривается следующая система ОДУ, называемая

системой с колебательно убывающими коэффициентами:

ẋ =
[
A0 +

n∑
i=1

Ai(t)vi(t) +
∑

1≤i1≤i2≤n

Ai1i2(t)vi1(t)vi2(t) + . . .+

+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

Ai1... ik(t)vi1(t) · . . . · vik(t) +R(t)
]
x, x ∈ Cm. (9)

Здесь A0, Ai1... il(t), R(t) — квадратные матрицы, а v1(t), . . . , vn(t) — абсолютно непрерывные

на полуинтервале [t0,∞) скалярные функции. Потребуем, чтобы были выполнены следующие

условия:

B.1. A0 — постоянная матрица с действительными собственными значениями;

В.2. v1(t)→ 0, v2(t)→ 0, . . . , vn(t)→ 0 при t→∞;
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В.3. v̇1(t), v̇2(t), . . . , v̇n(t) ∈ L1[t0,∞);

B.4. Произведение vi1(t)vi2(t) . . . vik+1
(t) принадлежит классу L1[t0,∞) для любого набора

индексов 1 ≤ i1 ≤ i2 ≤ . . . ≤ ik+1 ≤ n;

B.5. Элементами матриц Ai1... il(t) являются тригонометрические многочлены, т. е.

Ai1... il(t) =
M∑
j=1

β
(i1... il)
j eiλjt,

где λj — произвольные действительные числа, а β(i1... il)
j — постоянные, вообще говоря, ком-

плексные матрицы;

B.6. Матрица R(t) ∈ L1[t0,∞).

Основным результатом раздела 1.2 является следующая теорема (здесь и далее в скобках

указывается номер утверждения или определения в основном тексте диссертации).

Теорема 1 (1.2.1). Пусть выполнены условия B.1 — B.6. Тогда система (9) при достаточно

больших t заменой

x =
[
I +

n∑
i=1

Yi(t)vi(t) +
∑

1≤i1≤i2≤n

Yi1i2(t)vi1(t)vi2(t) + . . .+

+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

Yi1... ik(t)vi1(t) · . . . · vik(t)
]
y, (10)

где I — единичная матрица, а элементами матриц Yi1... il(t) являются тригонометриче-

ские многочлены с нулевым средним значением, приводится к виду

ẏ =
[
A0 +

n∑
i=1

Aivi(t) +
∑

1≤i1≤i2≤n

Ai1i2vi1(t)vi2(t) + . . .+

+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

Ai1... ikvi1(t) · . . . · vik(t) +R1(t)
]
y, (11)

с постоянными матрицами Ai1... il и матрицей R1(t) ∈ L1[t0,∞).

Замену (10) в тексте диссертации мы называем усредняющей заменой. Она является опре-

деленным аналогом замены переменной, предложенной И.З. Штокало [58,59] для исследова-

ния устойчивости решений некоторого класса систем с малым параметром. Для вычисления

матриц Yi1... il(t) в замене (10) и постоянных матриц Ai1... il в усредненной системе (11) могут

быть указаны явные формулы. Усредненная система (11) оказывается проще исходной систе-

мы (9) в том смысле, что она, вообще говоря, не содержит осциллирующих коэффициентов

в главной части. В частности, для приведения системы (11) к L–диагональному виду (1) во

многих случаях удается воспользоваться леммой о диагонализации переменной матрицы. В
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разделе 1.2 также приводятся некоторые свойства усредняющей замены (10), оказывающиеся

полезными при практическом использовании этой замены для построения асимптотических

формул.

В разделе 1.3 рассматривается нелинейный аналог системы ОДУ вида (9):

ẋ =
n∑
i=1

Fi(t, x)vi(t) +
∑

1≤i1≤i2≤n

Fi1i2(t, x)vi1(t)vi2(t) + . . .+

+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

Fi1... ik(t, x)vi1(t) · . . . · vik(t) +R(t, x), x ∈ Rm. (12)

Здесь v1(t), . . . , vn(t) — скалярные абсолютно непрерывные на [t0,∞) функции, которые удо-

влетворяют условиям B.2 — B.4. Функции Fi1... il(t, x) предполагаются T–периодическими по

переменной t или представляют собой тригонометрические полиномы вида

Fi1... il(t, x) =
M∑
j=1

F
(i1... il)
j (x)eiλjt. (13)

По переменной x функции Fi1... il(t, x) предполагаются достаточно гладкими в некотором шаре

|x| ≤ S. Относительно вектор–функции R(t, x) предполагаются выполненными следующие

условия:

C.1. |R(t, x1)−R(t, x2)| ≤ γ(t)|x1 − x2|, |xj| ≤ S, j = 1, 2, где γ(t) ∈ L1[t0,∞).

C.2. R(t, 0) ∈ L1[t0,∞).

Соответствующим аналогом теоремы 1 является следующее утверждение.

Теорема 2 (1.3.1). Система (12) при достаточно больших t заменой

x = y +
n∑
i=1

ui(t, y)vi(t) +
∑

1≤i1≤i2≤n

ui1i2(t, y)vi1(t)vi2(t) + . . .+

+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

ui1... ik(t, y)vi1(t) · . . . · vik(t) (14)

приводится к виду

ẏ =
n∑
i=1

Pi(y)vi(t) +
∑

1≤i1≤i2≤n

Pi1i2(y)vi1(t)vi2(t) + . . .+

+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

Pi1... ik(y)vi1(t) · . . . · vik(t) +R1(t, y), y ∈ Rm, (15)

где функции ui1... il(t, y) являются или периодическими вектор-функциями по перемен-

ной t, или тригонометрическими многочленами типа (13), имеющими нулевое среднее

значение по t. Вектор–функция R1(t, y) удовлетворяет условиям C.1, C.2, где xj = yj и

|yj| ≤ r < S, j = 1, 2.
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Замена (14) является вариантом усредняющей замены Крылова–Боголюбова (см., напри-

мер, [4, 5, 80, 161]) применительно к системам вида (12). Далее в этом разделе показано,

что усредненную систему (15) после некоторых преобразований можно рассматривать как

частный случай более общего класса нелинейных систем ОДУ следующего вида:

ẋ = F (t, x) +R(t, x), x ∈ Rm. (16)

Здесь F (t, 0) = 0 и функция F (t, x) непрерывна по переменной t. Вектор-функция R(t, x) в

шаре |x| ≤ r удовлетворяет условиям:

D.1. |R(t, x1)−R(t, x2)| ≤ p(t)|x1 − x2|, |xj| ≤ r, j = 1, 2, где p(t) ∈M0, t ≥ t0,

D.2. R(t, 0) ∈M0 при t ≥ t0.

Здесь мы говорим, что некоторая локально интегрируемая на [t0,∞) функция f(t) принад-

лежит классу M0 при t ≥ t0, если

lim
t→∞

t+1∫
t

|f(s)|ds = 0, t ≥ t0.

Системы вида (16) изучаются в разделе 1.4. Предположим, что в системе (16), кроме

обозначенных выше условий, выполнены следующие требования:

1. F (t, x) = A(t)x+ f(t, x), где

A(t) =
dF (t, x)

dx

∣∣∣∣
x=0

, |f(t, x1)− f(t, x2)| ≤ ω(r)|x1 − x2|,

lim
r→0

ω(r) = 0, |xj| ≤ r, j = 1, 2;

2. Линейная система

ẋ = A(t)x (17)

экспоненциально дихотомична на правой полуоси. Это означает, что существуют проекторы

P1 и P2 (P1 + P2 = I, P 2
k = Pk, k = 1, 2), а также положительные константы K,α такие, что

|U(t)P1U
−1(s)| ≤ Ke−α(t−s), 0 ≤ s ≤ t,

|U(t)P2U
−1(s)| ≤ Ke−α(s−t), 0 ≤ t ≤ s.

(18)

Здесь U(t) — матрицант системы (17) (U(0) = I). Кроме того, предположим, что rankP1 = k.

Центральным результатом раздела 1.4 является следующая теорема.

Теорема 3 (1.4.1). При достаточно больших t0 в некоторой окрестности нуля простран-

ства Rm существует многообразие S(t0) размерности k, обладающее свойствами:

a). Решение x(t) с начальным условием x(t0) ∈ S(t0) стремится к нулю при t→∞.
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б). Решение x(t) с начальным условием |x(t0)| ≤ ρ̂0 и x(t0) /∈ S(t0) покидает r0–окрест-

ность нуля |x| ≤ r0 в некоторый момент времени t∗ ≥ t0.

в). Для решений x(t) и y(t) c начальными условиями x(t0) и y(t0), принадлежащими

многообразию S(t0), справедлива оценка

|x(t)− y(t)| ≤ Cµe
−µ(t−t0)|x(t0)− y(t0)|, t ≥ t0,

где Cµ — некоторая положительная постоянная, а µ ∈ (0, α).

Иногда в приложениях требуется оценить скорость стремления к нулю при t→∞ реше-

ний системы (16) с начальными условиями, принадлежащими многообразию S(t0). Опреде-

лим следующее условие:

D.2’. |R(t, 0)| ≤ ϕ(t) при t ≥ t0. Здесь функция ϕ(t) > 0 монотонно убывает при t ≥ t0 и

стремится к нулю при t→∞. Кроме того, существует β ∈ (0, α) такое, что

ϕ(t1)eβt1 ≤ ϕ(t2)eβt2 , t0 ≤ t1 ≤ t2.

Уточнением теоремы 3 является в этом случае следующее утверждение.

Теорема 4 (1.4.2). Пусть выполнены все условия теоремы 3, а условие D.2 заменено усло-

вием D.2’. Тогда справедливы все утверждения теоремы 3 и, дополнительно, существует

такое L > 0, что все решения системы (16) с начальными условиями на многообразии

S(t0) при достаточно больших t0 допускают следующую оценку:

|x(t)| ≤ Lϕ(t), t ≥ t0.

В качестве примера использования теорем из раздела 1.4 в разделе 1.5 строится асимп-

тотика для решений неавтономного уравнения Ван дер Поля при t→∞:

ẍ+ x = ε(t)(1− x2)ẋ, t ≥ 0, (19)

где ε(t) — непрерывная функция и ε(t) ≥ 0. Основной результат этого раздела сформулирован

в виде следующий теоремы.

Теорема 5 (1.5.1). Предположим, что ε(t) /∈ L1[0,∞), ε̇(t) ∈ L1[0,∞) и ε(t) → 0 при

t→∞. Тогда поведение всех решений уравнения (19), за исключением нулевого решения,

описывается при t→∞ следующими асимптотическими формулами:

x(t) =
(
2 + o(1)

)
cos
(
t+ ϕ(t)

)
, ẋ(t) = −

(
2 + o(1)

)
sin
(
t+ ϕ(t)

)
,
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где

ϕ(t) = − 1

16

t∫
t0

ε2(s)ds+ o

 t∫
t0

ε2(s)ds

 .

Вторая глава диссертации посвящена исследованию задачи о собственных числах одно-

мерного оператора Дирака с колебательно убывающим потенциалом. Собственно постановке

задачи отведен первый раздел этой главы. Нами рассматривается одномерный оператор Ди-

рака, действующий в пространстве L2

(
(0,∞),C2

)
и порожденный дифференциальным выра-

жением

Dy = B
dy

dx
+ U(x)y = λy, y =

y1

y2

 , (20)

где

B =

 0 1

−1 0

 , U(x) =

u1(x) u2(x)

u2(x) −u1(x)

 .

Функции u1(x) и u2(x) определяются следующими формулами:

u1(x) = − Q(x)

(x+ 1)β
, u2(x) =

P (x)

(x+ 1)α
.

Здесь 0 < α ≤ 1, 0 < β ≤ 1, а действительные непрерывные функции P (x) и Q(x) являются

или периодическими с периодом T > 0 или тригонометрическими многочленами вида

P (x) =
N∑

j=−N

pje
iωjx, Q(x) =

M∑
j=−M

qje
iνjx, (21)

где pj, qj ∈ C, ωj, νj ∈ R и, кроме того,

p−j = p̄j, q−j = q̄j, ω−j = −ωj, ν−j = −νj (ωk 6= ωs, νk 6= νs, k 6= s).

В случае, когда функции P (x) и Q(x) — T–периодические, поставим им в соответствие их

бесконечные ряды Фурье вида (21). Оператор Дирака, кроме дифференциального выражения

(20), как правило, включает в себя краевое условие вида

y1(0) sin ξ + y2(0) cos ξ = 0, ξ ∈ [0, π), (22)

которое гарантирует его самосопряженность при подходящем выборе области определения

D (см. [27, 167]). В нашей работе мы игнорируем это условие, интересуясь лишь асимпто-

тическим поведением решений системы дифференциальных уравнений (20) при x → ∞. В

частности, нами изучается вопрос о существовании у этой системы уравнений решений из

класса L2

(
(0,∞),C2

)
при некоторых значениях спектрального параметра λ и определенных
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условиях на компоненты матричного потенциала U(x). Запишем дифференциальное выраже-

ние (20) в виде системы ОДУ:

y′1 = u2(x)y1 −
(
λ+ u1(x)

)
y2,

y′2 =
(
λ− u1(x)

)
y1 − u2(x)y2.

(23)

Систему дифференциальных уравнений (23) называют обычно одномерной системой Дирака.

Всюду в этой главе мы говорим, что для λ ∈ M , где M — некоторое подмножество R,

выполнено свойство A, если для каждого λ ∈M существует решение (23), принадлежащее

классу L2

(
(0,∞),C2

)
. Следовательно, для любого λ ∈ M существует ξ ∈ [0, π) (зависящее

от λ) такое, что λ является собственным числом оператора Дирака (20), (22).

В разделе 2.2 исследуется случай, когда λ 6= 0. Основные результаты этого раздела

сформулированы в виде двух вспомогательных утверждений и одной ключевой теоремы.

Утверждение 1 (2.2.1). Если функции P (x) и Q(x) являются T–периодическими, то нену-

левыми собственными числами оператора Дирака (20), (22) могут являться лишь числа

вида λ = (π/T )q, q ∈ Z\{0}.

В том случае, когда функции P (x) и Q(x) являются или T–периодическими или триго-

нометрическими многочленами вида (21) справедливо следующее утверждение.

Утверждение 2 (2.2.2). Ненулевыми собственными числами оператора Дирака (20), (22)

могут быть лишь числа вида

λ =
hi1 + hi2 + . . .+ his

2
,

где him = ωim или him = νim (m = 1, . . . , s), и число s нечетно.

Чтобы сформулировать основной результат данного раздела, введем следующие обозна-

чения. Положим

Ω1 =
{
λ ∈ R\{0}

∣∣ λ =
ωj
2

для некоторого j ∈ Z
}
,

Ω2 =
{
λ ∈ R\{0}

∣∣ λ =
νj
2

для некоторого j ∈ Z
}
,

Ω
(1)
2 =

{
λ ∈ R\{0}

∣∣ λ =
νj
2

для некоторого j ∈ Z &
∣∣M[Q(x)e−2λix

]∣∣ > 1

2

}
,

Ω
(2)
2 =

{
λ ∈ R\{0}

∣∣ λ =
νj
2

для некоторого j ∈ Z & λ 6= ωs
2
, s ∈ Z

&
∣∣M[Q(x)e−2λix

]∣∣ > ∣∣∣ 1

2λ

[
p2

0 − 8λ2
∑
j>0

|pj|2

ω2
j − 4λ2

]∣∣∣},
Ω

(3)
2 =

{
λ ∈ R\{0}

∣∣ λ =
νj
2

для некоторого j ∈ Z & λ 6= ωs
2
, s ∈ Z
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&

√√√√∣∣M[Q(x)e−2λix
]∣∣2 − ∣∣∣ 1

2λ

[
p2

0 − 8λ2
∑
j>0

|pj|2
ω2
j − 4λ2

]∣∣∣2 > 1

2

}
,

Ω
(4)
2 =

{
λ ∈ R\{0}

∣∣ ∣∣∣M[P (x)e−2λix
]

+ iM
[
Q(x)e−2λix

]∣∣∣ > 1

2

}
,

Ω3 =
{
λ ∈ R\{0}

∣∣ λ =
ωs + ωr + ωq

2
для некоторого s, r, q ∈ Z

}
,

Ω
(1)
3 =

{
λ ∈ R\{0}

∣∣ λ =
ωs + ωr + ωq

2
для некоторого s, r, q ∈ Z

&
∣∣∣ ∑

k,l,m∈Z,
ωk+ωl+ωm=2λ

pkplpm
(ωk − 2λ)(ωm − 2λ)

∣∣∣ > 1

2
& λ 6= ωj

2
, j ∈ Z

}
,

Ω4 =
{
λ ∈ R\{0}

∣∣ λ =
hi1 + hi2 + . . .+ his

2
для некоторых i1, i2, . . . is ∈ Z,

где s ≥ 3 нечетно и him = ωim или him = νim

}
.

Здесь и в дальнейшем символом M
[
F (x)

]
обозначено среднее значение периодической или

почти периодической функции F (x):

M
[
F (x)

]
= lim

T→∞

T∫
0

F (x)dx.

Определим также следующие уравнения относительно λ:

p2
0 − 8λ2

∑
j>0

|pj|2

ω2
j − 4λ2

= 0, (24)

∑
s,r,q∈Z,

ωs+ωr+ωq=2λ

psprpq
(ωs − 2λ)(ωq − 2λ)

= 0, (25)

∑
s,r∈Z,

ωs+νr=0

psqr(νr − ωs)
(ωs + 2λ)(νr + 2λ)

= 0, (26)

∣∣M[Q(x)e−2λix
]∣∣− ∣∣∣ 1

2λ

[
p2

0 − 8λ2
∑
j>0

|pj|2

ω2
j − 4λ2

]∣∣∣ = 0, (27)

− 1

2λ

[
p2

0 − 8λ2
∑
j>0

|pj|2

ω2
j − 4λ2

]
− 1

2λ

[
q2

0 − 8λ2
∑
j>0

|qj|2

ν2
j − 4λ2

]
+

+ Im
[ ∑

s,r∈Z,
ωs+νr=0

psqr(νr − ωs)
(ωs + 2λ)(νr + 2λ)

]
= 0. (28)

Здесь, разумеется, предполагается, что сумма по пустому множеству индексов равна нулю.

Пусть

Γ1 =
{
λ ∈ R\{0}

∣∣ λ является решением (24) & λ 6= ωj
2
, j ∈ Z

}
,

Γ2 =
{
λ ∈ R\{0}

∣∣ λ является решением (25) & λ 6= ωj
2
, j ∈ Z

}
,

23



Γc2 =
{
λ ∈ R\{0}

∣∣ λ не является решением (25) & λ 6= ωj
2
, j ∈ Z

}
,

Γ3 =
{
λ ∈ R\{0}

∣∣ λ является решением (26) & λ 6= ωj
2

& λ 6= νj
2
, j ∈ Z

}
,

Γ4 =
{
λ ∈ R\{0}

∣∣ λ является решением (27) & λ 6= ωj
2
, j ∈ Z

}
,

Γ5 =
{
λ ∈ R\{0}

∣∣ λ является решением (28) & λ 6= ωj
2

& λ 6= νj
2
, j ∈ Z

}
.

Основной результат раздела 2.2 составляет следующая теорема.

Теорема 6 (2.2.1). Пусть σ′(D) — множество всех ненулевых собственных значений опе-

ратора Дирака (20), (22) для некоторого фиксированного ξ ∈ [0, π). Тогда справедливы

следующие утверждения.

A.1.1.1. Если α < 2α < β < 1 < 3α, то σ′(D) ⊂ Ω1 ∪ (Ω2 ∩ Γ1) и для λ ∈ Ω1 ∪ (Ω2 ∩ Γ1)

выполнено свойство A.

A.1.1.1’. Если α < 2α < β = 1 < 3α, то σ′(D) ⊂ Ω1 ∪ (Ω
(1)
2 ∩ Γ1) и для λ ∈ Ω1 ∪ (Ω

(1)
2 ∩ Γ1)

выполнено свойство A.

A.1.1.2.1. Если α < 2α < β < 3α < 1 и α+β > 1, то σ′(D) ⊂ Ω1∪ (Ω2∩Γ1)∪ (Ω3∩Γ1∩Γc2).

Кроме того, для λ ∈ Ω1 ∪ (Ω2 ∩ Γ1) ∪ (Ω3 ∩ Γ1 ∩ Γc2) выполнено свойство A.

A.1.1.2.1’. Если α < 2α < β < 3α = 1 и α+ β > 1, то σ′(D) ⊂ Ω1 ∪ (Ω2 ∩ Γ1) ∪ (Ω
(1)
3 ∩ Γ1).

Кроме того, для λ ∈ Ω1 ∪ (Ω2 ∩ Γ1) ∪ (Ω
(1)
3 ∩ Γ1) выполнено свойство A.

A.1.1.2.2. Если α < 2α < β < 3α < 1 и α + β ≤ 1, то σ′(D) ⊂ Ω1 ∪ (Ω2 ∩ Γ1) ∪ (Ω3 ∩

Γ1 ∩ Γc2) ∪ (Ω4 ∩ Γ1 ∩ Γ2 ∩ Γ3). Кроме того, для λ ∈ Ω1 ∪ (Ω2 ∩ Γ1) ∪ (Ω3 ∩ Γ1 ∩ Γc2) выполнено

свойство A.

A.1.2. Если α < 2α < 3α < β < 1, то σ′(D) ⊂ Ω1∪(Ω2∩Γ1∩Γ2)∪(Ω3∩Γ1∩Γc2)∪(Ω4∩Γ1∩Γ2)

и для λ ∈ Ω1 ∪ (Ω3 ∩ Γ1 ∩ Γc2) выполнено свойство A.

A.1.2’. Если α < 2α < 3α < β = 1, то σ′(D) ⊂ Ω1∪(Ω
(1)
2 ∩Γ1∩Γ2)∪(Ω3∩Γ1∩Γc2)∪(Ω4∩Γ1∩Γ2)

и для λ ∈ Ω1 ∪ (Ω3 ∩ Γ1 ∩ Γc2) выполнено свойство A.

A.2.1. Если α < β < 1 < 2α, то σ′(D) ⊂ Ω1∪Ω2 и для λ ∈ Ω1∪Ω2 выполнено свойство A.

A.2.1’. Если α < β = 1 < 2α, то σ′(D) ⊂ Ω1∪Ω
(1)
2 и для λ ∈ Ω1∪Ω

(1)
2 выполнено свойство

A.

A.2.2.1. Если α < β < 2α ≤ 1 и α + β > 1, то σ′(D) ⊂ Ω1 ∪ Ω2. Кроме того, для

λ ∈ Ω1 ∪ Ω2 выполнено свойство A.

A.2.2.2. Если α < β < 2α ≤ 1 и α + β ≤ 1, то σ′(D) ⊂ Ω1 ∪ Ω2 ∪ (Ω4 ∩ Γ1 ∩ Γ3). Кроме

того, для λ ∈ Ω1 ∪ Ω2 выполнено свойство A.

A.3. Если α < 2α = β < 1, то σ′(D) ⊂ Ω1 ∪Ω
(2)
2 ∪ (Ω2 ∩ Γ4)∪ (Ω4 ∩ Γ4) и для λ ∈ Ω1 ∪Ω

(2)
2

выполнено свойство A.
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A.3’. Если α < 2α = β = 1, то σ′(D) ⊂ Ω1 ∪Ω
(3)
2 и для λ ∈ Ω1 ∪Ω

(3)
2 выполнено свойство

A.

B.1. Если α = β < 1 < 2α, то σ′(D) ⊂ Ω1 ∪Ω2 и для λ ∈ Ω1 ∪Ω2 выполнено свойство A.

B.1’. Если α = β = 1 < 2α, то σ′(D) ⊂ Ω
(4)
2 и для λ ∈ Ω

(4)
2 выполнено свойство A.

B.2. Если α = β < 2α ≤ 1, то σ′(D) ⊂ Ω1 ∪ Ω2 ∪ (Ω4 ∩ Γ5) и для λ ∈ Ω1 ∪ Ω2 выполнено

свойство A.

Ситуация, когда в системе (23) параметр λ принимает нулевое значение, рассматривается

в разделе 2.3 диссертационного исследования. Определим следующие условия:

M
[
P (x)

]
= M

[
Q(x)

]
= 0, (29)

M
[
P (x)

∫
Q(x)dx

]
= 0. (30)

Основным результатом для случая λ = 0 является следующая теорема.

Теорема 7 (2.3.1). Пусть σ(D) — множество всех собственных значений оператора Ди-

рака (20), (22) для некоторого фиксированного ξ ∈ [0, π). Тогда справедливы следующие

утверждения.

A. Пусть α < β < 1, тогда, если M
[
P (x)

]
6= 0 или M

[
Q(x)

]
6= 0, то для λ = 0 выполнено

свойство A.

A’. Пусть α < β = 1, тогда, если M
[
P (x)

]
6= 0 или

∣∣M[Q(x)
]∣∣ > 1/2, то для λ = 0

выполнено свойство A. В противном случае {λ = 0} /∈ σ(D).

A.1. Пусть α < β ≤ 1 и α+β > 1. Тогда, если выполнено условие (29), то {λ = 0} /∈ σ(D).

A.2. Пусть α < β < 1 и α + β ≤ 1. Тогда, если выполнено условие (29), а условие (30)

не выполнено, то {λ = 0} /∈ σ(D).

A.2.1. Пусть α < β < 1, α + β ≤ 1 и 2α + β > 1. Тогда, если выполнено условие (29),

то {λ = 0} /∈ σ(D).

A.2.2. Пусть α < β < 1 и 2α + β < 1. Тогда, если выполнены условия (29), (30) и

M
[
Q(x)

(∫
P (x)dx

)2] 6= 0, то для λ = 0 имеет место свойство A.

A.2.2’. Пусть α < β < 1 и 2α + β = 1. Тогда, если выполнены условия (29), (30) и∣∣M[Q(x)
(∫

P (x)dx
)2]∣∣ > 1/4, то для λ = 0 имеет место свойство A. Кроме того, если

выполнены условия (29), (30) и
∣∣M[Q(x)

(∫
P (x)dx

)2]∣∣ ≤ 1/4, то {λ = 0} /∈ σ(D).

B. Пусть α = β < 1, тогда, если M
[
P (x)

]
6= 0 или M

[
Q(x)

]
6= 0, то для λ = 0 выполнено

свойство A.

B’. Пусть α = β = 1, тогда, если
√(

M
[
P (x)

])2
+
(
M
[
Q(x)

])2
> 1/2, то для λ = 0

выполнено свойство A. В противном случае {λ = 0} /∈ σ(D).
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B.1. Пусть α = β < 1 и 2α > 1. Тогда, если выполнено условие (29), то {λ = 0} /∈ σ(D).

B.2. Пусть α = β < 1 и 2α ≤ 1. Тогда, если выполнено условие (29), а условие (30) не

выполнено, то {λ = 0} /∈ σ(D).

B.2.1. Пусть α = β < 1, 2α ≤ 1 и 3α > 1. Тогда, если выполнено условие (29), то

{λ = 0} /∈ σ(D).

B.2.2. Пусть α = β < 1 и 3α < 1. Тогда, если выполнены условия (29), (30) и

M
[
Q(x)

(∫
P (x)dx

)2] 6= 0 или M
[
P (x)

(∫
Q(x)dx

)2] 6= 0, то для λ = 0 имеет место свой-

ство A.

B.2.2’. Пусть α = β < 1 и 3α = 1. Тогда, если выполнены условия (29), (30) и√(
M
[
Q(x)

(∫
P (x)dx

)2])2

+
(

M
[
P (x)

(∫
Q(x)dx

)2])2

>
1

4
, (31)

то для λ = 0 имеет место свойство A. Кроме того, если выполнены условия (29), (30) и

имеет место неравенство, противоположное (31), то {λ = 0} /∈ σ(D).

В заключительном разделе второй главы на некоторых модельных примерах иллюстриру-

ется практическое использование теорем 6 и 7.

В третьей главе диссертационного исследования изучается динамика возмущенного гар-

монического осциллятора. В разделах 3.1 и 3.2 рассматривается так называемый адиабати-

ческий осциллятор:
d2x

dt2
+
(
1 + q(t)

)
x = 0. (32)

Здесь функция q(t) предполагается в определенном смысле малой при t→∞. В разделе 3.1

приводятся некоторые известные факты об особенностях динамики решений уравнения (32)

в случае, когда функция q(t) колебательным образом убывает на бесконечности. Раздел 3.2

посвящен исследованию явления параметрического резонанса в гармоническом осцилляторе

с переменной частотой собственных колебаний, находящегося под воздействием колебатель-

но убывающего возмущения:

d2x

dt2
+
(
ω2(t) +

a

tρ
cosλt

)
x = 0, a 6= 0, (33)

где a, λ, ρ ∈ R и 0 < ρ ≤ 1. Предполагается, что функция ω2(t), описывающая частоту соб-

ственных колебаний, является переменной величиной и допускает при t→∞ представление

вида

ω2(t) = 1 +
ω1

tρ
+
ω2

t2ρ
+ . . .+

ωs
tsρ

+ r(t) (34)

для некоторого s ∈ N. Здесь ωi ∈ R, i = 1, . . . , s, а функция r(t) принадлежит классу

L1[t0,∞). В этом разделе строятся асимптотические представления решений уравнения (33)
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при различных значениях входящих в это уравнение параметров. На основании получен-

ных асимптотических формул определяются те значения параметров, при которых уравнение

(33) может иметь неограниченные при t → ∞ решения. Основной результат раздела 3.2

сформулирован в виде следующий теоремы.

Теорема 8 (3.2.1). Пусть коэффициенты ωi (i = 1, . . . , s) разложения (34) функции ω2(t)

фиксированы (т.е. не зависят от параметров внешнего возмущения). Тогда в уравнении

(33) резонанс может реализоваться не более, чем при пяти значениях параметра λ > 0.

Этими резонансными значениями являются значения λ = λi (i = 1, . . . , 4) и одно из

значений вида λ = λn, где n ≥ 5, а величины λn определяются формулой

λ = λn =
2

n
, n ∈ N.

При этом, если в уравнении (33) реализуется резонанс λ = λr, то реализуются и все ре-

зонансы λ = λi из числа перечисленных выше, где i < r. Условия возникновения резонанса

в уравнении (33) приведены в таблице 1.

Таблица 11. Условия резонанса в уравнении (33)

n= λ=λn Условия возникновения резонанса
Точки резонанса

в плоскости (a, λ)

1 λ1=2 0 < ρ ≤ 1 (a, 2), |a| > 2|ω1|

2 λ2=1 0 < ρ ≤ 1/2, ω1 = 0
(a, 1),

|a| > M

3 λ3=2/3
0 < ρ ≤ 1/3, ω1 = 0,

ω2 > 0, |ω3| < 3ω
3/2
2

(
±8
√
ω2/3, 2/3

)
4 λ4=1/2

0 < ρ ≤ 1/4, ω1 = 0, ω2 > 0

ω3 = 0, −317ω2
2/60 < ω4 < 433ω2

2/60

(
±
√

(15ω2/2), 1/2
)

5 λ5=2/5
0 < ρ ≤ 1/5, ω1 = 0, ω2 > 0, ω3 = 0,

ω4 = 275ω2
2/336, |ω5| < 125

√
3ω

5/2
2 /16

(
±8
√

3ω2/5, 2/5
)

n>5 λn=2/n

0 < ρ ≤ 1/n, ω1 = 0, ω2 > 0, ω3 = 0,

ω4 = (7λ2
n + 20)ω2

2/
(
8(1− λ2

n)(4− λ2
n)
)
,

ω5 = 0, . . .

(
±
√

2(4− λ2
n)ω2, 2/n

)

В разделе 3.3 рассматривается задача асимптотического интегрирования гармонического

осциллятора с интегральным возмущением. Именно, в этом разделе строятся асимптотиче-

1Символом M в таблице обозначена величина
√
max

(
12ω2/5,−12ω2

)
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ские представления для решений интегро-дифференциального уравнения типа Вольтерра

d2x

dt2
+ x+

a sinλt

tρ

t∫
t0

x(s)ds = 0, t ≥ t0 > 0, (35)

где a, λ, ρ — вещественные числа и ρ > 0. Как и в предыдущем разделе, с помощью полу-

ченных асимптотических представлений определяются те значения параметров, при которых

уравнение (35) имеет неограниченные при t→∞ решения.

В четвертой главе работы система дифференциальных уравнений с колебательно убы-

вающими коэффициентами (9) рассматривается при следующем условии. Предполагается,

что в этой системе матрица A0 имеет ровно s чисто мнимых собственных чисел, а осталь-

ные m − s собственные числа имеют отрицательные вещественные части. В этом случае

естественно ожидать, что для m − s линейно независимых решений системы (9) при t ≥ t0

справедливы неравенства

|xj(t)| ≤Me−νt, ν > 0, j = s+ 1, . . . ,m. (36)

Следовательно, асимптотика всех решений системы (9) в главном будет определяться асимп-

тотическими формулами для s решений, которые не подчиняются оценкам (36). В этой гла-

ве такие решения называются критическими. В разделе 4.1 предложен метод построения

асимптотических представлений для критических решений системы (9). В начале этого раз-

дела приводится еще один вариант теоремы 3, необходимый для теоретического обоснования

разрабатываемого в этой главе метода. Именно, рассматривается нелинейная система ОДУ

следующего вида:

ẋ = A(t)x+R(t, x), x ∈ Rm. (37)

Пусть

1. Линейная система (17) экспоненциально дихотомична на правой полуоси t ≥ 0, т. е.

выполнены неравенства (18). Кроме того, пусть rankP1 = k;

2. Вектор-функция R(t, x) в шаре |x| ≤ r удовлетворяет следующим условиям:

2а. |R(t, x1)−R(t, x2)| ≤ p(t)|x1 − x2|, |xj| ≤ r, j = 1, 2, где p(t) ∈M0, t ≥ t0,

2б. R(t, 0) ∈ L1[t0,∞).

Теорема 9 (4.1.1). При сформулированных выше предположениях справедливы все утвер-

ждения теоремы 3 и дополнительно все решения системы (37) с начальными условиями

на многообразии S(t0), где t0 � 1, принадлежат классу L1[t0,∞).

Предложенный в разделе 4.1 метод построения асимптотик для критических решений

использует идеологию теории центральных многообразий.
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В разделе 4.2 описан иной способ получения асимптотических представлений для крити-

ческих решений системы (9). Он опирается на результаты, полученные В.В. Майоровым и

Ю.С. Колесовым в работе [22] применительно к задаче об устойчивости линейных систем с

близкими к постоянным почти периодическими коэффициентами.

В разделе 4.3 метод построения асимптотик для критических решений применяется к

задаче асимптотического интегрирования системы двух связанных осцилляторов:

ẍ1 + ω2
1x1 +

a sinωt

tα
x2 = 0,

ẍ2 + dẋ2 + ω2
2x2 +

b sinωt

tβ
x1 = 0.

(38)

Здесь ω > 0, ω1 > 0, ω2 > 0, a и b — произвольные (ненулевые) действительные параметры,

d > 0, α > 0, β > 0.

В пятой главе разрабатывается метод построения асимптотических представлений для

решений систем ФДУ следующего вида:

ẋ =
n∑
i=1

vi(t)Bi(t, xt) +
∑

1≤i1≤i2≤n

vi1(t)vi2(t)Bi1i2(t, xt) + . . .+

+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

vi1(t) · . . . · vik(t)Bi1... ik(t, xt) +R(t, xt). (39)

Здесь Bi1... il(t, ·) — линейные ограниченные операторы, действующие из пространства Ch в

пространство Cm, относительно которых предполагается, что либо все эти операторы пери-

одичны по переменной t с периодом ω > 0, т. е.

Bi1... il(t+ ω, ϕ) ≡ Bi1... il(t, ϕ), ϕ ∈ Ch, (40)

либо

Bi1... il(t, ϕ) =
L∑
j=1

Γ
(i1...il)
j (t)`

(i1...il)
j (ϕ), ϕ ∈ Ch. (41)

В формуле (41) `(i1...il)
j (ϕ) — линейные ограниченные операторы, не зависящие от t, и действу-

ющие из Ch в Cm, а Γ
(i1...il)
j (t) — матрицы, элементами которых являются тригонометрические

многочлены, т. е.

Γ
(i1...il)
j (t) =

M∑
s=1

β
(i1...il)
sj eiλst, (42)

где β
(i1...il)
sj — постоянные, вообще говоря, комплексные (m × m)-матрицы, а λs — веще-

ственные числа. Далее, R(t, ·) — линейный ограниченный оператор, действующий из Ch в

Cm такой, что при любом фиксированном ϕ ∈ Ch функция R(·, ϕ) измерима по Лебегу при

t ≥ t0 и, кроме того, выполнено неравенство (4), где γ(t) ∈ L1[t0,∞). Операторы с такими

свойствами будем называть операторами из класса Lh1 [t0,∞). Наконец, v1(t), . . . , vn(t) —
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скалярные абсолютно непрерывные на [t0,∞) функции, относительно которых выполнены

условия B.2 — B.4.

Метод асимптотического интегрирования систем ФДУ вида (39) излагается в разделе 5.1.

Здесь показано, что системе (39) можно сопоставить в некотором смысле эквивалентную ей

систему в расширенном фазовом пространстве. Именно, с помощью некоторых преобразова-

ний от системы (39) можно перейти к системе ФДУ следующего вида:

ẋ =

( n∑
i=1

vi(t)Ai(t) +
∑

1≤i1≤i2≤n

vi1(t)vi2(t)Ai1i2(t) + . . .+

+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

vi1(t) · . . . · vik(t)Ai1... ik(t)
)
x(t) +R1(t, xt). (43)

Здесь (m×m)-матрицы Ai1... il(t) — это либо ω-периодические матрицы, либо матрицы вида

(42). Далее, R1(t, ·) — линейный ограниченный оператор, действующий из пространства

C(k+1)h ≡ C
(
[−(k + 1)h, 0],Cm

)
непрерывных на [−(k + 1)h, 0] функций со значениями в Cm

в пространство Cm и принадлежащий классу L(k+1)h
1 [t0 + kh,∞). Система (43) с помощью

замены (10) при достаточно больших t может быть приведена к усредненному виду

ẏ =

( n∑
i=1

Aivi(t) +
∑

1≤i1≤i2≤n

Ai1i2vi1(t)vi2(t) + . . .+

+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

Ai1... ikvi1(t) · . . . · vik(t)
)
y(t) +R2(t, yt) (44)

с постоянными матрицами Ai1... il и оператором R2(t, yt) из класса L(k+1)h
1 [t0 + kh,∞). Пред-

положим, что в главной части системы (44) можно выделить так называемый ведущий член,

и этим членом является матрица Avi1(t) · . . . · vis(t). Это означает, что систему (44) можно

записать в виде

ẏ =
[
A+ V (t)

]
vi1(t) · . . . · vis(t)y(t) +R2(t, yt). (45)

Здесь A — это либо матрица Ai1...is, либо сумма некоторого числа постоянных матриц Ai1...il,

а матрица V (t) такова, что V (t)→ 0 при t→∞ и V̇ (t) принадлежит классу L1[t0,∞). Если

оказывается, что все собственные числа постоянной матрицы A различны, то используя из-

вестную лемму о диагонализации переменных матриц (лемма 1.1.1 из главы 1), систему (44)

можно привести к виду (2). Дальнейшее построение асимптотики основано на использова-

нии функционально-дифференциального аналога теоремы Левинсона из работы [87] приме-

нительно к системе (2).

Пусть система (45) приводится к виду (2), где Λ(t) = diag
(
λ1(t), . . . , λm(t)

)
, и мы можем

воспользоваться указанным выше аналогом теоремы Левинсона для систем ФДУ. Основ-
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ным результатом раздела 5.1 является следующая теорема, связывающая динамику решений

исходной системы (39) и решений системы в расширенном пространстве (43).

Теорема 10 (5.1.4). Предположим, что число l = 1, . . . ,m фиксировано, параметр k ∈ N

выбран в силу свойства B.4 функций v1(t), . . . , vn(t), а действительное число T доста-

точно велико. Тогда существует решение x̃l(t) системы (39), которое определено при

t ≥ T − kh и имеет асимптотическое представление вида

x̃l(t) = c1 x1(t) + . . .+ cl xl(t) + . . .+ cm xm(t) + o
(
e−βt

)
(46)

где cl 6= 0. В представлении (46) функции xj(t) (j = 1, . . . ,m) суть решения системы (43),

имеющие при t→∞ асимптотику вида

xj(t) =
[
pj + o(1)

]
exp
{ t∫
T

λj(s)ds
}
.

Здесь pj — собственный вектор матрицы A из системы (45), отвечающий соответ-

ствующему собственному числу. Наконец, β > 0 — произвольное действительное число.

Кроме того, из результатов работы [87] следует, что все решения системы (39), опре-

деленные при t ≥ T , имеют асимптотику вида (46) с некоторыми константами c1, . . . , cm,

зависящими от решения.

В разделе 5.2 описанная выше методика используется для построения асимптотических

формул для решений следующего уравнения с запаздыванием:

ẍ+ x+
a sinλt

tρ
x(t− h) = 0, (47)

где a, λ ∈ R, a 6= 0, λ 6= 0, ρ > 0 и h > 0. Поскольку уравнение (47) при h = 0 является урав-

нением адиабатического осциллятора, то в случае h 6= 0 это уравнение естественно называть

уравнением адиабатического осциллятора с запаздыванием. Исследования, приведенные в

этом разделе, являются продолжением нашей работы по изучению адиабатических осцилля-

торов, результаты которой обсуждаются в разделах 3.1 и 3.2. Построенные в этом разделе

асимптотические представления позволяют, в том числе, определить те значения параметра

ρ, при которых наличие запаздывания в уравнении (47) оказывает существенное влияние на

динамику решений.

Раздел 5.3 посвящен задаче асимптотического интегрирования интегро-дифференциаль-

ного уравнения типа Вольтерра

d2x

dt2
+ x+

a sinλt

tρ

t∫
t−h

x(s)ds = 0, t ≥ t0 + h, (48)

31



где a, λ, t0, h, ρ — вещественные числа и t0, h, ρ > 0. Напомним, что в разделе 3.3 иссле-

дуется похожее уравнение Вольтерра, именно уравнение (35). Поскольку уравнение (35)

является конечномерной динамической системой, а уравнение (48), относящееся к ФДУ,

имеет бесконечномерное фазовое пространство, естественно ожидать, что динамика реше-

ний этих уравнений существенно различается. Построение асимптотических формул для

решений уравнения (48) и последующее их сопоставление с формулами, приведенными в

разделе 3.3, и является основной задачей раздела 5.3.

В наиболее общем виде метод асимптотического интегрирования ФДУ с колебательно

убывающими коэффициентами изложен в шестой главе. В этой главе изучается вопрос о

построении асимптотики при t→∞ решений системы ФДУ

ẋ = B0xt +G(t, xt). (49)

Здесь x ∈ Cm, xt(θ) = x(t + θ) (−h ≤ θ ≤ 0) — элемент пространства Ch ≡ C
(
[−h, 0],Cm

)
непрерывных на [−h, 0] функций со значениями в Cm. Далее, B0 — линейный ограниченный

оператор, действующий из Ch в Cm и не зависящий от t, а оператор G(t, xt) допускает

представление в виде

G(t, xt) = B(t, xt) +R(t, xt). (50)

В этой формуле B(t, ·) и R(t, ·) — линейные ограниченные операторы, действующие из Ch в

Cm. При этом оператор R(t, ϕ) принадлежит классу Lh1 [t0,∞), а оператор B(t, ϕ) определяется

следующей формулой:

B(t, ϕ) =
n∑
i=1

vi(t)Bi(t, ϕ) +
∑

1≤i1≤i2≤n

vi1(t)vi2(t)Bi1i2(t, ϕ) + . . .+

+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

vi1(t) · . . . · vik(t)Bi1... ik(t, ϕ), ϕ ∈ Ch.

Здесь Bi1... il(t, ·) — линейные ограниченные операторы, действующие из пространства Ch в

пространство Cm, имеющие вид (41), (42). Наконец, v1(t), . . . , vn(t) — скалярные абсолютно

непрерывные на [t0,∞) функции, удовлетворяющие условиям B.2 — B.4.

Системы ФДУ вида (49) рассматриваются в главе 5 в случае B0 = 0. В главе 6 система

(49) исследуется при следующем предположении относительно оператора B0. Предполагает-

ся, что характеристическое уравнение

det ∆(λ) = 0, ∆(λ) = λI −B0(eλθI),

имеет N корней λ1, . . . , λN на мнимой оси с учетом их кратностей, а вещественные части

остальных корней отрицательны. Данное предположение позволяет для асимптотического

32



интегрирования системы (49) воспользоваться идеологией известного метода центральных

многообразий (см. [65,68,70,84]). Адаптации этого метода к задаче асимптотического инте-

грирования системы (49) и посвящена шестая глава.

В разделе 6.1 излагаются некоторые известные сведения из теории ФДУ, а также вво-

дятся обозначения, необходимые для дальнейшего изложения. В частности, в этом разделе

отмечено, что линейная автономная система

ẋ = B0xt (51)

для t ≥ 0 порождает в Ch сильно непрерывную полугруппу операторов T (t): Ch → Ch.

Оператор T (t), называемый оператором сдвига вдоль траекторий системы (51), определяется

следующим образом: T (t)ϕ = xϕt (θ), где ϕ ∈ Ch и xϕt (θ) — решение системы (51) с начальным

условием xϕ0 (θ) = ϕ(θ). Инфинитезимальный производящий оператор A этой полугруппы

задается равенством Aϕ = ϕ′(θ), где ϕ ∈ D(A). Область определения оператора A

D(A) =
{
ϕ ∈ Ch

∣∣ ϕ′(θ) ∈ Ch, ϕ′(0) = B0ϕ
}

плотна в Ch. Пусть

Λ =
{
λi ∈ C

∣∣ det ∆(λi) = 0, Reλi = 0, i = 1, . . . , N
}
,

тогда пространство Ch можно разложить в прямую сумму двух подпространств

Ch = PΛ ⊕QΛ. (52)

Здесь PΛ — прямая сумма обобщенных собственных подпространств оператора A, отвечаю-

щих собственным значениям из Λ, а QΛ — некоторое дополнительное пространство такое,

что T (t)QΛ ⊆ QΛ.

В разделе 6.2 определяется понятие критического многообразия.

Определение 1 (6.2.1). Будем говорить, что множество (линейное пространство)

W(t) ⊂ Ch при t ≥ t∗ ≥ t0 является критическим многообразием для системы (49),

если выполнены следующие условия:

1. Существует (m×N)-матрица H(t, θ) непрерывная по t ≥ t∗ и θ ∈ [−h, 0] такая, что

ее столбцы принадлежат пространству QΛ при всех t ≥ t∗ и, кроме того, ‖H(t, ·)‖Ch → 0

при t→∞, где

‖H(t, ·)‖Ch = sup
−h≤θ≤0

|H(t, θ)|

и | · | — некоторая матричная норма в пространстве (m×N)-матриц;
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2. Множество W(t) для t ≥ t∗ задается формулой

W(t) =
{
ϕ(θ) ∈ Ch

∣∣ ϕ(θ) = Φ(θ)u+H(t, θ)u, u ∈ CN
}
, (53)

где столбцы (m×N)-матрицы Φ(θ) образуют базис в пространстве PΛ из (52);

3. МножествоW(t) при t ≥ t∗ положительно инвариантно относительно траекторий

системы (49), т. е. если xT ∈ W(T ), T ≥ t∗, то xt ∈ W(t) для всех t ≥ T .

Динамика решений системы (49), лежащих на критическом многообразии, описывает-

ся конечномерной системой ОДУ (система на критическом многообразии). В разделе 6.2

описан алгоритм приближенного построения критического многообразия и соответствую-

щей системы ОДУ. Основным результатом этого раздела является теорема об однозначной

разрешимости некоторых функционально-краевых задач для линейных систем ОДУ (теоре-

ма 6.2.1). Эта теорема позволяет обосновать процедуру приближенного построения критиче-

ского многообразия в некотором специальном виде.

Основные теоремы, описывающие свойства критического многообразия, изложены в раз-

деле 6.3.

Теорема 11 (6.3.1). При достаточно больших t у системы (49) существует критическое

многообразие W(t), определяемое формулой (53).

Справедлив следующий результат о возможности приближенного построения критиче-

ского многообразия. Обозначим символом Ĥ(t, θ) некоторую специальную (m×N)-матрицу,

вычисленную с помощью алгоритма из раздела 6.2.

Теорема 12 (6.3.2). Пусть W(t) — критическое многообразие системы (49), существую-

щее согласно теореме 11 при достаточно больших t. Тогда найдется такое достаточно

большое t∗, что при t ≥ t∗ матрица H(t, θ) из (53) допускает представление в виде

H(t, θ) = Ĥ(t, θ) + Z(t, θ), t ≥ t∗ ≥ t0, −h ≤ θ ≤ 0.

Здесь (m × N)-матрица Z(t, θ) такова, что ‖Z(t, ·)‖Ch → 0 при t → ∞ и ‖Z(t, ·)‖Ch ∈

L1[t∗,∞).

Следующая теорема устанавливает свойство глобального притяжения многообразияW(t).

Теорема 13 (6.3.3). Пусть x(t) — решение системы (49), определенное при t ≥ T ≥ t0. То-

гда найдется такое достаточно большое t∗ ≥ T , что при t ≥ t∗ имеет место следующее

асимптотическое представление:

xt(θ) = Φ(θ)uH(t) +H(t, θ)uH(t) +O
(
e−βt

)
, t→∞.
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Здесь β > 0 — некоторое действительное число и uH(t) (t ≥ t∗) — некоторое решение

системы на критическом многообразии.

Пусть u(1)(t), . . . , u(N)(t) — фундаментальные решения системы на критическом многооб-

разии, а x(t) — произвольное решение системы (49), определенное при t ≥ T . Тогда в силу

теоремы 13 имеет место следующее асимптотическое представление:

x(t) = xt(0) =
(
Φ(0) +H(t, 0)

) N∑
i=1

ciu
(i)(t) +O

(
e−βt

)
, t→∞,

где c1, . . . , cN — произвольные комплексные постоянные и β > 0 — некоторое действительное

число. Отметим, что система, описывающая динамику исходной задачи (49) на критическом

многообразии W(t), относится к классу линейных систем ОДУ с колебательно убывающими

коэффициентами. Метод асимптотического интегрирования таких систем описан в главе 1.

Метод асимптотического интегрирования систем ФДУ вида (49) иллюстрируется в раз-

деле 6.4 на примере задачи построения асимптотических представлений для решений ска-

лярного уравнения с двумя запаздываниями

ẋ = −π
2
x(t− 1) +

a sinωt

tρ
x(t− h)

при t→∞. Здесь параметры a, ω ∈ R\{0}, h ≥ 0 и ρ > 0.

В разделе 6.5 указанный выше метод асимптотического интегрирования распространя-

ется на случай дифференциальных уравнений с переменным запаздыванием. Здесь вновь

рассматриваются системы вида (49) с оператором G(t, xt) типа (50). Подход, позволяющий

распространить разработанную нами асимптотическую технику на более широкий класс

систем ФДУ, опирается на результаты работы [93]. В этом разделе предполагается, что опе-

раторы B(t, ·) и R(t, ·) в (50) таковы, что при любом фиксированном ϕ ∈ Ch функции B(·, ϕ)

и R(·, ϕ) непрерывны по t ≥ t0. Напомним, что функция ϕ ∈ Ch называется липшицевой с

константой Липшица, равной K, если

|ϕ(θ1)− ϕ(θ2)| ≤ K |θ1 − θ2|, −h ≤ θ1, θ2 ≤ 0. (54)

Заметим, что константа K в неравенстве (54) зависит от функции ϕ(θ).

Определение 2 (6.5.1). Пространством LCh будем называть подпространство простран-

ства Ch, состоящее из всех липшицевых функций и оснащенное нормой

‖ϕ‖LCh = max (‖ϕ‖Ch , Kϕ) , (55)

где Kϕ = inf K и инфимум берется по всем постоянным K, для которых выполнено

неравенство (54).
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Заметим, что пространство LCh относительно нормы (55) является банаховым простран-

ством. Пусть xt(θ) — решение системы (49) с начальным условием xT = ϕ, где ϕ ∈ Ch. Тогда,

в силу наложенных на операторы B(t, ϕ) и R(t, ϕ) условий, решение xt(θ) будет принадле-

жать пространству LCh при t ≥ T + τ . Следовательно, динамика системы (49) определяется

поведением решений в пространстве LCh.

Предположим, что для операторов B(t, ϕ) и R(t, ϕ) в представлении (50), выполнены

неравенства

|B(t, ϕ)| ≤ w(t)‖ϕ‖LCh , |R(t, ϕ)| ≤ γ(t)‖ϕ‖LCh , ϕ ∈ LCh, (56)

где w(t) → 0 при t → ∞ и γ(t) ∈ L1[t0,∞). Наконец, будем предполагать, что для любой

бесконечно гладкой функции ϕ(θ) справедливо разложение

B(t, ϕ) =
n∑
i=1

vi(t)P
ϕ
i (t) +

∑
1≤i1≤i2≤n

vi1(t)vi2(t)Pϕ
i1i2

(t) + . . .+

+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

vi1(t) · . . . · vik(t)P
ϕ
i1... ik

(t) +Rϕ(t). (57)

Здесь Pϕ
i1... il

(t) — некоторые векторные тригонометрические полиномы, зависящие от функ-

ции ϕ(θ); v1(t), . . . , vn(t) — скалярные абсолютно непрерывные на [t0,∞), удовлетворяющие

свойствам B.2 — B.4, а вектор-функция Rϕ(t) принадлежит классу L1[t0,∞). Заменяя затем

всюду в определении 1 и теоремах 11, 12, 13 пространство Ch с нормой ‖ϕ‖Ch на простран-

ство LCh с нормой ‖ϕ‖LCh можно установить существование и соответствующие свойства

критического многообразия для системы (49) с оператором G(t, xt) вида (50), (56), (57).

Кроме того, представление (57) позволяет для построения матрицы Ĥ(t, θ), являющейся

приближением для матрицы H(t, θ) из (53), использовать алгоритм приближенного построе-

ния критического многообразия, аналогичный алгоритму из раздела 6.2. В качестве примера

использования описанного метода в разделе 6.5 рассматривается задача построения асимп-

тотики решений при t→∞ для скалярного уравнения с переменным запаздыванием

ẋ = −π
2
x
(
t− 1 +

a sinωt

tρ

)
,

где a, ω ∈ R\{0} и ρ > 0.

В разделе 6.6 исследуется динамика решений дифференциального уравнения с запазды-

ванием

ẍ− q(t)x(t− h) = 0, h > 0, t ≥ t0 (58)

при t→∞. Здесь

q(t) =
p(t)

tρ
, ρ > 0,
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где p(t) — действительный тригонометрический многочлен, имеющий нулевое среднее зна-

чение, т. е.

p(t) =
N∑

j=−N

pje
iωjt, p−j = p̄j, ω−j = −ωj,

причем

M
[
p(t)

]
= lim

T→∞

1

T

T∫
0

p(t)dt = p0 = 0.

В случае h = 0 уравнение (58) переходит в одномерное уравнение Шредингера при нулевой

энергии с потенциалом типа Вигнера–фон Неймана. Уравнения вида (58) рассматриваются,

в основном, с позиций исследования вопроса о колеблемости решений. В этом разделе нами

построены асимптотические формулы, описывающие поведение решений уравнения (58) при

t → ∞. Отдельное внимание уделено вопросу о качественных и количественных различиях

в динамике решений уравнения (58) при наличии запаздывания и динамике решений этого

же уравнения при нулевом запаздывании.

В заключительной, седьмой главе диссертационной работы результаты шестой главы

обобщаются на случай задачи асимптотического интегрирования некоторого класса диффе-

ренциальных уравнений в банаховом пространстве. Постановке задачи отведен раздел 7.1

этой главы. Рассматривается уравнение

u̇ =
[
A+G(t)

]
u, t ≥ t0, (59)

где u — элемент комплексного банахова пространства B. Здесь A — замкнутый линейный

оператор с плотной в B областью определения, который является генератором сильно непре-

рывной полугруппы линейных ограниченных операторов T (t): B → B (t ≥ 0). Далее, G(t)

(t ≥ t0) — семейство линейных ограниченных операторов, действующих из B в B, причем

G(t) = B(t) +R(t). (60)

В представлении (60) семейство линейных ограниченных операторов B(t) обладает тем свой-

ством, что операторная функция B(t) сильно измерима на любом отрезке [t0, b], b ≥ t0, и

‖B(t)u‖B стремится к нулю колебательным образом при t → ∞ для любого u ∈ B. Далее,

семейство линейных ограниченных операторов R(t) также является сильно измеримым на

любом отрезке [t0, b], b ≥ t0, и, кроме того, существует такая функция γ(t) ∈ L1[t0,∞), что

‖R(t)u‖B ≤ γ(t)‖u‖B

для любого u ∈ B. Целесообразность изучения уравнений вида (59), где операторная функ-

ция G(t) понимается как некоторое параметрическое возмущение с непрерывным спектром,

отмечена, в частности, в известной монографии [52, стр. 230].
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Всюду в этой главе решение уравнения (59) с начальным условием u(t0) = u0 понимается

в слабом смысле (см. [72]), точнее, как решение интегрального уравнения

u(t) = T (t− t0)u0 +

t∫
t0

T (t− s)G(s)u(s)ds. (61)

Из результатов работ [72, 73] (см. также [71]) следует, что для любого u0 ∈ B существует

единственное непрерывное на отрезке [t0, b] (b ≥ t0) слабое решение уравнения (59) с на-

чальным условием u(t0) = u0, и это решение задается формулой (61). Нас интересует вопрос

об асимптотическом поведении решений уравнения (61) при t → ∞, если на оператор A

наложены следующие дополнительные условия. Предполагается, что

(i)

B = X ⊕ Y ,

где линейное конечномерное подпространство X есть линейная оболочка обобщенных соб-

ственных векторов оператора A, отвечающих собственным числам λ1, . . . , λN с нулевой ве-

щественной частью (с учетом кратностей);

(ii) замкнутое линейное подпространство Y инвариантно относительно полугруппы T (t),

и кроме того, для любого y ∈ Y имеет место неравенство

‖T (t)y‖B ≤ Ke−αt‖y‖B, t ≥ 0,

где K,α > 0.

В разделе 7.2 вводится понятие критического многообразия для уравнения (59) и устанав-

ливаются его основные свойства. Уточним вид оператора B(t) в формуле (60). Предположим,

что

B(t) =
n∑
i=1

vi(t)Bi(t) +
∑

1≤i1≤i2≤n

vi1(t)vi2(t)Bi1i2(t) + . . .+

+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

vi1(t) · . . . · vik(t)Bi1... ik(t).

Здесь Bi1... il(t) — операторные функции, относительно которых предполагается, что

Bi1... il(t) =
M∑
j=1

eiωjtb
(i1...il)
j ,

где b(i1...il)
j — линейные ограниченные операторы, не зависящие от t и действующие из B в B.

Наконец, v1(t), . . . , vn(t) — скалярные абсолютно непрерывные на [t0,∞) функции, которые

удовлетворяют условиям B.2 — B.4.
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Определение 3 (7.2.1). Линейное N -мерное подпространство W(t) ⊂ B будем называть

критическим многообразием для уравнения (59) при t ≥ t∗ ≥ t0 , если выполнены следую-

щие условия:

1. Существует вектор-строка H(t) =
(
h1(t), . . . , hN(t)

)
∈ YN , составленная из непре-

рывных при t ≥ t∗ функций со значениями из подпространства Y, такая что ‖H(t)‖BN → 0

при t→∞, где

‖H(t)‖BN =
∣∣(‖h1(t)‖B, . . . , ‖hN(t)‖B

)∣∣
и | · | — некоторая норма в пространстве вектор-строк длины N ;

2. Множество W(t) для t ≥ t∗ задается формулой

W(t) =
{
u ∈ B

∣∣ u = Φw +H(t)w, w ∈ CN
}
. (62)

Здесь вектор-строка Φ =
(
ϕ1, . . . , ϕN

)
∈ BN составлена из обобщенных собственных

векторов оператора A, отвечающих собственным числам λ1, . . . , λN из условия (i), ко-

торые образуют базис подпространства X . Далее, символом CN обозначено простран-

ство комплекснозначных вектор-столбцов длины N , а произведение вектор-строки U =

(u1, . . . , uN) ∈ BN и вектор-столбца w = (w1, . . . , wN)T понимается в стандартном смыс-

ле: Uw = u1w1 + . . .+ uNwN ;

3. Множество W(t) при t ≥ t∗ положительно инвариантно относительно решений

уравнения (59), т.е. если u(T ) ∈ W(T ), T ≥ t∗, то u(t) ∈ W(t) для всех t ≥ T .

Динамика решений уравнения (59), лежащих на многообразииW(t) при достаточно боль-

ших t, описывается N -мерной системой линейных ОДУ (система на критическом многообра-

зии). В этом разделе приводятся алгоритм построения приближения для критического мно-

гообразия, а также вид соответствующей системы на критическом многообразии. Доказана

однозначная разрешимость возникающих в результате использования указанного алгорит-

ма вспомогательных операторных уравнений (лемма 7.2.1). Основными результатами этого

раздела являются следующие теоремы.

Теорема 14 (7.2.1). При достаточно больших t у уравнения (59) существует критическое

многообразие W(t), определяемое формулой (62).

Пусть Ĥ(t) — приближение для вектор-строки H(t) из представления (62), построен-

ное в результате описанной в разделе 7.2 процедуры. Имеет место следующая теорема об

аппроксимации.

Теорема 15 (7.2.2). Пусть W(t) — критическое многообразие для уравнения (59), су-

ществующее согласно теореме 14 при достаточно больших t. Тогда найдется такое
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достаточно большое t∗, что при t ≥ t∗ вектор-строка H(t) допускает представление в

виде

H(t) = Ĥ(t) + Z(t), t ≥ t∗ ≥ t0.

Здесь вектор-строка Z(t), принимающая значения из YN , такова, что ‖Z(t)‖BN→0 при

t→∞ и ‖Z(t)‖BN ∈ L1[t∗,∞).

Критическое многообразие W(t) обладает свойством глобального притяжения в следую-

щем смысле.

Теорема 16 (7.2.3). Пусть u(t) — слабое решение уравнения (59), т. е. решение инте-

грального уравнения (61), определенное при t ≥ T ≥ t0. Тогда найдется такое достаточно

большое t∗ ≥ T , что при t ≥ t∗ имеет место следующее асимптотическое представление:

u(t) = ΦwH(t) +H(t)wH(t) +O
(
e−βt

)
, t→∞.

Здесь β > 0 — некоторое действительное число и wH(t) (t ≥ t∗) — некоторое решение

системы на критическом многообразии.

Пусть w(1)(t), . . . , w(N)(t) — фундаментальные решения системы на критическом многооб-

разии, а u(t) — произвольное слабое решение уравнения (59), определенное при t ≥ T . Тогда

в силу теоремы 16 имеет место следующее асимптотическое представление при t→∞:

u(t) = (Φ +H(t)
) N∑
i=1

ciw
(i)(t) +O

(
e−βt

)
,

где c1, . . . , cN — произвольные комплексные постоянные и β > 0 — некоторое действительное

число. Таким образом, вопрос построения асимптотик для слабых решений уравнения (59)

сводится, по существу, к задаче асимптотического интегрирования N -мерной системы ОДУ.

Эта система является системой ОДУ с колебательно убывающими коэффициентами, следо-

вательно, асимптотика ее решений может быть получена с помощью метода, описанного в

главе 1.

В разделе 7.3, завершающем эту главу, рассматривается возмущенное уравнение тепло-

проводности
∂u

∂t
= ∆u+ g(x)

sinωt

tρ
u, x ∈ Ω, t ≥ t0 > 0 (63)

с начальным условием

u(t0, x) = ϕ(x) (64)

и граничным условием Неймана
∂u

∂ν
= 0, x ∈ ∂Ω. (65)
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Здесь функция u(t, x) рассматривается в ограниченной области Ω пространства Rm с гладкой

границей ∂Ω. Символом ∂u/∂ν обозначена производная по направлению внешней нормали к

∂Ω. Действительнозначные функции ϕ(x) и g(x) считаются принадлежащими пространству

L2(Ω), параметры ω и ρ — положительны. Наконец, ∆ — оператор Лапласа по компонентам

вектора x. Вопрос построения асимптотики решений уравнения (63) с условиями (64), (65)

обсуждался в работе [127]. В этом разделе нами строятся асимптотические формулы для ре-

шений уравнения (63), понимаемых в слабом смысле, с помощью изложенного в разделе 7.2

метода.
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Глава 1

Асимптотическое интегрирование систем

ОДУ с колебательно убывающими

коэффициентами

1.1 Теорема Левинсона. Приведение систем

к L-диагональному виду

Ставший уже классическим результат об асимптотическом представлении решений си-

стем линейных дифференциальных уравнений был сформулирован Н. Левинсоном в рабо-

те [128] применительно к системам вида

ẋ =
[
A0 + V (t) +R(t)

]
x, x ∈ Cm. (1.1.1)

Относительно квадратных матриц A0, V (t) и R(t) предполагаются выполненными следующие

условия:

A.1. Все собственные числа постоянной матрицы A0 различны.

A.2. Матрица V (t)→ 0 при t→∞.

A.3. Матрица V̇ (t) принадлежит классу L1[t0,∞) для некоторого t0 ∈ R, т. е.

∞∫
t0

|V̇ (t)|dt <∞,

где | · | — какая-либо матричная норма.

A.4. Матрица R(t) принадлежит классу L1[t0,∞).

Теорема Левинсона базируется на двух основных утверждениях, первый из которых из-

вестен как лемма о диагонализации переменной матрицы (см., например, [1, 16,21,32]).

Лемма 1.1.1. Пусть выполнены условия A.1 — A.3. Тогда при достаточно больших t

существует невырожденная матрица C(t) такая, что:

(i) по столбцам этой матрицы расположены собственные векторы матрицы

A0 + V (t) и C(t) → C0 при t → ∞. Постоянная матрица C0 составлена из собствен-

ных векторов матрицы A0;
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(ii) Ċ(t) ∈ L1[t0,∞);

(iii) она приводит матрицу A0 + V (t) к диагональному виду, т. е.

C−1(t)
[
A0 + V (t)

]
C(t) = Λ(t),

где Λ(t) = diag
(
λ1(t), . . . , λm(t)

)
— диагональная матрица, составленная из собственных

чисел матрицы A0 + V (t).

Замечание 1. Можно показать, что в условиях этой леммы Ċ(t) = O
(
|V̇ (t)|

)
.

В системе (1.1.1) осуществим замену

x(t) = C(t)y(t), (1.1.2)

где C(t) — матрица из леммы 1.1.1. Эта замена приводит систему (1.1.1) к так называемому

L–диагональному виду:

ẏ =
[
Λ(t) +R1(t)

]
y, (1.1.3)

где

R1(t) = C−1(t)R(t)C(t)− C−1(t)Ċ(t).

В силу свойств (i) и (ii) матрицы C(t) и условия A.4 матрица R1(t) принадлежит классу

L1[t0,∞). Оказывается, что остаточный член R1(t) не влияет в главном на асимптотику

решений системы (1.1.3) в предположении некоторой регулярности относительно поведения

функций λ1(t), . . . , λm(t). Эта регулярность задается следующим условием дихотомии: для

каждой пары индексов (i, j) имеет место либо неравенство

t2∫
t1

Re
(
λi(s)− λj(s)

)
ds ≤ K1, t2 ≥ t1 ≥ t∗, (1.1.4)

либо неравенство
t2∫
t1

Re
(
λi(s)− λj(s)

)
ds ≥ K2, t2 ≥ t1 ≥ t∗, (1.1.5)

где K1, K2 — некоторые постоянные. Основной результат, полученный Левинсоном, состоит

в следующем (см. [21, 106, 128]).

Теорема 1.1.1 (Levinson). Пусть выполнено условие дихотомии (1.1.4), (1.1.5). Тогда фун-

даментальная матрица L–диагональной системы (1.1.3) допускает следующее асимпто-

тическое представление при t→∞:

Y (t) =
(
I + o(1)

)
exp
{ t∫
t∗

Λ(s)ds
}
. (1.1.6)
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Замечание 1. Отметим следующее условие, влекущее выполнение условия дихотомии (1.1.4),

(1.1.5), которое оказывается выполненным во многих практических задачах: для любой пары

функций (λi(t), λj(t)) можно указать такие функции fij(t) ≥ 0, t ≥ t0 или fij(t) ≤ 0, t ≥ t0 и

gij(t) ∈ L1[t0,∞), что

Re
(
λi(t)− λj(t)

)
= fij(t) + gij(t). (1.1.7)

Замечание 2. Условия дихотомии принципиальны для возможности представления фунда-

ментальной матрицы L–диагональной системы с помощью асимптотической формулы (1.1.6).

Пример L–диагональной системы, для которой не выполнены условия дихотомии, и асимп-

тотика фундаментальной матрицы которой не допускает представления в виде (1.1.6), можно

найти в книгах [50, 106].

Возвращаясь к системе (1.1.1) с помощью замены (1.1.2) и учитывая свойство (i) матрицы

C(t), заключаем, что фундаментальная матрица этой системы имеет следующую асимптоти-

ку при t→∞:

X(t) =
(
C0 + o(1)

)
exp
{ t∫
t∗

Λ(s)ds
}
. (1.1.8)

Основной проблемой в использовании теоремы Левинсона является необходимость приве-

дения исходной системы к специальном виду (см. формулы (1.1.1), (1.1.3)). Идея метода при-

ведения к L–диагональной форме в отдельных случаях применялась уже Перроном [154,155]

и Чезари [56]. И.М. Рапопорт [41] ввел некоторые подстановки, приводящие отдельные ти-

пы уравнений к виду (1.1.3). Задаче приведения линейных систем к L–диагональному виду

посвящены, в частности, работы Харриса и Латса [116–118]. Предложенная ими методи-

ка применима к довольно широкому классу систем. Сегодня эту технику приведения си-

стем к L–диагональному виду называют методом Харриса–Латса. В основе этого метода

лежит последовательность замен переменных, близких к тождественным, называемых Q–

преобразованиями. Авторы рассматривали системы вида

ẋ =
(
Λ(t) + V (t)

)
x, (1.1.9)

где Λ(t) = diag
(
λ1(t), . . . , λm(t)

)
, а матрица V (t) мала при t → ∞ в некотором подходящем

смысле. Предложенный авторами подход состоит в следующем: если к системе (1.1.9) не

применима теорема Левинсона, то сделаем Q–преобразование

x =
(
I +Q(t)

)
y, (1.1.10)

где Q(t) = o(1) при t→∞ и diagQ(t) ≡ 0. При помощи такой замены мы приходим к системе

ẏ =
(
Λ(t) + V1(t)

)
y. (1.1.11)
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Если к этой системе теорема Левинсона применима, т. е. если
(
V1(t)− diag V1(t)

)
∈ L1[t0,∞)

и матрица Λ(t) + diag V1(t) удовлетворяет условию дихотомии (1.1.4), (1.1.5), то построение

асимптотики завершено. Если же
(
V1(t) − diag V1(t)

)
/∈ L1[t0,∞), но это выражение лучше

исходного в некотором смысле, то в системе (1.1.11) можно сделать замену типа (1.1.10) и

т. д. Отметим следующие типы систем вида (1.1.9), для которых Харрис и Латс указали

алгоритм построения матрицы Q(t):

1. Λ(t)→ Λ0, где Λ0 — постоянная матрица, все собственные значения которой различны,

и V (t)→ 0 при t→∞.

2. Матрица V (t)− diag V (t) интегрируема не в абсолютном смысле, т.е.

+∞∫
t0

(
V (s)− diag V (s)

)
ds <∞.

3. Элементы матрицы Λ(t) удовлетворяют следующему условию:

∣∣Re
(
λi(t)− λj(t)

)∣∣ ≥ δ > 0, i, j = 1, . . . ,m, i 6= j.

Кроме того,
(
V (t)− diag V (t)

)
∈ Lp[t0,∞), 1 < p < +∞.

Одним из преимуществ метода Харриса–Латса является то обстоятельство, что для его

использования требуется знать лишь весьма общие свойства матрицы коэффициентов си-

стемы. Это преимущество является одновременно и недостатком, поскольку при наличии

дополнительной информации о структуре матрицы коэффициентов метод Харриса–Латса не

позволяет ей воспользоваться. Процесс преобразования исходной системы по этой причине

становится весьма трудоемким или, вообще, нереализуемым. Тем не менее после появления

работ Харриса и Латса, были выполнены десятки исследований, в которых использовался

этот метод. Результаты этих исследований подытожены в монографиях [79, 106].

В тех ситуациях, когда «ведущая» матрица системы имеет жорданову форму, на вид

асимптотических формул в главном существенное влияние могут оказывать элементы оста-

точного члена даже, если он принадлежит классу L1[t0,∞). В этой работе приведем лишь

один из наиболее простых результатов в этом направлении. Более глубокое исследование

данного вопроса можно найти в работах [89, 94, 99, 106]. Рассмотрим систему следующего

вида [94]:

ẋ =
(
J + V (t)

)
x, (1.1.12)

где матрица J — нижняя жорданова клетка с нулевым собственным значением, т.е. J = ∆T
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и

∆ =



0 1 0 0 . . . 0

0 0 1 0 . . . 0
...

...
. . . . . . . . .

...

0 0 . . . 0 1 0

0 0 . . . 0 0 1

0 0 . . . 0 0 0


. (1.1.13)

Сделаем в (1.1.12) следующую замену:

x = etJDm(t)y, . (1.1.14)

где Dm = diag
(
1, t, . . . , tm−1

)
. Замечая, что

etJDm(t) = Dm(t)eJ ,

приходим к системе

ẏ =
(
Lt−1 + V1(t)

)
y, (1.1.15)

где L = diag
(
0,−1, . . . , 1−m

)
и V1(t) = e−J Ṽ (t)eJ ,

Ṽ (t) = D−1
m (t)V (t)Dm(t).

Пусть матрица Ṽ (t) принадлежит классу L1[t0,∞). Тогда система (1.1.15) является L–диаго-

нальной. Поскольку выполнено условие (1.1.7), то для построения асимптотики фундамен-

тальной матрицы Y (t) этой системы мы вправе воспользоваться теоремой Левинсона. Неслож-

но установить, что требование Ṽ (t) ∈ L1[t0,∞) эквивалентно следующему условию:

∞∫
t0

sj−i|vij(s)|ds <∞, i, j = 1, . . . ,m,

где vij(t) — элемент матрицы V (t).

1.2 Усредняющая замена типа Штокало

и некоторые ее свойства

Особенную сложность процесс приведения к L–диагональной форме приобретает в тех

случаях, когда исходная система содержит осциллирующие величины. В частности, метод
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Харриса–Латса оказывается малоэффективным. Возможные варианты действия в этой си-

туации предлагались различными авторами. В работе Ю.А. Самохина и В.Н. Фомина [45]

рассматривалась система следующего вида:

ẋ =
(
A0 +

1

t

∑
l

Ale
iµlt +O

(
t−2
))
x, (1.2.1)

где Al — постоянные матрицы, µl — вещественные числа. Предполагается, что система

ẋ = A0x

имеет лишь ограниченные при t→∞ решения. Авторами строится замена переменных, пре-

образующая систему (1.2.1) в систему, которая не содержит осциллирующих коэффициентов.

В работе [86] Кассел предложил метод исследования асимптотики решений системы

ẏ = ξ(t)P (t)y,

где ξ(t) — скалярная функция, которая стремится к нулю при t → ∞ и, кроме того,

ξ′(t) ∈ L1[t0,∞). Предполагается далее существование целого числа k, что ξk(t) /∈ L1[t0,∞)

и ξk+1(t) ∈ L1[t0,∞). Матрица P (t) — 2π-периодическая. Метод, как он излагается в кни-

ге [106], состоит в проведении замены

y = exp
{
ξ(t)P1(t) + ξ2(t)P2(t) + . . .+ ξk(t)Pk(t)

}
z,

которая переводит исходную систему в систему

ż =
(
ξ(t)Γ1 + . . .+ ξk(t)Γk +R(t)

)
z,

где Γi (i = 1, . . . , k) — постоянные матрицы и R(t) ∈ L1[t0,∞). Матрицы Pi(t) (i = 1, . . . , k)

являются периодическими с периодом 2π.

Впервые на возможность использования усредняющих замен переменных вместо Q–

преобразований для систем, коэффициенты которых колебательным образом убывают на

бесконечности, указали В.Ш. Бурд и В.А. Каракулин в работе [6]. Предложенный авторами

метод является аналогом усредняющей замены, использованной И.З. Штокало [58, 59] для

исследования устойчивости решений некоторого класса систем с малым параметром. Авторы

рассматривали следующую систему дифференциальных уравнений:

ẋ =
(
A0 +

k∑
j=1

1

tjα
Aj(t) +R(t)

)
x, (1.2.2)
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где A0 — постоянная матрица, элементами матриц A1(t), . . . , Ak(t) являются тригонометри-

ческие многочлены, R(t) ∈ L1[t0,∞). Вещественное число α и натуральное число k удовле-

творяют неравенству 0 < kα ≤ 1 < (k + 1)α. Показано, что система (1.2.2) при больших t с

помощью замены

x =
(
I +

k∑
j=1

1

tjα
Yj(t)

)
y,

где Y1(t), . . . , Yk(t) — матрицы, элементами которых являются тригонометрические многочле-

ны с нулевым средним значением, приводится к виду

dy

dt
=
(
A0 +

k∑
j=1

1

tjα
Aj +R1(t)

)
y

с постоянными матрицами A1, . . . , Ak и матрицей R1(t) ∈ L1[t0,∞).

Метод, предложенный В.Ш. Бурдом и В.А. Каракулиным, получил свое развитие в работе

автора [34]. Опишем основной результат отмеченной работы. Рассмотрим систему

ẋ =
[
A0 +

n∑
i=1

Ai(t)vi(t) +
∑

1≤i1≤i2≤n

Ai1i2(t)vi1(t)vi2(t) + . . .+

+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

Ai1... ik(t)vi1(t) · . . . · vik(t) +R(t)
]
x, x ∈ Cm. (1.2.3)

Здесь A0, Ai1... il(t), R(t) — квадратные матрицы, а v1(t), . . . , vn(t) — абсолютно непрерывные

на полуинтервале [t0,∞) скалярные функции. Потребуем, чтобы были выполнены следующие

условия:

B.1. A0 — постоянная матрица с действительными собственными значениями;

В.2. v1(t)→ 0, v2(t)→ 0, . . . , vn(t)→ 0 при t→∞;

В.3. v̇1(t), v̇2(t), . . . , v̇n(t) ∈ L1[t0,∞);

B.4. Произведение vi1(t)vi2(t) . . . vik+1
(t) принадлежит классу L1[t0,∞) для любого набора

индексов 1 ≤ i1 ≤ i2 ≤ . . . ≤ ik+1 ≤ n;

B.5. Элементами матриц Ai1... il(t) являются тригонометрические многочлены, т. е.

Ai1... il(t) =
M∑
j=1

β
(i1... il)
j eiλjt, (1.2.4)

где λj — произвольные действительные числа, а β(i1... il)
j — постоянные, вообще говоря, ком-

плексные матрицы;

B.6. Матрица R(t) ∈ L1[t0,∞).

В дальнейшем системы вида (1.2.3) мы будем называть системами с колебательно убы-

вающими коэффициентами. Перед тем как сформулировать основной результат, приведем

следующую вспомогательную лемму [2,8, 13,24].
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Лемма 1.2.1. Матричное уравнение

AX −XB = C,

где A,B,C,X — квадратные (m × m)–матрицы, имеет единственное решение X при

любой правой части C тогда и только тогда, когда спектры матриц A и B не пересе-

каются.

Справедлива следующая теорема [34].

Теорема 1.2.1. Пусть выполнены условия B.1 — B.6. Тогда система (1.2.3) при достаточно

больших t заменой

x =
[
I +

n∑
i=1

Yi(t)vi(t) +
∑

1≤i1≤i2≤n

Yi1i2(t)vi1(t)vi2(t) + . . .+

+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

Yi1... ik(t)vi1(t) · . . . · vik(t)
]
y, (1.2.5)

где I — единичная матрица, а элементами матриц Yi1... il(t) являются тригонометриче-

ские многочлены с нулевым средним значением, приводится к виду

ẏ =
[
A0 +

n∑
i=1

Aivi(t) +
∑

1≤i1≤i2≤n

Ai1i2vi1(t)vi2(t) + . . .+

+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

Ai1... ikvi1(t) · . . . · vik(t) +R1(t)
]
y, (1.2.6)

с постоянными матрицами Ai1... il и матрицей R1(t) ∈ L1[t0,∞).

Доказательство. В системе (1.2.3) сделаем замену (1.2.5) и учтем (1.2.6). Опуская для

сокращения записи пределы суммирования, получаем[∑
Yi(t)v̇i +

∑
Ẏivi(t) + . . .+

∑
Yi1... ik(t)

d

dt

(
vi1(t) · . . . · vik(t)

)
+

+
∑

Ẏi1... ik(t)vi1(t) · . . . · vik(t)
]
y +

[
I +

∑
Yi(t)vi(t) + . . .+

+
∑

Yi1... ik(t)vi1(t) · . . . · vik(t)
]
×
[
A0 +

∑
Aivi(t) + . . .+

∑
Ai1... ikvi1(t) · . . . · vik(t)+

+R1(t)

]
y =

[
A0 +

∑
Ai(t)vi(t) + . . .+

∑
Ai1... ik(t)vi1(t) · . . . · vik(t) +R(t)

]
×

×
[
I +

∑
Yi(t)vi(t) + . . .+

∑
Yi1... ik(t)vi1(t) · . . . · vik(t)

]
y. (1.2.7)

Соберем слагаемые из класса L1[t0,∞) в (1.2.7) по обе стороны от знака равенства. Имеем
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[ k∑
j=1

∑
1≤i1≤...≤ij≤n

Yi1... ij(t)
d

dt

(
vi1(t) · . . . · vij(t)

)]
+

[ 2k∑
j+p=k+1
1≤j, p≤k

( ∑
1≤i1≤...≤ij≤n

Yi1... ij(t)×

× vi1(t) · . . . · vij(t)
)( ∑

1≤i1≤...≤ip≤n

Ai1... ipvi1(t) · . . . · vip(t)
)]

+

+

[
I +

∑
Yi(t)vi(t) + . . .+

∑
Yi1... ik(t)vi1(t) · . . . · vik(t)

]
R1(t) =

= R(t)

[
I +

∑
Yi(t)vi(t) + . . .+

∑
Yi1... ik(t)vi1(t) · . . . · vik(t)

]
+

+

[ 2k∑
j+p=k+1
1≤j, p≤k

( ∑
1≤i1≤...≤ij≤n

Ai1... ij(t)vi1(t) · . . . · vij(t)
)( ∑

1≤i1≤...≤ip≤n

Yi1... ip(t)×

× vi1(t) · . . . · vip(t)
)]
. (1.2.8)

Поскольку матрица[
I +

∑
Yi(t)vi(t) + . . .+

∑
Yi1... ik(t)vi1(t) · . . . · vik(t)

]
(1.2.9)

в силу условия B.2 и ограниченности по норме матриц Yi1... il(t) (они определяются ниже)

обратима при достаточно больших t и обратная к ней ограничена, то из (1.2.8) можно вы-

разить матрицу R1(t). Эта матрица, очевидно, будет принадлежать классу L1[t0,∞), если

t0 достаточно велико. Теперь будем приравнивать слагаемые при vi1(t) · . . . · vil(t), l ≤ k,

находящиеся в обеих частях равенства (1.2.8). Приравнивание «cвободных членов» дает нам

тривиальное тождество

IA0 = A0I.

Для дальнейшего изложения нам придется ввести несколько обозначений. Определим сле-

дующую символьную функцию:

κ(l) = κ . . . κ︸ ︷︷ ︸
l раз

, κ = 1, 2, . . . , n, l = 1, 2, . . . , k

и κ(0) = 0. Например, 1(2) = 11, 2(4) = 2222, 5(0) = 0 и т.д. Итак, нам требуется приравнять

слагаемые при vi1(t) · . . . · vil(t). Набор индексов

(i1i2 . . . il), 1 ≤ i1 ≤ i2 ≤ . . . ≤ il ≤ n

мы представим в виде(
κ1(j1)κ2(j2) . . . κs(js)

)
, где κ1 < κ2 < . . . < κs, s ≥ 1,

и j1+j2+. . .+js = l. К примеру, набор индексов (112333) мы записываем следующим образом:(
1(2)2(1)3(3)

)
. В формулах, с которыми мы встретимся ниже, могут содержаться наборы
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индексов, включающие 0. Например,
(
1(1)03(1)

)
. Все нули из таких наборов следует удалить.

Таким образом, набор индексов в последнем примере должен иметь вид
(
1(1)3(1)

)
= (13).

Мы также будем считать, что (00 . . . 0) = (0) и Y0(t) = I. Наконец, введем следующие

функции для i = 1, . . . , s:

ρi(x) =

1, x ≤ ji

0, x > ji

.

Итак, приравнивая слагаемые при vi1(t) · . . . · vil(t) в (1.2.8), мы получаем следующие неодно-

родные дифференциальные уравнения для определения матриц Yi1... il(t) и Ai1... il:

Ẏi1i2... il + Yi1i2... ilA0 − A0Yi1i2... il =

=
l−1∑
r=0

∑
l1+...+ls=r

ρ1(l1)·...·ρs(ls)6=0

Aκ1(j1−l1)... κs(js−ls)(t)Yκ1(l1)... κs(ls)(t)−

−
l−1∑
r=0

∑
l1+...+ls=r

ρ1(l1)·...·ρs(ls)6=0

Yκ1(l1)... κs(ls)(t)Aκ1(j1−l1)... κs(js−ls). (1.2.10)

Здесь целые числа l1, . . . , ls могут принимать значения от нуля до r включительно. Матрицу

Ai1... il определим из условия равенства нулю среднего значения выражения, стоящего в

правой части (1.2.10). Именно,

Ai1... il = M

[
l−1∑
r=0

∑
l1+...+ls=r

ρ1(l1)·...·ρs(ls)6=0

Aκ1(j1−l1)... κs(js−ls)(t)Yκ1(l1)... κs(ls)(t)

]
. (1.2.11)

Здесь и всюду далее символом M[ · ] обозначается среднее значение периодической или почти

периодической матрицы F (t):

M
[
F (t)

]
= lim

T→∞

1

T

T∫
0

F (s)ds.

Решение Yi1i2... il(t) уравнения (1.2.10) ищем в виде

Yi1i2... il(t) =
N∑
j=1

β
(i1... il)
j eiλjt, λj 6= 0, (1.2.12)

где постоянные матрицы β
(i1... il)
j подлежат определению. Подставим выражение (1.2.12) в

формулу (1.2.10) и, пользуясь тем фактом, что элементами матриц Aκ1(j1−l1)... κs(js−ls)(t) и

Yκ1(l1)... κs(ls)(t) являются тригонометрические многочлены, приравняем слагаемые при одина-

ковых показателях экспоненты. Получим следующие матричные уравнения:(
iλjI − A0

)
β

(i1... il)
j + β

(i1... il)
j A0 = Υ

(i1... il)
j , j = 1, . . . , N.
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Каждое из этих уравнений однозначно разрешимо в силу вещественности спектра матрицы

A0 и леммы 1.2.1. Теорема доказана. �

Следствие 1.2.1. Для матрицы R1(t) в системе (1.2.6) имеет место следующая асимпто-

тическая оценка при t→∞:

R1(t) = O
(
|R(t)|

)
+O

( n∑
i=1

|v̇i(t)|
)

+O
( ∑

1≤i1≤...≤ik+1≤n

|vi1(t)| · . . . · |vik+1
(t)|
)
. (1.2.13)

Доказательство. Следует из равенства (1.2.8) с учетом свойства B.2, ограниченности по

норме матриц Yi1i2... il(t) и ограниченности по норме матрицы, обратной к (1.2.9). �

Замечание 1. Условие вещественности спектра матрицы A0 не является ограничительным.

Если у матрицы A0 есть комплексные собственные значения и она имеет жорданову нор-

мальную форму, то произведем в системе (1.2.3) замену переменных

x = exp{i=t}y, (1.2.14)

где = — диагональная матрица, составленная из мнимых частей собственных значений мат-

рицы A0. Эта замена с ограниченными по t коэффициентами переводит матрицу A0 в матри-

цу A0 − i=, у которой все собственные значения вещественны. При этом замена (1.2.14) не

изменяет структуру системы (1.2.3).

Замечание 2. Теорема 1.2.1 остается справедливой и тогда, когда матрицы Ai1... il(t) в системе

(1.2.3) являются периодическими с одним и тем же периодом T > 0. В этой ситуации матрицы

Yi1... il(t) в замене (1.2.5) также являются T -периодическими и определяются как решения

уравнений (1.2.10) с нулевым средним значением. В этом случае оказывается возможным

ослабить требование теоремы относительно спектра матрицы A0 (см. [5, 7, 80]). Именно, у

матрицы A0 не должно быть собственных чисел, связанных соотношением

λr − λp =
2πqi

T
, r, p = 1, . . . ,m, q ∈ Z\{0}. (1.2.15)

Замену вида (1.2.5) называют усредняющей заменой переменных, а систему (1.2.6) —

усредненной системой. Используя формулу (1.2.11), несложно убедиться в том, что матрицы

первого и второго приближений в усредненной системе определяются следующим образом:

Ai = M
[
Ai(t)

]
, i = 1, . . . , n. (1.2.16)

Далее,

Aij = M
[
Aij(t) + Ai(t)Yj(t) + Aj(t)Yi(t)

]
, 1 ≤ i < j ≤ n (1.2.17)

52



и

Aii = M
[
Aii(t) + Ai(t)Yi(t)

]
, i = 1, . . . , n. (1.2.18)

В этих формулах матрицы Yi(t) (i = 1, . . . , n) определяются как решения матричных уравне-

ний

Ẏi + YiA0 − A0Yi = Ai(t)− Ai (1.2.19)

с нулевым средним значением. Отметим также, что для определения матриц вида Yκ(j)(t) и

Aκ(j) несколько упрощается форма записи уравнений (1.2.10). Именно,

dYκ(j)(t)

dt
+ Yκ(j)(t)A0 − A0Yκ(j)(t) =

j−1∑
l=0

Aκ(j−l)(t)Yκ(l)(t)−
j−1∑
l=0

Yκ(l)(t)Aκ(j−l), (1.2.20)

где j = 1, . . . , k, и κ = 1, 2, . . . , n. Формула (1.2.11) для определения постоянных матриц

принимает тогда следующий вид:

Aκ(j) = M
[ j−1∑
l=0

Aκ(j−l)(t)Yκ(l)(t)
]
, j = 1, . . . , k. (1.2.21)

При осуществлении усредняющих замен переменных (1.2.5) полезно иметь ввиду следу-

ющее их свойство (см. [7,33]).

Теорема 1.2.2. Пусть в системе (1.2.3)

M
[
trAi1... il(t)

]
= 0, 1 ≤ i1 ≤ . . . ≤ il ≤ n, l ≤ k.

Тогда все матрицы Ai1... il в усредненной системе (1.2.6) имеют нулевой след, т. е.

trAi1... il = 0, 1 ≤ i1 ≤ . . . ≤ il ≤ n, l ≤ k.

Замены вида (1.2.5) сохраняют также некоторые свойства, которыми обладают матрицы

A0, Ai1... il(t) в исходной системе (1.2.3) и которые наследуются матрицами Ai1... il в усреднен-

ной системе (1.2.6). Именно, пусть P — линейный непрерывный оператор, определенный на

пространстве (m ×m) комплексных матриц и переводящий это пространство в себя. Пред-

положим, что оператор P не зависит от переменной t и обладает следующим свойством:

• для любых матриц A1 и A2 имеет место равенство

P(A1A2) = P(A1)P(A2). (1.2.22)

Кроме того, в силу линейности и непрерывности оператор P обладает следующими допол-

нительными свойствами:
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• если матрица A(t) имеет вид (1.2.4), то и матрица P
(
A(t)

)
является матрицей вида

(1.2.4);

• если матрица A(t) имеет в точке t производную, то и матрица P
(
A(t)

)
имеет в этой

точке производную и, кроме того,

P
(dA
dt

)
=

d

dt

(
P
(
A(t)

))
; (1.2.23)

• если матрица A(t) интегрируема на отрезке [t1, t2], то и матрица P
(
A(t)

)
интегрируема

на этом отрезке, и, кроме того,

P
( t2∫
t1

A(s)ds

)
=

t2∫
t1

P
(
A(s)

)
ds. (1.2.24)

Справедливо следующее утверждение.

Утверждение 1.2.1. Пусть в системе (1.2.3) матрица A0, а также все матрицы Ai1... il(t),

l ≤ k, инвариантны относительно оператора P, т. е.

P(A0) = A0, P
(
Ai1... il(t)

)
= Ai1... il(t), t ∈ R. (1.2.25)

Тогда все матрицы Ai1... il в усредненной системе (1.2.6) также инвариантны относи-

тельно оператора P, т. е.

P(Ai1... il) = Ai1... il , 1 ≤ i1 ≤ . . . ≤ il ≤ n, l ≤ k. (1.2.26)

Доказательство. Воспользуемся индукцией по числу l в наборе индексов (i1i2 . . . il). Пусть

l = 1, тогда матрицы Ai определяются согласно формуле (1.2.16). В силу (1.2.24), (1.2.25) и

непрерывности оператора P заключаем, что

P(Ai) = P
(
M
[
Ai(t)

])
= M

[
P
(
Ai(t)

)]
= M

[
Ai(t)

]
= Ai, i = 1, . . . , n.

Оказывается, что матрицы Yi(t), являющиеся решениями уравнений (1.2.19) с нулевым сред-

ним значением, также оказываются инвариантными относительно оператора P. Очевидно,

что элементами матрицы P
(
Yi(t)

)
являются тригонометрические многочлены с нулевым сред-

ним значением. Покажем, что эта матрица удовлетворяет уравнению (1.2.19). Имеем,

d

dt

(
P(Yi)

)
+ P(Yi)A0 − A0P(Yi) = P

(
Ẏi
)

+ P(Yi)P(A0)− P(A0)P(Yi) =

= P
(
Ẏi + YiA0 − A0Yi

)
= P

(
Ai(t)− Ai

)
= Ai(t)− Ai.
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Здесь мы воспользовались равенствами (1.2.22), (1.2.23), (1.2.25), линейностью оператора P,

а также инвариантностью правой части уравнения (1.2.19) относительно оператора P. Таким

образом, матрица P
(
Yi(t)

)
наряду с матрицей Yi(t) является решением уравнения (1.2.19)

с нулевым средним значением. В силу единственности такого решения (см. теорему 1.2.1)

заключаем, что

P
(
Yi(t)

)
= Yi(t), i = 1, . . . , n.

Предположим далее, что все матрицы Ai1... ij и Yi1... ij(t) при j ≤ l − 1 инвариантны от-

носительно оператора P. Установим инвариантность матриц Ai1... il и Yi1... il(t) относительно

этого оператора. Это делается совершенно аналогично случаю l = 1. Достаточно рассмотреть

формулы (1.2.10), (1.2.11), учесть равенства (1.2.25) и воспользоваться свойствами оператора

P, а также предположением индукции. �

В качестве примеров использования утверждения 1.2.1 рассмотрим следующие случаи,

которые возникают в задачах, рассматриваемых в этой работе. Ниже мы будем предполагать,

что оператор P, заданный на пространстве комплексных матриц, рассматривается над полем

R. Предположим сначала, что m = 2 и определим оператор P на пространстве комплексных

(2× 2)-матриц следующим образом:

P(A) =

ā22 ā21

ā12 ā11

 , A =

a11 a12

a21 a22

 ,

где символом z̄ обозначено число, комплексно сопряженное к z. Простая проверка показыва-

ет, что оператор P обладает всеми требуемыми свойствами. Легко видеть, что инвариантные

относительно оператора P матрицы имеют следующий вид:a11 a12

ā12 ā11

 . (1.2.27)

Пусть теперь m = 3 и оператор P на пространстве комплексных (3× 3) матриц задается

формулой

P(A) =


ā22 ā21 ā23

ā12 ā11 ā13

ā32 ā31 ā33

 , A =


a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

 .

Оператор P вновь обладает всеми необходимыми свойствами, а инвариантные относительно

оператора P матрицы имеют следующий вид:
a11 a12 a13

ā12 ā11 ā13

a31 ā31 a33

 , a33 ∈ R. (1.2.28)
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Завершая разговор про усредняющие замены вида (1.2.5), отметим, что они существенно

упрощают процесс приведения исходной системы к L–диагональному виду и, как следствие,

задачу построения асимптотики решений. Действительно, усредненная система (1.2.6) в глав-

ной части не содержит, вообще говоря, осциллирующих коэффициентов, и в этом смысле

она проще системы (1.2.3). В частности, для приведения системы (1.2.6) к L–диагональному

виду во многих случаях удается воспользоваться леммой 1.1.1. Именно, если матрица A0

удовлетворяет условию A.1 предыдущего раздела, то система (1.2.6) имеет вид (1.1.1), и, сле-

довательно, может быть приведена к L–диагональной форме. Другой важный с практической

точки зрения случай возникает в ситуации, когда A0 = 0. Предположим, что в главной части

системы (1.2.6) можно выделить так называемый ведущий член, и этим членом является

матрица Avi1(t) · . . . · vis(t). Это означает, что систему (1.2.6) можно записать в виде

ẏ =
[
A+ V (t)

]
vi1(t) · . . . · vis(t)y +R1(t)y. (1.2.29)

Здесь A — это либо матрица Ai1...is, либо сумма некоторого числа постоянных матриц Ai1...il,

а матрица V (t) удовлетворяет условиям A.2, А.3. Если оказывается, что матрица A удовле-

творяет условию A.1, то матрица A + V (t) в силу леммы 1.1.1 диагонализируема. В этом

случае система (1.2.29) заменой y = C(t)z, где C(t) — матрица из леммы 1.1.1, приводится к

L–диагональному виду.

В ситуации, когда матрица A0 в системе (1.2.6) или матрица A в системе (1.2.29) имеют

кратные собственные числа, задача получения асимптотических формул, разумеется, затруд-

няется. Здесь, как правило, требуется проводить некоторые специальные преобразования,

для которых может потребоваться более детальная информация об остаточном члене R1(t).

1.3 Усредняющая замена типа Крылова–Боголюбова

Нелинейным аналогом системы с колебательно убывающими коэффициентами (1.2.3) в

случае нулевой матрицы A0 является система с исчезающей на бесконечности главной

частью:

ẋ =
n∑
i=1

Fi(t, x)vi(t) +
∑

1≤i1≤i2≤n

Fi1i2(t, x)vi1(t)vi2(t) + . . .+

+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

Fi1... ik(t, x)vi1(t) · . . . · vik(t) +R(t, x), x ∈ Rm. (1.3.1)

Здесь v1(t), . . . , vn(t) — скалярные абсолютно непрерывные на [t0,∞) функции, которые

удовлетворяют условиям B.2 — B.4 раздела 1.2. Функции Fi1... il(t, x) предполагаются T–
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периодическими по переменной t или представляют собой тригонометрические полиномы

вида

Fi1... il(t, x) =
M∑
j=1

F
(i1... il)
j (x)eiλjt. (1.3.2)

По переменной x функции Fi1... il(t, x) предполагаются достаточно гладкими в некотором шаре

|x| ≤ S. Относительно вектор–функции R(t, x) предполагаются выполненными следующие

условия:

C.1. |R(t, x1)−R(t, x2)| ≤ γ(t)|x1 − x2|, |xj| ≤ S, j = 1, 2, где γ(t) ∈ L1[t0,∞).

C.2. R(t, 0) ∈ L1[t0,∞).

Следующий результат является аналогом усредняющей замены Крылова–Боголюбова (см.,

например, [4,5,80,161]) применительно к системам с исчезающей на бесконечности главной

частью.

Теорема 1.3.1. Система (1.3.1) при достаточно больших t заменой

x = y +
n∑
i=1

ui(t, y)vi(t) +
∑

1≤i1≤i2≤n

ui1i2(t, y)vi1(t)vi2(t) + . . .+

+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

ui1... ik(t, y)vi1(t) · . . . · vik(t) (1.3.3)

приводится к виду

ẏ =
n∑
i=1

Pi(y)vi(t) +
∑

1≤i1≤i2≤n

Pi1i2(y)vi1(t)vi2(t) + . . .+

+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

Pi1... ik(y)vi1(t) · . . . · vik(t) +R1(t, y), y ∈ Rm, (1.3.4)

где функции ui1... il(t, y) являются или периодическими вектор-функциями по перемен-

ной t, или тригонометрическими многочленами типа (1.3.2), имеющими нулевое среднее

значение по t. Вектор–функция R1(t, y) удовлетворяет условиям C.1, C.2, где xj = yj и

|yj| ≤ r < S, j = 1, 2.

Доказательство. Подставим (1.3.3) в (1.3.1) и учтем (1.3.4). Получим[
I +

n∑
i=1

vi(t)
∂ui
∂y

+ . . .+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

vi1(t) · . . . · vik(t)
∂ui1... ik
∂y

]
×

×
[ n∑
i=1

Pi(y)vi(t) + . . .+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

Pi1... ik(y)vi1(t) · . . . · vik(t) +R1(t, y)

]
+

+
n∑
i=1

v̇i(t)ui(t, y) +
n∑
i=1

vi(t)
∂ui(t, y)

∂t
+ . . .+
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+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

d

dt

(
vi1(t) · . . . · vik(t)

)
ui1... ik(t, y) +

∑
1≤i1≤...≤ik≤n

vi1(t) · . . . · vik(t)×

× ∂ui1... ik
∂t

=
n∑
i=1

vi(t)Fi

(
t, y +

n∑
i=1

ui(t, y)vi(t) + . . .+

+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

ui1... ik(t, y)vi1(t) · . . . · vik(t)
)

+ . . .+

+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

vi1(t) · . . . · vik(t)Fi1... ik
(
t, y +

n∑
i=1

ui(t, y)vi(t) + . . .+

+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

ui1... ik(t, y)vi1(t) · . . . · vik(t)
)

+R
(
t, y +

n∑
i=1

ui(t, y)vi(t) + . . .+

+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

ui1... ik(t, y)vi1(t) · . . . · vik(t)
)
. (1.3.5)

Раскладывая функции Fi1... ij(t, · ) по формуле Тейлора, соберем слагаемые при одинаковых

произведениях vi1(t) · . . . · vil(t), l ≤ k. Тогда для определения функций ui1... il(t, y) и Pi1... il(y)

получим однотипные уравнения следующего вида:

∂ui(t, y)

∂t
= Fi(t, y)− Pi(y), i = 1, . . . , n,

∂uii(t, y)

∂t
=
∂Fi(t, y)

∂y
ui(t, y) + Fii(t, y)− ∂ui(t, y)

∂y
Pi(y)− Pii(y), i = 1, . . . , n,

∂uij(t, y)

∂t
=
∂Fi(t, y)

∂y
uj(t, y) +

∂Fj(t, y)

∂y
ui(t, y) + Fij(t, y)−

− ∂ui(t, y)

∂y
Pj(y)− ∂uj(t, y)

∂y
Pi(y)− Pij(y), i < j,

. . . . . .

∂ui1... ik(t, y)

∂t
= Gi1... ik(t, y)− Pi1... ik(y).

На каждом этапе мы получаем уравнения с правой частью, в которую входят уже опреде-

ленные нами ранее функции ui1... is(t, y) и Pi1... is(y). Вектор-функции Pi1... il(y) определим из

условия равенства нулю среднего значения правой части соответствующего уравнения. В

частности,

Pi(y) = M
t

[
Fi(t, y)

]
= lim

T→∞

1

T

T∫
0

Fi(t, y)dt, i = 1, . . . , n.

Далее,

Pii(y) = M
t

[∂Fi(t, y)

∂y
ui(t, y) + Fii(t, y)

]
, i = 1, . . . , n,

Pij(y) = M
t

[∂Fi(t, y)

∂y
uj(t, y) +

∂Fj(t, y)

∂y
ui(t, y) + Fij(t, y)

]
, 1 ≤ i < j ≤ n,

. . . . . .
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Pi1... ik(y) = M
t

[
Gi1... ik(t, y)

]
.

Уравнения для ui1... il(t, y), таким образом, будут однозначно разрешимы в интересующем нас

классе (периодических функций или тригонометрических полиномов по переменной t). За-

метим, что однозначность в выборе таких функций является следствием нашего требования

о том, чтобы функции ui1... il(t, y) имели нулевое среднее значение по t.

Матрица [
I +

n∑
i=1

vi(t)
∂ui
∂y

+ . . .+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

vi1(t) · . . . · vik(t)
∂ui1... ik
∂y

]
обратима при t ≥ t0, |y| ≤ S. Кроме того, обратная к ней матрица допускает представление

в виде равномерно сходящегося по t ≥ t0 и |y| ≤ S ряда

W (t, y) =
(
I − A(t, y)

)−1

=
∞∑
k=0

Ak(t, y), (1.3.6)

где

A(t, y) = −
[ n∑
i=1

vi(t)
∂ui
∂y

+ . . .+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

vi1(t) · . . . · vik(t)
∂ui1... ik
∂y

]
.

В выражении (1.3.5) соберем оставшиеся слагаемые и выразим из полученного равенства

вектор-функцию R1(t, y). Имеем

R1(t, y) =
(
I − A(t, y)

)−1
[ n∑
i=1

v̇i(t)ui(t, y) + . . .+

+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

d

dt

(
vi1(t) · . . . · vik(t)

)
ui1... ik(t, y)+

+R
(
t, y +

n∑
i=1

ui(t, y)vi(t) + . . .+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

ui1... ik(t, y)vi1(t) · . . . · vik(t)
)

+

+G(t, y)

]
, (1.3.7)

где G(t, y) — сумма слагаемых вида

vi1(t) · . . . · vil(t)Ti1... il(t, y), l > k и vi1(t) · . . . · vij(t)r̃i1... ij(t, y).

Здесь функция Ti1... il(t, y) периодична или почти периодична по t и гладкая по y, а величины

r̃i1... ij(t, y) суть остаточные члены, возникающие при разложении функций Fi1... ij(t, · ) по

формуле Тейлора в окрестности точки y. Соответствующие слагаемые допускают оценку

вида

r̃i1... ij(t, y) = O
(∣∣h− y∣∣s), s+ j > k, t→∞,
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где h — правая часть замены (1.3.3). Очевидно, что в шаре |y| ≤ S соответствующую оценку

можно сделать не зависящей от y. Эти слагаемые удовлетворяют условию Липшица

|r̃i1... ij(t, y1)− r̃i1... ij(t, y2)| ≤ L(t)|y1 − y2|,

где

L(t) = O

(( n∑
i=1

Li|vi(t)|+ . . .+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

Li1... ik |vi1(t) · . . . · vik(t)|
)s)

и |ui1... il(t, y)| ≤ Li1... il, l ≤ k. Осталось установить, что функция R1(t, y) обладает теми же

свойствами, что и исходная функция R(t, x). Действительно, нетрудно заметить, что матрица

W (t, y) равномерно ограничена при t ≥ t0, |y| ≤ S. Из формулы (1.3.7) тогда следует, что

вектор-функция R1(t, 0) принадлежит классу L1[t0,∞), и, следовательно, условие C.2 выпол-

нено. Наконец, осталось убедиться в том, что для функции R1(t, y) выполнено условие C.1.

Для этого достаточно заметить следующее. Пусть a1(t, y) и a2(t, y) равномерно ограниченные

по t и y функции, удовлетворяющие условию Липшица:

|aj(t, y1)− aj(t, y2)| ≤ Lj|y1 − y2|, t ≥ t0, |yj| ≤ S, j = 1, 2.

Тогда произведение a1(t, y)a2(t, y) также удовлетворяет условию Липшица

|a1(t, y1)a2(t, y1)− a1(t, y2)a2(t, y2)| ≤
(
L1M2 + L2M1

)
|y1 − y2|, |yj| ≤ S,

где |aj(t, y)| ≤ Mj, j = 1, 2, t ≥ t0. Далее заметим, что всегда можно выбрать t0 � 1 так,

чтобы

|A(t, y)| ≤ q < 1, t ≥ t0, |y| ≤ S

и

|A(t, y1)− A(t, y2)| ≤ q|y1 − y2|, |yj| ≤ S, j = 1, 2.

С учетом сделанного выше замечания без труда устанавливается, что

|An(t, y1)− An(t, y2)| ≤ nqn|y1 − y2|, |yj| ≤ S, j = 1, 2.

Тогда из (1.3.6) следует, что

|W (t, y1)−W (t, y2)| ≤
( ∞∑
n=1

nqn
)
|y1 − y2|, |yj| ≤ S, j = 1, 2.

Наконец, заметим, что каждое из слагаемых в квадратной скобке в выражении (1.3.7) удо-

влетворяет условию Липшица по y с некоторой функцией L = L(t), принадлежащей классу

L1[t0,∞). Для функции R(t, y + . . .), в частности, имеем
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∣∣∣∣R(t, y1 +
n∑
i=1

ui(t, y1)vi(t) + . . .+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

ui1... ik(t, y1)vi1(t) · . . . · vik(t)
)
−

−R
(
t, y2 +

n∑
i=1

ui(t, y2)vi(t) + . . .+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

ui1... ik(t, y2)vi1(t) · . . . · vik(t)
)∣∣∣∣ ≤

≤ γ(t)

(
1 +

n∑
i=1

Li|vi(t)|+ . . .+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

Li1... ik |vi1(t) · . . . · vik(t)|
)
|y1 − y2|,

где |yj| ≤ r < S, j = 1, 2. Таким образом, вектор-функция R1(t, y) действительно удовлетво-

ряет условию типа C.2, что и завершает доказательство теоремы. �

Дальнейший анализ усредненной системы (1.3.4) связан с выделением в ней ведущего

слагаемого, т. е. с представлением этой системы в виде

ẏ =
[
P (y) + V (t, y)

]
vi1(t) · . . . · vis(t) +R1(t, y). (1.3.8)

Здесь вектор–функция V (t, y) обладает следующими свойствами:

C.1’. |V (t, y1)− V (t, y2)| ≤ w(t)|y1 − y2|, |yj| ≤ S, j = 1, 2, где w(t)→ 0 при t→∞.

C.2’. V (t, 0)→ 0 при t→∞.

Предположим, что в системе (1.3.8) может быть осуществлена замена времени

τ = τ(t) =

t∫
vi1(ŝ) · . . . · vis(ŝ)dŝ, (1.3.9)

причем τ(t)→∞ при t→∞ и функция τ(t) обратима при достаточно больших t. Подобная

замена заведомо возможна, если, например, функция vi1(t) · . . . · vis(t) принимает только

положительные значения при достаточно больших t. Система (1.3.8) в новом времени τ

приобретает следующий вид:
dy

dτ
= P (y) +R2(τ, y). (1.3.10)

Здесь вектор-функция R2(τ, y) наследует свойства вектор-функций V (t, y) и R1(t, y). Чтобы

объединить эти свойства, нам потребуется ввести следующий класс функций.

Определение 1.3.1. Будем говорить, что локально интегрируемая на [t0,∞) функция f(t)

принадлежит классу M0 при t ≥ t0, если

lim
t→∞

t+1∫
t

|f(s)|ds = 0, t ≥ t0. (1.3.11)

Очевидно, что функция w(t) → 0 при t → ∞ и функция γ(t) ∈ L1[t0,∞) принадлежат

классуM0. Теперь мы можем указать свойства, которыми обладает вектор-функция R2(τ, y)

в системе (1.3.10). Именно,
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D.1. |R2(τ, y1)−R2(τ, y2)| ≤ p(τ)|y1 − y2|, |yj| ≤ r < S, j = 1, 2, где p(t) ∈M0.

D.2. R2(τ, 0) ∈M0.

В частности, в рассматриваемой нами ситуации

p(τ) = w
(
t(τ)

)
+

γ
(
t(τ)

)
vi1
(
t(τ)

)
· . . . · vis

(
t(τ)

) ,
R2(τ, 0) = V

(
t(τ), 0

)
+

R1

(
t(τ), 0

)
vi1
(
t(τ)

)
· . . . · vis

(
t(τ)

) ,
где t = t(τ) — обратная к (1.3.9) функция.

Отметим, что условия B.3, B.4, накладываемые на функции v1(t), . . . , vn(t), а также усло-

вия C.1 и С.2 относительно вектор–функции R(t, x) в исходной системе (1.3.1), обусловлены

необходимостью приведения усредненной системы (1.3.4) к виду (1.3.10). В ряде случаев эти

условия могут быть ослаблены, если мы можем гарантировать возможность сведения систе-

мы (1.3.4) к виду (1.3.10), где вектор–функция R2(τ, y) удовлетворяет условиям D.1, D.2. В

частности, если

vi1(t)vi2(t) . . . vik+1
(t) = o

(
vi1(t) · . . . · vis(t)

)
для любого набора индексов 1 ≤ i1 ≤ i2 ≤ . . . ≤ ik+1 ≤ n, то от условия B.4 можно отказаться.

Такая ситуация имеет место, например, в том случае, когда в системе (1.3.1) присутствует

только одна убывающая функция v1(t).

В следующем разделе мы изучим динамику одного класса решений системы (1.3.10).

1.4 Об одном классе решений систем с исчезающей

на бесконечности главной частью

Перед тем, как сформулировать основной результат этого раздела, нам потребуются неко-

торые вспомогательные утверждения. Рассмотрим линейную неоднородную систему

ẋ = A(t)x+ f(t), x ∈ Rm, (1.4.1)

где матрица A(t) непрерывна при t ≥ 0 и f(t) — локально интегрируемая при t ≥ t0 вектор-

функция. Предположим, что соответствующая однородная система

ẋ = A(t)x (1.4.2)

обладает экспоненциальной дихотомией на полуоси t ≥ 0, т.е. существуют проекторы P1 и

P2 (P1 + P2 = I, P 2
k = Pk, k = 1, 2), а также положительные константы K,α такие, что

|U(t)P1U
−1(s)| ≤ Ke−α(t−s), 0 ≤ s ≤ t,

|U(t)P2U
−1(s)| ≤ Ke−α(s−t), 0 ≤ t ≤ s.

(1.4.3)
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Здесь U(t) — матрицант системы (1.4.2) (U(0) = I). Матрицу Коши этой системы будем

обозначать U(t, τ) = U(t)U−1(τ). Справедлива следующая лемма (см., например, [165]).

Лемма 1.4.1. Пусть вектор-функция f(t) в системе (1.4.1) принадлежит классуM0. Тогда

ограниченные при t ≥ t0 решения этой системы стремятся к нулю при t→∞.

Доказательство. Как известно (см. [15]), ограниченные при t ≥ t0 решения системы (1.4.1)

задаются формулой

x(t) = U(t)P1U
−1(t0)x(t0) +

∞∫
t0

G(t, s)f(s)ds, (1.4.4)

где

G(t, s) =

U(t)P1U
−1(s), 0 ≤ s ≤ t,

−U(t)P2U
−1(s), 0 ≤ t ≤ s,

(1.4.5)

функция Грина задачи об ограниченных решениях системы (1.4.1). Заметим, что несобствен-

ный интеграл в (1.4.4) существует. Действительно,

∞∫
t0

G(t, s)f(s)ds =

t∫
t0

U(t)P1U
−1(s)f(s)ds−

∞∫
t

U(t)P2U
−1(s)f(s)ds

и

∣∣∣ ∞∫
t

U(t)P2U
−1(s)f(s)ds

∣∣∣ ≤ ∞∫
t

|U(t)P2U
−1(s)||f(s)|ds ≤

≤ K

∞∫
t

e−α(s−t)|f(s)|ds = K

∞∫
0

e−αy|f(t+ y)|dy = K
∞∑
k=0

k+1∫
k

e−αy|f(t+ y)|dy ≤

≤ K

∞∑
k=0

e−αk
k+1∫
k

|f(t+ y)|dy ≤ KN(t)

1− e−α
, N(t) = max

s≥t

s+1∫
s

|f(τ)|dτ. (1.4.6)

Заметим также, что

∣∣∣ t∫
t0

U(t)P1U
−1(s)f(s)ds

∣∣∣ ≤ t∫
t0

|U(t)P1U
−1(s)||f(s)|ds ≤

≤ K

t∫
t0

e−α(t−s)|f(s)|ds = K

t−t0∫
0

e−αy|f(t− y)|dy =

= K

[ n∫
0

e−αy|f(t− y)|dy +

n+γt∫
n

e−αy|f(t− y)|dy

]
,

где t = t0 + n+ γt, n ∈ {0, 1, 2, . . .}, γt = [0, 1). Поэтому
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∣∣∣ t∫
t0

U(t)P1U
−1(s)f(s)ds

∣∣∣ ≤ K
n−1∑
k=0

k+1∫
k

e−αy|f(t− y)|dy+

+K

n+γt∫
n

e−αy|f(t− y)|dy ≤ K
n−1∑
k=0

e−αk
k+1∫
k

|f(t− y)|dy +Ke−αn
n+γt∫
n

|f(t− y)|dy ≤

≤ K
n−1∑
k=0

e−αkN(t0) +Ke−αn
t0+1∫
t0

|f(y)|dy ≤ KN(t0)

1− e−α
. (1.4.7)

Из (1.4.6) следует, что

∣∣∣ ∞∫
t

U(t)P2U
−1(s)f(s)ds

∣∣∣→ 0, t→∞,

поэтому для завершения доказательства достаточно показать, что

∣∣∣ t∫
t0

U(t)P1U
−1(s)f(s)ds

∣∣∣→ 0, t→∞.

Фиксируем ε > 0. Пусть t1 выбрано настолько большим, что

∣∣∣ t∫
t1

U(t)P1U
−1(s)f(s)ds

∣∣∣ ≤ ε

2
, t ≥ t1.

Далее,

∣∣∣ t∫
t0

U(t)P1U
−1(s)f(s)ds

∣∣∣ ≤ Ke−αt
t1∫
t0

eαs|f(s)|ds+

+
∣∣∣ t∫
t1

U(t)P1U
−1(s)f(s)ds

∣∣∣ ≤ Ke−αt
t1∫
t0

eαs|f(s)|ds+
ε

2
.

Поскольку первое слагаемое в правой части этой цепочки неравенств стремится к нулю при

t→∞, то окончательно получаем, что

∣∣∣ t∫
t0

U(t)P1U
−1(s)f(s)ds

∣∣∣ ≤ ε

2
+
ε

2
= ε, t ≥ t2.

Поэтому ∣∣∣ ∞∫
t0

G(t, s)f(s)ds
∣∣∣→ 0, t→∞,

а поскольку

|x(t)| ≤ Ke−α(t−t0)|x(t0)|+
∣∣∣ ∞∫
t0

G(t, s)f(s)ds
∣∣∣, t ≥ t0,

то лемма доказана. �
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Следствие 1.4.1. Пусть функция f(t) принадлежит классу M0 при t ≥ t0. Положим

g(t) =

∞∫
t0

e−α|t−s|f(s)ds, α > 0. (1.4.8)

Тогда g(t)→ 0 при t→∞, и, кроме того, если f(t) ∈ L1[t0,∞), то g(t) ∈ L1[t0,∞).

Результат, сформулированный в следствии 1.4.1, хорошо известен и может быть найден,

например, в книгах [53, Глава XIII], [106, стр. 18–19]).

Замечание 1. В силу следствия 1.4.1 заключаем, что все ограниченные при при t ≥ t0

решения системы (1.4.1) принадлежат классу L1[t0,∞), если f(t) ∈ L1[t0,∞).

Замечание 2. Для функции g(t), определяемой формулой (1.4.8), где f(t) ∈ M0 при t ≥ t0,

имеет место неравенство

|g(t)| ≤ 2N(t0)

1− e−α
, N(t) = max

s≥t

s+1∫
s

|f(τ)|dτ. (1.4.9)

Нам потребуется также следующий результат (см. [15], с. 160, лемма 2.2).

Утверждение 1.4.1. Пусть неотрицательная функция ϕ(t) удовлетворяет неравенству

ϕ(t) ≤ Ce−ν(t−t0) +M

∞∫
t0

e−ν|t−s|u(s)ϕ(s)ds,

где C,M — некоторые положительные постоянные, u(t) ≥ 0, t ≥ t0 и

sup
t≥t0

t+1∫
t

u(s)ds = N(t0) <∞.

Для любого 0 < µ < ν и 0 < q < 1 существует такое δ > 0, что если выполняется

условие N(t0) ≤ δ, то справедлива оценка

ϕ(t) ≤ C

1− q
e−µ(t−t0), t ≥ t0.

Теперь мы можем перейти к основному результату этого раздела. Рассмотрим систему

следующего вида:

ẋ = F (t, x) +R(t, x), x ∈ Rm. (1.4.10)

Пусть

1. F (t, 0) = 0; функция F (t, x) непрерывна по переменной t;
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2. F (t, x) = A(t)x+ f(t, x), где

A(t) =
dF (t, x)

dx

∣∣∣∣
x=0

, |f(t, x1)− f(t, x2)| ≤ ω(r)|x1 − x2|,

lim
r→0

ω(r) = 0, |xj| ≤ r, j = 1, 2;

3. Линейная система (1.4.2) экспоненциально дихотомична на правой полуоси t ≥ 0, т. е.

выполнены неравенства (1.4.3). Кроме того, пусть rankP1 = k;

4. Вектор-функция R(t, x) в шаре |x| ≤ r удовлетворяет условиям D.1 и D.2, т. е.

4а. |R(t, x1)−R(t, x2)| ≤ p(t)|x1 − x2|, |xj| ≤ r, j = 1, 2, где p(t) ∈M0, t ≥ t0,

4б. R(t, 0) ∈M0 при t ≥ t0.

К системам вида (1.4.10) относится, в частности, система (1.3.10), которую мы получили

в завершающей части предыдущего раздела. Особенно отметим тот факт, что x = 0, вообще

говоря, не является решением системы (1.4.10). Справедлива следующая теорема (см. [138]).

Теорема 1.4.1. Пусть выполнены условия 1 — 4. Тогда при достаточно больших t0 в неко-

торой окрестности нуля пространства Rm существует многообразие S(t0) размерности

k, обладающее свойствами:

a). Решение x(t) с начальным условием x(t0) ∈ S(t0) стремится к нулю при t→∞.

б). Решение x(t) с начальным условием |x(t0)| ≤ ρ̂0 и x(t0) /∈ S(t0) покидает r0–окрест-

ность нуля |x| ≤ r0 в некоторый момент времени t∗ ≥ t0.

в). Для решений x(t) и y(t) c начальными условиями x(t0) и y(t0), принадлежащими

многообразию S(t0), справедлива оценка

|x(t)− y(t)| ≤ Cµe
−µ(t−t0)|x(t0)− y(t0)|, t ≥ t0,

где Cµ — некоторая положительная постоянная, а µ ∈ (0, α).

Доказательство. Рассуждения, используемые нами для доказательства этой теоремы, в

идейном плане близки к рассуждениям, приведенным в книгах [15, 21] в ситуации, близ-

кой к рассматриваемой в нашей работе.

Систему (1.4.10) запишем в виде

ẋ = A(t)x+ f(t, x) +R(t, x). (1.4.11)

Ограниченные при t ≥ t0 решения этой системы обязаны удовлетворять интегральному урав-

нению

x(t) = U(t)P1U
−1(t0)x(t0) +

∞∫
t0

G(t, s)
[
f(s, x) +R(s, x)

]
ds, (1.4.12)
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где матричная функция Грина G(t, s) определяется формулой (1.4.5). Справедливо и обратное

утверждение: всякое ограниченное при t ≥ t0 решение интегрального уравнения (1.4.12)

является ограниченным решением системы (1.4.11). Покажем, что для любого достаточно

малого

x0 = P1U
−1(t0)x(t0) (1.4.13)

при достаточно больших t0 у этого интегрального уравнения существует единственное огра-

ниченное при t ≥ t0 решение. Это решение стремится к нулю при t→∞. Начальные условия

всех таких решений при различных x0 и определяют соответствующее многообразие S(t0).

Обозначим символом

Tx(t) = U(t)x0 +

∞∫
t0

G(t, s)
[
f(s, x) +R(s, x)

]
ds, (1.4.14)

результат применения оператора T к функции x(t) при фиксированных x0 и t0. Будем считать,

что оператор T определен на пространстве C0[t0,∞) — непрерывных на промежутке [t0,∞)

функций, стремящихся к нулю при t→∞, c введенной на нем нормой

‖x‖C0 = max
t≥t0
|x(t)|. (1.4.15)

Наша ближайшая цель заключается в том, чтобы показать, что оператор T (x0) при доста-

точно малых x0 и достаточно большом t0 переводит некоторый шар ‖x‖C0 ≤ r0 пространства

C0[t0,∞) в себя и является в этом шаре сжимающим. Тогда необходимый результат будет

очевидным образом следовать из принципа сжимающих отображений. Очевидно, что опе-

ратор T переводит непрерывные функции в непрерывные. Покажем, что функция (Tx)(t)

стремится к нулю при t→∞. Из (1.4.14) с учетом (1.4.13) выводим, что

|(Tx)(t)| ≤ Ke−α(t−t0)|x(t0)|+
∣∣∣∣
∞∫
t0

G(t, s)
[
f(s, x)− f(s, 0)+

+R(s, x)−R(s, 0) +R(s, 0)
]
ds

∣∣∣∣ ≤ Ke−α(t−t0)|x(t0)|+Kω(r)

∞∫
t0

e−α|t−s||x(s)|ds+

+K‖x‖C0

∞∫
t0

e−α|t−s|p(s)ds+K

∞∫
t0

e−α|t−s||R(s, 0)|ds. (1.4.16)

Заметим, что в силу леммы 1.4.1 последние три слагаемые в правой части этой цепочки

неравенств стремятся к нулю при t → ∞. Действительно, p(t) ∈M0 и R(t, 0) ∈ M0 при

t ≥ t0. Наконец, x(t) также принадлежит классу M0, так как x(t) является элементом

пространства C0[t0,∞). Следовательно, (Tx)(t)→ 0 при t→∞.
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Покажем, что оператор T является сжимающим в некотором шаре ‖x‖C0 ≤ r0. Из (1.4.14)

вытекает, что

‖Tx− Ty‖C0 ≤ K max
t≥t0

{
ω(r)

∞∫
t0

e−α|t−s||x(s)− y(s)|ds+

+

∞∫
t0

e−α|t−s|p(s)|x(s)− y(s)|ds
}
≤
(

2K

α
ω(r) +K max

t≥t0

∞∫
t0

e−α|t−s|p(s)ds

)
≤

≤
(

2K

α
ω(r) +

2KN(t0)

1− e−α

)
‖x− y‖C0 , N(t) = max

s≥t

s+1∫
s

p(τ)dτ.

Здесь мы воспользовались также неравенством (1.4.9). Поскольку ω(r) → 0 при r → 0 и

N(t)→ 0 при t→∞, то, выбирая r достаточно малым, а t0 достаточно большим, мы можем

добиться выполнения неравенства

‖Tx− Ty‖C0 ≤ q‖x− y‖C0 , 0 ≤ q < 1, (1.4.17)

коль скоро ‖x‖C0 ≤ r0 и ‖y‖C0 ≤ r0. Осталось показать, что оператор T переводит шар

‖x‖C0 ≤ r0 в себя. Заметим, что

‖Tx‖C0 ≤ ‖Tx− T0‖C0 + ‖T0‖C0 .

Для того чтобы оценить величину ‖T0‖C0 заметим, что из первого неравенства в (1.4.3)

следует

|U(t)P1z| ≤ Ke−α(t−s)|U(s)z|, 0 ≤ s ≤ t,

для любого z ∈ Rm. Полагая в этом неравенстве z = x0 и замечая, что P1x0 = x0 в силу

(1.4.13), получаем оценку

|U(t)x0| ≤ Ke−α(t−t0)|U(t0)||x0|, 0 ≤ t0 ≤ t. (1.4.18)

Тогда из (1.4.14) следует, что

‖T0‖C0 ≤ K|U(t0)||x0|+ max
t≥t0

∞∫
t0

e−α|t−s||R(s, 0)|ds

и поэтому с учетом (1.4.9) может быть сделано сколько угодно малым, если |x0| ≤ ρ0 и t0

достаточно велико. В частности, можно считать, что

‖T0‖C0 ≤ (1− q)r0.

Но тогда

‖Tx‖C0 ≤ q‖x‖C0 + (1− q)r0 ≤ qr0 + (1− q)r0 = r0, (1.4.19)
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и поэтому оператор T переводит шар ‖x‖C0 ≤ r0 в себя, если только |x0| ≤ ρ0 и начальный

момент времени t0 достаточно велик.

Итак, нами установлено, что для любого |x0| ≤ ρ0 у интегрального уравнения (1.4.12), а

следовательно, и у системы (1.4.11) существует и единственно ограниченное при t ≥ t0 реше-

ние. Это решение стремится к нулю при t→∞ и удовлетворяет условию (1.4.13). Начальные

условия x(t0) всех таких решений при различных |x0| ≤ ρ0 и образуют многообразие S(t0).

Именно, пусть x(t, x0) искомое решение уравнения (1.4.12), подчиняющееся условию (1.4.13).

Выбирая в (1.4.12) t = t0, положим

z(x0) = x(t0, x0) = U(t0)x0 +

∞∫
t0

G(t, s)
[
f
(
s, x(s, x0)

)
+R

(
s, x(s, x0)

)]
ds. (1.4.20)

Тогда

S(t0) =
{
z ∈ Rm

∣∣ z = z(x0), |x0| ≤ ρ0

}
, (1.4.21)

где t0 � 1. Для установления k–мерности многообразия S(t0) достаточно показать, что соот-

ветствующее многообразие гомеоморфно некоторой окрестности нуля пространства Rk. Заме-

тим, что в силу (1.4.13) переменная x0 принадлежит k–мерному линейному подпространству

P1Rm пространства Rm. Установим сначала справедливость утверждения в) данной теоремы.

Пусть x(t) и y(t) — решения интегрального уравнения (1.4.12), отвечающие условиям

x0 = P1U
−1(t0)x(t0), y0 = P1U

−1(t0)y(t0) (1.4.22)

соответственно. Вычитая одно решение из другого и проводя уже знакомые нам оценки,

получаем

|x(t)− y(t)| ≤ Ke−α(t−t0)|x(t0)− y(t0)|+K

∞∫
t0

e−α|t−s|
(
ω(r0) + p(s)

)
|x(s)− y(s)|ds.

Воспользуемся утверждением 1.4.1, полагая u(s) = ω(r0)+p(s). Поскольку значение величины

N(t0) может быть сделано сколь угодно малым за счет выбора достаточно большого t0 и

достаточно малого r0, окончательно заключаем, что

|x(t)− y(t)| ≤ Cµe
−µ(t−t0)|x(t0)− y(t0)|, t ≥ t0.

Из (1.4.12) с учетом (1.4.18), (1.4.22) следует также, что

|x(t)− y(t)| ≤ Ke−α(t−t0)|U(t0)||x0 − y0|+K

∞∫
t0

e−α|t−s|
(
ω(r0) + p(s)

)
|x(s)− y(s)|ds.
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Следовательно,

|x(t)− y(t)| ≤ Ĉµ(t0)e−µ(t−t0)|x0 − y0|, t ≥ t0. (1.4.23)

Из неравенства (1.4.23) при t = t0 с учетом (1.4.20) выводим, что

|z(x0)− z(y0)| ≤ Ĉµ(t0)|x0 − y0|, |x0|, |y0| ≤ ρ0.

Таким образом, функция z(x0), как функция, действующая из некоторой окрестности нуля

k–мерного линейного подпространства P1Rm, непрерывна. Наконец, заметим, что в силу

(1.4.22) обратная функция x0 = x0(z) определяется формулой

x0(z) = P1U
−1(t0)z,

и, очевидно, также является непрерывной функцией, переводящей многообразие (1.4.21) в

некоторую окрестность нуля k–мерного линейного подпространства P1Rm. Таким образом,

нами показано, что S(t0) действительно является k–мерным многообразием.

Утверждение б) теоремы устанавливается совсем просто. Пусть x(t) — ограниченное при

t ≥ t0 решение системы (1.4.11), удовлетворяющее условиям |x|C0 ≤ r0, |x(t0)| ≤ ρ̂0, и та-

кое, что x(t0) /∈ S(t0). Предположим, что величина ρ̂0 настолько мала, что |x0| ≤ ρ0, где

x0 определяется формулой (1.4.13). Тогда это решение обязано удовлетворять интегрально-

му уравнению (1.4.12) с условием (1.4.13). Но для любого |x0| ≤ ρ0 уравнение (1.4.12) имеет

единственное ограниченное при t ≥ t0 решение, удовлетворяющее условию (1.4.13) и целиком

лежащее в r0–окрестности нуля пространства Rm. Начальное условие x(t0) этого решения

обязательно принадлежит многообразию S(t0). Последнее противоречит нашему предполо-

жению о том, что x(t0) /∈ S(t0). Поэтому любое решение такое, что |x(t0)| ≤ ρ̂0 и x(t0) /∈ S(t0),

обязательно покидает r0–окрестность нуля пространства Rm в некоторый момент времени

t∗ ≥ t0.

Теорема доказана. �

Замечание 1. Если P1 = I, то из теоремы 1.4.1 следует, что все решения системы (1.4.10)

с начальными условиями x(t0) из некоторой окрестности нуля пространства Rm и t0 � 1

стремятся к нулю при t → ∞. Кроме того, каждое такое решение является асимптотически

и равномерно устойчивым.

Замечание 2. Если P1 = 0, то соответствующее многообразие S(t0) вырождается в точку и,

таким образом, у системы (1.4.10) существует единственное решение, стремящееся к нулю

при t→∞. Очевидно, что это решение неустойчиво.
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Иногда в приложениях требуется оценить скорость стремления к нулю решений систе-

мы (1.4.10) при t → ∞ с начальными условиями, принадлежащими многообразию S(t0).

Определим следующее условие:

4б’. |R(t, 0)| ≤ ϕ(t) при t ≥ t0. Здесь функция ϕ(t) > 0 монотонно убывает при t ≥ t0 и

стремится к нулю при t→∞. Кроме того, существует β ∈ (0, α) такое, что

ϕ(t1)eβt1 ≤ ϕ(t2)eβt2 , t0 ≤ t1 ≤ t2. (1.4.24)

Теорема 1.4.2. Пусть выполнены все условия теоремы 1.4.1, а условие 4б заменено услови-

ем 4б’. Тогда справедливы все утверждения теоремы 1.4.1 и, дополнительно, существует

такое L > 0, что все решения системы (1.4.10) с начальными условиями на многообразии

S(t0) при достаточно больших t0 допускают следующую оценку:

|x(t)| ≤ Lϕ(t), t ≥ t0. (1.4.25)

Доказательство. Доказательство этой теоремы повторяет основные этапы доказательства

теоремы 1.4.1. В качестве области определения оператора T , определяемого формулой (1.4.14),

выберем множество

W =
{
x(t) ∈ C0[t0,∞) : |x(t)| ≤ Lϕ(t), t ≥ t0

}
. (1.4.26)

Множество W с нормой (1.4.15) является банаховым пространством. Константу L > 0 и

величину t0 в определении этого множества выберем позднее. Покажем, что оператор T

переводит пространствоW в себя при подходящем выборе этих величин. Из (1.4.14) с учетом

(1.4.16), (1.4.18) и (1.4.25) следует, что

|(Tx)(t)| ≤ Ke−α(t−t0)|U(t0)||x0|+KLω(r)

∞∫
t0

e−α|t−s|ϕ(s)ds+

+KL

∞∫
t0

e−α|t−s|p(s)ϕ(s)ds+K

∞∫
t0

e−α|t−s|ϕ(s)ds, (1.4.27)

коль скоро |x|C0 ≤ r. Далее, учитывая (1.4.24) и монотонное стремление к нулю функции

ϕ(t), имеем,

∞∫
t0

e−α|t−s|ϕ(s)ds =

t∫
t0

e−α(t−s)ϕ(s)ds+

∞∫
t

e−α(s−t)ϕ(s)ds ≤

71



≤ ϕ(t)

t∫
t0

e(β−α)(t−s)ds+ ϕ(t)

∞∫
t

e−α(s−t)ds ≤
(

1

α− β
+

1

α

)
ϕ(t).

Аналогично выводим

∞∫
t0

e−α|t−s|p(s)ϕ(s)ds =

t∫
t0

e−α(t−s)p(s)ϕ(s)ds+

∞∫
t

e−α(s−t)p(s)ϕ(s)ds ≤

≤ ϕ(t)

t∫
t0

e(β−α)(t−s)p(s)ds+ ϕ(t)

∞∫
t

e−α(s−t)p(s)ds ≤
(

1

1− eβ−α
+

1

1− e−α

)
N(t0)ϕ(t).

Здесь мы учли оценки (1.4.6), (1.4.7) а функцию N(t) определили согласно формуле

N(t) = max
s≥t

s+1∫
s

p(τ)dτ.

Наконец, вновь используя (1.4.24), заключаем, что

e−α(t−t0) = e−α(t−t0)ϕ(t0)

ϕ(t0)
≤ e(β−α)(t−t0) ϕ(t)

ϕ(t0)
≤ ϕ(t)

ϕ(t0)
.

Учитывая полученные неравенства в (1.4.27), приходим к выводу, что

|(Tx)(t)| ≤ K

[
|U(t0)||x0|
ϕ(t0)

+
(
Lω(r) + 1

)( 1

α− β
+

1

α

)
+

+ LN(t0)

(
1

1− eβ−α
+

1

1− e−α

)]
ϕ(t).

Выберем теперь L и t0 настолько большими, а величины r и |x0| настолько малыми, что

K

[
|U(t0)||x0|
ϕ(t0)

+
(
Lω(r) + 1

)( 1

α− β
+

1

α

)
+ LN(t0)

(
1

1− eβ−α
+

1

1− e−α

)]
≤ L.

Возможность такого выбора очевидна. Для завершения доказательства теоремы осталось

лишь установить сжимаемость оператора T в некотором шаре |x|C0 ≤ r0 пространства W.

Для этого достаточно повторить соответствующие шаги из теоремы 1.4.1.

Теорема доказана. �

Рассмотрим теперь систему с исчезающей на бесконечности главной частью (1.3.1). Пред-

положим, что в результате усредняющей замены (1.3.3) и замены независимой переменной

(1.3.9) она может быть приведена к виду (1.3.10). Пусть P (0) = 0 и собственные числа

матрицы

A =
dP (y)

dy

∣∣∣
y=0

имеют ненулевые вещественные части. Тогда мы вправе воспользоваться теоремой 1.4.1, а

значит, утверждать существование у системы (1.3.10) (а, следовательно, и исходной системы

(1.3.1)) многообразия типа S(t0) при достаточно больших t0.
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Системы вида (1.3.1) являются в некотором смысле аналогом систем в стандартной форме

Н.Н. Боголюбова:

ẋ = εX(t, x), x ∈ Rm, (1.4.28)

где ε > 0 — малый параметр, а X(t, x) — почти периодическая по t равномерно относительно

x и достаточно гладкая по x равномерно относительно t ∈ R функция. Здесь x принадлежит

некоторому компактному множеству D ⊂ Rm. Результаты разделов 1.3 и 1.4 тогда можно

расценивать как определенный аналог так называемой второй теоремы Н.Н. Боголюбова. Эта

теорема утверждает (см., например, [4,5,80]), что при выполнении определенных условий у

системы (1.4.28) при достаточно малых ε существуют почти периодические решения, которые

при ε→ 0 равномерно по t ∈ R стремятся к положениям равновесия усредненной системы

ẏ = εP (y), P (y) = lim
T→∞

1

T

T∫
0

X(s, y)ds. (1.4.29)

Полученные нами результаты позволяют, в частности, утверждать следующее. Пусть в

системе (1.4.28) ε = ε(t) > 0 — скалярная функция, стремящаяся к нулю при t→∞. Пред-

положим, что ε(t) 6∈ L1[t0,∞), ε̇(t) ∈ L1[t0,∞), а вектор–функция X(t, x) имеет вид (1.3.2)

или является T–периодической по переменной t. Тогда у системы (1.4.28) существуют, во-

обще говоря, решения, которые при t→∞ стремятся к состояниям равновесия усредненной

системы (1.4.29).

1.5 Неавтономный осциллятор Ван дер Поля

В качестве примера использования изложенных в предыдущих разделах результатов мы

рассмотрим уравнение

ẍ+ x = ε(t)(1− x2)ẋ, t ≥ 0, (1.5.1)

где ε(t) — непрерывная функция и ε(t) ≥ 0. Это уравнение рассматривалось в статье [160], в

которой для обоснования полученных результатов приводились соображения частного харак-

тера, близкие в идейном плане к сформулированной нами теореме 1.4.1. В этом разделе мы

уточним соответствующий результат, касающийся асимптотики решений уравнения (1.5.1),

и докажем его глобальный характер.

Тот факт, что любое решение уравнения (1.5.1) ограничено при t ≥ 0, доказывается точно

так же, как и для случая, когда ε(t) ≡ ε > 0, — построением подходящей функции Ляпунова

(см., например, [14]). Пусть
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а). ε(t) ∈ L1[0,∞). Тогда для каждой пары (r, ϕ), где r ≥ 0 и 0 ≤ ϕ < 2π, существует

единственное решение уравнения (1.5.1) с асимптотикой вида

x(t) =
(
r + o(1)

)
cos(t+ ϕ), t→∞. (1.5.2)

Кроме того, любое решение уравнения (1.5.1) в этом случае имеет асимптотику вида (1.5.2) с

некоторыми r и ϕ. Для доказательства соответствующего факта достаточно воспользоваться

результатами из [53, глава X] (см. также [132]). Мы будем рассматривать случай, когда

б). ε(t) /∈ L1[0,∞), ε̇(t) ∈ L1[0,∞) и ε(t) → 0 при t → ∞. Уравнение (1.5.1) запишем в

виде системы ẋ
ẏ

 =

 0 1

−1 0

x
y

+ ε(t)

 0

(1− x2)y

 . (1.5.3)

В системе (1.5.3) сделаем полярную замену:

x(t) = r cos(t+ ϕ), y(t) = −r sin(t+ ϕ).

Приходим к системе

ṙ = ε(t)

[
r

2

(
1− r2

4

)
− r

2
cos 2(t+ ϕ) +

r3

8
cos 4(t+ ϕ)

]
,

ϕ̇ = ε(t)

[
1

2

(
1− r2

2

)
sin 2(t+ ϕ)− r2

8
sin 4(t+ ϕ)

]
.

(1.5.4)

В системе (1.5.4) выполним усредняющую замену переменных:r
ϕ

 =

a
θ

+ ε(t)u1(t, a, θ) + ε2(t)u2(t, a, θ). (1.5.5)

Получим усредненную системуȧ
θ̇

 = ε(t)P1(a) + ε2(t)P2(a) +R(t, a, θ), (1.5.6)

где

P1(a) =

a2
(

1− a2

4

)
0

 , u1(t, a, θ) =

 −a
4

sin 2(t+ θ) +
a3

32
sin 4(t+ θ)

1

4

(
a2

2
− 1

)
cos 2(t+ θ) +

a2

32
cos 4(t+ θ)

 ,

D(t, a, θ)=

1

2
−3a2

8
−cos 2(t+ θ)

2
+

3a2

8
cos 4(t+ θ) a sin 2(t+ θ)−a

3

2
sin 4(t+ θ)

−a
2

sin 2(t+ θ)−a
4

sin 4(t+ θ)

(
1−a

2

2

)
cos 2(t+ θ)−a

2

2
cos 4(t+ θ)

 ,

P2(a) = M
t

[Du1(t, a, θ)] =

 0

−1

8
+

3a2

16
− 11a4

256

 ,
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а функция R(t, a, θ) является гладкой по a и θ, 2π–периодической по переменной θ и удовле-

творяет условию 4 теоремы 1.4.1 по (a, θ). Кроме того, при t→∞ имеет место асимптотиче-

ская оценка

R(t, a, θ) = O
(
ε3(t)

)
+O

(
ε̇(t)
)

(1.5.7)

равномерно по |a| ≤ S̃ и θ ∈ R.

Заметим, что первое уравнение системы (1.5.6) в главной части не зависит от θ, а функ-

ция R(t, a, θ) является периодической по θ. Поэтому мы можем рассмотреть это уравнение

отдельно от второго уравнения системы (1.5.6). Имеем

ȧ = ε(t)
a

2

(
1− a2

4

)
+ R̃(t, a), (1.5.8)

где R̃(t, a) — первая компонента вектора R(t, a, θ(t)).

Пусть сначала ε(t) > 0 при t ≥ t1. Перейдем в уравнении (1.5.8) к новому времени

τ = τ(t) =

t∫
t1

ε(s)ds. (1.5.9)

Приходим к уравнению

a′ =
a

2

(
1− a2

4

)
+ R̂(τ, a). (1.5.10)

Из (1.5.7) следует, что

R̂(τ, a) = O
(
ε2
(
t(τ)

))
+O

(
ε̇
(
t(τ)

)
ε
(
t(τ)

)), (1.5.11)

где t(τ) — функция обратная к (1.5.9). Теорему 1.4.1 мы можем применить теперь к скаляр-

ному уравнению (1.5.10). Невозмущенное уравнение

a′ =
a

2

(
1− a2

4

)
(1.5.12)

имеет два состояния равновесия — a = 0 и a = 2 (нас, естественно, интересуют лишь неот-

рицательные решения уравнения (1.5.12)). Нулевое решение неустойчиво, а решение a = 2

асимптотически устойчиво. Несложно понять, что скалярное уравнение (1.5.10) имеет нуле-

вое решение, которое также неустойчиво (соответствующее многообразие S(τ0) суть точка

a = 0). Используя теорему 1.4.1 применительно к состоянию равновесия a = 2 невозмущенно-

го уравнения (1.5.12), приходим к выводу, что все решения уравнения (1.5.10) с начальными

условиями a(τ0) = a0, где τ0 � 1, а |a0− 2| ≤ δ0 для некоторого достаточно малого δ0, имеют

асимптотику

a(τ) = 2 + o(1), τ →∞. (1.5.13)
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Возвращаясь к переменным r и t, заключаем, что все решения с начальными условиями

r(t0) = r0 (r(t0) =
√
x2(t0) + ẋ2(t0)) имеют асимптотику

r(t) = 2 + o(1), t→∞,

если только t0 достаточно велико, а |r0 − 2| ≤ δ1. Рассмотрим теперь второе из уравнений

системы (1.5.6) и учтем, что для интересующих нас решений a(t) = 2 + o(1).

Если ε2(t) ∈ L1[0,∞), то, интегрируя второе уравнение системы (1.5.6) на промежутке от

t0 до t, заключаем, что

θ(t) = θ0 + o(1), t→∞,

где θ0 — некоторая постоянная, зависящая от начальных условий. Поэтому решения исход-

ного уравнения (1.5.1), для которых |r0− 2| ≤ δ1 и начальный момент времени t0 � 1, имеют

в этом случае следующую асимптотику:

x(t) =
(
2 + o(1)

)
cos(t+ ϕ0 + o(1)), ẋ(t) = −

(
2 + o(1)

)
sin(t+ ϕ0 + o(1)), t→∞,

где 0 ≤ ϕ0 < 2π — некоторая постоянная (зависящая от начальных условий.). Заметим,

что в данном случае главный член асимптотики является 2π–периодической функцией, а,

следовательно, рассматриваемые решения являются асимптотически 2π–периодическими.

Пусть теперь ε2(t) /∈ L1[0,∞). Тогда, интегрируя второе уравнение в системе (1.5.6) на

промежутке от t0 до t, получаем

θ(t) = − 1

16

t∫
t0

ε2(s)ds+ o

 t∫
t0

ε2(s)ds

 , t→∞.

Таким образом, решения уравнения (1.5.1), для которых |r0 − 2| ≤ δ1 и t0 � 1, имеют

следующую асимптотику при t→∞:

x(t) =
(
2 + o(1)

)
cos
(
t+ ϕ(t)

)
, ẋ(t) = −

(
2 + o(1)

)
sin
(
t+ ϕ(t)

)
, (1.5.14)

где

ϕ(t) = − 1

16

t∫
t0

ε2(s)ds+ o

 t∫
t0

ε2(s)ds

 . (1.5.15)

Обсудим далее случай, когда ε(t) может обращаться в нуль в некоторых точках. Разуме-

ется, нас интересует случай, когда существует неограниченно возрастающая последователь-

ность из нулей функции ε(t). В этом случае мы, вообще говоря, не можем сделать замену

времени (1.5.9). Точнее, если интеграл в (1.5.9) есть функция монотонно возрастающая, то

замена времени по-прежнему осуществима. Покажем, как провести исследование в общем
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случае, когда ε(t) ≥ 0 при t ≥ t∗. Пусть h(t) произвольная непрерывная функция, такая что

h(t) > 0, если t ≥ t∗, h(t) → 0 при t → ∞ и h(t), ḣ(t) ∈ L1[t∗,∞). Используя тривиальное

тождество ε(t) = ε(t) + h(t)− h(t), мы можем переписать систему (1.5.4) в следующем виде: ṙ
ϕ̇

 = µ(t)

r2
(

1− r2

4

)
− r

2
cos 2(t+ ϕ) +

r3

8
cos 4(t+ ϕ)

1

2

(
1− r2

2

)
sin 2(t+ ϕ)− r2

8
sin 4(t+ ϕ).

+R1(t, r, ϕ), (1.5.16)

где µ(t) = ε(t) + h(t) > 0 при t ≥ t∗. Поскольку h(t) ∈ L1[t∗,∞), остаточный член R1(t, r, ϕ)

удовлетворяет условиям C.1, C.2, дающим возможность воспользоваться теоремой 1.3.1. Осу-

ществим далее усредняющую замену (1.5.5) с функцией µ(t) вместо ε(t) в системе (1.5.16).

Заменяя всюду ε(t) на µ(t), мы проделаем те же преобразования, что и в случае ε(t) > 0.

Единственное отличие состоит в том, что нам необходимо добавить слагаемое порядка

O
(
h(t)

)
в правую часть формулы (1.5.7), а также слагаемое

O

(
h
(
t(τ)

)
µ
(
t(τ)

))
— в правую часть формулы (1.5.11). Поскольку h(t) ∈ L1[t∗,∞) и h2(t) ∈ L1[t∗,∞), мы

заключаем, что асимптотические формулы (1.5.14), (1.5.15) остаются справедливыми и в

случае, когда ε(t) ≥ 0.

Покажем теперь, что полученные нами асимптотические формулы справедливы для лю-

бого решения уравнения (1.5.1), за исключением нулевого, т. е. требования |r(t0)− 2| ≤ δ1 и

t0 � 1 являются излишними.

Рассмотрим систему

ẋ = f(t, x), (1.5.17)

а также возмущенную систему

ẏ = f(t, y) +R(t, y). (1.5.18)

Здесь

1. f(t, x): {t ≥ t0}×D → Rm, где D — некоторая ограниченная область в Rm, содержащая

внутри точку x = 0, и ∂D — ее граница; функция f(t, x) непрерывна по переменой t;

2. |f(t, x1)− f(t, x2)| ≤ L|x1 − x2|, xj ∈ D, j = 1, 2, L = const;

3. Функция R(t, y): {t ≥ t0} × D → Rm удовлетворяет условиям D.1, D.2 раздела 1.3 в

области D.

Пусть y(t) — решение системы (1.5.18), лежащее в D при всех t ≥ t0. Рассмотрим решение

x(t) системы (1.5.17) с начальным условием

x(t0) = y(t0), t0 ≤ t0.
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Справедлива следующая лемма.

Лемма 1.5.1. Для любых ε > 0 и T > 0 существует достаточно большое t0(T, ε) такое,

что выполнено неравенство

|x(t)− y(t)| < ε, t0 ≤ t ≤ t0 + T.

Для доказательства этой леммы нам потребуется следующий вариант неравенства Гро-

нуолла–Беллмана (см. [161]).

Утверждение 1.5.1. Пусть при t0 ≤ t ≤ t0 + T непрерывная неотрицательная функция

ϕ(t) удовлетворяет неравенству

ϕ(t) ≤ a2(t− t0) + a1

t∫
t0

ϕ(s)ds+ a3

с некоторыми константами a1 > 0, a2 ≥ 0, a3 ≥ 0. Тогда

ϕ(t) ≤
(a2

a1

+ a3

)
ea1(t−t0) − a2

a1

для t0 ≤ t ≤ t0 + T .

Доказательство леммы 1.5.1. Пусть x(t) и y(t) — решения систем (1.5.17) и (1.5.18) соот-

ветственно с начальными условиями x(t0) = y(t0). Вычитая (1.5.17) из (1.5.18) и интегрируя

полученное выражение в промежутке от t0 до t, получаем

y(t)− x(t) =

t∫
t0

[
f(s, y(s))− f(s, x(s)) +R(s, y(s))

]
ds.

В силу наложенных на функции f(s, x) и R(s, y) условий, получаем следующую цепочку

неравенств:

|y(t)− x(t)| ≤ L

t∫
t0

∣∣y(s)− x(s)
∣∣ds+

t∫
t0

∣∣R(s, y(s))−R(s, 0) +R(s, 0)
∣∣ds ≤

≤ L

t∫
t0

∣∣y(s)− x(s)
∣∣ds+

t∫
t0

p(s)|y(s)|ds+

t∫
t0

|R(s, 0)|ds ≤

≤ L

t∫
t0

∣∣y(s)− x(s)
∣∣ds+M

t∫
t0

p(s)ds+

t∫
t0

|R(s, 0)|ds, (1.5.19)

где мы учли, что |y(t)| ≤M при t ≥ t0. Для любой функции p(t) ≥ 0 из класса M0 имеем

t∫
t0

p(s)ds =

t0+n∫
t0

p(s)ds+

t0+n+αt∫
t0+n

p(s)ds,
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где t = t0 + n+ αt, n ∈ {0, 1, 2, . . .}, αt = [0, 1). Тогда

t∫
t0

p(s)ds =
n−1∑
k=0

t0+k+1∫
t0+k

p(s)ds+

t0+n+αt∫
t0+n

p(s)ds.

Для любого ε1 > 0 мы можем выбрать t0 так, чтобы

t+1∫
t

p(s)ds < ε1, t ≥ t0.

Тогда

t∫
t0

p(s)ds ≤
n−1∑
k=0

ε1 + ε1 = (n+ 1)ε1 = (t− t0 − αt + 1)ε1 ≤ (t− t0)ε1 + ε1, t ≥ t0.

Из (1.5.19) в этом случае следует, что

|y(t)− x(t)| ≤ L

t∫
t0

∣∣y(s)− x(s)
∣∣ds+ (M + 1)ε1(t− t0) + (M + 1)ε1, t ≥ t0, (1.5.20)

если t0 � 1. Воспользовавшись утверждением 1.5.1, получим

|y(t)− x(t)| ≤
[
ε1(M + 1)

L
+ ε1(M + 1)

]
eL(t−t0) − ε1(M + 1)

L
≤

≤ ε1(M + 1)

[(
1

L
+ 1

)
eLT − 1

L

]
.

Пусть δ > 0 выбрано так, что

dist
(
y(t), ∂D

)
≥ δ, t0 ≤ t ≤ t0 + T.

Для завершения доказательства осталось выбрать ε1 > 0 из условия

ε1(M + 1)

[(
1

L
+ 1

)
eLT − 1

L

]
< min{δ, ε}.

Лемма доказана. �

Рассмотрим теперь уравнение (1.5.10) и укороченное уравнение (1.5.12). Любое реше-

ние уравнения (1.5.10) c начальным условием a(τ0) = a0 лежит в некоторой ограниченной

области D (поскольку все траектории исходного уравнения (1.5.1) ограничены). Поэтому, со-

гласно лемме 1.5.1, соответствующая траектория сколь угодно долго остается в сколь угодно

малой окрестности решения a∗(τ) укороченного уравнения (1.5.12), если только τ0 � 1 и

a(τ0) = a∗(τ0). Обратимся к укороченному уравнению (1.5.12). Динамика его решений лег-

ко устанавливается. Очевидно, что все решения уравнения (1.5.12) с начальным условием

79



a∗(τ0) = a0, где 0 < R1 ≤ a0 ≤ R2, R1 и R2 — произвольные действительные числа, при

τ ≥ τ0 + T (ε, R1, R2) целиком лежат в полосе

|a− 2| ≤ ε,

где ε > 0 произвольно. В силу автономности уравнения (1.5.12) величина T не зависит от

начального момента времени τ0 и может выбрана одной и той же для всех решений этого

уравнения с начальными условиями

0 < R1 ≤ a∗(τ0) ≤ R2.

Рассмотрим теперь произвольное решение a(τ) уравнения (1.5.10) с каким-нибудь на-

чальным условием a(τ∗) = a0. Это решение при τ ≥ τ∗ целиком лежит в некоторой полосе

0 < R1 ≤ a ≤ R2. Заметим также, что это решение не может сколь угодно близко прибли-

зиться к точке a = 0, так как последняя суть неустойчивое состояние равновесия уравнений

(1.5.10), (1.5.12). Так как решение a(τ) существует при всех τ ≥ τ∗, то, согласно лемме 1.5.1,

начиная с некоторого достаточно большого момента времени, это решение находится сколь

угодно долго в любой сколь угодно малой окрестности некоторого решения укороченного

уравнения (1.5.12). Но последнее обязательно попадет в любую окрестность точки a = 2, а

значит, это случится и с решением уравнения (1.5.10). Дальнейшая динамика этого решения

определяется асимптотической формулой (1.5.13). Осталось заметить, что асимптотические

формулы (1.5.14), (1.5.15) оказываются, таким образом, справедливыми для любого решения

исходного уравнения (1.5.1) (за исключением нулевого решения), так как поведение величи-

ны r(t) при больших t определяется динамикой решений уравнения (1.5.10).

В завершение этого раздела мы сформулируем полученные в нем результаты в виде

теоремы.

Теорема 1.5.1. Пусть в уравнении (1.5.1) функция ε(t) непрерывна и ε(t) ≥ 0 при t ≥ 0.

Предположим, что ε(t) /∈ L1[0,∞), ε̇(t) ∈ L1[0,∞) и ε(t)→ 0, t→∞. Тогда поведение всех

решений уравнения (1.5.1), за исключением нулевого решения, описывается при t → ∞

асимптотическими формулами (1.5.14), (1.5.15).
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Глава 2

О собственных числах одномерного

оператора Дирака с колебательно

убывающим потенциалом

2.1 Постановка задачи

В этой главе изучается одномерный оператор Дирака, действующий в пространстве

L2

(
(0,∞),C2

)
и порожденный дифференциальным выражением

Dy = B
dy

dx
+ U(x)y = λy, y =

y1

y2

 , (2.1.1)

где

B =

 0 1

−1 0

 , U(x) =

u1(x) u2(x)

u2(x) −u1(x)

 . (2.1.2)

Функции u1(x) и u2(x) предполагаются имеющими колебательно убывающую структуру:

u1(x) = − Q(x)

(x+ 1)β
, u2(x) =

P (x)

(x+ 1)α
. (2.1.3)

Здесь 0 < α ≤ 1, 0 < β ≤ 1, а действительные непрерывные функции P (x) и Q(x) являются

или периодическими с периодом T > 0 или тригонометрическими многочленами вида

P (x) =
N∑

j=−N

pje
iωjx, Q(x) =

M∑
j=−M

qje
iνjx, (2.1.4)

где pj, qj ∈ C, ωj, νj ∈ R и, кроме того,

p−j = p̄j, q−j = q̄j, ω−j = −ωj, ν−j = −νj (ωk 6= ωs, νk 6= νs, k 6= s). (2.1.5)

В случае, когда функции P (x) и Q(x) — T–периодические, поставим им в соответствие их

бесконечные ряды Фурье вида (2.1.4).

Оператор Дирака, кроме дифференциального выражения (2.1.1), как правило, включает

в себя краевое условие вида

y1(0) sin ξ + y2(0) cos ξ = 0, ξ ∈ [0, π), (2.1.6)
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которое гарантирует его самосопряженность при подходящем выборе области определения

D (см. [27, 167]). Мы будем игнорировать условие (2.1.6), интересуясь лишь асимптотиче-

ским поведением решений системы дифференциальных уравнений (2.1.1) при x → ∞. В

частности, мы выясним как влияет структура функций P (x) и Q(x) на факт появления у

соответствующей системы уравнений решений из класса L2

(
(0,∞),C2

)
.

Исследованию спектральной задачи (2.1.1), (2.1.6) посвящено большое число работ. От-

метим здесь лишь некоторые из результатов. Спектр оператора (2.1.1), (2.1.6) может быть

устроен весьма разнообразно. Известно [27], что если функции u1(x) и u2(x) в (2.1.2) принад-

лежат классу L1[0,∞), т. е. абсолютно интегрируемы на [0,∞), то спектр оператора Дирака

непрерывен и заполняет всю ось R. В работе [31] дана конструкция примера оператора Ди-

рака, у которого точечный спектр плотно заполняет всю ось R. В статье [54] построены

функции u1(x) и u2(x) такие, что соответствующий оператор Дирака имеет счетное число

собственных значений, лежащих на непрерывном спектре. В [131] изучаются спектральные

свойства оператора Дирака с медленно убывающими функциями u1(x) и u2(x). Показано,

что если u1(x), u2(x) ∈ L2(0,∞), то абсолютно непрерывный спектр оператора Дирака (2.1.1),

(2.1.6) заполняет всю ось R. Кроме того, в работе [131] получена оценка числа собственных

значений у оператора Дирака при некоторых условиях относительно характера убывания

функций u1(x) и u2(x) на бесконечности. Отметим также работы [96, 97]. В статье [96]

автор исследует безмассовый оператор Дирака в R3 с дальнодействующим потенциалом.

Получены условия, при которых указанный оператор имеет абсолютно непрерывный спектр,

заполняющий всю действительную ось. В работе [97] изучается оператор Дирака на полуоси

с различными квадратично суммируемыми потенциалами.

Следует также отметить, что схожие спектральные задачи возникают и для оператора

Шредингера. В этой связи мы сошлемся на обзор работ по этой тематике [98], где отмечены

последние достижения в области изучения спектров операторов Шредингера с убывающими

потенциалами.

Спектральная задача (2.1.1), (2.1.6) в случае, когда функции u1(x) и u2(x) убывают ко-

лебательным образом, рассматривалась несколькими авторами (см. статью [54], а также

ссылки в ней). В нашей работе, по-видимому, впервые рассматривается тот случай, когда

осциллирующие функции P (x) и Q(x) имеют наиболее общую форму. Кроме того, мы пред-

полагаем, что функции u1(x) и u2(x), вообще говоря, убывают на бесконечности с разной

скоростью.

Для изучения задачи (2.1.1), (2.1.6) используются, в основном, методы спектральной тео-

рии обыкновенных дифференциальных операторов (см., например, [27,167]), а также методы
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математической теории рассеяния [42, 61]. Одним из вопросов, который так или иначе воз-

никает при анализе оператора Дирака (2.1.1), (2.1.6), является вопрос о существовании у

системы уравнений (2.1.1) решений из класса L2

(
(0,∞),C2

)
, не обязательно удовлетворя-

ющих краевому условию (2.1.6). Исследованию этого вопроса в случае потенциала (2.1.2),

(2.1.3) и посвящена данная глава. В частности, мы получим явные формулы для тех λ, ко-

торые могут являться собственными числами оператора Дирака (2.1.1), (2.1.6). Кроме того,

будут получены некоторые дополнительные ограничения, которым должны удовлетворять

соответствующие числа λ, а также функции P (x) и Q(x).

Одним из наиболее часто используемых методов асимптотического интегрирования ли-

нейных систем обыкновенных дифференциальных уравнений является метод Харриса–Латса

[116, 117]. Этот метод позволяет эффективно строить асимптотические представления для

фундаментальных решений линейных систем в тех случаях, когда о коэффициентах си-

стемы известна лишь самая общая информация. Недостаток более детальной информации

приводит к необходимости накладывать дополнительные условия на исходные величины, на

их производные или интегралы от них. Мы будем использовать метод асимптотического ин-

тегрирования, изложенный в разделах 1.1 и 1.2. Он позволяет с помощью специальных замен

переменных упростить исходную систему, содержащую колебательно убывающие величины.

Приведенная система проще исходной в том смысле, что не содержит осциллирующих коэф-

фициентов в главной части. Для получения асимптотики ее решений может быть использо-

вана асимптотическая теорема Левинсона. Подобного рода методика оказывается довольно

эффективной для асимптотического исследования решений линейных систем дифференци-

альных уравнений, содержащих колебательно убывающие коэффициенты. В частности, с ее

помощью удалось провести исследование поведения решений одномерного уравнения Шре-

дингера с различного типа осциллирующими потенциалами [33], а также изучить некото-

рые уравнения из класса адиабатических осцилляторов (см. [34, 81]). К последнему типу

уравнений приводит, в частности, анализ спектральной задачи для оператора Шредингера

с потенциалом типа Вигнера–фон Неймана. Более подробно адиабатические осцилляторы

обсуждаются в главе 3.

Дифференциальное выражение (2.1.1) запишем в виде системы обыкновенных дифферен-

циальных уравнений:

y′1 = u2(x)y1 −
(
λ+ u1(x)

)
y2,

y′2 =
(
λ− u1(x)

)
y1 − u2(x)y2.

(2.1.7)

Систему дифференциальных уравнений (2.1.7) будем называть одномерной системой Ди-
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рака. В данной главе мы построим асимптотику решений системы (2.1.7) при x → ∞. В

частности, мы выясним при каких условиях на функции u1(x) и u2(x) вида (2.1.3) у этой

системы могут возникать решения из класса L2

(
(0,∞),C2

)
. Нас в дальнейшем будет ин-

тересовать лишь случай, когда спектральный параметр λ является действительным числом.

Если λ ∈ C не является числом действительным, то соответствующее λ заведомо принадле-

жит резольвентному множеству оператора (2.1.1), (2.1.6) в силу его самосопряженности (см.,

например, [44]). Рассмотрим далее два случая: λ 6= 0 и λ = 0.

Определим далее следующее свойство, которое будет нами использоваться в этой главе.

Свойство A. Будем говорить, что для λ ∈ M , где M — некоторое подмножество R,

выполнено свойство A, если для каждого λ ∈M существует решение (2.1.7), принадлежащее

классу L2

(
(0,∞),C2

)
. Следовательно, для любого λ ∈ M существует ξ ∈ [0, π) (зависящее

от λ) такое, что λ является собственным числом оператора Дирака (2.1.1), (2.1.6).

2.2 Случай λ 6= 0

Поскольку функции u1(x) и u2(x) при x→∞ допускают асимптотическое представление

u1(x) = −Q(x)

xβ
+O

(
x−β−1

)
, u2(x) =

P (x)

xα
+O

(
x−α−1

)
, (2.2.1)

то система (2.1.7) записывается в виде

y′ =
[
−λB + A(x) +R(x)

]
y. (2.2.2)

Здесь матрица B определена в (2.1.2), матрица R(x) ∈ L1[x0,∞) и

A(x) =

 ũ2(x) −ũ1(x)

−ũ1(x) −ũ2(x)

 ,

где

ũ1(x) = −Q(x)

xβ
, ũ2(x) =

P (x)

xα
. (2.2.3)

В системе (2.2.2) осуществим замену y =

 1 1

−i i

 z, в результате которой получим систему

z′ =

λ
 i 0

0 −i

+

 0 ũ2(x)− iũ1(x)

ũ2(x) + iũ1(x) 0

+R1(x)

 z, (2.2.4)

где R1(x) ∈ L1[x0,∞).

Рассмотрим сначала случай, когда функции P (x) и Q(x) являются T–периодическими.
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Утверждение 2.2.1. Если функции P (x) и Q(x) являются T–периодическими, то нену-

левыми собственными числами оператора Дирака (2.1.1), (2.1.6) могут являться лишь

числа вида λ = (π/T )q, q ∈ Z\{0}.

Доказательство. Учитывая (2.2.3), запишем систему (2.2.4) в виде (1.2.3) :

z′ =
[
diag(iλ,−iλ) + A1(x)v1(x) + A2(x)v2(x) +R1(x)

]
z. (2.2.5)

Здесь v1(x) = x−α, v2(x) = x−β и

A1(x) =

 0 P (x)

P (x) 0

 , A2(x) =

 0 iQ(x)

−iQ(x) 0

 . (2.2.6)

Для исследования асимптотики решений системы (2.2.5), мы воспользуемся теоремой 1.2.1,

а также замечанием 2 после этой теоремы. Именно, если

λ 6= πq

T
, q ∈ Z/{0}, (2.2.7)

то в системе (2.2.5) мы можем сделать усредняющую замену

z =
[
I + Y1(x)v1(x) + Y2(x)v2(x) + Y11(x)v2

1(x) + Y12(x)v1(x)v2(x) + Y22(x)v2
2(x) + . . .

]
w.

В результате этой замены мы получим усредненную систему

w′ =
[
diag(iλ,−iλ) + A1v1(x) + A2v2(x) + A11v

2
1(x)+

+ A12v1(x)v2(x) + A22v
2
2(x) + . . .+R2(x)

]
w. (2.2.8)

Здесь A1(j1)2(j2) (j1, j2 ≥ 0) — некоторые постоянные матрицы (мы используем обозначения

из теоремы 1.2.1), R2(x) — некоторая матрица из класса L1[x0,∞) и многоточием обозначены

слагаемые вида

A1(j1)2(j2)v
j1
1 (x)vj22 (x), j1, j2 ≥ 0,

которые не принадлежат L1[x0,∞) и имеют на бесконечности более высокий порядок мало-

сти.

Система (2.2.8) имеет вид (1.1.1) с A0 = diag(iλ,−iλ). Поскольку trA1(x) = trA2(x) = 0

(см. (2.2.6)), то в силу теоремы 1.2.2 все постоянные матрицы A1(j1)2(j2) в (2.2.8) имеют

нулевой след. Кроме того, матрицы A1(x) и A2(x) имеют структуру вида (1.2.27). Следова-

тельно, согласно утверждению 1.2.1, все матрицы A1(j1)2(j2) также имеют вид (1.2.27). Отсюда

следует, что собственные числа матрицы

diag(iλ,−iλ) + A1v1(x) + A2v2(x) + A11v
2
1(x) + A12v1(x)v2(x) + A22v

2
2(x) + . . . (2.2.9)
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являются чисто мнимыми при достаточно больших x. Тогда из теоремы Левинсона выводим,

что фундаментальная матрица системы (2.2.8) имеет следующее асимптотическое представ-

ление при x→∞:

W (x) =
(
I + o(1)

)
exp
{ x∫
x∗

Λ(t)dt
}
. (2.2.10)

Здесь диагональная матрица Λ(x) составлена из собственных чисел матрицы (2.2.9). По-

скольку эти собственные числа являются чисто мнимыми при достаточно больших x, то

из (2.2.10) заключаем, что система (2.2.8) не имеет решений из класса L2

(
(0,∞),C2

)
. Та-

ким образом, оператор Дирака (2.1.1), (2.1.6) в рассматриваемом случае не может иметь

собственных чисел вида (2.2.7). �

Предположим теперь, что функции P (x) и Q(x) являются либо тригонометрическими

многочленами, либо T–периодическими функциями. В последнем случае будем считать, что

параметр λ в системе (2.2.4) имеет вид λ = (π/T )q, q ∈ Z\{0}. В силу утверждения 2.2.1,

только такие значения λ представляют интерес, когда функции P (x) и Q(x) являются T–

периодическими.

В системе (2.2.4) произведем замену z = diag
(
eλix, e−λix

)
w, которая приводит эту систему

к виду

w′ =

 0
(
ũ2(x)− iũ1(x)

)
e−2λix(

ũ2(x) + iũ1(x)
)
e2λix 0

+R2(x)

w, (2.2.11)

где R2(x) ∈ L1[x0,∞). Учитывая (2.2.3), запишем систему (2.2.11) в виде (1.2.3):

w′ =
[
A1(x)v1(x) + A2(x)v2(x) +R2(x)

]
w. (2.2.12)

Здесь v1(x) = x−α, v2(x) = x−β и

A1(x) =

 0 P (x)e−2λix

P (x)e2λix 0

 , A2(x) =

 0 iQ(x)e−2λix

−iQ(x)e2λix 0

 . (2.2.13)

Для исследования поведения решений системы (2.2.12) воспользуемся теоремой 1.2.1. Осу-

ществим в системе (2.2.12) подходящую усредняющую замену вида

w =
[
I+Y1(x)v1(x)+Y2(x)v2(x)+Y11(x)v2

1(x)+Y12(x)v1(x)v2(x)+Y22(x)v2
2(x)+ . . .

]
w1, (2.2.14)

в результате которой получим усредненную систему

w′1 =
[
A1v1(x) + A2v2(x) + A11v

2
1(x) + A12v1(x)v2(x) + A22v

2
2(x) + . . .+R3(x)

]
w1. (2.2.15)
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Здесь A1(j1)2(j2) (j1, j2 ≥ 0) — постоянные матрицы, R3(x) — некоторая матрица из класса

L1[x0,∞), а многоточием обозначены слагаемые вида

A1(j1)2(j2)v
j1
1 (x)vj22 (x), j1, j2 ≥ 0, (2.2.16)

которые не принадлежат L1[x0,∞) и имеют более высокий, нежели выписанные, порядок

малости на бесконечности.

Из формул (1.2.10) и (1.2.11) главы 1 выводим следующие представления для матриц

Y1(j1)2(j2)(x) в замене (2.2.14) и постоянных матриц A1(j1)2(j2) в системе (2.2.15). Имеем,

Y ′1(j1)2(j2) =
l−1∑
r=0

∑
l1+l2=r

ρ(l1)ρ2(l2)6=0

A1(j1−l1)2(j2−l2)(x)Y1(l1)2(l2)(x)−

−
l−1∑
r=0

∑
l1+l2=r

ρ1(l1)ρ2(l2) 6=0

Y1(l1)2(l2)(x)A1(j1−l1)2(j2−l2), j1 + j2 = l. (2.2.17)

Здесь целые числа l1, l2 изменяются от 0 до r включительно. Далее,

A1(j1)2(j2) = M

[
l−1∑
r=0

∑
l1+l2=r

ρ1(l1)ρ2(l2) 6=0

A1(j1−l1)2(j2−l2)(x)Y1(l1)2(l2)(x)

]
, j1 + j2 = l. (2.2.18)

Заметим, что формулы (2.2.17), (2.2.18) можно упростить, если учесть, что в системе (2.2.12)

ненулевыми являются лишь матрицы A1(j1−l1)2(j2−l2)(x), для которых l1 + l2 = l − 1. Таким

образом, l1 = j1− 1 и l2 = j2, или l2 = j2− 1 и l1 = j1. Откуда выводим следующие формулы:

A1(l) = M
[
A1(x)Y1(l−1)(x)

]
, l > 0; (2.2.19)

A2(l) = M
[
A2(x)Y2(l−1)(x)

]
, l > 0; (2.2.20)

A1(j1)2(j2) = M
[
A1(x)Y1(j1−1)2(j2)(x) + A2(x)Y1(j1)2(j2−1)(x)

]
, j1 > 0, j2 > 0. (2.2.21)

Несложные вычисления позволяют получить явные выражения для нескольких первых

матриц. Именно,

A1 = M
[
A1(x)

]
=

 0 M
[
P (x)e−2λix

]
M
[
P (x)e2λix

]
0

 ,

A2 = M
[
A2(x)

]
=

 0 iM
[
Q(x)e−2λix

]
−iM

[
Q(x)e2λix

]
0

 .

(2.2.22)

Если матрицы A1 и (или) A2 равны нулю, то для построения асимптотики решений системы

(2.2.15) необходимо вычислять матрицы более высоких приближений. В частности, если
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A1 = A2 = 0, то

A11 = M
[
A1(x)Y1(x)

]
=

M
[
P (x)e−2λix

∫
P (x)e2λixdx

]
0

0 M
[
P (x)e2λix

∫
P (x)e−2λixdx

]
 ,

A22 = M
[
A2(x)Y2(x)

]
=

M
[
Q(x)e−2λix

∫
Q(x)e2λixdx

]
0

0 M
[
Q(x)e2λix

∫
Q(x)e−2λixdx

]
 .

(2.2.23)

Здесь матрицы Y1(x) и Y2(x) с нулевым средним значением определяются из матричных диф-

ференциальных уравнений Y ′1 = A1(x) и Y ′2 = A2(x), а символом
∫

обозначена первообразная,

имеющая нулевое среднее значение. Наконец, если A1 = A2 = 0, то

A12 = M
[
A1(x)Y2(x) + A2(x)Y1(x)

]
=

d 0

0 d̄

 , (2.2.24)

где

d = M
[
P (x)e−2λix

∫
(−i)Q(x)e2λixdx+ iQ(x)e−2λix

∫
P (x)e2λixdx

]
. (2.2.25)

Поведение решений усредненной системы (2.2.15) будет определяться главным в смысле

асимптотики членом в (2.2.15), т. е. ведущей матрицей. Мы говорим, что матрица Avj11 (x)vj22 (x)

является ведущей, если система (2.2.15) может быть записана в виде

w′1 =
[
A+ V (x)

]
vj11 (x)vj22 (x)w1 +R3(x)w1. (2.2.26)

Здесь A — это некоторая ненулевая постоянная матрица, а V (x) — некоторая матрица,

удовлетворяющая условиям A.2 и A.3 раздела 1.1.

Справедливо следующее утверждение.

Утверждение 2.2.2. Ненулевыми собственными числами оператора Дирака (2.1.1), (2.1.6)

могут быть лишь числа вида

λ =
hi1 + hi2 + . . .+ his

2
, (2.2.27)

где him = ωim или him = νim (m = 1, . . . , s), и число s нечетно.

Доказательство. Заметим, что все постоянные матрицы A1(j1)2(j2) в системе (2.2.15) и все

матрицы Y1(j1)2(j2)(x) в замене (2.2.14) имеют блочную структуру. Точнее, используя индук-

цию, а также формулы (2.2.17), (2.2.19) — (2.2.21), легко показать, что

A1(j1)2(j2) =

0 z

z̄ 0

 , Y1(j1)2(j2)(x) =

 0 y(x)

ȳ(x) 0

 ,
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если число j1 + j2 нечетно, и

A1(j1)2(j2) =

z 0

0 z̄

 , Y1(j1)2(j2)(x) =

y(x) 0

0 ȳ(x)

 , (2.2.28)

если число j1 + j2 четно. Здесь z — некоторое комплексное число, которое зависит от на-

бора индексов
(
1(j1)2(j2)

)
, и y(x) — некоторая комплекснозначная функция, которая также

зависит от набора индексов
(
1(j1)2(j2)

)
.

Предположим, что ведущая матрица Avs11 (x)vs22 (x) в системе (2.2.15) такова, что

A =
∑

A1(j1)2(j2), (2.2.29)

где все суммы индексов j1 + j2 четны. В силу (2.2.28), используя теорему 1.2.2, а также тот

факт, что все постоянные матрицы в усредненной системе (2.2.15) имеют структуру вида

(1.2.27), заключаем, что собственные числа матрицы

A1v1(x) + A2v2(x) + A11v
2
1(x) + A12v1(x)v2(x) + A22v

2
2(x) + . . . (2.2.30)

являются чисто мнимыми при достаточно больших x. Пусть функция vj11 (x)vj22 (x) не принад-

лежит классу L1[x0,∞) (только этот случай представляет интерес). Поскольку ненулевая

матрица A имеет вид (2.2.28) и нулевой след, то ее собственные значения различны. В силу

леммы 1.1.1 система (2.2.26) может быть приведена к L-диагональному виду. Используя тео-

рему Левинсона, получаем асимптотическое представление вида (1.1.8) для фундаментальной

матрицы усредненной системы (2.2.15). В этом представлении элементами диагональной мат-

рицы Λ(x) являются число мнимые собственные значения матрицы (2.2.30), т. е. матрицы[
A+V (x)

]
vj11 (x)vj22 (x). Отсюда следует, что система Дирака (2.1.7) в рассматриваемом случае

не может иметь решений из L2

(
(0,∞),C2

)
.

Таким образом, в представлении (2.2.29) сумма индексов j1 + j2 хотя бы одной из матриц

A1(j1)2(j2) должна быть нечетной. Соответствующая матрица A1(j1)2(j2) может быть ненулевой

лишь для тех значений λ 6= 0, которые имеют вид (2.2.27), где число s = j1 + j2 нечетно.

Последнее вытекает из (2.2.13), а также формул (2.2.17), (2.2.19) — (2.2.21). Отсюда заключа-

ем, что только те λ 6= 0, которые имеют вид (2.2.27), могут являться собственными числами

оператора Дирака (2.1.1), (2.1.6).

Утверждение доказано. �

Для того чтобы сформулировать основной результат данного раздела, введем сперва сле-

дующие обозначения. Положим

Ω1 =
{
λ ∈ R\{0}

∣∣ λ =
ωj
2

для некоторого j ∈ Z
}
,
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Ω2 =
{
λ ∈ R\{0}

∣∣ λ =
νj
2

для некоторого j ∈ Z
}
,

Ω
(1)
2 =

{
λ ∈ R\{0}

∣∣ λ =
νj
2

для некоторого j ∈ Z &
∣∣M[Q(x)e−2λix

]∣∣ > 1

2

}
,

Ω
(2)
2 =

{
λ ∈ R\{0}

∣∣ λ =
νj
2

для некоторого j ∈ Z & λ 6= ωs
2
, s ∈ Z

&
∣∣M[Q(x)e−2λix

]∣∣ > ∣∣∣ 1

2λ

[
p2

0 − 8λ2
∑
j>0

|pj|2

ω2
j − 4λ2

]∣∣∣},
Ω

(3)
2 =

{
λ ∈ R\{0}

∣∣ λ =
νj
2

для некоторого j ∈ Z & λ 6= ωs
2
, s ∈ Z

&

√√√√∣∣M[Q(x)e−2λix
]∣∣2 − ∣∣∣ 1

2λ

[
p2

0 − 8λ2
∑
j>0

|pj|2
ω2
j − 4λ2

]∣∣∣2 > 1

2

}
,

Ω
(4)
2 =

{
λ ∈ R\{0}

∣∣ ∣∣∣M[P (x)e−2λix
]

+ iM
[
Q(x)e−2λix

]∣∣∣ > 1

2

}
,

Ω3 =
{
λ ∈ R\{0}

∣∣ λ =
ωs + ωr + ωq

2
для некоторого s, r, q ∈ Z

}
,

Ω
(1)
3 =

{
λ ∈ R\{0}

∣∣ λ =
ωs + ωr + ωq

2
для некоторого s, r, q ∈ Z

&
∣∣∣ ∑

k,l,m∈Z,
ωk+ωl+ωm=2λ

pkplpm
(ωk − 2λ)(ωm − 2λ)

∣∣∣ > 1

2
& λ 6= ωj

2
, j ∈ Z

}
,

Ω4 =
{
λ ∈ R\{0}

∣∣ λ =
hi1 + hi2 + . . .+ his

2
для некоторых i1, i2, . . . is ∈ Z,

где s ≥ 3 нечетно и him = ωim или him = νim

}
.

Определим также следующие уравнения относительно λ:

p2
0 − 8λ2

∑
j>0

|pj|2

ω2
j − 4λ2

= 0, (2.2.31)

∑
s,r,q∈Z,

ωs+ωr+ωq=2λ

psprpq
(ωs − 2λ)(ωq − 2λ)

= 0, (2.2.32)

∑
s,r∈Z,

ωs+νr=0

psqr(νr − ωs)
(ωs + 2λ)(νr + 2λ)

= 0, (2.2.33)

∣∣M[Q(x)e−2λix
]∣∣− ∣∣∣ 1

2λ

[
p2

0 − 8λ2
∑
j>0

|pj|2

ω2
j − 4λ2

]∣∣∣ = 0, (2.2.34)

− 1

2λ

[
p2

0 − 8λ2
∑
j>0

|pj|2

ω2
j − 4λ2

]
− 1

2λ

[
q2

0 − 8λ2
∑
j>0

|qj|2

ν2
j − 4λ2

]
+

+ Im
[ ∑

s,r∈Z,
ωs+νr=0

psqr(νr − ωs)
(ωs + 2λ)(νr + 2λ)

]
= 0. (2.2.35)

Здесь, разумеется, предполагается, что сумма по пустому множеству индексов равна нулю.

Пусть

Γ1 =
{
λ ∈ R\{0}

∣∣ λ является решением (2.2.31) & λ 6= ωj
2
, j ∈ Z

}
,

90



Γ2 =
{
λ ∈ R\{0}

∣∣ λ является решением (2.2.32) & λ 6= ωj
2
, j ∈ Z

}
,

Γc2 =
{
λ ∈ R\{0}

∣∣ λ не является решением (2.2.32) & λ 6= ωj
2
, j ∈ Z

}
,

Γ3 =
{
λ ∈ R\{0}

∣∣ λ является решением (2.2.33) & λ 6= ωj
2

& λ 6= νj
2
, j ∈ Z

}
,

Γ4 =
{
λ ∈ R\{0}

∣∣ λ является решением (2.2.34) & λ 6= ωj
2
, j ∈ Z

}
,

Γ5 =
{
λ ∈ R\{0}

∣∣ λ является решением (2.2.35) & λ 6= ωj
2

& λ 6= νj
2
, j ∈ Z

}
.

Основной результат этого раздела составляет следующая теорема.

Теорема 2.2.1. Пусть σ′(D) — множество всех ненулевых собственных значений опера-

тора Дирака (2.1.1), (2.1.6) для некоторого фиксированного ξ ∈ [0, π). Тогда справедливы

следующие утверждения.

A.1.1.1. Если α < 2α < β < 1 < 3α, то σ′(D) ⊂ Ω1 ∪ (Ω2 ∩ Γ1) и для λ ∈ Ω1 ∪ (Ω2 ∩ Γ1)

выполнено свойство A.

A.1.1.1’. Если α < 2α < β = 1 < 3α, то σ′(D) ⊂ Ω1 ∪ (Ω
(1)
2 ∩ Γ1) и для λ ∈ Ω1 ∪ (Ω

(1)
2 ∩ Γ1)

выполнено свойство A.

A.1.1.2.1. Если α < 2α < β < 3α < 1 и α+β > 1, то σ′(D) ⊂ Ω1∪ (Ω2∩Γ1)∪ (Ω3∩Γ1∩Γc2).

Кроме того, для λ ∈ Ω1 ∪ (Ω2 ∩ Γ1) ∪ (Ω3 ∩ Γ1 ∩ Γc2) выполнено свойство A.

A.1.1.2.1’. Если α < 2α < β < 3α = 1 и α+ β > 1, то σ′(D) ⊂ Ω1 ∪ (Ω2 ∩ Γ1) ∪ (Ω
(1)
3 ∩ Γ1).

Кроме того, для λ ∈ Ω1 ∪ (Ω2 ∩ Γ1) ∪ (Ω
(1)
3 ∩ Γ1) выполнено свойство A.

A.1.1.2.2. Если α < 2α < β < 3α < 1 и α + β ≤ 1, то σ′(D) ⊂ Ω1 ∪ (Ω2 ∩ Γ1) ∪ (Ω3 ∩

Γ1 ∩ Γc2) ∪ (Ω4 ∩ Γ1 ∩ Γ2 ∩ Γ3). Кроме того, для λ ∈ Ω1 ∪ (Ω2 ∩ Γ1) ∪ (Ω3 ∩ Γ1 ∩ Γc2) выполнено

свойство A.

A.1.2. Если α < 2α < 3α < β < 1, то σ′(D) ⊂ Ω1∪(Ω2∩Γ1∩Γ2)∪(Ω3∩Γ1∩Γc2)∪(Ω4∩Γ1∩Γ2)

и для λ ∈ Ω1 ∪ (Ω3 ∩ Γ1 ∩ Γc2) выполнено свойство A.

A.1.2’. Если α < 2α < 3α < β = 1, то σ′(D) ⊂ Ω1∪(Ω
(1)
2 ∩Γ1∩Γ2)∪(Ω3∩Γ1∩Γc2)∪(Ω4∩Γ1∩Γ2)

и для λ ∈ Ω1 ∪ (Ω3 ∩ Γ1 ∩ Γc2) выполнено свойство A.

A.2.1. Если α < β < 1 < 2α, то σ′(D) ⊂ Ω1∪Ω2 и для λ ∈ Ω1∪Ω2 выполнено свойство A.

A.2.1’. Если α < β = 1 < 2α, то σ′(D) ⊂ Ω1∪Ω
(1)
2 и для λ ∈ Ω1∪Ω

(1)
2 выполнено свойство

A.

A.2.2.1. Если α < β < 2α ≤ 1 и α + β > 1, то σ′(D) ⊂ Ω1 ∪ Ω2. Кроме того, для

λ ∈ Ω1 ∪ Ω2 выполнено свойство A.

A.2.2.2. Если α < β < 2α ≤ 1 и α + β ≤ 1, то σ′(D) ⊂ Ω1 ∪ Ω2 ∪ (Ω4 ∩ Γ1 ∩ Γ3). Кроме

того, для λ ∈ Ω1 ∪ Ω2 выполнено свойство A.
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A.3. Если α < 2α = β < 1, то σ′(D) ⊂ Ω1 ∪Ω
(2)
2 ∪ (Ω2 ∩ Γ4)∪ (Ω4 ∩ Γ4) и для λ ∈ Ω1 ∪Ω

(2)
2

выполнено свойство A.

A.3’. Если α < 2α = β = 1, то σ′(D) ⊂ Ω1 ∪Ω
(3)
2 и для λ ∈ Ω1 ∪Ω

(3)
2 выполнено свойство

A.

B.1. Если α = β < 1 < 2α, то σ′(D) ⊂ Ω1 ∪Ω2 и для λ ∈ Ω1 ∪Ω2 выполнено свойство A.

B.1’. Если α = β = 1 < 2α, то σ′(D) ⊂ Ω
(4)
2 и для λ ∈ Ω

(4)
2 выполнено свойство A.

B.2. Если α = β < 2α ≤ 1, то σ′(D) ⊂ Ω1 ∪ Ω2 ∪ (Ω4 ∩ Γ5) и для λ ∈ Ω1 ∪ Ω2 выполнено

свойство A.

Доказательство. Схема доказательства состоит в следующем. Мы изменяем спектральный

параметр λ в системе Дирака (2.1.7) (а, следовательно, и в усредненной системе (2.2.15)) и

определяем ведущую матрицу в системе (2.2.15). Затем мы находим условия, при которых

эта система имеет решения из класса L2

(
(0,∞),C2

)
.

Мы не будем доказывать каждый пункт теоремы 2.2.1 отдельно. Доказательство прово-

дится одновременно для нескольких пунктов. Это делается следующим образом. Если мы

доказываем пункт, обозначение которого начинается, скажем, с символа A, то это означает,

что мы проводим доказательство для всех пунктов, обозначения которых начинаются с сим-

вола A. Аналогично, если мы доказываем, скажем, пункт A.1, это означает, что мы проводим

доказательство для всех пунктов, обозначения которых начинаются с символов A.1.

A. α < β.

Пусть

M
[
P (x)e−2λix

]
6= 0. (2.2.36)

Очевидно, что условие (2.2.36) эквивалентно тому, что в представлении (2.1.4) функции P (x)

при некотором j соответствующий показатель ωj = 2λ и pj 6= 0, т. е. λ ∈ Ω1. В силу (2.2.22),

(2.2.36) заключаем, что A1 6= 0. В этом случае ведущей матрицей в системе (2.2.15) является

матрица A1v1(x). Следовательно, система (2.2.15) может быть записана в виде (2.2.26), где

A = A1, j1 = 1 и j2 = 0. Собственные числа матрицы A1

µ1,2 = ±
∣∣M[P (x)e−2λix

]∣∣
действительны и различны. Фундаментальная матрица W1(x) системы (2.2.15) допускает

следующее асимптотическое представление при x→∞:

W1(x) =
[
C0 + o(1)

]
exp
{ x1−α

1− α
diag

(
µ1 + o(1), µ2 + o(1)

)}
. (2.2.37)
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Здесь матрица C0 приводит матрицу A1 к диагональному виду. Из представления (2.2.37)

следует, что у одномерной системы Дирака (2.1.7) в рассматриваемом случае всегда суще-

ствуют решения из класса L2

(
(0,∞),C2

)
.

Таким образом, мы заключаем, что в данном случае собственными числами оператора

Дирака (2.1.1), (2.1.6) могут быть числа вида λ = ωj/2 (λ 6= 0). Следовательно, σ′(D) ⊂

Ω1 ∪ . . . и для λ ∈ Ω1 ∪ . . . выполнено свойство A. Здесь многоточием обозначены некоторые

подмножества R, вид которых мы уточним далее.

Продолжим изменять параметр λ и определять вид ведущей матрицы в системе (2.2.15).

Предположим теперь, что

M
[
P (x)e−2λix

]
= 0, (2.2.38)

т. е. λ /∈ Ω1. В этом случае A1 = 0 и необходимо рассмотреть несколько случаев. В каждом из

них вид ведущей матрицы в системе (2.2.15) будет различаться. Рассмотрим лишь некоторые

из них.

A.1. α < 2α < β.

В данном случае главным слагаемым в системе (2.2.15) является матрица A11v
2
1(x). Соб-

ственные числа матрицы A11 (она определяется формулой (2.2.23)) различны и являются чи-

сто мнимыми. Действительно, используя представление (2.1.4) для функции P (x), несложно

установить, что

M
[
P (x)e−2λix

∫
P (x)e2λixdx

]
=

∑
ωs+ωr=0

pspr
(ωr + 2λ)i

= − i

2λ

[
p2

0 − 8λ2
∑
j>0

|pj|2

ω2
j − 4λ2

]
.

Здесь мы учли соотношения (2.1.5). Таким образом, матрица A11 6= 0, если

p2
0 6= 8λ2

∑
j>0

|pj|2

ω2
j − 4λ2

,

т. е. когда λ не является решением уравнения (2.2.31) (напомним также, что для рассматри-

ваемых значений параметра λ имеет место равенство (2.2.38), а, следовательно, λ 6= ωj/2,

j ∈ Z).

Вернемся теперь к усредненной системе (2.2.15). Поскольку матрицы A1(x) и A2(x) в

системе (2.2.12) имеют структуру вида (1.2.27), в силу теоремы 1.2.2 все матрицы Ai1... il в

усредненной системе (2.2.15) также имеют вид (1.2.27). Кроме того, поскольку

trA1(x) = trA2(x) = 0,

то все постоянные матрицы в усредненной системе (2.2.15), согласно теореме 1.2.2, имеют

нулевой след, т.е. trAi1... il = 0. Поэтому собственные числа матрицы (2.2.30) при больших x
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либо действительны и разных знаков, либо являются чисто мнимыми и комплексно сопря-

жены друг другу. Поскольку собственные числа матрицы A11 являются чисто мнимыми, то

собственные числа матрицы (2.2.30) при достаточно больших x также являются чисто мни-

мыми. Следовательно, система (2.2.15) может быть записана в виде (2.2.26), где A = A11,

j1 = 2 и j2 = 0. Таким образом, в силу теоремы Левинсона фундаментальная матрица W1(x)

системы (2.2.15) допускает следующее асимптотическое представление при x→∞:

W1(x) =
[
I + o(1)

]
exp
{ x1−2α

1− 2α
diag

(
iµ+ o(1),−iµ+ o(1)

)}
, (2.2.39)

где

µ = − 1

2λ

[
p2

0 − 8λ2
∑
j>0

|pj|2

ω2
j − 4λ2

]
. (2.2.40)

Таким образом в рассматриваемом случае при условии, что λ не удовлетворяет уравнению

(2.2.31), решений из класса L2

(
(0,∞),C2

)
у системы Дирака (2.1.7) не существует.

Относительно оператора Дирака (2.1.1), (2.1.6) в исследуемой ситуации мы можем сделать

следующий вывод. Если у этого оператора существует собственные числа вида λ 6= ωj/2, то

они обязаны удовлетворять уравнению (2.2.31). Отсюда следует, что σ′(D) ⊂ Ω1 ∪ (Γ1 ∩ . . .)

и для λ ∈ Ω1 ∪ (Γ1 ∩ . . .) выполнено свойство A. В частности, из (2.2.31) выводим, что, если

P (x) — тригонометрический многочлен, то в промежутке

|λ| > max
j>0

|ωj|
2

у оператора Дирака в рассматриваемом случае собственных чисел заведомо не существует.

Следовательно, дальнейшему исследованию подлежат лишь те значения λ, при которых

λ ∈ Γ1. Если λ ∈ Γ1, то ведущей в системе (2.2.15) становится матрица A111v
3
1(x) или (и)

матрица A2v2(x). Перейдем к исследованию этих случаев.

A.1.1. α < 2α < β < 3α.

Ведущей матрицей в системе (2.2.15) является матрица A2v2(x). Собственные числа мат-

рица A2 имееют вид

µ1,2 = ±
∣∣M[Q(x)e−2λix

]∣∣.
Предположим, что

M
[
Q(x)e−2λix

]
6= 0, (2.2.41)

т. е., λ ∈ Ω2. В этом случае мы получаем следующую асимптотику для матрицы W1(x):

W1(x) =
[
C0 + o(1)

]
exp
{

diag
(
µ1 + o(1), µ2 + o(1)

) ∫
x−βdx

}
, x→∞. (2.2.42)
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Здесь матрица C0 приводит матрицу A2 к диагональному виду. Из (2.2.41), (2.2.42) следует,

что система Дирака (2.1.7) имеет решения из класса L2

(
(0,∞),C2

)
, если β < 1. Если β = 1,

то решения такого вида существуют лишь в том случае, когда∣∣M[Q(x)e−2λix
]∣∣ > 1

2
.

Таким образом, мы заключаем, что, если β < 1, то σ′(D) ⊂ Ω1 ∪ (Ω2 ∩ Γ1) ∪ (Γ1 ∩ . . .) и

для λ ∈ Ω1 ∪ (Ω2 ∩ Γ1) ∪ (Γ1 ∩ . . .) выполнено свойство A.

Если β = 1, то 3α > 1 и мы получаем утверждение A.1.1.1’.

A.1.1.1. α < 2α < β < 1 < 3α. (A.1.1.1’. α < 2α < β = 1 < 3α.)

Из отмеченного выше (см. A.1.1.) следует, что нам необходимо рассмотреть лишь случай

λ ∈ Γ1 при условии, что λ /∈ Ω2. В этой ситуации A1 = A11 = A2 = 0, и система (2.2.15)

принимает вид

w′1 = R3(x)w1, (2.2.43)

где R3(x) ∈ L1[x0,∞). В силу теоремы Левинсона фундаментальная матрица этой системы

имеет следующее асимптотическое представление при x→∞:

W1(x) = I + o(1). (2.2.44)

Отсюда выводим, что система Дирака (2.1.7) не имеет решений из класса L2

(
(0,∞),C2

)
в

рассматриваемом случае. Следовательно, оператор Дирака (2.1.1), (2.1.6) не имеет собствен-

ных значений λ, таких что λ ∈ Γ1 и λ /∈ Ω2.

Таким образом, мы заключаем, что, если β < 1, то σ′(D) ⊂ Ω1 ∪ (Ω2 ∩ Γ1) и для λ ∈

Ω1 ∪ (Ω2 ∩ Γ1) выполнено свойство A. Если β = 1, то σ′(D) ⊂ Ω1 ∪ (Ω
(1)
2 ∩ Γ1) и свойство A

имеет место для λ ∈ Ω1 ∪ (Ω
(1)
2 ∩ Γ1).

A.1.1.2. α < 2α < β < 3α ≤ 1.

Из A.1.1. вновь следует, что нам необходимо рассмотреть лишь те значения λ, при кото-

рых λ ∈ Γ1 и λ /∈ Ω2. В этом случае матрицы A1, A11 и A2 являются нулевыми и ведущей

матрицей в системе (2.2.15) становится матрица A111v
3
1(x). Вычисляя матрицу A111, получаем

A111 = M
[
A1(x)Y11(x)

]
, Y ′11 = A1(x)Y1(x), Y ′1 = A1(x).

Откуда

A111 =

0 ς

ς̄ 0

 ,
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где

ς = M
[
P (x)e−2λix

∫
P (x)e2λix

(∫
P (x)e−2λixdx

)
dx
]

=
∑

ωs+ωr+ωq=2λ

psprpq
(ωs − 2λ)(ωq − 2λ)

. (2.2.45)

Собственные числа матрица A111 имеют вид

µ1,2 = ±|ς|. (2.2.46)

Предположим, что ς ∈ Γc2. Тогда фундаментальная матрица W1(x) системы (2.2.15) имеет

следующее асимптотическое представление при x→∞:

W1(x) =
[
C0 + o(1)

]
exp
{

diag
(
µ1 + o(1), µ2 + o(1)

) ∫
x−3αdx

}
. (2.2.47)

Здесь матрица C0 приводит матрицу A111 к диагональному виду. Из (2.2.46), (2.2.47) следует,

что система Дирака (2.1.7) имеет решения из класса L2

(
(0,∞),C2

)
при условии, что 3α < 1.

Если 3α = 1, то решения такого вида существуют лишь в том случае, когда∣∣∣ ∑
k,l,m∈Z,

ωk+ωl+ωm=2λ

pkplpm
(ωk − 2λ)(ωm − 2λ)

∣∣∣ > 1

2
.

Следовательно, если 3α < 1, то σ′(D) ⊂ Ω1 ∪ (Ω2 ∩ Γ1) ∪ (Ω3 ∩ Γ1 ∩ Γc2) ∪ (Γ1 ∩ Γ2 ∩ . . .) и

для λ ∈ Ω1 ∪ (Ω2 ∩ Γ1) ∪ (Ω3 ∩ Γ1 ∩ Γc2) ∪ (Γ1 ∩ Γ2 ∩ . . .) выполнено свойство A.

Если 3α = 1, то α+β > 1 и мы получаем утверждение A.1.1.2.1’., которое рассматривается

ниже.

A.1.1.2.1. α < 2α < β < 3α < 1 и α + β > 1.

(A.1.1.2.1’. α < 2α < β < 3α = 1 и α + β > 1.)

Из A.1.1.2. следует, что нам необходимо рассмотреть лишь те значения параметра λ,

при которых λ ∈ Γ1 ∩ Γ2 и λ /∈ Ω2. Это означает, что матрицы A1, A2, A11 и A111 являются

нулевыми и система (2.2.15) принимает вид (2.2.43). Мы получаем асимптотическую формулу

(2.2.44) для фундаментальной матрицы W1(x) системы (2.2.15).

Отсюда заключаем, что, если 3α < 1, то σ′(D) ⊂ Ω1 ∪ (Ω2 ∩ Γ1) ∪ (Ω3 ∩ Γ1 ∩ Γc2) и

для λ ∈ Ω1 ∪ (Ω2 ∩ Γ1) ∪ (Ω3 ∩ Γ1 ∩ Γc2) выполнено свойство A. Если 3α = 1, то σ′(D) ⊂

Ω1 ∪ (Ω2 ∩ Γ1) ∪ (Ω
(1)
3 ∩ Γ1) и свойство A имеет место для λ ∈ Ω1 ∪ (Ω2 ∩ Γ1) ∪ (Ω

(1)
3 ∩ Γ1).

A.1.1.2.2. α < 2α < β < 3α < 1 и α + β ≤ 1.

Из A.1.1.2. вновь следует, что нам необходимо рассмотреть лишь те значения параметра

λ, при которых λ ∈ Γ1∩Γ2 и λ /∈ Ω2. Как и ранее, это означает, что матрицы A1, A2, A11 и A111
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в системе (2.2.15) являются нулевыми. Следовательно, ведущей матрицей в системе (2.2.15)

становится матрица A12v1(x)v2(x). Собственные числа матрицы A12, которая описывается

формулой (2.2.24), имеют вид

µ1,2 = ±i Im d. (2.2.48)

Здесь величина d определяется формулой (2.2.25). Заметим, что величина d является чи-

сто мнимой, поскольку в силу теоремы 1.2.2 имеет место равенство trA12 = 0. Несложно

получить следующее представление для этой величины:

d =
∑

ωs+νr=0

psqr(νr − ωs)
(ωs + 2λ)(ωr + 2λ)

. (2.2.49)

Предположим, что λ /∈ Γ3. Тогда d 6= 0 и фундаментальная матрица системы (2.2.15) имеет

следующее асимптотическое представление при x→∞:

W1(x) =
[
I + o(1)

]
exp
{

diag
(
µ1 + o(1), µ2 + o(1)

) ∫
x−(α+β)dx

}
,

где µ1 и µ2 определяются по формуле (2.2.48). В этом случае у системы (2.1.7) не существует

решений из класса L2

(
(0,∞),C2

)
.

Таким образом, если у оператора Дирака (2.1.1), (2.1.6) существует собственные значения

λ, такие что λ ∈ Γ1 ∩ Γ2 и λ /∈ Ω2, то они обязаны принадлежать множеству Γ3. Учитывая

утверждение 2.2.2, мы заключаем, что σ′(D) ⊂ Ω1∪(Ω2∩Γ1)∪(Ω3∩Γ1∩Γc2)∪(Ω4∩Γ1∩Γ2∩Γ3).

Поскольку мы не знаем, для каких именно значений λ из множества Ω4∩Γ1∩Γ2∩Γ3 у системы

Дирака (2.1.7) существуют решения из класса L2

(
(0,∞),C2

)
, мы можем утверждать лишь

следующее. Свойство A выполнено для λ ∈ Ω1 ∪ (Ω2 ∩ Γ1) ∪ (Ω3 ∩ Γ1 ∩ Γc2).

A.1.2. α < 2α < 3α < β < 1. (A.1.2’. α < 2α < 3α < β = 1.)

Из A.1. заключаем, что нам следует рассмотреть случай λ ∈ Γ1. Тогда A1 = A11 = 0

и ведущей матрицей в системе (2.2.15) является матрица A111v
3
1(x). Проводя рассуждения

аналогичные тем, что были сделаны в пункте A.1.1.2., мы получаем асимптотическую фор-

мулу (2.2.47) для фундаментальной матрицы W1(x) системы (2.2.15), где µ1 и µ2 имеют вид

(2.2.46). Таким образом, система Дирака (2.1.7) имеет решения из класса L2

(
(0,∞),C2

)
,

если λ ∈ Ω3 ∩ Γ1 ∩ Γc2.

Предположим теперь, что λ ∈ Γ1 ∩ Γ2. В этом случае A1 = A11 = A111 = 0 и, в дей-

ствительности, мы не знаем, какая матрица в системе (2.2.15) является ведущей. Это может

быть матрица вида A1(l)v
l
1(x), l ≥ 4 или матрица A2v2(x). Таким образом, для того чтобы

получить более детальную информацию о существовании у системы Дирака (2.1.7) решений
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из класса L2

(
(0,∞),C2

)
, нам необходимо указать дополнительные неравенства относительно

параметров α и β.

Отсюда следует, что не имея необходимой информации о ведущем слагаемом в системе

(2.2.15) в случае λ ∈ Γ1 ∩ Γ2, мы можем утверждать лишь следующее. Если β < 1, то

σ′(D) ⊂ Ω1 ∪ (Ω2 ∩ Γ1 ∩ Γ2) ∪ (Ω3 ∩ Γ1 ∩ Γc2) ∪ (Ω4 ∩ Γ1 ∩ Γ2) и для λ ∈ Ω1 ∪ (Ω3 ∩ Γ1 ∩ Γc2)

выполнено свойство A. Если β = 1, то σ′(D) ⊂ Ω1∪(Ω
(1)
2 ∩Γ1∩Γ2)∪(Ω3∩Γ1∩Γc2)∪(Ω4∩Γ1∩Γ2)

и свойство A имеет место для λ ∈ Ω1 ∪ (Ω3 ∩ Γ1 ∩ Γc2).

A.2. α < β < 2α.

Из A. выводим, что нас интересуют лишь значения λ /∈ Ω1. Ведущей матрицей в системе

(2.2.15) является матрица A2v2(x). Дальнейшие наши действия аналогичны случаю A.1.1.

Мы заключаем, что, если β < 1, то σ′(D) ⊂ Ω1 ∪ Ω2 ∪ . . . и для λ ∈ Ω1 ∪ Ω2 ∪ . . . выполнено

свойство A.

Случай β = 1 влечет 2α > 1 и мы приходим к утверждению A.2.1’.

A.2.1. α < β < 1 < 2α. (A.2.1’. α < β = 1 < 2α.)

Предположим теперь, что λ /∈ Ω1 ∪Ω2. В этом случае система (2.2.15) имеет вид (2.2.43).

Из теоремы Левинсона следует, что фундаментальная матрица этой системы имеет асимп-

тотику вида (2.2.44) при x → ∞. Следовательно, при условии λ /∈ Ω1 ∪ Ω2 система Дирака

(2.1.7) не имеет решений из класса L2

(
(0,∞),C2

)
. Отсюда выводим, что, если β < 1, то

σ′(D) ⊂ Ω1 ∪Ω2 и для λ ∈ Ω1 ∪Ω2 имеет место свойство A. Если β = 1, то σ′(D) ⊂ Ω1 ∪Ω
(1)
2

и свойство A выполнено для λ ∈ Ω1 ∪ Ω
(1)
2 .

A.2.2.1. α < β < 2α ≤ 1 и α + β > 1.

В силу A.2. нам следует рассмотреть лишь значения λ /∈ Ω1 ∪ Ω2. Система (2.2.15)

принимает следующий вид:

w′1 =
[
A11v

2
1(x) +R3(x)

]
w1, (2.2.50)

где R3(x) ∈ L1[x0,∞). Если λ /∈ Γ1, то A11 6= 0 (см. A.1.). Используя теорему Левинсона,

получаем следующее асимптотическое представление для фундаментальной матрицы W1(x)

системы (2.2.50) при x→∞:

W1(x) =
[
I + o(1)

]
exp
{

diag
(
iµ,−iµ

) ∫
x−2αdx

}
.

Здесь величина µ описывается формулой (2.2.40). Следовательно, система Дирака (2.1.7) не

имеет решений из класса L2

(
(0,∞),C2

)
при условии λ /∈ Γ1.
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Если λ ∈ Γ1, то A11 = 0 и система (2.2.50) (а, значит, и система (2.2.15)) имеет вид

(2.2.43). Мы имеем тогда асимптотическую формулу (2.2.44) для фундаментальной матрицы

W1(x) системы (2.2.15). Поэтому, если λ ∈ Γ1, то система Дирака (2.1.7) также не имеет

решений из класса L2

(
(0,∞),C2

)
.

Отсюда заключаем, что σ′(D) ⊂ Ω1 ∪ Ω2 и для λ ∈ Ω1 ∪ Ω2 имеет место свойство A.

A.2.2.2. α < β < 2α ≤ 1 и α + β ≤ 1.

Как и в ситуации выше, нам необходимо рассмотреть случай λ /∈ Ω1 ∪ Ω2. Ведущей

матрицей в системе (2.2.15) является матрица A11v
2
1(x). Действуя так же, как и в A.1.,

приходим к выводу, что, если λ /∈ Γ1, то у системы Дирака (2.1.7) нет решений из класса

L2

(
(0,∞),C2

)
. Таким образом, нам необходимо рассмотреть случай λ ∈ Γ1.

Если λ ∈ Γ1, то матрица A12v1(x)v2(x) является ведущей матрицей в системе (2.2.15).

Рассуждая так же, как и в случае A.1.1.2.2., заключаем, что если λ /∈ Γ3, то система Дирака

(2.1.7) не имеет решений из класса L2

(
(0,∞),C2

)
.

Из утверждения 2.2.2 тогда следует, что σ′(D) ⊂ Ω1 ∪ Ω2 ∪ (Ω4 ∩ Γ1 ∩ Γ3). Мы не имеем

достаточной информации в случае, когда λ /∈ Ω1 ∪ Ω2 и λ ∈ Γ1 ∩ Γ3. Поэтому мы можем

утверждать лишь, что свойство A имеет место для λ ∈ Ω1 ∪ Ω2.

A.3. α < 2α = β < 1 (A.3’. α < 2α = β = 1.)

Из утверждения A. следует, что нам необходимо рассмотреть случай λ /∈ Ω1. Главным

слагаемым в системе (2.2.15) становится матрица A11v
2
1(x) + A2v2(x). Собственные числа

матрицы

A11 + A2 =

M
[
P (x)e−2λix

∫
P (x)e2λixdx

]
iM
[
Q(x)e−2λix

]
−iM

[
Q(x)e2λix

]
M
[
P (x)e2λix

∫
P (x)e−2λixdx

]


определяются как корни характеристического многочлена

p(z) = z2 + µ2 − |qj|2.

Здесь qj = M
[
Q(x)e−2λix

]
, а величина µ определяется формулой (2.2.40). Пусть

|µ| 6= |qj|,

т. е. λ /∈ Γ4. Рассмотрим два случая.

• |qj| > |µ|.
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Собственные числа матрицы A11 + A2 имеют вид

µ1,2 = ±
√(
|qj|2 − µ2

)
. (2.2.51)

Действуя также, как и в предыдущих случаях, получаем асимптотическое представление

(2.2.42) для фундаментальной матрицы W1(x) системы (2.2.15) при x → ∞. На сей раз в

формуле (2.2.42) матрица C0 приводит к диагональному виду матрицу A11 +A2, а величины

µ1,2 определяются формулой (2.2.51). Из представления (2.2.42) следует, что у одномерной

системы Дирака (2.1.7) в рассматриваемом случае всегда существуют решения из класса

L2

(
(0,∞),C2

)
, если β < 1. Если же β = 1, то подобные решения существуют лишь при

условии, что √(
|qj|2 − µ2

)
>

1

2
.

Поскольку неравенство |qj| > |µ| возможно лишь в том случае, когда qj 6= 0, мы заклю-

чаем, что в рассматриваемом случае непустое множество Ω
(2)
2 может содержать собственные

значения оператора Дирака (2.1.1), (2.1.6).

• |qj| < |µ|.

Собственные числа матрицы A11 + A2 имеют вид

µ1,2 = ±i
√(

µ2 − |qj|2). (2.2.52)

Для фундаментальной матрицы W1(x) системы (2.2.15) получаем асимптотическое представ-

ление (2.2.42) при x → ∞. В формуле (2.2.42) матрица C0 приводит матрицу A11 + A2 к

диагональному виду, а величины µ1,2 определяются выражением (2.2.52). В данной ситуа-

ции у одномерной системы Дирака (2.1.7) решений из класса L2

(
(0,∞),C2

)
не существует.

Таким образом, в этом случае числа вида λ = νj/2 (λ 6= 0) не могут являться собственными

числами оператора Дирака (2.1.1), (2.1.6).

Объединяя вместе полученные результаты, приходим к следующему выводу. Предполо-

жим сначала, что 2α = β = 1. Тогда система (2.2.15) имеет вид

w′1 =
[
(A11 + A2)x−1 +R3(x)

]
w1, (2.2.53)

где R3(x) ∈ L1[x0,∞). Как мы установили выше, если λ ∈ Ω
(3)
2 , то система (2.2.53) (а,

следовательно, и система Дирака (2.1.7)) имеет решения из класса L2

(
(0,∞),C2

)
. Пусть

λ /∈ Ω1 и λ /∈ Ω
(3)
2 . Если |qj| < |µ|, то соответствующее значение λ не является собственным

значением оператора Дирака (2.1.1), (2.1.6). Таким образом, нам осталось лишь изучить
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случай |qj| = |µ|, т.е. тот случай, когда λ ∈ Γ4. В этой ситуации собственные числа матрицы

A11 +A2 равны нулю, а сама эта матрица либо является нулевой, либо подобна жордановой

клетке

J =

0 1

0 0

 . (2.2.54)

Если матрица A11 + A2 нулевая, то система (2.2.53) имеет вид (2.2.43). В этом случае для

фундаментальной матрицы W1(x) системы (2.2.53) при x→∞ справедливо асимптотическое

представление (2.2.44). Следовательно, система Дирака (2.1.7) в этой ситуации решений

из класса L2

(
(0,∞),C2

)
не имеет. Если же матрица A11 + A2 подобна матрице (2.2.54), то

система (2.2.53) заменой w1 = Cw2, где C некоторая постоянная невырожденная матрица,

приводится к виду

w′2 =
[
Jx−1 +R4(x)

]
w2. (2.2.55)

Здесь R4(x) ∈ L1[x0,∞) и, более того, можно показать, что R4(x) = O
(
x−p
)

для некоторого

p > 1. Асимптотика фундаментальной матрицы системы (2.2.55) строится точно так же, как

и в случае системы (3.13) из работы [81]. Нетрудно показать, что в этой ситуации система

(2.2.55) (а, значит, и система Дирака (2.1.7)) не имеет решений из класса L2

(
(0,∞),C2

)
.

Таким образом, мы заключаем, что, если β = 1, то σ′(D) ⊂ Ω1 ∪ Ω
(3)
2 и для λ ∈ Ω1 ∪ Ω

(3)
2

выполнено свойство A.

Предположим теперь, что 2α = β < 1. Используя полученные выше результаты, заклю-

чаем следующее. Если λ /∈ Ω
(2)
2 и λ /∈ Ω1, то собственными значениями оператора Дирака

могут быть лишь значения λ ∈ Γ4. Этот случай в работе не изучается. Принимая во внима-

ние утверждение 2.2.2, приходим к выводу, что σ′(D) ⊂ Ω1 ∪Ω
(2)
2 ∪ (Ω2 ∩Γ4)∪ (Ω4 ∩Γ4) и для

λ ∈ Ω1 ∪ Ω
(2)
2 выполнено свойство A.

B. α = β.

В данной ситуации функции v1(x) и v2(x) тождественно совпадают. Матрица (2.2.30)

приобретает следующий вид:

(
A1 + A2

)
v1(x) +

(
A11 + A12 + A22

)
v2

1(x) + . . . . (2.2.56)

Главным слагаемым в системе (2.2.15) является матрица
(
A1+A2

)
v1(x). Эта матрица отлична

от нулевой при условии, что

M
[
P (x)e−2λix

]
6= 0 или M

[
Q(x)e−2λix

]
6= 0, (2.2.57)
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т. е. в том случае, когда λ ∈ Ω1 ∪ Ω2. Собственные числа матрицы A1 + A2 имеют вид

µ1,2 = ±|ps + iqr|,

где

ps = M
[
P (x)e−2λix

]
, qr = M

[
Q(x)e−2λix

]
.

Фундаментальная матрица W1(x) системы (2.2.15) допускает следующее асимптотическое

представление при x→∞:

W1(x) =
[
C0 + o(1)

]
exp
{

diag
(
µ1 + o(1), µ2 + o(1)

) ∫
x−αdx

}
. (2.2.58)

Здесь матрица C0 приводит матрицу A1+A2 к диагональному виду. Из представления (2.2.58)

следует, что у одномерной системы Дирака (2.1.7) при условии (2.2.57) всегда существуют

решения из класса L2

(
(0,∞),C2

)
, если α < 1. Если же α = 1, то эти решения существуют

лишь тогда, когда

|ps + iqr| >
1

2
, (2.2.59)

т. е. при выполнении условия λ ∈ Ω
(4)
2 .

Следовательно, в рассматриваемой ситуации собственными значениями оператора Дирака

(2.1.1), (2.1.6) могут быть точки множества Ω1 ∪ Ω2. Таким образом, если α < 1, то σ′(D) ⊂

Ω1 ∪ Ω2 ∪ . . . и для λ ∈ Ω1 ∪ Ω2 ∪ . . . выполнено свойство A. Если α = 1, то 2α > 1 и мы

получаем утверждение B.1’.

Очевидно, что далее нам необходимо рассмотреть случай

λ /∈ Ω1 ∪ Ω2.

Матрица A1 + A2 становится тогда нулевой матрицей, а ведущий член в системе (2.2.15)

имеет вид (
A11 + A12 + A22

)
v2

1(x).

Необходимо рассмотреть два варианта.

B.1. α = β < 1 < 2α. (B.1’. α = β = 1 < 2α.)

Система (2.2.15) имеет вид (2.2.43). Следовательно, фундаментальная матрица этой си-

стемы имеет асимптотику вида (2.2.44) при x → ∞. Это, в свою очередь, означает что

система Дирака (2.1.7) не имеет решений из класса L2

(
(0,∞),C2

)
, если λ /∈ Ω1∪Ω2. Отсюда

выводим, что, если α < 1, то σ′(D) ⊂ Ω1 ∪Ω2 и для λ ∈ Ω1 ∪Ω2 выполнено свойство A. Если

же α = 1, то σ′(D) ⊂ Ω
(4)
2 и свойство A выполнено для λ ∈ Ω

(4)
2 .
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B.2. α = β < 2α ≤ 1.

Из B. следует, что нам следует рассмотреть лишь те значения λ, при которых λ /∈ Ω1∪Ω2.

Собственные числа матрицы A11 + A22 + A12 чисто мнимые. Именно,

µ1,2 = ±i
(
µ+ ϕ+ Im d). (2.2.60)

Здесь µ определяется формулой (2.2.40); ϕ также определяется формулой (2.2.40), в кото-

рой коэффициенты pj надо заменить на qj, а показатели ωj — на νj. Наконец, величина d

определяется формулой (2.2.25) (см. также формулу (2.2.49)).

Пусть

µ+ ϕ+ Im d 6= 0,

т. е. λ /∈ Γ5. Тогда для фундаментальной матрицы W1(x) системы (2.2.15) справедливо сле-

дующее асимптотическое представление x→∞:

W1(x) =
[
I + o(1)

]
exp
{

diag
(
µ1 + o(1), µ2 + o(1)

) ∫
x−2αdx

}
.

Здесь µ1,2 определяются формулой (2.2.60). Таким образом, в этой ситуации у системы

Дирака (2.1.7) решений из класса L2

(
(0,∞),C2

)
не существует.

Следовательно, если у оператора Дирака (2.1.1), (2.1.6) имеются собственные значения

λ, такие что λ /∈ Ω1 ∪ Ω2, они обязаны принадлежать множеству Γ5. Наконец, используя

утверждение 2.2.2, заключаем, что σ′(D) ⊂ Ω1 ∪ Ω2 ∪ (Ω4 ∩ Γ5) и для λ ∈ Ω1 ∪ Ω2 выполнено

свойство A.

Теорема доказана. �

Замечание 1. Теорема 2.2.1 не покрывает случай β < α. Эта ситуация разбирается анало-

гично случаю α < β и при необходимости соответствующие исследования могут быть без

труда проведены.

Замечание 2. Предположим, что число λ вида (2.2.27) фиксировано. Тогда, для того чтобы

при этом значении спектрального параметра система Дирака (2.1.7) имела решения из класса

L2

(
(0,∞),C2

)
, должны быть выполнены дополнительные условия. Во-первых, необходимо,

чтобы матрица A1(j1)2(j2), где s = j1 + j2 нечетно, была бы ведущей матрицей (одной из

ведущих) в системе (2.2.15). Это означает, что все матрицы в системе (2.2.15), имеющие

более низкий порядок малости на бесконечности, должны быть нулевыми. Таким образом,

мы получаем равенства вида «M[ · ] = 0», а, следовательно, и уравнения, которым должен

удовлетворять параметр λ (см. уравнения (2.2.31) — (2.2.35)). Во-вторых, необходимо, чтобы
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матрица A1(j1)2(j2) была бы ненулевой. Это влечет появление неравенств вида «M[ · ] 6= 0» (т. е.

условий того плана, что λ не является решением некоторого уравнения вида «M[ · ] = 0»).

Наконец, необходимо потребовать, чтобы произведение vj11 (x)vj22 (x) не принадлежало классу

L1[x0,∞) (отсюда получаем неравенства вида j1α + j2β ≤ 1).

2.3 Случай λ = 0

Система Дирака (2.1.7) приобретает следующий вид:

y′1 = u2(x)y1 − u1(x)y2,

y′2 = −u1(x)y1 − u2(x)y2,
(2.3.1)

где функции u1(x) и u2(x) определяются формулами (2.1.3). Учитывая асимптотические пред-

ставления (2.2.1), представим эту систему в виде (1.2.3):

y′ =
[
A1(x)v1(x) + A2(x)v2(x) +R(x)

]
y. (2.3.2)

Здесь v1(x) = x−α, v2(x) = x−β,

A1(x) = P (x)Â1, A2(x) = Q(x)Â2, Â1 =

1 0

0 −1

 , Â2 =

0 1

1 0

 (2.3.3)

и R(x) ∈ L1[x0,∞). В системе (2.3.2) сделаем подходящую усредняющую замену вида

y =
[
I + Y1(x)v1(x) + Y2(x)v2(x) + Y11(x)v2

1(x) + Y12(x)v1(x)v2(x) + Y22(x)v2
2(x) + . . .

]
w, (2.3.4)

в результате которой получим усредненную систему

w′ =
[
A1v1(x) + A2v2(x) + A11v

2
1(x) + A12v1(x)v2(x) + A22v

2
2(x) + . . .+R1(x)

]
w. (2.3.5)

Здесь A1(j1)2(j2) (j1, j2 ≥ 0) — постоянные матрицы, R1(x) — некоторая матрица из клас-

са L1[x0,∞), а многоточием обозначены слагаемые вида (2.2.16), которые не принадлежат

классу L1[x0,∞) и имеют более высокий, нежели выписанные, порядок малости на беско-

нечности. Матрицы A1 и A2 определяются следующими формулами:

A1 = M
[
A1(x)

]
= p0Â1, A2 = q0Â2, p0 = M

[
P (x)

]
, q0 = M

[
Q(x)

]
. (2.3.6)

Для дальнейшего изложения нам потребуется установить справедливость одного вспомо-

гательного утверждения. Определим следующие функции:

F1(x) =

∫
P (x)dx, F2(x) =

∫
P (x)F1(x)dx, . . . Fn(x) =

∫
P (x)Fn−1(x)dx, . . . .

(2.3.7)
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Здесь в качестве первообразной на каждом шаге выбирается периодическая или почти пери-

одическая функция с нулевым средним значением, т. е.

M
[
Fk(x)

]
= 0, k = 1, 2, . . . .

Возможность построения последовательности функций (2.3.7) обосновывается в следующем

утверждении.

Утверждение 2.3.1. Пусть M
[
P (x)

]
= 0. Тогда для любого k = 0, 1, 2 . . . имеет место

равенство

M
[
P (x)Fk(x)

]
= 0, (2.3.8)

где F0(x) = 1.

Доказательство. Воспользуемся индукцией по k. При k = 0 утверждение очевидно. Пред-

положим, что периодическая или почти периодическая функция Fk(x) уже определена.. По-

кажем, что можно определить функцию Fk+1(x) по формуле (2.3.7), т. е. установим справед-

ливость равенства (2.3.8). В силу формулы (2.3.7) имеем

F ′l = P (x)Fl−1, l = 1, 2, . . . , k. (2.3.9)

Далее,

M
[
P (x)Fk(x)

]
= lim

T→∞

1

T

T∫
0

P (x)Fk(x)dx = lim
T→∞

1

T
F1(x)Fk(x)

∣∣∣∣T
0

− lim
T→∞

1

T

T∫
0

F1(x)PFk−1(x)dx.

Здесь мы просто воспользовались интегрированием по частям и формулой (2.3.9). Посколь-

ку функции Fl(x) (l = 0, 1, . . . , k), будучи почти периодическими, ограничены, то первое

слагаемое в этом соотношении равно нулю. Следовательно,

M
[
P (x)Fk(x)

]
= −M

[
P (x)F1(x)Fk−1(x)

]
. (2.3.10)

Вновь интегрируя по частям, получаем

M
[
P (x)F1(x)Fk−1(x)

]
= −M

[
F1(x)

(
F1(x)Fk−1(x)

)′]
=

= −M
[
P (x)F1(x)Fk−1(x)

]
−M

[
P (x)F 2

1 (x)Fk−2(x)
]
.

Из этого равенства выводим

M
[
P (x)F1(x)Fk−1(x)

]
= −1

2
M
[
P (x)F 2

1 (x)Fk−2(x)
]
.
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Учитывая (2.3.10), приходим к выводу, что

M
[
P (x)Fk(x)

]
=

1

2
M
[
P (x)F 2

1 (x)Fk−2(x)
]
. (2.3.11)

Действуя аналогично, на следующем шаге получаем

M
[
P (x)F 2

1 (x)Fk−2(x)
]

= −M
[
F1(x)

(
F 2

1 (x)Fk−2(x)
)′]

=

= −2 M
[
P (x)F 2

1 (x)Fk−2(x)
]
−M

[
P (x)F 3

1 (x)Fk−3(x)
]
.

Отсюда следует, что

M
[
P (x)F 2

1 (x)Fk−2(x)
]

= −1

3
M
[
P (x)F 3

1 (x)Fk−3(x)
]
.

Учитывая (2.3.11), заключаем, что

M
[
P (x)Fk(x)

]
= −1

6
M
[
P (x)F 3

1 (x)Fk−3(x)
]
.

Продолжая этот процесс, на (k − 1)-ом шаге приходим к формуле

M
[
P (x)Fk(x)

]
=

(−1)k−1

(k − 1)!
M
[
P (x)F k−1

1 (x)F1(x)
]

=
(−1)k−1

(k − 1)!
M
[
P (x)F k

1 (x)
]
, (2.3.12)

а на следующем, k-ом, шаге получаем равенство вида

M
[
P (x)Fk(x)

]
=

(−1)k

k!
M
[
P (x)F k

1 (x)
]
. (2.3.13)

Приравнивая правые части в формулах (2.3.12) и (2.3.13) друг другу, получаем

M
[
P (x)F k

1 (x)
]

= 0.

Из формулы (2.3.13) тогда вытекает требуемый результат. Утверждение доказано. �

Определим следующие условия:

M
[
P (x)

]
= M

[
Q(x)

]
= 0, (2.3.14)

M
[
P (x)

∫
Q(x)dx

]
= 0. (2.3.15)

Основным результатом для случая λ = 0 является следующая теорема.

Теорема 2.3.1. Пусть σ(D) — множество всех собственных значений оператора Дирака

(2.1.1), (2.1.6) для некоторого фиксированного ξ ∈ [0, π). Тогда справедливы следующие

утверждения.

A. Пусть α < β < 1, тогда, если M
[
P (x)

]
6= 0 или M

[
Q(x)

]
6= 0, то для λ = 0 выполнено

свойство A.
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A’. Пусть α < β = 1, тогда, если M
[
P (x)

]
6= 0 или

∣∣M[Q(x)
]∣∣ > 1/2, то для λ = 0

выполнено свойство A. В противном случае {λ = 0} /∈ σ(D).

A.1. Пусть α < β ≤ 1 и α + β > 1. Тогда, если выполнено условие (2.3.14), то

{λ = 0} /∈ σ(D).

A.2. Пусть α < β < 1 и α + β ≤ 1. Тогда, если выполнено условие (2.3.14), а условие

(2.3.15) не выполнено, то {λ = 0} /∈ σ(D).

A.2.1. Пусть α < β < 1, α+ β ≤ 1 и 2α+ β > 1. Тогда, если выполнено условие (2.3.14),

то {λ = 0} /∈ σ(D).

A.2.2. Пусть α < β < 1 и 2α + β < 1. Тогда, если выполнены условия (2.3.14), (2.3.15)

и M
[
Q(x)

(∫
P (x)dx

)2] 6= 0, то для λ = 0 имеет место свойство A.

A.2.2’. Пусть α < β < 1 и 2α + β = 1. Тогда, если выполнены условия (2.3.14), (2.3.15)

и
∣∣M[Q(x)

(∫
P (x)dx

)2]∣∣ > 1/4, то для λ = 0 имеет место свойство A. Кроме того, если

выполнены условия (2.3.14), (2.3.15) и
∣∣M[Q(x)

(∫
P (x)dx

)2]∣∣ ≤ 1/4, то {λ = 0} /∈ σ(D).

B. Пусть α = β < 1, тогда, если M
[
P (x)

]
6= 0 или M

[
Q(x)

]
6= 0, то для λ = 0 выполнено

свойство A.

B’. Пусть α = β = 1, тогда, если
√(

M
[
P (x)

])2
+
(
M
[
Q(x)

])2
> 1/2, то для λ = 0

выполнено свойство A. В противном случае {λ = 0} /∈ σ(D).

B.1. Пусть α = β < 1 и 2α > 1. Тогда, если выполнено условие (2.3.14), то {λ = 0} /∈ σ(D).

B.2. Пусть α = β < 1 и 2α ≤ 1. Тогда, если выполнено условие (2.3.14), а условие

(2.3.15) не выполнено, то {λ = 0} /∈ σ(D).

B.2.1. Пусть α = β < 1, 2α ≤ 1 и 3α > 1. Тогда, если выполнено условие (2.3.14), то

{λ = 0} /∈ σ(D).

B.2.2. Пусть α = β < 1 и 3α < 1. Тогда, если выполнены условия (2.3.14), (2.3.15) и

M
[
Q(x)

(∫
P (x)dx

)2] 6= 0 или M
[
P (x)

(∫
Q(x)dx

)2] 6= 0, то для λ = 0 имеет место свой-

ство A.

B.2.2’. Пусть α = β < 1 и 3α = 1. Тогда, если выполнены условия (2.3.14), (2.3.15) и√(
M
[
Q(x)

(∫
P (x)dx

)2])2

+
(

M
[
P (x)

(∫
Q(x)dx

)2])2

>
1

4
, (2.3.16)

то для λ = 0 имеет место свойство A. Кроме того, если выполнены условия (2.3.14),

(2.3.15) и имеет место неравенство, противоположное (2.3.16), то {λ = 0} /∈ σ(D).

Доказательство. Схема доказательства аналогична схеме доказательства теоремы 2.2.1.

Единственным отличием является тот факт, что нам нет необходимости изменять спек-

тральный параметр λ, поскольку λ = 0. Мы попросту находим ведущую матрицу в системе
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(2.3.5) и строим асимптотику фундаментальной матрицы этой системы. Таким образом, мы

получаем асимптотику фундаментальной матрицы системы Дирака (2.3.1) и можем сделать

выводы о существовании у этой системы решений из класса L2

(
(0,∞),C2

)
.

A. α < β < 1. (A’. α < β = 1.)

Ведущей матрицей в системе (2.3.5) является матрица A1v1(x). Предположим, что A1 6= 0,

т. е.

p0 = M
[
P (x)

]
6= 0. (2.3.17)

Собственные числа матрицы A1 имеют вид

µ1,2 = ±p0.

Используя теорему Левинсона, получаем следующую асимптотику для фундаментальной

матрицы W (x) системы (2.3.5) при x→∞:

W (x) =
[
I + o(1)

]
exp
{ p0

1− α
diag

(
1 + o(1),−1 + o(1)

)
x1−α

}
.

Следовательно, система Дирака (2.3.1) имеет решения из класса L2

(
(0,∞),C2

)
, если выпол-

нено неравенство (2.3.17).

Пусть теперь

p0 = M
[
P (x)

]
= 0. (2.3.18)

В силу утверждения 2.3.1 с учетом формул (2.2.17), (2.2.19), (2.3.3), (2.3.18) мы заклю-

чаем, что все постоянные матрицы A1(l) (l ≥ 1) в усредненной системе (2.3.5) являются ну-

левыми. Отсюда выводим, что ведущим членом в системе (2.3.5) является матрица A2v2(x).

Предположим, что

q0 = M
[
Q(x)

]
6= 0. (2.3.19)

Аналогично тому, как это делалось ранее, получаем следующее асимптотическое представ-

ление для фундаментальной матрицы W (x) системы (2.3.5) при x→∞:

W (x) =
[
C0 + o(1)

]
exp
{
q0 diag

(
1 + o(1),−1 + o(1)

) ∫
x−βdx

}
.

Здесь матрица C0 приводит матрицу A2 к диагональной форме. Легко видеть, что в си-

лу(2.3.19) в рассматриваемом случае у системы Дирака (2.3.1) всегда существуют решения

из класса L2

(
(0,∞),C2

)
, если β < 1. Если же β = 1, то подобные решения существуют лишь

при условии

|q0| >
1

2
.
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Очевидно, что, если β = 1, p0 = 0 и |q0| ≤ 1/2, то система Дирака (2.3.1) не имеет

решений из класса L2

(
(0,∞),C2

)
. Следовательно, в этом случае {λ = 0} /∈ σ(D).

Таким образом, в дальнейшем нам необходимо исследовать случай, когда выполнено

условие (2.3.14), т. е.

p0 = q0 = 0.

Заметим, что в этом случае все матрицы A1(l) и A2(l) (l ≥ 1) в системе (2.3.5) являются

нулевыми матрицами, что следует из условия (2.3.14) и утверждения 2.3.1 (см. также (2.2.17),

(2.2.19), (2.2.20) и (2.3.3)). Таким образом, ведущим слагаемым в системе (2.3.5) становится

матрица A12v1(x)v2(x), и нам следует рассмотреть два случая.

A.1. α < β ≤ 1 и α + β > 1.

Из (2.3.14) следует, что система (2.3.5) имеет L-диагональный вид

w′ = R2(x)w, (2.3.20)

где матрица R2(x) принадлежит классу L1[x0,∞). Используя теорему Левинсона, получаем

следующую асимптотику для фундаментальной матрицы W (x) этой системы:

W (x) = I + o(1), x→∞. (2.3.21)

Следовательно, система Дирака (2.3.1) не имеет решений из класса L2

(
(0,∞),C2

)
. Это озна-

чает, что λ = 0 не принадлежит множеству σ(D).

A.2. α < β < 1 и α + β ≤ 1.

Нам необходимо получить явный вид матрицы A12. Напомним, что матрица A12 задается

формулой

A12 = M
[
A1(x)Y2(x) + A2(x)Y1(x)

]
.

Поскольку матрицы Y1(x) и Y2(x) являются решениями уравнений Y ′1 = A1(x), Y ′2 = A2(x) с

нулевым средним значением, мы получаем следующее представление для интересующей нас

матрицы:

A12 = M

[
P (x)

∫
Q(x)dx Â1Â2 +Q(x)

∫
P (x)dx Â2Â1

]
.

Здесь символом
∫

обозначена первообразная (периодическая или почти периодическая функ-

ция) с нулевым средним значением. Заметим, что

M
[
P (x)

∫
Q(x)dx

]
= −M

[
Q(x)

∫
P (x)dx

]
.
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Это равенство проверяется простым интегрированием по частям аналогично тому, как это

делалось при доказательстве утверждения 2.3.1. Несложные вычисления показывают, что

A12 = M
[
P (x)

∫
Q(x)dx

](
Â1Â2 − Â2Â1

)
= 2 M

[
P (x)

∫
Q(x)dx

] 0 1

−1 0

 . (2.3.22)

Собственные числа матрицы A12 чисто мнимые и имеют следующий вид:

µ1,2 = ±2iχ,

где

χ = M
[
P (x)

∫
Q(x)dx

]
=

1

i

∑
ωs+νr=0

psqr
νr

.

Собственные числа матрицы

A12v1(x)v2(x) + A112v
2
1(x)v2(x) + A122v1(x)v2

2(x) + . . . ,

где многоточием обозначены слагаемые, которые не принадлежат L1[x0,∞) и имеют более

высокий порядок малости на бесконечности, также являются чисто мнимыми при достаточно

больших x. Это следует из того факта, что все постоянные матрицы A1(j1)2(j2), в отличии от

случая λ 6= 0, являются действительными и их след равен нулю (см. теорему 1.2.2).

Предположим, что условие (2.3.15) не выполнено, т. е. χ 6= 0. Тогда фундаментальная

матрица W (x) системы (2.3.5) имеет следующую асимптотику при x→∞:

W (x) =
[
C0 + o(1)

]
exp
{

2iχ diag
(
1 + o(1),−1 + o(1)

) ∫
x−(α+β)dx

}
. (2.3.23)

Следовательно, система Дирака (2.3.1) не имеет решений из класса L2

(
(0,∞),C2

)
, если

выполнено условие (2.3.14), а условие (2.3.15) не выполнено. В этом случае {λ = 0} /∈ σ(D).

A.2.1. α < β < 1, α + β ≤ 1 и 2α + β > 1.

Пусть выполнено условие (2.3.14). Тогда из утверждения A.2. этой теоремы следует,

что система Дирака (2.3.1) не имеет решений из класса L2

(
(0,∞),C2

)
при условии χ 6= 0.

Предположим теперь, что имеет место равенство (2.3.15), т. е. χ = 0. Тогда A12 = 0 и

система (2.3.5) имеет L-диагональную форму (2.3.20). Фундаментальная матрица W (x) этой

системы описывается асимптотической формулой (2.3.21). Значит, система Дирака (2.3.1) не

имеет решений из класса L2

(
(0,∞),C2

)
. Отсюда следует, что {λ = 0} /∈ σ(D).
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A.2.2. α < β < 1 и 2α + β < 1. (A.2.2’. α < β < 1 и 2α + β = 1.)

В силу (2.3.14), (2.3.15) и утверждения 2.3.1 матрицы A12, A1(l) и A2(l) (l ≥ 1) в системе

(2.3.5) являются нулевыми. Поэтому нам необходимо определить матрицу A112. Вспоминая

формулу (2.2.21), получаем

A112 = M
[
A1(x)Y12(x) + A2(x)Y11(x)

]
.

Здесь

Y ′12 = A1(x)Y2(x) + A2(x)Y1(x), Y ′11 = A1(x)Y1(x),

и Y ′1 = A1(x), Y ′2(x) = A2(x). Учитывая (2.3.3), а также равенства

Â2
1 = Â2

2 = I, Â1Â2 = −Â2Â1, (2.3.24)

приходим к следующему выражению для матрицы A112:

A112 = γÂ2, (2.3.25)

где

γ = M

[
P (x)

∫
P (x)

(∫
Q(x)dx

)
dx

]
+ M

[
Q(x)

∫
P (x)

(∫
P (x)dx

)
dx

]
−

−M

[
P (x)

∫
Q(x)

(∫
P (x)dx

)
dx

]
. (2.3.26)

Несложно получить более компактное выражение для величины γ. Именно,

γ = 2 M
[
Q(x)

(∫
P (x)dx

)2]
. (2.3.27)

Собственные числа матрицыA112 имеют вид µ1,2 = ±γ. Предположим далее, что

γ 6= 0.

Фундаментальная матрица W (x) системы (2.3.5) имеет следующее асимптотическое пред-

ставление при x→∞:

W (x) =
[
C0 + o(1)

]
exp
{
γ diag

(
1 + o(1),−1 + o(1)

) ∫
x−(2α+β)dx

}
.

Здесь матрица C0 приводит матрицу A112 к диагональной форме. В этом случае система

Дирака (2.3.1) имеет решения из класса L2

(
(0,∞),C2

)
, если 2α + β < 1. Если же 2α + β = 1,

то решения такого вида существуют лишь в том случае, когда

|γ| > 1

2
.
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В этой ситуации для λ = 0 выполнено свойство A. Очевидно, что, если 2α + β = 1 и |γ| ≤

1/2, то система Дирака (2.3.1) не имеет решений из класса L2

(
(0,∞),C2

)
. Следовательно,

{λ = 0} /∈ σ(D).

Если

γ = 0,

то анализ системы (2.3.5) следует продолжить. Здесь мы этой задачей заниматься не будем.

B. α = β < 1. (B’. α = β = 1.)

В данной ситуации функции v1(x) и v2(x) тождественно совпадают. Следовательно, глав-

ная часть системы (2.3.5), т. е. матрица (2.2.30), приобретает вид (2.2.56). Главным слага-

емым в системе (2.3.5) является матрица
(
A1 + A2

)
v1(x). Эта матрица отлична от нулевой

при условии, что

p0 = M
[
P (x)

]
6= 0 или q0 = M

[
Q(x)

]
6= 0. (2.3.28)

В этом случае собственные числа матрицы A1 + A2 имеют вид

µ1,2 = ±
√
p2

0 + q2
0.

Фундаментальная матрица W (x) системы (2.3.5) допускает следующее асимптотическое

представление при x→∞: x→∞:

W (x) =
[
C0 + o(1)

]
exp
{

diag
(
µ1 + o(1), µ2 + o(1)

) ∫
x−αdx

}
. (2.3.29)

Здесь матрица C0 приводит матрицу A1+A2 к диагональному виду. Из представления (2.3.29)

следует, что у одномерной системы Дирака (2.3.1) при условии (2.3.28) всегда существуют

решения из класса L2

(
(0,∞),C2

)
, если α < 1. Если α = 1, то эти решения существуют лишь

тогда, когда √
p2

0 + q2
0 >

1

2
.

Предположим теперь, что выполнено условие (2.3.14). В силу утверждения 2.3.1 все по-

стоянные матрицы A1(l) и A2(l) (l ≥ 1) являются нулевыми. Ведущей матрицей в системе

(2.3.5) становится матрица A12v
2
1(x). Напомним, что матрица A12 определяется формулой

(2.3.22). Далее необходимо рассмотреть несколько вариантов.

B.2.1. α = β < 1, 2α ≤ 1 и 3α > 1.

Этот случай рассматривается аналогично случаю A.2.1. В этой ситуации система Дирака

(2.3.1) не имеет решений из класса L2

(
(0,∞),C2

)
и, следовательно, {λ = 0} /∈ σ(D).
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B.2.2. α = β < 1 и 3α < 1. (B.2.2’. α = β < 1 и 3α = 1.)

Из (2.3.14), (2.3.15) и утверждения 2.3.1 следует, что все матрицы A12, A1(l) и A2(l) (l ≥ 1)

в системе (2.3.5) являются нулевыми. Ведущим слагаемым в системе (2.3.5) становится мат-

рица
(
A112 +A122

)
v3

1(x). Матрица A112 определяется формулой (2.3.25). Несложно проверить,

что матрица A122, в свою очередь, описывается формулой

A122 = ϑÂ1.

Здесь величина ϑ определяется формулами (2.3.26), (2.3.27), где функции P (x) и Q(x) сле-

дует поменять местами. Таким образом, мы получаем следующую формулу для матрицы

A112 + A122:

A112 + A122 =

ϑ γ

γ −ϑ

 .

Собственные числа этой матрицы имеют вид

µ1,2 = ±
√
γ2 + ϑ2.

Предположим, что

γ 6= 0 или ϑ 6= 0.

Фундаментальная матрица W (x) системы (2.3.5) имеет следующее асимптотическое пред-

ставление:

W (x) =
[
C0 + o(1)

]
exp
{

diag
(
µ1 + o(1), µ2 + o(1)

) ∫
x−3αdx

}
, x→∞.

Здесь матрица C0 приводит матрицу A112 + A122 к диагональному виду. Следовательно, си-

стема Дирака (2.3.1) имеет решения из класса L2

(
(0,∞),C2

)
при условии α < 1/3. В этом

случае для λ = 0 выполнено свойство A. Если α = 1/3, то решения из класса L2

(
(0,∞),C2

)
существуют лишь в том случае, когда √

γ2 + ϑ2 >
1

2
.

В ситуации, когда

γ = ϑ = 0,

исследование системы (2.3.5) необходимо продолжить. Мы не будем на этом останавливать-

ся.

Теорема доказана.

�
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Замечание 1. Случай β < α может быть рассмотрен совершенно аналогично случаю α < β.

При необходимости такая работа может быть проделана.

Замечание 2. Заметим, что постоянные матрицы A1(j1)2(j2) в системе (2.3.5), а также матрицы

Y1(j1)2(j2)(x) в усредняющей замене (2.3.4) имеют следующую структуру:

A1(j1)2(j2) = cÂj11 Â
j2
2 , Y1(j1)2(j2)(x) = y(x)Âj11 Â

j2
2 . (2.3.30)

Здесь c — некоторое действительное число, которое зависит от набора индексов
(
1(j1)2(j2)

)
,

а y(x) — некоторая действительная функция, которая также зависит от набора индексов(
1(j1)2(j2)

)
. В этом несложно убедиться, если воспользоваться индукцией и учесть формулы

(2.2.17), (2.2.19) — (2.2.21), а также соотношения (2.3.24). В частности, из (2.3.24), (2.3.30)

и теоремы 1.2.2 следует, что если j1 и j2 четны, то соответствующая матрица A1(j1)2(j2) нуле-

вая. Легко заметить, что решения из класса L2

(
(0,∞),C2

)
у системы Дирака (2.3.1) могут

появиться лишь в том случае, когда ведущей (одной из ведущих) матрицей в системе (2.3.5)

становится матрица A1(j1)2(j2), у которой j1 — четно, j2 — нечетно или наоборот. При этом

должны выполняться некоторые дополнительные соотношения. Во-первых, матрица A1(j1)2(j2)

должна быть ведущей в системе (2.3.5), т. е. должны обращаться в нуль те матрицы в (2.3.5),

которые имеют меньший порядок малости на бесконечности. Так мы получаем условия вида

«c = 0» (см., например, (2.3.14), (2.3.15)). Во-вторых, необходимо, чтобы матрица A1(j1)2(j2)

была ненулевой. Отсюда мы получаем условие типа «c 6= 0» в представлении (2.3.30). На-

конец, произведение vj11 (x)vj22 (x) не должно принадлежать классу L1[x0,∞), и мы получаем

неравенство вида j1α + j2β ≤ 1.

Замечание 3. Предположим, что P (x) ≡ aQ(x), где a — некоторая действительная постоян-

ная. Кроме того, пусть p0 = M
[
P (x)

]
= 0. Вспоминая утверждение 2.3.1, а также формулы

(2.2.17), (2.2.19) — (2.2.21), заключаем, что все постоянные матрицы в главной части усред-

ненной системы (2.3.5) суть нулевые. Следовательно, при любых значениях параметров α > 0

и β > 0 система (2.3.5) имеет вид (2.3.20). Отсюда выводим, что фундаментальная матрица

этой системы W (x) при x → ∞ имеет асимптотику вида (2.3.21). Значит, система Дирака

(2.3.1) не имеет решений из класса L2

(
(0,∞),C2

)
и поэтому {λ = 0} /∈ σ(D).

2.4 Выводы и примеры

В этой главе мы получили явные выражения для тех λ, которые при подходящем выбо-

ре параметра ξ в краевом условии (2.1.6) являются собственными числами оператора Ди-

рака (2.1.1), (2.1.6). Как и следовало ожидать, соответствующие числа определяются как
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некоторые комбинации показателей Фурье функций P (x) и Q(x). Кроме того, мы получили

некоторые дополнительные условия, которым в этом случае должны удовлетворять собствен-

ные числа λ, а также функции P (x), Q(x) и параметры α и β. Эти условия позволяют, в

частности, исключить те λ, которые заведомо не могут являться собственными значениями

оператора Дирака (2.1.1), (2.1.6) ни при каком выборе ξ в краевом условии (2.1.6).

Как и в предыдущем разделе, обозначим множество всех собственных значений оператора

Дирака (2.1.1), (2.1.6) при некотором фиксированном ξ ∈ [0, π) символом σ(D). Кроме того,

обозначим через σ′(D) множество σ(D)\{0}. Ниже мы приводим несколько примеров, в

которых строится множество M , такое что σ(D) ⊂M .

Пример 1. Пусть P (x) ≡ p0 6= 0 и Q(x) ≡ q0 6= 0. Из утверждения 2.2.2 следует, что

при любом выборе параметров α > 0 и β > 0 у соответствующего оператора Дирака (2.1.1),

(2.1.6) не существует собственных чисел λ 6= 0. Из теоремы 2.3.1 (утверждения A., A’., B.,

B’.) выводим, что для λ = 0 может иметь место свойство A, если α ≤ β ≤ 1. Нетрудно

показать, что, если β ≤ α ≤ 1, то для λ = 0 также может быть выполнено свойство A. Таким

образом, мы приходим к следующему выводу. Если 0 < α ≤ 1 и 0 < β ≤ 1 фиксированы, то

σ(D) либо пусто, либо σ(D) = {0}.

Пример 2. Пусть P (x) = a sin 2x, Q(x) = b cosx, где a, b ∈ R\{0}. Обращаясь к теоре-

ме 2.2.1, построим следующие множества:

Ω1 = {−1, 1}, Ω2 = {−1/2, 1/2}, Ω
(1)
2 =

{−1/2, 1/2}, |b| > 1,

∅, |b| ≤ 1,

Ω
(2)
2 =

{−1/2, 1/2}, |b| > (1/3)a2,

∅, |b| ≤ (1/3)a2,

,

Ω
(3)
2 =

{−1/2, 1/2},
√
b2 − a4/9 > 1,

∅,
√
b2 − a4/9 ≤ 1,

Ω
(4)
2 =



{−1, 1}, |a| > 1, |b| ≤ 1,

{−1,−1/2, 1/2, 1}, |a| > 1, |b| > 1,

{−1/2, 1/2}, |a| ≤ 1, |b| > 1,

∅, |a| ≤ 1, |b| ≤ 1,

Ω4 =
{
λ ∈ R\{0}

∣∣ λ =
hi1 + hi2 + . . .+ his

2
для некоторых i1, i2, . . . is ∈ Z,

где s ≥ 3 нечетно и him ∈ {−2,−1, 1, 2}
}
,
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Γ1 = ∅, Γ4 =

{−1/2, 1/2}, |b| = (1/3)a2,

∅, |b| 6= (1/3)a2,

Γ5 =
{
λ ∈ R\{0}

∣∣ λ2 =
a2 + 4b2

4a2 + 4b2
& λ 6= ±1

2
,±1

}
.

Рассмотрим следующие случаи.

• α < 2α < β ≤ 1

Необходимо провести анализ всех утверждений в теореме 2.2.1, начинающихся с A.1.

Поскольку множество Γ1 пусто, мы сразу же заключаем что σ′(D) ⊂ Ω1 и для λ ∈ Ω1

выполнено свойство A.

• α < β < 2α

В этом случае необходимо обратиться к утверждениям теоремы 2.2.1, начинающимся с

A.2. Мы заключаем, что, если β < 1, то σ′(D) ⊂ Ω1 ∪ Ω2 и для λ ∈ Ω1 ∪ Ω2 выполнено

свойство A. Если β = 1, то σ′(D) ⊂ Ω1 ∪ Ω
(1)
2 и свойство A имеет место для λ ∈ Ω1 ∪ Ω

(1)
2 .

• α < 2α = β ≤ 1

На сей раз нужно обратиться к утверждениям A.3. и A.3’. Откуда выводим, что, если

β = 1, то σ′(D) ⊂ Ω1 ∪ Ω
(3)
2 и для λ ∈ Ω1 ∪ Ω

(3)
2 выполнено свойство A. Если β < 1, то

σ′(D) ⊂ Ω1 ∪ Ω
(2)
2 ∪ (Ω2 ∩ Γ4) ∪ (Ω4 ∩ Γ4) и свойство A имеет место для λ ∈ Ω1 ∪ Ω

(2)
2 . Это

означает, что σ′(D) ⊂ Ω1 ∪ Ω
(2)
2 , если |b| 6= (1/3)a2, и σ′(D) ⊂ Ω1 ∪ Ω2, если |b| = (1/3)a2.

• α = β ≤ 1

Нам следует рассмотреть утверждения теоремы 2.2.1, начинающиеся с B. В этом случае

мы приходим к следующим результатам. Если α = β = 1, то σ′(D) ⊂ Ω
(4)
2 и свойство A

выполнено для λ ∈ Ω
(4)
2 . Далее, нетрудно видеть, что, если λ ∈ Γ5, то |λ| < 1. Если мы

теперь вспомним вид множества Ω4, то придем к выводу, что Γ5 ∩ Ω4 = ∅. Следовательно,

если α = β < 1, то σ′(D) ⊂ Ω1 ∪ Ω2 и для λ ∈ Ω1 ∪ Ω2 выполнено свойство A.

Таким образом в этом примере ненулевыми собственными значениями оператора Дирака

(2.1.1), (2.1.6) могут быть лишь числа вида ωj/2 или νj/2 (т. е. ±1 или ±1/2). Для исследо-

вания случая λ = 0 нам необходимо воспользоваться теоремой 2.3.1. В этой связи отметим,

что {λ = 0} /∈ σ(D), во всяком случае, когда 2α + β > 1. Это непосредственно следует из

утверждений A.2.1. и B.2.1. теоремы 2.3.1.

Случай β < α нами здесь исследоваться не будет.

В заключительном примере мы покажем, что, если P (x) и Q(x) являются тригонометриче-

скими многочленами, то оператор Дирака (2.1.1), (2.1.6) может иметь ненулевые собственные

значения λ 6= ωj/2 и λ 6= νj/2.
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Пример 3. Пусть P (x) = sin x+sin 7x и Q(x) = cos 2x. Предположим, что α < 3α < β < 1.

В этом случае нам необходимо воспользоваться утверждением A.1.2. теоремы 2.3.1. Мы не

будем рассматривать этот пример подробно, а заметим лишь следующее. Легко проверить,

что Ω1 = {−7/2,−1/2, 1/2, 7/2}, {λ = 5/2} ∈ Ω3 и Γ1 = {−5/2, 5/2}. Кроме того, если

мы вычислим величину (2.2.45) при λ = 5/2, то получим для нее значение ς = −(5/288)i.

Следовательно, {λ = 5/2} ∈ Γc2 и в силу утверждения A.1.2. теоремы 2.3.1 для λ = 5/2

выполнено свойство A.

В завершение этой главы отметим, что исследованная нами задачи о возникновении у

системы (2.1.7) решений из класса L2

(
(0,∞),C2

)
тесно связана с задачей о параметрическом

резонансе в линейных системах с колебательно убывающими коэффициентами. Напомним,

что явление параметрического резонанса возникает при некотором подходящем внешнем

воздействии на параметры системы и сопровождается появлением неограниченных решений.

Заметим, что если систему (2.1.7) представить в виде (2.2.2), то матрица −λB — это слагае-

мое, которое определяет собственные колебания системы, а матрица A(x)+R(x) играет роль

некоторого малого воздействия на параметры системы. Возникновение решений из класса

L2

(
(0,∞),C2

)
у системы (2.1.7), как следует из построенных нами в этой главе асимпто-

тических формул, всегда сопровождается появлением неограниченных по норме решений.

Следовательно, при том выборе параметров в системе (2.1.7), при котором существуют ре-

шения из класса L2

(
(0,∞),C2

)
, в этой же системе наблюдается явление параметрического

резонанса.

Более подробно явление параметрического резонанса в системах с колебательно убыва-

ющими коэффициентами на примере так называемых адиабатических осцилляторов обсуж-

дается в следующей главе.
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Глава 3

Асимптотическое исследование

возмущенного гармонического

осциллятора

3.1 Особенности параметрического резонанса

в адиабатических осцилляторах

Возникновение неограниченно возрастающих колебаний динамической системы при сколь

угодно малом периодическом (почти периодическом) возмущении некоторых ее параметров

называют параметрическим резонансом. Теория линейного параметрического резонанса до-

вольно хорошо изучена (Матье, Хилл, Хаупт (Haupt), Л.И. Мандельштам, Н.Д. Папалекси,

А.А. Андронов, А.А. Витт и др.). Классическим примером системы с одной степенью свобо-

ды, в которой наблюдается явление параметрического резонанса, является уравнение Матье

d2x

dt2
+
[
1 + ε cosλt

]
x = 0, (3.1.1)

где λ > 0 — вещественный параметр, а ε > 0 — малый параметр. Это уравнение имеет огром-

ное количество практических приложений, как классических, так и современных (см. [108]).

Известно (см., например, [4, 60]), что в этом уравнении для любого сколь угодно малого

ε можно указать счетное множество интервалов частот λ, при которых нулевое решение

этого уравнения неустойчиво (см. рис. 3.1.1). Таким образом, спектр частот, при которых

возникают неограниченно возрастающие колебания, не является точечным, а состоит из со-

вокупности малых интервалов, длины которых зависят от амплитуды возмущений (т.е. от ε).

При ε→ 0 интервалы частот, при которых в уравнении (3.1.1) наблюдается параметрический

резонанс, стремятся к критическим частотам λ = λn = 2/n, n ∈ N. Другая особенность

параметрического резонанса состоит в том, что колебания нарастают по экспоненциальному

закону.

Уравнения вида
d2x

dt2
+
(
1 + q(t)

)
x = 0, (3.1.2)

где функция q(t) мала в некотором смысле при t → ∞ называют обычно адиабатическими
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Рис. 3.1.1. Зоны неустойчивости (заштрихованы) в уравнении Матье (3.1.1). Здесь ε∗ =
ε

λ2
и δ∗ =

1

λ2

осцилляторами. Считается, что этот термин был предложен Е. Вигнером и Дж. фон Нейма-

ном [148]. Известно (см., например, [1, 169, 170]), что если

∞∫
t0

|q(t)|dt <∞, (3.1.3)

то фундаментальные решения уравнения (3.1.2) имеют следующую асимптотику при t→∞:

x1,2(t) =
(
1 + o(1)

)
e±it. (3.1.4)

В том случае, когда q(t) /∈ L1[t0,∞), уравнение (3.1.2) может иметь неограниченные при

t ≥ t0 решения. Подобный пример доставляет адиабатический осциллятор с функцией

q(t) =
a

tρ
sinλt, a 6= 0, (3.1.5)

где a, λ, ρ — вещественные числа и ρ > 0. Известно (см. [6,106,116–118]), что если (λ = ±2)

и (ρ ≤ 1) или (λ = ±1) и (ρ ≤ 1/2), уравнение (3.1.2) с функцией q(t) вида (3.1.5) имеет

неограниченные решения при любых значениях параметра a 6= 0. Говорят, что при данных

значениях параметров в уравнении (3.1.5) имеет место параметрический резонанс. Если λ 6=

±1,±2, то все решения этого уравнения ограничены и не стремятся к нулю при t → ∞

(осциллируют). Аналогичные утверждения справедливы и для уравнения (3.1.2) с функцией

q(t) =
a

tρ
cosλt, a 6= 0, (3.1.6)

где a, λ, ρ ∈ R.
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Уравнение (3.1.2), (3.1.6), хоть и имеет внешнее сходство с (3.1.1), относится все же к

уравнениям совсем другого класса (его коэффициенты, в частности, не являются периоди-

ческими или почти периодическими функциями). Это обстоятельство оказывает влияние на

особенности проявления параметрического резонанса как в уравнении вида (3.1.2), так и

в других системах с колебательно убывающими коэффициентами. В частности, для урав-

нения (3.1.2), (3.1.6) в отличии от (3.1.1) параметрический резонанс имеет точечный тип:

появление неограниченных решений возможно лишь при значениях λ из конечного множе-

ства {±1,±2}. Другая особенность параметрического резонанса в уравнениях вида (3.1.2)

состоит в том, что рост амплитуды колебаний может происходить с различной скоростью (ло-

гарифмической, степенной, экспоненциальной и т. д.). Тем не менее причина возникновения

неограниченных колебаний в уравнения вида (3.1.2) та же самая, что и в случае «класси-

ческого» параметрического резонанса — малые колебательные возмущения коэффициентов

системы.

Осцилляторы вида (3.1.2) возникают в различных задачах квантовой механики, где их

часто называют квантовыми осцилляторами (см. [17,40,166]). К уравнению вида (3.1.2) сво-

дится также спектральная задача для одномерного оператора Шредингера с так называемым

потенциалом типа Вигнера–фон Неймана. Усилению интересу к исследованию уравнений

(3.1.2) немало способствовала классическая работа Вигнера и фон Неймана [148]. Авторами

предложен пример одномерного оператора Шредингера (см. также [43])

− d2

dx2
+ V (x), V (x) = −8 sin 2x

x
+O

(
x−2
)
,

который имеет собственное значение λ = 1 (вложенное собственное значение) на непре-

рывном спектре [0,∞). Это собственное значение определяется из уравнения (одномерное

уравнение Шредингера)

−d
2y

dx2
+ V (x)y = λy, (3.1.7)

как то значение параметра λ, при котором существует такое решение этого уравнение y(x),

что y2(x) ∈ L1[0,∞). Как оказывается, задача отыскания вложенных собственных значений

на непрерывном спектре для одномерного оператора Шредингера тесно связана с задачей

поиска значений λ, при которых в уравнении (3.1.7) реализуется параметрический резонанс.

После работы Вигнера и фон Неймана колебательно убывающие потенциалы V (x) стали

называть потенциалами типа Вигнера–фон Неймана. Исследованию спектральных свойств

одномерного оператора Шредингера с потенциалами типа Вигнера–фон Неймана посвящено

множество исследований. Отметим, в частности, работу [46], в которой для решения задачи

уравнение вида (3.1.2) сначала приводится к уравнению Хилла — этот метод использовался
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затем несколькими авторами. Среди недавних работ, посвященных изучению спектральных

свойств оператора Шредингера, выделим обзор [98], а также работы [129, 133]. К слову,

долгое время было неясно, существуют ли реальные квантово-механические системы, опи-

сываемые уравнениями вида (3.1.7). В работе [150] показано, что связанные состояния с

положительной энергией наблюдаются, например, в полупроводниковых гетероструктурах,

выращенных методом молекулярно-лучевой эпитаксии.

Изучению свойств адиабатических осцилляторов (3.1.2) с различными функциями q(t)

посвящены и работы автора [34, 81], в которых, в том числе, рассматривалось уравнение

(3.1.2) с функцией q(t) вида

q(t) = a
sin(t+ α ln t)√

t
, α ∈ R. (3.1.8)

Адиабатический осциллятор (3.1.2), (3.1.8) впервые появился в работе [62] при исследовании

четвертого уравнения Пенлеве. В [34, 81] показано, что для любого значения a 6= 0 можно

указать целый интервал значений α, при которых в уравнении (3.1.2), (3.1.8) возникают

неограниченные колебания. Зона параметрического резонанса (неустойчивости решений) для

этого уравнения задается неравенствами (см. рис. 3.1.2):

−5a2

24
≤ α ≤ a2

24
, a 6= 0. (3.1.9)

Таким образом, в адиабатических осцилляторах (3.1.2) в плоскости параметров могут воз-

никать области неустойчивости, содержащие внутренние точки.

-2 -1 1 2
a

-1.0

-0.8

-0.6

-0.4

-0.2

0.2

0.4

α

Рис. 3.1.2. Зона параметрического резонанса (3.1.9) для уравнения (3.1.2), (3.1.8)
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3.2 Параметрический резонанс в гармоническом

осцилляторе с переменной частотой

собственных колебаний

В этом разделе будет продолжено исследование явления параметрического резонанса в

адиабатических осцилляторах (3.1.2). Мы покажем, что в гармоническом осцилляторе с пе-

ременной частотой собственных колебаний под действием убывающего во времени внешнего

воздействия могут возникать резонансные частоты (т.е. частоты λ, при которых существует

неограниченные решения), которые отсутствуют в аналогичном осцилляторе с постоянной

частой собственных колебаний. Именно, рассматривается гармонической осциллятор с пере-

менной частотой под действием внешней силы (3.1.6):

d2x

dt2
+
(
ω2(t) +

a

tρ
cosλt

)
x = 0, a 6= 0, (3.2.1)

где a, λ, ρ ∈ R и 0 < ρ ≤ 1. Мы будем предполагать, что функция ω2(t), описывающая

частоту собственных колебаний, является переменной величиной и допускает при t → ∞

представление вида

ω2(t) = 1 +
ω1

tρ
+
ω2

t2ρ
+ . . .+

ωs
tsρ

+ r(t) (3.2.2)

для некоторого s ∈ N. Здесь ωi ∈ R, i = 1, . . . , s, а функция r(t) принадлежит классу

L1[t0,∞). Мы покажем, что в уравнении (3.2.1) могут существовать резонансные частоты,

отличные от λ = ±1,±2 (сравни c (3.1.2), (3.1.6)). В дальнейшем будем считать, что в

уравнении (3.2.1) параметр λ > 0.

От уравнения (3.2.1) перейдем к системе стандартным образом:

ẏ0 =

[ 0 1

−ω2(t) 0

+ q(t)

 0 0

−1 0

]y0, y0 =

x
ẋ

 , (3.2.3)

где функция q(t) определяется формулой (3.1.6). Заметим сначала, что если в уравнении

(3.2.1) отсутствует возмущающий член (т.е. q(t) = 0), то линейно независимые решения

этого уравнения допускают следующее асимптотическое представление при t→∞:

x1,2(t) =
(
1 + o(1)

)
exp
{
±i
(
t+O

(∫
t−ρdt

))}
. (3.2.4)

Действительно, в этом случае система (3.2.3) может быть записана в виде (1.1.1), где

A0 =

 0 1

−1 0

 , V (t) =
(
ω1t
−ρ + . . .+ ωst

−sρ) 0 0

−1 0

 , R(t) = r(t)

 0 0

−1 0

 . (3.2.5)
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Следовательно, асимптотика фундаментальной матрицы системы (3.2.3) при t → ∞ опреде-

ляется формулой (1.1.8), в которой

C0 =

1 1

i −i

 , Λ(t)=
√

1 + ω1t−ρ + . . .+ ωst−sρ diag(i,−i)=
(
1 +O

(
t−ρ
))

diag(i,−i).

Таким образом, все решения уравнения (3.2.1) в этом случае ограничены.

Пусть далее q(t) 6= 0. Выясним сначала, при каких значениях параметра λ уравнение

(3.2.1) может иметь неограниченные решения. Систему (3.2.3) запишем в виде (1.2.3), где

n = 1, v1(t) = t−ρ, а матрицы A0 и R(t) определены в (3.2.5). Далее, для сокращения записи

положим

i := 1(i) = 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
i раз

, i = 1, . . . , s. (3.2.6)

Тогда для матриц Ai(t) (i = 1, . . . , s) получаем следующие выражения:

A1(t) = (ω1 + a cosλt)

 0 0

−1 0

 , Ai(t) =

 0 0

−ωi 0

 , i = 2, . . . , s.

Матрицы Ai(t) (i = 1, . . . , s) являются периодическими с периодом T = 2π/λ. Воспользуем-

ся теперь теоремой 1.2.1, а также замечанием 2 к этой теореме. Поскольку собственными

числами матрицы A0 являются µ1,2 = ±i, то условие (1.2.15), позволяющее осуществить в

системе (3.2.3) усредняющую замену типа (1.2.5), имеет вид:

λ 6= 2

q
, q = ±1,±2, . . . . (3.2.7)

В предположении условия (3.2.7) осуществим при достаточно больших t в системе (3.2.3)

усредняющую замену

y0 =
[
I + Y1(t)t−ρ + Y2(t)t−2ρ + . . .+ Yk(t)t

−kρ
]
y1,

где Yi(t) (i = 1, . . . , k) — (2π/λ)-периодические матрицы с нулевым средним значением, a

число k ∈ N выбрано таким образом, что kρ ≤ 1 < (k + 1)ρ (см. условие B.4 теоремы 1.2.1).

В результате этой замены получим усредненную систему

ẏ1 =
(
A0 + A1t

−ρ + A2t
−2ρ + . . .+ Akt

−kρ +R1(t)
)
y1, (3.2.8)

где R1(t) ∈ L1[t0,∞). Система (3.2.8) представляет собой систему вида (1.1.1), где

V (t) = A1t
−ρ + A2t

−2ρ + . . .+ Akt
−kρ.

Из теоремы 1.2.2 следует, что trAi = 0 (i = 1, . . . , k). Кроме того, в силу формул (1.2.20),

(1.2.21) все матрицы A1, . . . , Ak действительны. Следовательно, собственные числа матрицы
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A0 +V (t) при достаточно больших t являются чисто мнимыми и допускают асимптотическое

представление вида

µ1,2(t) =
(
1 +O

(
t−ρ
))

diag(i,−i).

Используя асимптотическое представление (1.1.8) для фундаментальной матрицы системы

(3.2.8), заключаем, что при условии (3.2.7) асимптотика линейно независимых решений

уравнения (3.2.1) при t → ∞ определяется формулой (3.2.4). Следовательно, резонансными

значениями (т.е. значениями параметрами λ, при которых уравнение (3.2.1) может иметь

неограниченные решения) с учетом положительности параметра λ могут быть лишь значения

λ = λn =
2

n
, n ∈ N. (3.2.9)

Итак, в дальнейшем нас будет интересовать поведение решений уравнения (3.2.1) лишь

при значениях параметра λ из множества (3.2.9). Будем говорить, что в уравнении (3.2.1)

при некоторых условиях реализуется резонанс λ = λn, если при этих условиях уравнение

(3.2.1), в котором λ = λn, имеет неограниченные при t ≥ t0 решения.

В системе (3.2.3) осуществим замену y0 =

1 1

i −i

 y1. Приходим к системе

ẏ1 =

[ i 0

0 −i

+
i

2

(
q(t) + ω2(t)− 1

) 1 1

−1 −1

]y1. (3.2.10)

В системе (3.2.10) сделаем замену y1 = diag
(
eit, e−it

)
y2, предварительно разложив cosλt по

формуле Эйлера. Приходим к системе вида (1.2.6):

y′2 =
[
A1(t)t−ρ + A2(t)t−2ρ + . . .+ As(t)t

−sρ +R(t)
]
y2. (3.2.11)

Здесь R(t) — некоторая матрица из класса L1[t0,∞), а матрицы Ai(t) (i = 1, . . . , s) с учетом

обозначений (3.2.6) имеют следующий вид:

A1(t) =
ai

4

 eiλt + e−iλt ei(λ−2)t + e−i(λ+2)t

−ei(λ+2)t − e−i(λ−2)t −eiλt − e−iλt

+
ω1i

2

 1 e−2it

−e2it −1

 ,

Aj(t) =
ωji

2

 1 e−2it

−e2it −1

 , j = 2, . . . , s. (3.2.12)

Используя теорему 1.2.1, от этой системы при достаточно больших t c помощью замены

y2 =
[
I + Y1(t)t−ρ + Y2(t)t−2ρ + . . .+ Yk(t)t

−kρ
]
y3,

124



где Yi(t) (i = 1, . . . , k) — матрицы, элементами которых являются тригонометрические мно-

гочлены с нулевым средним значением, перейдем к усредненной системе

ẏ3 =
(
A1t

−ρ + A2t
−2ρ + . . .+ Akt

−kρ +R1(t)
)
y3. (3.2.13)

Здесь R1(t) ∈ L1[t0,∞), а параметр k ∈ N выбран так, что kρ ≤ 1 < (k + 1)ρ.

Вид усредненной системы (3.2.13) будет различаться в зависимости от значения λ из

резонансного множества (3.2.9). Будем далее рассматривать значения λ из этого множества.

• λ = λ1 = 2.

Асимптотика решений системы (3.2.13) в этом случае будет определяться видом матрицы

A1. Имеем,

A1 = M
[
A1(t)

]
=
ai

4

 0 1

−1 0

+
ω1i

2

1 0

0 −1

 .

Собственные числа матрицы A1 определяются следующей формулой:

µ1,2 =


±1

2

√
a2

4
− ω2

1, |a| ≥ 2|ω1|,

± i

2

√
ω2

1 −
a2

4
, |a| < 2|ω1|.

(3.2.14)

Будем далее предполагать, что собственные числа матрицы A1 различны, т. е.

|a| 6= 2|ω1|. (3.2.15)

Усредненную систему (3.2.13) можно записать в следующем виде:

ẏ3 =
[
t−ρ
(
A1 + V (t)

)
+R1(t)

]
y3, (3.2.16)

где матрицы A1, V (t) и R1(t) при условии (3.2.15) обладают теми же свойствами, что и

матрицы A0, V (t) и R(t) в системе (1.1.1) соответственно. Очевидно, что система (3.2.16) при

помощи замены типа (1.1.2) может быть приведена к L–диагональному виду

ẏ4 =
[
t−ρΛ(t) +R2(t)

]
y4.

Здесь Λ(t) — диагональная матрица, на диагонали которой расположены собственные числа

матрицы A1+V (t). Из теоремы 1.2.2 и утверждения 1.2.1 (матрицы Ai(t), а, значит, и матрицы

Ai имеют вид (1.2.27)) следует, что собственные числа матрицы A1 + V (t) при достаточно

больших t либо действительны, либо являются чисто мнимыми. В силу теоремы Левинсона

линейно независимые решения системы (3.2.16) (т. е. системы (3.2.13)) имеют следующую

асимптотику при t→∞:

y(1,2)(t) =
[
c1,2 + o(1)

]
exp
{
µ1,2

∫
t−ρdt+O

(∫
t−2ρdt

)}
. (3.2.17)
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Здесь µ1,2 — собственные числа матрицы A1, определяемые формулой (3.2.14), а c1,2 — от-

вечающие им собственные векторы. Кроме того, аргумент функции exp{ · } при достаточно

больших t принимает или только действительные значения или только чисто мнимые, в

зависимости от вида собственных чисел µ1,2. Возвращаясь теперь к уравнению (3.2.1), за-

ключаем, что у него имеются неограниченные решения при значениях параметра

|a| > 2|ω1|. (3.2.18)

Значит, при λ = 2 и значениях параметра a, удовлетворяющих неравенству (3.2.18), в урав-

нении (3.2.1) имеет место параметрический резонанс, если 0 < ρ ≤ 1.

Случай, когда оказывается выполненным равенство |a| = 2|ω1|, нуждается в дополнитель-

ном исследовании. Мы не будем на этом останавливаться.

• λ = λ2 = 1.

В этом случае матрица A1 определяется формулой:

A1 =
ω1

2

 i 0

0 −i

 .

Пусть ω1 6= 0, тогда собственные числа матрицы A1 различны и имеют вид

µ1,2 = ±ω1i

2
. (3.2.19)

Используя те же рассуждения, что и в случае λ = λ1, заключаем, что линейно независимые

решения усредненной системы (3.2.13) при t → ∞ имеют асимптотику вида (3.2.17). В

этой формуле величины µ1,2 определяются формулами (3.2.19), векторы c1 и c2 совпадают

с векторами канонического базиса e1 и e2 в R2 соответственно, а величина в аргументе

функции exp{ · } является чисто мнимой при всех достаточно больших t. В этом случае

линейно независимые решения уравнения (3.2.1) имеют асимптотику вида (3.2.4):

x1,2(t) =
(
1 + o(1)

)
exp
{
±i
(
t+

ω1

2

∫
t−ρdt+O

(∫
t−2ρdt

))}
. (3.2.20)

Все решения этого уравнения ограничены при t ≥ t0.

Таким образом, неограниченные решения у уравнения (3.2.1) при λ = 1 могут существо-

вать лишь в том случае, когда

ω1 = 0. (3.2.21)

Рассмотрим далее эту ситуации. В силу (3.2.21) матрица A1 является нулевой и асимптотика

решений системы (3.2.13) в главном будет определяться матрицей A2. Имеем,

A2 = M
[
A2(t) + A1(t)Y1(t)

]
, Ẏ1 = A1(t),
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где матрица Y1(t) имеет нулевое среднее значение. Проводя несложные вычисления, получа-

ем следующую формулу для матрицы A2 в случае λ = 1:

A2 =
a2i

16

−4/3 −2

2 4/3

+
ω2i

2

1 0

0 −1

 .

Собственные числа матрицы A2 имеют следующий вид:

µ1,2 =


±1

2

√(
a2

12
+ ω2

)(
5a2

12
− ω2

)
, −a

2

12
≤ ω2 ≤

5a2

12
,

± i

2

√(
a2

12
+ ω2

)(
ω2 −

5a2

12

)
, ω2 ∈

(
−∞,−a

2

12

)⋃(5a2

12
,+∞

)
.

(3.2.22)

Отметим, что неограниченные колебания в системе (3.2.13) при условии (3.2.21) и λ = λ2

возможны лишь в том случае, если

0 < ρ ≤ 1

2
. (3.2.23)

Действительно, если ρ > 1/2, то, поскольку A1 = 0, система (3.2.13) имеет L–диагональную

форму (1.1.3) с нулевой матрицей Λ(t). В этом случае фундаментальные решения системы

(3.2.13) при t→∞ имеют асимптотику вида

y(1)(t) = e1 + o(1), y(2)(t) = e2 + o(1),

где e1 и e2 — векторы канонического базиса в R2. Возвращаясь к уравнению (3.2.1), получаем

асимптотические формулы для его линейно независимых решений при t→∞:

x1,2(t) =
(
1 + o(1)

)
e±it. (3.2.24)

Итак, пусть далее выполнено неравенство (3.2.23). Будем считать, что собственные числа

матрицы A2 различны, т. е. выполнены неравенства

ω2 6= −
a2

12
и ω2 6=

5a2

12
. (3.2.25)

Случай, когда одно из неравенств (3.2.25) обращается в равенство, в нашей работе рассмат-

риваться не будет. Действуя аналогично случаю λ = λ1, получаем следующие асимптотиче-

ские представление для базисных решений системы (3.2.13) при t→∞:

y(1,2)(t) =
[
c1,2 + o(1)

]
exp
{
µ1,2

∫
t−2ρdt+O

(∫
t−3ρdt

)}
. (3.2.26)

Здесь µ1,2 — собственные числа матрицы A2, определяемые формулой (3.2.22), а c1,2 —

отвечающие им собственные векторы. Кроме того, аргумент функции exp{ · } при достаточно
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больших t принимает или только действительные значения или только чисто мнимые, в

зависимости от вида собственных чисел µ1,2. Таким образом, при условии

−a
2

12
< ω2 <

5a2

12
(3.2.27)

уравнение (3.2.1) имеет неограниченные решения. Двойное неравенство (3.2.27) удобно пе-

реписать относительно величины |a|, характеризующей амплитуду внешнего воздействия.

Имеем,

|a| >

√
max

(
12ω2

5
,−12ω2

)
. (3.2.28)

Следовательно, в интервалах значений величины |a|, определяемых условием (3.2.28), в урав-

нении (3.2.1) наблюдается параметрический резонанс.

Заметим, что если в уравнении (3.2.1) реализуется резонанс λ = λ2 при подходящих

значениях a (для этого достаточно выполнения условий (3.2.21), (3.2.23)), то при тех же

значениях ω1 и ω2 в этом уравнении реализуется и резонанс λ = λ1 для всех 0 < ρ ≤ 1. Из

(3.2.18), (3.2.21) следует, что резонанс λ = λ1 имеет место при любых значениях параметра

a 6= 0.

• λ = λ3 = 2/3.

Вычисляя матрицы A1 и A2, получаем:

A1 =
ω1

2

 i 0

0 −i

 , A2 =
(
−9a2

128
+
ω2

2

) i 0

0 −i

 . (3.2.29)

Если ω1 6= 0, то собственные числа матрицы A1 различны и справедливы все те же рассуж-

дения, которые были проведены нами в случае λ = λ2. В этом случае линейно независимые

решения уравнения (3.2.1) имеют асимптотику вида (3.2.20), а значит все решения этого

уравнения ограничены при t ≥ t0. Поэтому для существования неограниченных решений в

рассматриваемом случае необходимо выполнение условия (3.2.21). Итак, в системе (3.2.13)

вновь A1 = 0. Рассмотрим матрицу A2. При условии

ω2 6=
9a2

64
(3.2.30)

собственные числа матрицы A2 различны и имеют вид

µ1,2 = ±
(ω2

2
− 9a2

128

)
i. (3.2.31)

Систему (3.2.13) можно в этом случае записать в виде

ẏ3 =
[
t−2ρ

(
A2 + V (t)

)
+R1(t)

]
y3,
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где матрицы A2, V (t) и R1(t) при условии (3.2.30) обладают теми же свойствами, что и мат-

рицы A0, V (t) и R(t) в системе (1.1.1) соответственно. Дальнейшие рассуждения, связанные

с построением асимптотики решений системы (3.2.13), полностью повторяют рассуждения,

проведенные нами в случае λ = λ1 относительно системы (3.2.16). Следовательно, если вы-

полнено условие (3.2.30), линейно независимые решения системы (3.2.13) при t→∞ имеют

асимптотику вида (3.2.26). В этой формуле величины µ1,2 определяются формулами (3.2.31),

векторы c1 и c2 совпадают с векторами канонического базиса e1 и e2 в R2 соответственно,

а величина в аргументе функции exp{ · } является чисто мнимой при всех достаточно боль-

ших t. В этом случае линейно независимые решения уравнения (3.2.1) имеют следующую

асимптотику при t→∞:

x1,2(t) =
(
1 + o(1)

)
exp
{
±i
(
t+
(ω2

2
− 9a2

128

)∫
t−2ρdt+O

(∫
t−3ρdt

))}
.

Вновь все решения уравнения (3.2.1) оказываются ограниченными.

Таким образом, мы приходим к выводу, что если у уравнения (3.2.1) при λ = λ3 имеются

неограниченные решения, то вместе с условием (3.2.21) должно быть выполнено и условие

ω2 =
9a2

64
. (3.2.32)

Из условия (3.2.32) с необходимостью вытекает следующий результат. Резонанс λ = λ3 в

уравнении (3.2.1) может возникнуть лишь в том случае, если коэффициент ω2 в разложении

(3.2.2) функции ω2(t) положителен. Кроме того, этот резонанс может наблюдаться лишь в

двух точках:

a = ±8

3

√
ω2, ω2 > 0. (3.2.33)

Получим теперь некоторые дополнительные условия, при которых резонанс λ = λ3 в точках

(3.2.33) действительно реализуется.

Отметим, что неограниченные колебания в системе (3.2.13) (а, следовательно, и в урав-

нении (3.2.1)) при λ = λ3 в точках (3.2.33) возможны лишь тогда, когда

0 < ρ ≤ 1

3
. (3.2.34)

Действительно, если ρ > 1/3, то поскольку A1 = A2 = 0 (это следует из (3.2.21), (3.2.29) и

(3.2.32)), система (3.2.13) имеет L–диагональную форму (1.1.3) с нулевой матрицей Λ(t). В

этом случае при условиях (3.2.21), (3.2.33) и λ = λ3 линейно независимые решения уравнения

(3.2.1) при t→∞ имеют асимптотику вида (3.2.24).

Для дальнейшего исследования нам необходимо вычислить матрицу A3. Имеем,

A3 = M
[
A3(t) + A2(t)Y1(t) + A1(t)Y2(t)

]
,
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где матрицы Y1(t) и Y2(t) с нулевым средним значением — решения следующих матричных

дифференциальных уравнений:

Ẏ1 = A1(t), Ẏ2 = A2(t) + A1(t)Y1(t).

Замечая, что M
[
A2(t)Y1(t)

]
= 0, в результате несложных, но довольно трудоемких вычисле-

ний, приходим к следующей формуле для матрицы A3 в случае λ = λ3:

A3 =
81a3i

1024

 0 1

−1 0

+
ω3i

2

1 0

0 −1

 .

Собственные числа матрицы A3 имеют следующий вид:

µ1,2 =


±1

2

√(
81a3

512

)2

− ω2
3, |ω3| ≤

81|a|3

512
,

± i

2

√
ω2

3 −
(

81a3

512

)2

, |ω3| >
81|a|3

512
.

(3.2.35)

Считаем, что собственные числа матрицы A3 различны, т.е. выполнено неравенство

|ω3| 6=
81|a|3

512
. (3.2.36)

Случай равенства в (3.2.36) рассматриваться здесь не будет.

Действуя аналогично рассмотренным выше случаям, получаем следующие асимптотиче-

ские представления для базисных решений системы (3.2.13) при t→∞:

y(1,2)(t) =
[
c1,2 + o(1)

]
exp
{
µ1,2

∫
t−3ρdt+O

(∫
t−4ρdt

)}
.

Здесь µ1,2 — собственные числа матрицы A3, определяемые формулой (3.2.35), а c1,2 —

отвечающие им собственные векторы. Как и ранее, аргумент функции exp{ · } при достаточно

больших t принимает или только действительные значения или только чисто мнимые, в

зависимости от вида собственных чисел µ1,2. Таким образом, если

|ω3| <
81|a|3

512
, (3.2.37)

а также выполнены условия (3.2.21), (3.2.34), то в точках (3.2.33) при λ = λ3 уравнение

(3.2.1) имеет неограниченные решения. Из (3.2.33) и (3.2.37), в частности, следует, что

резонанс λ = λ3 реализуется в точках (3.2.33), если выполнены условия (3.2.21), (3.2.34), а

также неравенства

|ω3| < 3ω
3/2
2 , ω2 > 0.

Заметим теперь, что если резонанс λ = λ3 в уравнении (3.2.1) реализуется при некоторых

значениях коэффициентов ω1, ω2 и ω3, то при этих же значениях коэффициентов в этом
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уравнении реализуются резонансы λ = λ1 и λ = λ2. При этом из (3.2.28), в силу положи-

тельности ω2, следует, что резонанс λ = λ2 имеет место для 0 < ρ ≤ 1/2 при значениях

параметра a таких, что

|a| >
√

12ω2

5
. (3.2.38)

Резонанс же λ = λ1 имеет место при 0 < ρ ≤ 1 и всех значениях параметра a в силу (3.2.18)

и (3.2.21).

Следовательно, при условии (3.2.34) в уравнении (3.2.1) возможна реализация сразу трех

резонансов (λ = λi, i = 1, 2, 3) при подходящих значениях параметра a. Чтобы выяснить

возможность одновременной реализации в уравнении (3.2.1) большего числа резонансов,

необходимо продолжить исследование динамики решений уравнения (3.2.1) при резонансных

значениях λ = λn.

• λ = λ4 = 1/2.

Вычисляя матрицы A1, A2 и A3 получаем:

A1 =
ω1

2

 i 0

0 −i

 , A2 =
(
−a

2

15
+
ω2

2

) i 0

0 −i

 , A3 =
ω3

2

 i 0

0 −i

 . (3.2.39)

Если ω1 6= 0, то собственные числа матрицы A1 различны и справедливы все те же рассуж-

дения, которые были проведены нами в случаях λ = λ2 и λ = λ3. В этом случае линейно

независимые решения уравнения (3.2.1) имеют асимптотику вида (3.2.20), а значит все ре-

шения этого уравнения ограничены при t ≥ t0. Поэтому для существования неограниченных

решений в рассматриваемом случае необходимо выполнение условия (3.2.21). Итак, в системе

(3.2.13) вновь A1 = 0.

Далее, если

ω2 6=
2a2

15
,

то аналогично случаю λ = λ3 получаем следующие асимптотические формулы для линейно

независимых решений уравнения (3.2.1) при t→∞:

x1,2(t) =
(
1 + o(1)

)
exp
{
±i
(
t+
(ω2

2
− a2

15

)∫
t−2ρdt+O

(∫
t−3ρdt

))}
.

Как и в случае λ = λ3, заключаем, что вместе с условием (3.2.21) должно быть выполнено и

условие

ω2 =
2a2

15
. (3.2.40)

Из условия (3.2.40) вновь выводим, что резонанс λ = λ4 в уравнении (3.2.1) может воз-

никнуть лишь в том случае, если коэффициент ω2 в разложении (3.2.2) функции ω2(t)
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положителен. Этот резонанс может наблюдаться лишь в двух точках:

a = ±
√

15ω2

2
, ω2 > 0. (3.2.41)

Следовательно, матрица A2 в системе (3.2.13) нулевая.

Пусть далее выполнены условия (3.2.21) и (3.2.40). Если теперь ω3 6= 0, то линейно

независимые решения уравнения (3.2.1) при t→∞ имеют следующую асимптотику:

x1,2(t) =
(
1 + o(1)

)
exp
{
±i
(
t+

ω3

2

∫
t−3ρdt+O

(∫
t−4ρdt

))}
.

Вновь все решения уравнения (3.2.1) оказываются ограниченными при t ≥ t0. Таким образом,

для реализации резонанса λ = λ4 необходимо, чтобы

ω3 = 0. (3.2.42)

Аналогично случаю λ = λ3 заключаем, что резонанс λ = λ4 может наблюдаться лишь при

условии

0 < ρ ≤ 1

4
. (3.2.43)

Действительно, если ρ > 1/4 и выполнены условия (3.2.21), (3.2.40), (3.2.42) и λ = λ4,

то линейно независимые решения уравнения (3.2.1) при t → ∞ имеют асимптотику вида

(3.2.24).

Итак, пусть выполнены условия (3.2.21), (3.2.40), (3.2.42) и (3.2.43), т.е. матрицы A1, A2

и A3 в системе (3.2.13) нулевые. Нам необходимо вычислить матрицу A4. Имеем,

A4 = M
[
A4(t) + A3(t)Y1(t) + A2(t)Y2(t) + A1(t)Y3(t)

]
,

где матрицы Y1(t), Y2(t) и Y3(t) с нулевым средним значением — решения следующих мат-

ричных дифференциальных уравнений:

Ẏ1 = A1(t), Ẏ2 = A2(t) + A1(t)Y1(t), Ẏ3 = A3(t) + A2(t)Y1(t) + A1(t)Y2(t).

Замечая, что M
[
A3(t)Y1(t)

]
= 0, в результате довольно утомительных вычислений, получаем

следующую формулу для матрицы A4 в случае λ = λ4:

A4 = − a4i

6750

 58 375

−375 −58

+
ω4i

2

1 0

0 −1

 .

Собственные числа матрицы A4 имеют следующий вид:

µ1,2 =


±1

2

√(
317a4

3375
+ ω4

)(
433a4

3375
− ω4

)
, −317a4

3375
≤ ω4 ≤

433a4

3375
,

± i

2

√(
317a4

3375
+ ω4

)(
ω4 −

433a4

3375

)
, ω4 ∈

(
−∞,−317a4

3375

)⋃(433a4

3375
,+∞

)
.

(3.2.44)
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Считаем далее, что собственные числа матрицы A4 различны, т.е. выполнены неравенства

ω4 6= −
317a4

3375
и ω4 6=

433a4

3375
. (3.2.45)

Случай, когда одно из неравенств (3.2.45) обращается в равенство, в нашей работе рассмат-

риваться не будет.

Действуя аналогично рассмотренным выше случаям, получаем следующие асимптотиче-

ские представления для базисных решений системы (3.2.13) при t→∞:

y(1,2)(t) =
[
c1,2 + o(1)

]
exp
{
µ1,2

∫
t−4ρdt+O

(∫
t−5ρdt

)}
.

Здесь µ1,2 — собственные числа матрицы A4, определяемые формулой (3.2.44), а c1,2 —

отвечающие им собственные векторы. Как и ранее, аргумент функции exp{ · } при достаточно

больших t принимает или только действительные значения или только чисто мнимые, в

зависимости от вида собственных чисел µ1,2. Таким образом, если

−317a4

3375
< ω4 <

433a4

3375
, (3.2.46)

а также выполнены условия (3.2.21), (3.2.42) и (3.2.43), то в точках (3.2.41) при λ = λ4

уравнение (3.2.1) имеет неограниченные решения. Из (3.2.41) и (3.2.46), в частности, следует,

что резонанс λ = λ4 реализуется в точках (3.2.41), если выполнены условия (3.2.21), (3.2.42)

и (3.2.43), а также неравенства

−317ω2
2

60
< ω4 <

433ω2
2

60
, ω2 > 0. (3.2.47)

Заметим наконец, что если резонанс λ = λ4 в уравнении (3.2.1) реализуется при некото-

рых значениях коэффициентов ωi (i = 1, . . . , 4), то при этих же значениях коэффициентов

в этом уравнении реализуется резонансы λ = λ1, λ = λ2 и λ = λ3. Резонанс λ = λ3 имеет

место для 0 < ρ ≤ 1/3 и возникает в точках (3.2.33). Далее, резонанс λ = λ2 в силу по-

ложительности коэффициента ω2 имеет место для 0 < ρ ≤ 1/2 при значениях параметра a,

удовлетворяющих неравенству (3.2.38). Резонанс же λ = λ1 имеет место при 0 < ρ ≤ 1 и

всех значениях параметра a в силу (3.2.18) и (3.2.21).

Следовательно, при условии (3.2.43) в уравнении (3.2.1) возможна реализация всех че-

тырех резонансов (λ = λi, i = 1, . . . , 4) при подходящих значениях параметра a.

• λ = λn = 2/n, n ≥ 5, n ∈ N.

Вычисляя несколько первых матриц в усредненной системе (3.2.13), получаем:

A1 =
ω1

2

 i 0

0 −i

 , A2 =
(
− a2

4(4− λ2
n)

+
ω2

2

) i 0

0 −i

 ,
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A3 =
ω3

2

 i 0

0 −i

 , A4 =
(
− a4(7λ2

n + 20)

64(1− λ2
n)(4− λ2

n)3
+
ω4

2

) i 0

0 −i

 . (3.2.48)

Здесь при вычислении матрицы A4 мы использовали тот факт, что для реализации резонанса

λ = λn необходимо, чтобы A2 = 0. Точно так же, как это было сделано в предыдущих

случаях, получаем несколько из числа необходимых условий реализации резонанса λ = λn

(n ≥ 5):

ω1 = 0, ω2 =
a2

2(4− λ2
n)
, ω3 = 0, ω4 =

a4(7λ2
n + 20)

32(1− λ2
n)(4− λ2

n)3
. (3.2.49)

Кроме того, несложно показать, что резонанс λ = λn может возникнуть лишь в случае, когда

0 < ρ ≤ 1

n
. (3.2.50)

Из условий (3.2.49) реализации резонанса λ = λn следует, что этот резонанс может наблю-

даться лишь в точках

a = ±
√

2(4− λ2
n)ω2. (3.2.51)

Имеет место следующее утверждение.

Утверждение 3.2.1. В уравнении (3.2.1) при фиксированных коэффициентах ωi (i =

1, . . . , s) разложения (3.2.2) функции ω2(t) может реализоваться не более одного резо-

нанса вида λ = λn, где n ≥ 5.

Доказательство. Предположим противное. Пусть в уравнении (3.2.1) реализуются резонан-

сы λp и λr, где r 6= p и r, p ≥ 5. Из (3.2.49) следует, что в этом случае должны быть

одновременно выполнены равенства:

ω4 =
(7λ2

p + 20)ω2
2

8(1− λ2
p)(4− λ2

p)
и ω4 =

(7λ2
r + 20)ω2

2

8(1− λ2
r)(4− λ2

r)
. (3.2.52)

Откуда, поскольку ω2 6= 0,

7λ2
p + 20

(1− λ2
p)(4− λ2

p)
=

7λ2
r + 20

(1− λ2
r)(4− λ2

r)
. (3.2.53)

Легко показать, что функция

f(λ) =
7λ2 + 20

(1− λ2)(4− λ2)
(3.2.54)

монотонно возрастает на промежутке (0, 1). Отсюда с учетом (3.2.9) следует, что равенство

(3.2.53) не может быть выполнено, поскольку λp 6= λr и λp, λr ∈ (0, 1). �

Определим далее условия, при которых в уравнении (3.2.1) может реализоваться резонанс

λ = λ5 =
2

5
.
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Из (3.2.49) следует, что для реализации этого резонанса необходимо выполнение следующих

условий

ω1 = ω3 = 0, ω2 =
25a2

192
, ω4 =

11 · 253 · a4

64 · 21 · 962
. (3.2.55)

Из (3.2.55) выводим, что резонанс λ = λ5 может возникнуть лишь в точках

a = ±8
√

3ω2

5
, ω2 > 0, (3.2.56)

а коэффициенты ω2 и ω4 должны быть связаны равенством

ω4 =
275ω2

2

336
. (3.2.57)

Кроме того, из (3.2.50) следует, что этот резонанс может наблюдаться лишь при условии

0 < ρ ≤ 1

5
. (3.2.58)

В силу (3.2.55) матрицы Ai (i = 1, . . . , 4) в системе (3.2.13) нулевые. Нам необходимо вычис-

лить матрицу A5. Имеем,

A5 = M
[
A5(t) + A4(t)Y1(t) + A3(t)Y2(t) + A2(t)Y3(t) + A1(t)Y4(t)

]
,

где матрицы Yi(t) (i = 1, . . . , 4) с нулевым средним значением — решения следующих мат-

ричных дифференциальных уравнений:

Ẏ1 = A1(t), Ẏ2 = A2(t) + A1(t)Y1(t), Ẏ3 = A3(t) + A2(t)Y1(t) + A1(t)Y2(t),

Ẏ4 = A4(t) + A3(t)Y1(t) + A2(t)Y2(t) + A1(t)Y3(t).

В результате трудоемких вычислений получаем следующую формулу для матрицы A5 в

случае λ = λ5:

A5 =
58a5

9 · 220

 0 i

−i 0

+
ω5

2

 i 0

0 −i

 .

Собственные числа матрицы A5 имеют следующий вид:

µ1,2 =


±1

2

√(
58a5

9 · 219

)2

− ω2
5, |ω5| ≤

58|a|5

9 · 219
,

± i

2

√
ω2

5 −
(

58a5

9 · 219

)2

, |ω5| >
58|a|5

9 · 219
.

(3.2.59)

Считаем, что собственные числа матрицы A5 различны, т.е. выполнено неравенство

|ω5| 6=
58|a|5

9 · 219
. (3.2.60)
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Действуя аналогично рассмотренным выше случаям, получаем следующие асимптотиче-

ские представления для базисных решений системы (3.2.13) при t→∞:

y(1,2)(t) =
[
c1,2 + o(1)

]
exp
{
µ1,2

∫
t−5ρdt+O

(∫
t−6ρdt

)}
.

Здесь µ1,2 — собственные числа матрицы A5, определяемые формулой (3.2.59), а c1,2 —

отвечающие им собственные векторы. Как и ранее, аргумент функции exp{ · } при достаточно

больших t принимает или только действительные значения или только чисто мнимые, в

зависимости от вида собственных чисел µ1,2. Таким образом, если

|ω5| <
58|a|5

9 · 219
, (3.2.61)

а также выполнены условия (3.2.55), (3.2.57), (3.2.58), то в точках (3.2.56) при λ = λ5

уравнение (3.2.1) имеет неограниченные решения. Из (3.2.56) и (3.2.61), в частности, следует,

что резонанс λ = λ5 реализуется в точках (3.2.56), если выполнены условия (3.2.55), (3.2.57),

(3.2.58), а также неравенства

|ω5| <
125
√

3ω
5/2
2

16
, ω2 > 0.

Заметим, что если резонанс λ = λn (n ≥ 5) в уравнении (3.2.1) реализуется при некоторых

значениях коэффициентов ωi (i = 1, . . . , s), то при этих же значениях коэффициентов в этом

уравнении реализуется резонансы λ = λi (i = 1, . . . , 4). Действительно, резонанс λ = λ4 реа-

лизуется в точках (3.2.41) для всех 0 < ρ ≤ 1/4 в силу выполнения неравенства (3.2.47). Это

неравенство оказывается выполненным, поскольку: коэффициенты ω2 и ω4 связаны равен-

ством типа (3.2.52); функция f(λ), определяемая формулой (3.2.54), монотонно возрастает на

промежутке (0, 1); резонансы λn (n ≥ 5) принадлежат отрезку (0, 1) и λn+1 < λn; для λ = λ5

выполнено равенство (3.2.57), которое удовлетворяет неравенству (3.2.47). Как было пока-

зано ранее, выполнение резонанса λ = λ4 влечет выполнение резонансов λ = λi (i = 1, 2, 3)

при подходящих значениях параметров a и ρ.

Сформулируем теперь основной результат данного раздела, являющийся следствием от-

меченных в предыдущем абзаце соображений, а также утверждения 3.2.1.

Теорема 3.2.1. Пусть коэффициенты ωi (i = 1, . . . , s) разложения (3.2.2) функции ω2(t)

фиксированы (т.е. не зависят от параметров внешнего возмущения (3.1.6)). Тогда в

уравнении (3.2.1) резонанс может реализоваться не более, чем при пяти значениях па-

раметра λ > 0. Этими резонансными значениями являются значения λ = λi (i = 1, . . . , 4)

и одно из значений вида λ = λn, где n ≥ 5, а величины λn определяются формулой
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(3.2.9). При этом, если в уравнении (3.2.1) реализуется резонанс λ = λr, то реализуются

и все резонансы λ = λi из числа перечисленных выше, где i < r. Условия возникновения

резонанса в уравнении (3.2.1) приведены в таблице 1.

Таблица 12. Условия резонанса в уравнении (3.2.1)

n= λ=λn Условия возникновения резонанса
Точки резонанса

в плоскости (a, λ)

1 λ1=2 0 < ρ ≤ 1 (a, 2), |a| > 2|ω1|

2 λ2=1 0 < ρ ≤ 1/2, ω1 = 0
(a, 1),

|a| > M

3 λ3=2/3
0 < ρ ≤ 1/3, ω1 = 0,

ω2 > 0, |ω3| < 3ω
3/2
2

(
±8
√
ω2/3, 2/3

)
4 λ4=1/2

0 < ρ ≤ 1/4, ω1 = 0, ω2 > 0

ω3 = 0, −317ω2
2/60 < ω4 < 433ω2

2/60

(
±
√

(15ω2/2), 1/2
)

5 λ5=2/5
0 < ρ ≤ 1/5, ω1 = 0, ω2 > 0, ω3 = 0,

ω4 = 275ω2
2/336, |ω5| < 125

√
3ω

5/2
2 /16

(
±8
√

3ω2/5, 2/5
)

n>5 λn=2/n

0 < ρ ≤ 1/n, ω1 = 0, ω2 > 0, ω3 = 0,

ω4 = (7λ2
n + 20)ω2

2/
(
8(1− λ2

n)(4− λ2
n)
)
,

ω5 = 0, . . .

(
±
√

2(4− λ2
n)ω2, 2/n

)

На рис. 3.2.1 изображены точки резонанса в плоскости параметров (λ, a) для λ = λi,

i = 1, . . . , 5, определяемые соответствующими значениями из четвертого столбца таблицы 1.

Таким образом, параметрический резонанс, наблюдаемый в уравнении (3.2.1), имеет точеч-

ный характер.

Завершая этот раздел, заметим, что условия, накладываемые на функцию ω2(t) для ре-

ализации, по крайней мере, первых четырех резонансов λ = λi (i = 1, . . . , 4), не являются

сколько-нибудь ограничительными. Примеры соответствующих функций мы приводим ни-

же. Условия, необходимые для реализации резонансов более высокого порядка в уравнении

(3.2.1), выглядят существенно более ограничительными. Так для резонанса λ = λ5 требует-

ся выполнение точного равенства (3.2.57), а для резонансов λ = λn (n > 5) среди прочих

условий необходимо выполнение равенств типа (3.2.52).

Приведем далее примеры функций ω2(t), для которых в уравнении (3.2.1) возникают

резонансы λ = λi (i = 1, . . . , 4) в соответствующих точках плоскости (a, λ) (см. табл. 1).

2Символом M в таблице обозначена величина
√
max

(
12ω2/5,−12ω2

)
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Рис. 3.2.1. На рисунке изображены точки резонанса (выделены жирным) в случае ω2 = 1 для резо-

нансных значений λ = λi (i = 1, . . . , 5). Пунктиром обозначена дуга эллипса a2 = 2ω2(4 − λ2), на

которую ложатся точки резонанса для λ = λn (n ≥ 3)

Пусть f(z) — пять раз непрерывно дифференцируемая в некоторой окрестности точки z = 0

функция, относительно которой выполнены следующие условия:

10. f(0) = 1;

20. f ′(0) = f ′′′(0) = 0;

30. f ′′(0) > 0;

40. −317

10

(
f ′′(0)

)2
< f ′′′′(0) <

433

10

(
f ′′(0)

)2
.

Тогда, если b ∈ R (b 6= 0), то функция вида

ω2(t) = f
( b
tρ

)
удовлетворяет всем условиям появления резонансов λ = λi (i = 1, . . . , 4) в уравнении (3.2.1)

при подходящем выборе параметров a и ρ. Примеры функций f(z), удовлетворяющие усло-

виям 10–40, доставляют, в частности, функции

f(z) = ch z; exp(z2); 1 + z2 + z4;
√

1 + z2.

В заключение заметим, что применяя используемый в работе метод, можно исследовать
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уравнение более общего вида, нежели уравнение (3.2.1), (3.2.2):

d2x

dt2
+
(
ω2(t) + v(t)P (t)

)
x = 0. (3.2.62)

Здесь P (t) — периодическая функция или тригонометрический многочлен, а функция v(t)

удовлетворяет условиям В.2 — B.4 теоремы 1.2.1 и не меняет своего знака при достаточно

больших t. Кроме того, функция ω2(t) допускает при t→∞ представление вида

ω2(t) = 1 + ω1v(t) + ω2v
2(t) + . . .+ ωsv

s(t) + r(t) (3.2.63)

для некоторого s ∈ N. В формуле (3.2.63) коэффициенты ωi ∈ R, (i = 1, . . . , s), а функ-

ция r(t) принадлежит классу L1[t0,∞). Точно также, как это было сделано для уравнения

(3.2.1), (3.2.2), мы можем установить существование в уравнении (3.2.62), (3.2.63) резонанс-

ных значений, которые отсутствуют в уравнении (3.2.62) с постоянной частотой собственных

колебаний ω2(t) ≡ ω2
0 > 0. По всей видимости, описанное в этом разделе явление (возник-

новение новых резонансных частот у осциллятора под действием колебательно убывающего

возмущения) характерно для широкого класса линейных осцилляторов с переменной часто-

той собственных колебаний ω2(t), для которых эта частота «не слишком быстро» стремится

к своему предельному значению ω2
0 > 0.

3.3 Об асимптотике решений гармонического осциллятора

с интегральным возмущением

Адиабатический осциллятор (3.1.2) является частным случаем возмущенного гармони-

ческого осциллятора. В этой работе мы будем рассматривать и другие типы возмущений

гармонического осциллятора. В частности, в этом разделе исследуется динамика решений

интегро-дифференциального уравнения (ИДУ) типа Вольтерра

d2x

dt2
+ x+ q(t)

t∫
t0

x(s)ds = 0, t ≥ t0 > 0, (3.3.1)

где функция q(t) определяется формулой (3.1.5). Мы построим асимптотические представле-

ния для решений уравнений (3.3.1) при t → ∞. Асимптотическое поведение решений ИДУ

второго порядка, к которым относится и уравнение вида (3.3.1), изучалось, например, в ра-

ботах [109, 173]. Следует заметить, что теория асимптотического интегрирования ИДУ по

сравнению с соответствующей теорией для ОДУ существенно менее развита. Для линей-

ных ИДУ попытка развития такой теории предпринимается в статье [135]. В отмеченных
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работах авторами, в частности, указываются условия, при которых асимптотика решений

ИДУ, в главном, определяется фундаментальными решениями предельного уравнения, кото-

рое, в свою очередь, является, ОДУ. Как будет нами показано, асимптотика всех решений

уравнения (3.3.1) при t→∞ не всегда имеет вид

x(t) = c1e
it + c2e

−it + o(1), (3.3.2)

где c1, c2 — произвольные комплексные постоянные, т.е. не всегда определяется фундамен-

тальными решениями гармонического осциллятора. Мы также отметим замечательную мо-

нографию [83], в которой отражено современное состояние теории ИДУ типа Вольтерра.

Полагая

ẋ = y, z(t) =

t∫
t0

x(s)ds, u0 = (x, y, z)T ,

от уравнения (3.3.1) перейдем к системе

u̇0 =


0 1 0

−1 0 0

1 0 0

u0 + q(t)


0 0 0

0 0 −1

0 0 0

u0, (3.3.3)

которая должна рассматриваться вместе с дополнительным условием

z(t0) = 0. (3.3.4)

В системе (3.3.3) осуществим замену

u0 =


1 1 0

i −i 0

−i i 1

u1. (3.3.5)

В результате этой замены приходим к системе

u̇1 =


i 0 0

0 −i 0

0 0 0

u1 +
q(t)

2


1 −1 i

−1 1 −i

2i −2i −2

u1. (3.3.6)

Рассмотрим сначала случай, когда параметр ρ в формуле (3.1.5), определяющей функцию

q(t), удовлетворяет неравенству

ρ > 1. (3.3.7)

При выполнении этого условия система (3.3.6) является L–диагональной. В силу теоре-

мы 1.1.1 фундаментальная матрица системы (3.3.6) имеет следующую асимптотику при

t→∞:

U1(t) =
[
I + o(1)

]
diag

(
eit, e−it, 1

)
.
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Возвращаясь теперь к системе (3.3.3) с помощью замены (3.3.5), приходим к следующим

асимптотическим представлением для первых компонент ее фундаментальных решений:

x(1,2)(t) =
(
1 + o(1)

)
e±it, x(3)(t) = o(1). (3.3.8)

Условие (3.3.4) выделяет в пространстве решений системы (3.3.3) линейное двумерное под-

пространство. В качестве базиса в этом пространстве могут быть выбраны некоторые линей-

ные комбинации фундаментальных решений системы (3.3.3) (очевидно, линейно независи-

мые). Отсюда следует, что в качестве фундаментальных решений уравнения (3.3.1) следует

взять некоторые линейные комбинации функций (3.3.8). Выпишем линейную комбинацию

последних компонент фундаментальных решений системы (3.3.3). Имеем,

z(t) = c1

(
−i + o(1)

)
eit + c2

(
i + o(1)

)
e−it + c3

(
1 + o(1)

)
,

где c1, c2, c3 — произвольные комплексные постоянные. Подставляя теперь полученное вы-

ражение для z(t) в (3.3.4) и выбирая величину t0 достаточно большой, выражаем из полу-

ченного равенства величину c3 линейным образом через c1 и c2. Записывая затем линейную

комбинацию функций (3.3.8) и подставляя в нее полученное выражение для c3, приходим к

следующим асимптотическим формулам для линейно независимые решений уравнения (3.3.1)

при t→∞:

x1,2(t) =
(
1 + o(1)

)
e±it. (3.3.9)

Таким образом, справедливость асимптотических представлений (3.3.9) обоснована нами, по

крайней мере, для достаточно больших t0.

Пусть теперь
1

2
< ρ ≤ 1. (3.3.10)

В результате замены

u1 = diag
(
eit, e−it, 1

)
u2 (3.3.11)

система (3.3.6) преобразуется к следующему виду:

u̇2 = t−ρA1(t)u2. (3.3.12)

Матрица коэффициентов этой системы определяется выражением

A1(t) =
a

4


(−i)

(
eiλt − e−iλt

)
i
(
ei(λ−2)t − e−i(λ+2)t

) (
ei(λ−1)t − e−i(λ+1)t

)
i
(
ei(λ+2)t − e−i(λ−2)t

)
(−i)

(
eiλt − e−iλt

)
−
(
ei(λ+1)t − e−i(λ−1)t

)
2
(
ei(λ+1)t − e−i(λ−1)t

)
(−2)

(
ei(λ−1)t − e−i(λ+1)t

)
2i
(
eiλt − e−iλt

)
 . (3.3.13)
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В силу теоремы 1.2.1 осуществим в системе (3.3.12) усредняющую замену переменной

u2 =
[
I + t−ρY1(t)

]
u3. (3.3.14)

Приходим к системе

u̇3 =
[
t−ρA1 +R(t)

]
u3, (3.3.15)

где A1 = M
[
A1(t)

]
и R(t) ∈ L1[t0,∞). Вид матрицы A1 будет различаться в следующих

случаях.

Предположим сначала, что

λ 6= ±1,±2. (3.3.16)

Тогда A1 = 0 и система (3.3.15) имеет L–диагональную форму. Из теоремы Левинсона

следует, что фундаментальная матрица этой системы имеет следующую асимптотику при

t→∞:

U3(t) = I + o(1).

Возвращаясь теперь к исходной системе (3.3.3), получаем асимптотические представления

(3.3.8) для первых компонент ее фундаментальных решений. Точно также, как и в случае

(3.3.7), устанавливаем справедливость асимптотических формул (3.3.9) для линейно незави-

симых решений уравнения (3.3.1).

Поскольку в силу вида функции q(t) замена параметра λ в (3.1.5) на (−λ) эквивалентна

замене параметра a на (−a), то в дальнейшем мы будем рассматривать лишь положительные

значения параметра λ. Изучим далее случай, когда

λ = 1. (3.3.17)

Матрица A1 в этой ситуации имеет следующий вид:

A1 =
a

4


0 0 1

0 0 1

−2 −2 0

 .

Собственными числами этой матрицы являются

µ1,2 = ±ai
2
, µ3 = 0. (3.3.18)

Поскольку собственные числа матрицы A1 различны, то в силу леммы 1.1.1 система (3.3.15)

может быть приведена к L–диагональной форме, например, с помощью замены

u3 = Cu4, C =


1 1 1

1 1 −1

2i −2i 0

 . (3.3.19)
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Из теоремы 1.1.1 тогда следует, что фундаментальная матрица системы (3.3.15) имеет следу-

ющую асимптотику при t→∞:

U3(t) =
[
C + o(1)

]
diag

(
exp
{ai

2

∫
t−ρdt

}
, exp

{
−ai

2

∫
t−ρdt

}
, 1
)
.

Здесь матрица C определяется формулой (3.3.19). Возвращаясь к системе (3.3.3), получаем

следующие асимптотические формулы для первых компонент ее фундаментальных решений

при t→∞:

x(1,2)(t) =
[(

1 + o(1)
)
eit +

(
1 + o(1)

)
e−it
]

exp
{
±ai

2

∫
t−ρdt

}
, (3.3.20)

x(3)(t) =
(
1 + o(1)

)
eit −

(
1 + o(1)

)
e−it.

Построим асимптотики фундаментальных решений уравнения (3.3.1), когда величина t0 до-

статочно велика. Выписывая линейную комбинацию последних компонент фундаментальных

решений системы (3.3.3), получаем

z(t) = c1

[(
−i + o(1)

)
eit +

(
i + o(1)

)
e−it + 2i + o(1)

]
exp
{ai

2

∫
t−ρdt

}
+

+ c2

[(
−i + o(1)

)
eit +

(
i + o(1)

)
e−it − 2i + o(1)

]
exp
{
−ai

2

∫
t−ρdt

}
+

+ c3

[(
−i + o(1)

)
eit −

(
i + o(1)

)
e−it + o(1)

]
.

Здесь c1, c2, c3 — произвольные комплексные постоянные. Подставим полученное для z(t)

выражение в условие (3.3.4). Заметим, что коэффициент при c2 не обращается в ноль, если

t0 достаточно велико. Тогда величина c2 может быть линейным образом выражена через

c1 и c3. Выписывая затем линейную комбинацию функций из (3.3.20) с учетом полученно-

го представления для c2, приходим к следующим асимптотическим формулам для линейно

независимых решений уравнения (3.3.1) при t→∞:

x1,2(t) = x(1,3)(t) + δ1,2x
(2)(t). (3.3.21)

Здесь δ1,2 — некоторые комплексные числа, которые определяются в силу условия (3.3.4).

Перейдем теперь к рассмотрению случая

λ = 2. (3.3.22)

Нетрудно видеть, что матрица A1 в системе (3.3.15) определяется выражением

A1 =
a

4


0 i 0

−i 0 0

0 0 0

 .
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Собственные числа этой матрицы имеют вид

µ1,2 = ±a
4
, µ3 = 0. (3.3.23)

В силу леммы 1.1.1 система (3.3.15) с помощью замены

u3 = Cu4, C =


1 1 0

−i i 0

0 0 1

 (3.3.24)

может быть приведена к L–диагональной форме. Из теоремы Левинсона тогда следует, что

фундаментальная матрица системы (3.3.15) имеет следующую асимптотику при t→∞:

U3(t) =
[
C + o(1)

]
diag

(
exp
{a

4

∫
t−ρdt

}
, exp

{
−a

4

∫
t−ρdt

}
, 1
)
.

Здесь матрица C определяется выражением (3.3.24). Для первых компонент фундаменталь-

ных решений системы (3.3.3) получаем следующие асимптотические формулы при t→∞:

x(1,2)(t) =
[(

1 + o(1)
)
eit ∓

(
i + o(1)

)
e−it
]

exp
{
±a

4

∫
t−ρdt

}
, (3.3.25)

x(3)(t) = o(1).

Как и в предыдущих случаях выпишем линейную комбинацию последних компонент фунда-

ментальных решений системы (3.3.3). Получаем

z(t) = c1

[(
−i + o(1)

)
eit +

(
1 + o(1)

)
e−it
]

exp
{a

4

∫
t−ρdt

}
+

+ c2

[(
−i + o(1)

)
eit −

(
1 + o(1)

)
e−it
]

exp
{
−a

4

∫
t−ρdt

}
+ c3

(
1 + o(1)

)
,

где c1, c2, c3 — произвольные комплексные постоянные. Подставляя теперь полученное выра-

жение для z(t) в (3.3.4) и выбирая величину t0 достаточно большой, выражаем величину c3

линейным образом через c1 и c2. Записывая затем линейную комбинацию функций (3.3.25)

и подставляя в нее полученное выражение для c3, приходим к следующим асимптотическим

формулам для фундаментальных решений уравнения (3.3.1) при t→∞:

x1,2(t) = x(1,2)(t) + o(1). (3.3.26)

Таким образом, при условиях (3.3.10), (3.3.22) уравнение (3.3.1) имеет неограниченные ре-

шения.

Рассмотрим далее случай, когда
1

3
< ρ ≤ 1

2
.
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В результате усредняющей замены

u2 =
[
I + t−ρY1(t) + t−2ρY2(t)

]
u3 (3.3.27)

система (3.3.12) приводится к виду

u̇3 =
[
t−ρA1 + t−2ρA2 +R(t)

]
u3. (3.3.28)

Здесь A1 = M
[
A1(t)

]
, A2 = M

[
A1(t)Y1(t)

]
, где матрица Y1(t) определяется как решение

матричного дифференциального уравнения Ẏ1 = A1(t) − A1 с нулевым средним значением,

и, наконец, R(t) ∈ L1[t0,∞). Несложные, но довольно утомительные вычисления приводят к

следующей формуле для матрицы A1(t)Y1(t):

A1(t)Y1(t) =
a2

16


a11(t) a12(t) a13(t)

ā12(t) ā11(t) ā13(t)

a31(t) ā31(t) a33(t)

 . (3.3.29)

Здесь символом z̄ обозначено число, комплексно сопряженное с z. Элементы матрицы (3.3.29)

определяются следующими выражениями:

a11(t) =
i

λ

(
e2iλt − e−2iλt

)
+ i
( e2iλt

λ+ 2
+

1

λ− 2
− 1

λ+ 2
− e−2iλt

λ− 2

)
−

−2i
( e2iλt

λ+ 1
+

1

λ− 1
− 1

λ+ 1
− e−2iλt

λ− 1

)
,

a12(t) = (−i)
(e2i(λ−1)t

λ− 2
+

e−2it

λ+ 2
− e−2it

λ− 2
− e−2i(λ+1)t

λ+ 2

)
−

− i

λ

(
e2i(λ−1)t − e−2i(λ+1)t

)
+ 2i

(e2i(λ−1)t

λ− 1
+

e−2it

λ+ 1
− e−2it

λ− 1
− e−2i(λ+1)t

λ+ 1

)
,

a13(t) = −
(ei(2λ−1)t

λ− 1
− e−i(2λ+1)t

λ+ 1

)
−
(ei(2λ−1)t

λ+ 1
− e−i(2λ+1)t

λ− 1

)
+

2

λ

(
ei(2λ−1)t − e−i(2λ+1)t

)
,

a31(t) = −2

λ

(
ei(2λ+1)t − e−i(2λ−1)t

)
− 2
(ei(2λ+1)t

λ+ 2
+

eit

λ− 2
− eit

λ+ 2
− e−i(2λ−1)t

λ− 2

)
+

+4
(ei(2λ+1)t

λ+ 1
+

eit

λ− 1
− eit

λ+ 1
− e−i(2λ−1)t

λ− 1

)
,

a33(t) = (−2i)
( e2iλt

λ− 1
− e−2iλt

λ+ 1

)
− 2i

( e2iλt

λ+ 1
− e−2iλt

λ− 1

)
+

4i

λ

(
e2iλt − e−2iλt

)
. (3.3.30)

Заметим, что интерес представляет лишь изучение случая, когда выполнены неравенства

(3.3.16). Действительно, если λ = 1 или λ = 2, то матрица A1 в системе (3.3.28) ненулевая

и ее собственные числа различны. Воспользовавшись леммой 1.1.1, систему (3.3.28) заменой

u3 = C(t)u4 можно привести к L–диагональному виду

u̇4 =
[
t−ρΛ(t) +R1(t)

]
u4, (3.3.31)
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где диагональная матрица Λ(t) составлена из собственных чисел матрицы A1 + t−ρA2, а

R1(t) ∈ L1[t0,∞). Построим затем асимптотику фундаментальной матрицы системы (3.3.31)

при t → ∞ согласно теореме Левинсона и вернемся к исходной системе (3.3.3). Тогда для

фундаментальных решений уравнения (3.3.1) в случае λ = 1 мы получаем асимптотиче-

ские формулы (3.3.20), (3.3.21), а в случае λ = 2 — формулы (3.3.25), (3.3.26) с тем лишь

изменением, что величину
∫
t−ρdt в отмеченных формулах следует заменить выражением

t1−ρ

1− ρ
(
1 + o(1)

)
. (3.3.32)

Итак, будем далее рассматривать случай, когда выполнены неравенства (3.3.16). Тогда

матрица A1 = 0 и необходимо вычислить матрицу A2. Вновь нам потребуется рассмотреть

несколько ситуаций. Пусть сначала

λ 6= ±1

2
,±1,±2. (3.3.33)

Используя (3.3.29), (3.3.30), несложно убедиться в том, что

A2 =
[
A1(t)Y1(t)

]
= µi


1 0 0

0 −1 0

0 0 0

 , µ =
3a2

4(λ2 − 1)(λ2 − 4)
. (3.3.34)

Из вида матрицы A2 следует, что система (3.3.28) является L–диагональной и асимптотика

ее фундаментальной матрицы может быть построена на основании теоремы 1.1.1. Первые

компоненты фундаментальных решений системы (3.3.3) имеют тогда следующие асимптоти-

ки при t→∞:

x(1,2)(t) =
(
1 + o(1)

)
exp
{
±i
(
t+ µ

∫
t−2ρdt

)}
, x(3)(t) = o(1). (3.3.35)

Как и ранее, будем предполагать, что величина t0 в (3.3.4) достаточно велика. Выпишем

линейную комбинацию последних компонент фундаментальных решений системы (3.3.3).

Имеем,

z(t) = c1

(
−i + o(1)

)
exp
{
i
(
t+ µ

∫
t−2ρdt

)}
+

+ c2

(
i + o(1)

)
exp
{
−i
(
t+ µ

∫
t−2ρdt

)}
+ c3

(
1 + o(1)

)
,

где c1, c2, c3 — произвольные комплексные постоянные. Подставляя это равенство в (3.3.4),

выражаем при достаточно больших t0 величину c3 линейно через c1 и c2. Выписывая теперь

линейную комбинацию функций (3.3.35) с учетом полученного выражения для c3, получаем

следующие асимптотики для линейно независимых решений уравнения (3.3.1) при t→∞:

x1,2(t) = x(1,2)(t) + o(1). (3.3.36)
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Предположим теперь, что

λ =
1

2
. (3.3.37)

Из (3.3.29), (3.3.30) следует, что

A2 =
[
A1(t)Y1(t)

]
=
a2

15


4i 0 5

0 −4i 5

10 10 0

 . (3.3.38)

Несложный подсчет показывает, что собственные числа этой матрицы имеют вид

µ1,2 = ±2
√

21

15
a2, µ3 = 0. (3.3.39)

Система (3.3.28) заменой

u3 = Cu4, C =


δ −δ̄ 1

δ̄ −δ −1

1 1 −4
5
i

 , δ =

√
21 + 2i

10
(3.3.40)

может быть приведена к L–диагональной форме. В силу теоремы Левинсона фундаменталь-

ная матрица системы (3.3.28) имеет тогда следующую асимптотику при t→∞:

U3(t) =
[
C + o(1)

]
diag

(
exp
{
µ1

∫
t−2ρdt

}
, exp

{
µ2

∫
t−2ρdt

}
, 1
)
.

Здесь матрица C имеет вид (3.3.40), а величины µ1 и µ2 определяются выражениями (3.3.39).

Первые компоненты фундаментальных решений системы (3.3.3) допускают тогда следующие

асимптотические представления при t→∞:

x(1)(t) =
[(
δ + o(1)

)
eit +

(
δ̄ + o(1)

)
e−it
]

exp
{
µ1

∫
t−2ρdt

}
,

x(2)(t) =
[(
−δ̄ + o(1)

)
eit −

(
δ + o(1)

)
e−it
]

exp
{
µ2

∫
t−2ρdt

}
, (3.3.41)

x(3)(t) =
(
1 + o(1)

)
eit −

(
1 + o(1)

)
e−it.

Вновь выпишем линейную комбинацию z-компонент фундаментальных решений системы

(3.3.3). Имеем,

z(t) = c1

[(
−iδ + o(1)

)
eit +

(
iδ̄ + o(1)

)
e−it + 1 + o(1)

]
exp
{
µ1

∫
t−2ρdt

}
+

+ c2

[(
iδ̄ + o(1)

)
eit −

(
iδ̄ + o(1)

)
e−it + 1 + o(1)

]
exp
{
µ2

∫
t−2ρdt

}
+

+ c3

[(
−i + o(1)

)
eit −

(
i + o(1)

)
e−it − 4i

5
+ o(1)

]
,
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где c1, c2, c3 — произвольные комплексные постоянные. Подставим это выражение в (3.3.4).

Заметим, что коэффициент при c3 для достаточно больших t0 сколь угодно близок к величине(
−2i cos t0 − 4i

5

)
. Следовательно, c3 можно линейно выразить через c1 и c2 для достаточно

больших t0, таких что cos t0 6= −2
5
. В таком случае для фундаментальных решений уравнения

(3.3.1) получаем следующие асимптотики при t→∞:

x1,2(t) = x(1,2)(t) + δ1,2x
(3)(t). (3.3.42)

где δ1,2 — некоторые комплексные числа, которые определяются в силу условия (3.3.4).

Заметим, что в рассмотренной ситуации уравнение (3.3.1) имеет неограниченные при t→∞

решения.

Рассмотрим, наконец, случай, когда

ρ ≤ 1

3
.

Систему (3.3.12) с помощью усредняющей замены

u2 =
[
I + t−ρY1(t) + . . .+ t−kρYk(t)

]
u3 (3.3.43)

приводим к виду

u̇3 =
[
t−ρA1 + t−2ρA2 + . . .+ t−kρAk +R(t)

]
u3. (3.3.44)

Здесь k ∈ N выбрано так, что 0 < kρ ≤ 1 < (k+1)ρ, матрицы Yi(t) и Ai определяются согласно

формулам (1.2.20), (1.2.21) (в нашем случае A0 = 0) c учетом изменения обозначений (3.2.6),

а матрица R(t) ∈ L1[t0,∞). Очевидно, что поведение решений системы (3.3.44) при t → ∞

будет определяться видом собственных чисел матрицы

A(t) = t−ρA1 + t−2ρA2 + . . .+ t−kρAk. (3.3.45)

Исследуем структуру этой матрицы более подробно.

Будем говорить, что тригонометрический многочлен

p(t) =
N∑
j=1

cje
iλjt, λj ∈ R,

относится к классу A, если все его коэффициенты cj, j = 1, . . . , N, — чисто мнимые, и к

классу B — если действительны. Например, функция p(t) = sin t относится к классу A, а

p(t) = cos t — к классу B. Заметим, что матрица A1(t) в системе (3.3.12) имеет следующую

структуру: 
A A B

A A B

B B A

 . (3.3.46)
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Утверждение 3.3.1. Каждая из постоянных матриц Ai, i = 1, . . . , k, в усредненной систе-

ме (3.3.44) имеет следующий вид: 
i i r

i i r

r r i

 , (3.3.47)

где символом i обозначено некоторое чисто мнимое число или ноль, а символом r —

некоторое действительное число или ноль.

Доказательство. Воспользуемся индукцией по номеру матрицы Ai (напомним, что мы ис-

пользуем обозначения (3.2.6)). Поскольку

M



A A B

A A B

B B A


 =


i i r

i i r

r r i

 , (3.3.48)

то в силу (1.2.16) утверждение справедливо для матрицы A1 . Кроме того, из (1.2.19) следует

(A0 = 0), что матрица Y1(t) имеет вид 
B B A

B B A

A A B

 , (3.3.49)

поскольку такой вид имеет интеграл от матрицы (3.3.46). Предположим далее, что все мат-

рицы Aj для j ≤ i − 1, i ≥ 2, имеют вид (3.3.47), а все матрицы Yj(t), j ≤ i − 1, имеют

вид (3.3.49). Покажем, что матрицы Ai и Yi(t) имеют тогда такую же структуру. Заметим,

что произведение матрицы вида (3.3.46) и матрицы вида (3.3.49) есть матрица вида (3.3.46).

Тогда из (1.2.21) в силу (3.3.48) следует, что матрица Ai имеет вид (3.3.47). Далее, произве-

дение матрицы вида (3.3.49) и матрицы вида (3.3.47) есть матрица вида (3.3.46). Из (1.2.20)

заключаем, что матрица Yi(t) имеет вид (3.3.49), поскольку, как было отмечено ранее, такой

вид имеет интеграл от матрицы (3.3.46). �

Вернемся к рассмотрению матрицы A(t) из (3.3.45). Поскольку матрица A1(t) в системе

(3.3.12) имеет вид (1.2.28), (3.3.46), то в силу утверждений 1.2.1, 3.3.1 каждая из матриц

Ai, i = 1, . . . , k, в усредненной системе (3.3.44) имеет вид (1.2.28), (3.3.47). Таким образом,

сопоставляя формулы (1.2.28) и (3.3.47), заключаем, что

A(t) =


iα(t) iβ(t) γ(t)

−iβ(t) −iα(t) γ(t)

ω(t) ω(t) 0

 , (3.3.50)
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где α(t), β(t), γ(t), ω(t) — некоторые действительнозначные функции. Для определения соб-

ственных чисел матрицы A(t) получаем характеристический многочлен

p(µ) = −µ3 + µ
(
β2(t)− α2(t) + 2ω(t)γ(t)

)
.

Следовательно, собственные числа µ1,2(t) определяются как корни полинома

µ2 = β2(t)− α2(t) + 2ω(t)γ(t),

а, значит, при достаточно больших t являются либо чисто мнимыми и комплексно сопряжен-

ными друг другу, либо действительными и разных знаков. Кроме того, собственное число

µ3(t) ≡ 0. Заметим, что первой ненулевой матрицей в системе (3.3.44) является либо мат-

рица A1, либо матрица A2. Из леммы 1.1.1 тогда следует, что система (3.3.44) приводится к

L–диагональному виду

u̇4 =
[
Λ(t) +R1(t)

]
u4,

где матрица Λ(t) = diag
(
µ1(t), µ2(t), 0

)
составлена из собственных чисел матрицы (3.3.45).

Таким образом, мы можем сделать следующие выводы. Если λ = 1, то

µ1,2(t) = µ1,2t
−ρ(1 + o(1)), (3.3.51)

где числа µ1,2 определяются формулой (3.3.18). В этом случае для фундаментальных решений

уравнения (3.3.1) (во всяком случае при достаточно больших t0) справедливы асимптотиче-

ские формулы (3.3.20), (3.3.21), в которых величину
∫
t−ρdt следует заменить выражением

(3.3.32). Если λ = 2, то для собственных чисел матрицы (3.3.45) мы получаем представление

(3.3.51), где на сей раз числа µ1,2 определяются формулой (3.3.23). Тогда для фундамен-

тальных решений уравнения (3.3.1) мы получаем асимптотические представления (3.3.25),

(3.3.26), в которых вновь следует заменить величину
∫
t−ρdt выражением (3.3.32). Предпо-

ложим теперь, что λ = 1
2
. В этом случае собственные числа матрицы (3.3.45) имеют вид

µ1,2(t) = µ1,2t
−2ρ
(
1 + o(1)), (3.3.52)

где числа µ1,2 определяются формулой (3.3.39). Для фундаментальных решений уравнения

(3.3.1) при t → ∞ мы получаем асимптотические формулы (3.3.41), (3.3.42), в которых

величину
∫
t−2ρdt следует заменить выражением

t1−2ρ

1− 2ρ

(
1 + o(1)

)
. (3.3.53)

Наконец, если λ 6= ±1
2
,±1,±2, то собственные числа матрицы (3.3.45) имеют асимптотику

вида (3.3.52), где µ1,2 = ±iµ, а величина µ определяется формулой (3.3.34). В этом случае
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фундаментальные решения уравнения (3.3.1) при t → ∞ описываются асимптотическими

формулами (3.3.35), (3.3.36), в которых
∫
t−2ρdt следует заменить выражением (3.3.53). От-

метим также, что во всех рассмотренных случаях остаточный член o(1) в формулах (3.3.51)

и (3.3.52) есть величина действительная при достаточно больших t.

Анализируя полученные в этом разделе формулы мы можем заключить следующее. Неог-

раниченные колебания в ИДУ (3.3.1) могут существовать, только если (λ = ±2) и (ρ ≤ 1)

или (λ = ±1/2) и (ρ ≤ 1/2). Во всех остальных случаях ненулевые решения уравнения

(3.3.1) ограничены и не стремятся к нулю при t→∞.
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Глава 4

Построение асимптотики критических

решений систем ОДУ с колебательно

убывающими коэффициентами

4.1 Построение критической системы

В данной главе мы продолжим разработку метода асимптотического интегрирования ли-

нейных систем дифференциальных уравнений с колебательно убывающими коэффициента-

ми, начатую в главе 1. Суть решаемой в этом разделе задачи заключается в следующем.

В практических приложениях иногда требуется определить асимптотику не всех решений

системы (1.2.3), а только некоторых. Например, тех, которые определяют характер устойчи-

вости решений. Предположим, что в системе (1.2.3) матрица A0 имеет ровно s чисто мнимых

собственных чисел, а остальные m− s собственные числа имеют отрицательные веществен-

ные части. В этой ситуации естественно ожидать, что для m − s линейно независимых

решений системы (1.2.3) при t ≥ t0 справедливы оценки

|xj(t)| ≤Me−νt, ν > 0, j = s+ 1, . . . ,m. (4.1.1)

Точная асимптотика этих решений обычно не представляет значительного интереса. Таким

образом, нам необходимо построить асимптотику s линейно независимых решений, чей ха-

рактер поведения при t→∞ не подчиняется оценкам (4.1.1). Эти решения мы будем называть

критическими. В этом разделе мы укажем алгоритм построения системы дифференциаль-

ных уравнений, из которой может быть определена асимптотика s критических линейно

независимых решений x1(t), . . . , xs(t) системы (1.2.3).

С помощью подходящей замены вида

x = Cy (4.1.2)

от системы (1.2.3) перейдем к двум подсистемам вида

ẏ1 = B1y1 +B11(t)y1 +B12(t)y2 +R11(t)y1 +R12(t)y2,

ẏ2 = B2y2 +B21(t)y1 +B22(t)y2 +R21(t)y1 +R22(t)y2,
y =

y1

y2

 , (4.1.3)
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где y1 ∈ Cs, y2 ∈ Cm−s. Здесь все собственные числа (s × s)-матрицы B1 чисто мнимые, а

собственные числа ((m− s)× (m− s))-матрицы B2 имеют отрицательные вещественные ча-

сти. Матрицы Bij(t) подходящих размеров имеют следующий вид, обусловленный исходной

системой (1.2.3):

Bij(t) =
n∑
l=1

A
(ij)
l (t)vl(t) + . . .+

∑
1≤l1≤...≤lk≤n

A
(ij)
l1... lk

(t)vl1(t) · . . . · vlk(t). (4.1.4)

Элементами матриц A
(ij)
l1... lp

(t) являются тригонометрические многочлены. Наконец, матрицы

Rij(t) принадлежат классу L1[t0,∞). В системе (4.1.3) произведем замену вида

y = e−α0tz, α0 > 0

такую, что у матрицы B1 0

0 B2

+ α0I

имеются s собственных чисел с положительными вещественными частями и m − s соб-

ственных чисел с отрицательными вещественными частями. Полученная в результате такой

замены линейная система является частным случаем систем вида (1.4.10), рассмотренных в

разделе 1.4. Из теоремы 1.4.1 тогда следует, что в фазовом пространстве этой системы су-

ществует многообразие S(t0), которое в силу линейности системы является (m− s)-мерным

линейным подпространством пространства Cm, обладающее следующим свойством. При до-

статочно больших t0 все решения с начальными условиями на многообразии S(t0) стремятся

к нулю с экспоненциальной скоростью. Возвращаясь к нашей системе (4.1.3) легко уста-

навливаем следующий результат. У системы (4.1.3) имеются m − s линейно независимых

решений, для которых справедливы оценки (4.1.1). Факт существования у системы (4.1.3)

m− s базисных решений, для которых справедливы оценки (4.1.1), легко установить также,

если воспользоваться результатами, изложенными в [95] (см. также [165]).

Для дальнейшего изложения нам потребуется один специальный вариант теоремы 1.4.1.

Рассмотрим систему дифференциальных уравнений следующего вида:

ẋ = A(t)x+R(t, x), x ∈ Rm. (4.1.5)

Предположим, что

1. Линейная система (1.4.2) экспоненциально дихотомична на правой полуоси t ≥ 0, т. е.

выполнены неравенства (1.4.3). Кроме того, пусть rankP1 = k;

2. Вектор-функция R(t, x) в шаре |x| ≤ r удовлетворяет следующим условиям:

2а. |R(t, x1)−R(t, x2)| ≤ p(t)|x1 − x2|, |xj| ≤ r, j = 1, 2, где p(t) ∈M0, t ≥ t0,
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2б. R(t, 0) ∈ L1[t0,∞).

Здесь класс M0 вводится согласно определению 1.3.1.

Теорема 4.1.1. При сформулированных выше предположениях справедливы все утвержде-

ния теоремы 1.4.1 и дополнительно все решения системы (4.1.5) с начальными условиями

на многообразии S(t0), где t0 � 1, принадлежат классу L1[t0,∞).

Доказательство. Интересующие нас решения системы с начальными условиями на много-

образии S(t0) являются решениями интегрального уравнения

x(t) = U(t)P1U
−1(t0)x(t0) +

∞∫
t0

G(t, s)R(s, x)ds, (4.1.6)

где матричная функция Грина G(t, s) определяется формулой (1.4.5). Кроме того, для нее

справедливо неравенство

|G(t, s)| ≤ Ke−α|t−s|, t, s ≥ 0.

Покажем, что для любого достаточно малого

x0 = P1U
−1(t0)x(t0) (4.1.7)

при достаточно больших t0 у интегрального уравнения (4.1.6) существует единственное огра-

ниченное при t ≥ t0 решение. Это решение стремится к нулю при t → ∞ и принадлежит

классу L1[t0,∞). Начальные условия всех таких решений при различных x0 образуют много-

образие S(t0). Обозначим правую часть уравнения (4.1.6) как результат применения операто-

ра T к функции x(t) при фиксированных x0 и t0. Оператор T будем считать определенным в

банаховом пространстве BL, состоящем из непрерывных при t ≥ t0 функций x(t), таких что

x(t) → 0 при t → ∞ и, кроме того, p(t)x(t) ∈ L1[t0,∞). Норму в этом пространстве введем

согласно формуле

‖x‖BL = ‖x‖C0 + ‖x‖L1 = max
t≥t0
|x(t)|+

∞∫
t0

p(s)|x(s)|ds. (4.1.8)

Покажем, что оператор T при достаточно малых x0 и достаточно большом t0 переводит

некоторый шар ‖x‖BL ≤ r0 пространства BL в себя и является в этом шаре сжимающим.

Сначала установим тот факт, что функция (Tx)(t) является элементом пространства BL.

Заметим, что из доказательства теоремы 1.4.1 следует, что функция (Tx)(t) непрерывна при

t ≥ t0 и, кроме того, (Tx)(t)→ 0 при t→∞. Далее, из (4.1.6) следует, что
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|(Tx)(t)| ≤ Ke−α(t−t0)|U(t0)||x0|+
∣∣∣∣
∞∫
t0

G(t, s)
[
R(s, x)−R(s, 0) +R(s, 0)

]
ds

∣∣∣∣ ≤
≤ Ke−α(t−t0)|U(t0)||x0|+K

∞∫
t0

e−α|t−s|p(s)|x(s)|ds+K

∞∫
t0

e−α|t−s||R(s, 0)|ds. (4.1.9)

Здесь мы также учли неравенство (1.4.18). Отсюда выводим, что

∞∫
t0

p(t)|(Tx)(t)|dt ≤ K|U(t0)||x0|
∞∫
t0

e−α(t−t0)p(t)dt+K

∞∫
t0

p(s)|x(s)|
∞∫
t0

e−α|t−s|p(t)dtds+

+K

∞∫
t0

|R(s, 0)|
∞∫
t0

e−α|t−s|p(t)dtds. (4.1.10)

Поскольку p(t) ∈ M0, а функции p(t)x(t) и R(t, 0) принадлежат классу L1[t0,∞), то в силу

следствия 1.4.1 все интегралы в правой части неравенства (4.1.10) существуют. Следователь-

но, функция p(t)|(Tx)(t)| также принадлежит L1[t0,∞). Таким образом, мы показали, что

функция (Tx)(t) является элементом пространства BL. Из неравенства (1.4.19) следует, что

для любого наперед заданного r0 ≤ r можно добиться выполнения неравенства

‖Tx‖C0 ≤
r0

2
, (4.1.11)

если |x0| ≤ ρ0 достаточно мало и t0 достаточно велико. Из (4.1.10) с учетом оценки (1.4.9)

выводим, что

‖Tx‖L1 ≤
2KN(t0)

1− e−α
|U(t0)||x0|+

2KN(t0)

1− e−α
‖x‖L1 +

2KN(t0)

1− e−α

∞∫
t0

|R(s, 0)|ds. (4.1.12)

Здесь функция N(t) при t ≥ t0 определяется формулой

N(t) = max
s≥t

s+1∫
s

p(τ)dτ

и, кроме того, N(t)→ 0 при t→∞. Из (4.1.12) следует, что если ‖x‖L1 ≤ r0, то выбирая |x0|

достаточно малым, а число t0 достаточно большим, можно добиться выполнения неравенства

‖Tx‖L1 ≤
r0

2
. (4.1.13)

Тогда в силу (4.1.11) и (4.1.13) заключаем, что оператор T переводит шар ‖x‖BL ≤ r0 в себя.

Установим теперь сжимаемость оператора T в шаре ‖x‖BL ≤ r0. Из неравенства (1.4.17)

следует, что

‖Tx− Ty‖C0 ≤ q‖x− y‖C0 , 0 ≤ q < 1, (4.1.14)

155



коль скоро ‖x‖BL ≤ r0 и ‖y‖BL ≤ r0. Далее, из (4.1.6) с учетом (4.1.7), (4.1.10) и (4.1.12)

выводим неравенство

‖Tx− Ty‖L1 ≤
2KN(t0)

1− e−α
‖x− y‖L1 ≤ q‖x− y‖L1 , 0 ≤ q < 1, (4.1.15)

если величина t0 достаточно велика. Из неравенств (4.1.14) и (4.1.15) следует сжимаемость

оператора T в шаре ‖x‖BL ≤ r0 при достаточно больших t0.

В силу принципа сжимающих отображений заключаем, что интегральное уравнение

(4.1.6) имеет единственное решение в шаре ‖x‖BL ≤ r0 пространства BL при всех достаточ-

но больших t0 и достаточно малых |x0|. Осталось показать, что это решение принадлежит

классу L1[t0,∞). Действительно, поскольку x = Tx, то для |x(t)| при t ≥ t0 справедливо нера-

венство (4.1.9). Осталось заметить, что все слагаемые в правой части (4.1.9) принадлежат

L1[t0,∞). Это вытекает из следствия 1.4.1 и того факта, что этому пространству принадлежат

функции p(t)x(t) и R(t, 0).

Теорема доказана. �

Вернемся теперь к основной задаче этого раздела — построению системы дифференциаль-

ных уравнений, описывающей поведение критических решений системы (1.2.3). Используе-

мый нами метод во многом повторяет основные этапы алгоритма построения центрального

многообразия для нелинейной системы обыкновенных дифференциальных уравнений (см.,

например, [84, 168]). Будем искать критические решения системы (4.1.3) в виде

y2(t) = H(t)y1(t), (4.1.16)

где H(t) — некоторая ((m− s)× s)-матрица, подлежащая определению. Подставим представ-

ление (4.1.16) во второе уравнение системы (4.1.3) и учтем первое уравнение этой системы.

Приходим к выводу, что интересующая нас матрица H(t) является решением следующего

нелинейного матричного дифференциального уравнения:

Ḣ = B2H −HB1 +B22(t)H −HB11(t)−HB12(t)H+

+B21(t) +R21(t)−HR11(t) +R22(t)H −HR12(t)H. (4.1.17)

Рассмотрим это уравнение, ограничиваясь лишь постоянной линейной частью. Имеем,

Ḣ = B2H −HB1. (4.1.18)

Легко проверить, что любое решение этого уравнения с начальным условием H(0) = C опи-

сывается формулой

H(t) = eB2tCe−B1t. (4.1.19)
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Матричное дифференциальное уравнение (4.1.17) можно представить в виде системы

(4.1.5) для нахождения элементов hij(t) матрицы H(t). В силу формулы (4.1.19) и условий на

спектр матриц B1 и B2 соответствующая линейная система (1.4.2) будет обладать экспонен-

циальной дихотомией с проектором P1 = I. Следовательно, на основании теоремы 1.4.1 все

решения матричного уравнения (4.1.17) из некоторой окрестности нуля при достаточно боль-

ших t0 стремятся к нулю при t→∞. В силу (4.1.4) будем искать эти решения в следующем

виде:

H(t) =
n∑
i=1

Hi(t)vi(t) + . . .+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

Hi1... ik(t)vi1(t) · . . . · vik(t) + Y (t). (4.1.20)

Элементами матриц Hi1... il(t) являются тригонометрические многочлены, а Y (t) = o(1) —

некоторая матрица из класса L1[t0,∞). Подставляя представление (4.1.20) в уравнение

(4.1.17) и собирая слагаемые при vi1(t) · . . . · vil(t) (l ≤ k), мы получаем следующие неод-

нородные дифференциальные уравнения для определения матриц Hi1... il(t):

Ḣi1... il = B2Hi1... il −Hi1... ilB1 +Gi1... il(t). (4.1.21)

Здесь Gi1... il(t) — некоторая известная матрица, элементами которой являются тригономет-

рические многочлены:

Gi1... il(t) =
∑
j

g
(i1... il)
j eiλjt.

Интересующее нас решение уравнения (4.1.21) будем искать в виде

Hi1... il(t) =
∑
j

β
(i1... il)
j eiλjt. (4.1.22)

Подставляя (4.1.22) в (4.1.21) и собирая члены при одинаковых показателях экспоненты,

получаем следующие уравнения для нахождения матриц β
(i1... il)
j :

B2β
(i1... il)
j − β(i1... il)

j (B1 + iλjI) = −g(i1... il)
j . (4.1.23)

Поскольку спектры матриц B2 и B1 + iλjI не пересекаются, то эти уравнения однозначно

разрешимы при любой правой части (см., например, [13]).

Наконец, для нахождения матрицы Y (t) получаем нелинейное матричное дифференци-

альное уравнение

Ẏ = B2Y − Y B1 + Φ1(t)Y + Y Φ2(t)− Y B12(t)Y+

+ Ψ1(t) + YΨ2(t) + Ψ3(t)Y − Y R12(t)Y. (4.1.24)
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Здесь матрицы Φj(t) (j = 1, 2) суть матрицы вида (4.1.4), а матрицы Ψj(t) (j = 1, 2, 3)

принадлежат классу L1[t0,∞). Это уравнение можно записать в виде системы (4.1.5) для

нахождения элементов yij(t) матрицы Y (t). Полученная таким образом система удовлетво-

ряет условиям теоремы 4.1.1. Следовательно, все решения уравнения (4.1.20) с начальными

условиями Y (t0) такими, что t0 достаточно велико, а |Y (t0)| достаточно мало, принадлежат

классу L1[t0,∞). Отсюда вытекает возможность представления решений системы (4.1.17),

стремящихся к нулю при t→∞, в виде (4.1.20).

Учтем представления (4.1.16) и (4.1.20) в первом уравнении системы (4.1.3). В результате

получим следующую s-мерную систему дифференциальных уравнений вида (1.2.3):

ẏ1 = B1y1 + B̂11(t)y1 + R̂11(t)y1. (4.1.25)

Здесь матрица B̂11(t) имеет вид (4.1.4), а матрица R̂11(t) принадлежит классу L1[t0,∞).

Без ограничения общности можно считать, что матрица B1 — матрица жорданова вида D0,

единственным собственным числом которой является ноль. Действительно, в системе (4.1.25)

можно сперва осуществить преобразование, приводящее матрицу B1 к жордановой форме, а

затем воспользоваться заменой типа (1.2.14).

Используя теперь теорему 1.2.1, с помощью замены типа (1.2.5) систему (4.1.25) приводим

к усредненному виду

ż =
(
D0 +

n∑
i=1

Divi(t) +
∑

1≤i1≤i2≤n

Di1i2vi1(t)vi2(t) + . . .+

+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

Di1... ikvi1(t) · . . . · vik(t) + R̂(t)
)
z (4.1.26)

с постоянными матрицами Di1... il и матрицей R̂(t) ∈ L1[t0,∞). Система (4.1.26) и явля-

ется искомой критической системой. Дальнейшее асимптотическое исследование системы

(4.1.26) связано с необходимостью приведения этой системы к L–диагональному виду (1.1.3).

Если это удается сделать, то мы можем построить асимптотику фундаментальной матрицы

системы (4.1.25), а следовательно получить асимптотики для s компонент интересующих

нас решений системы (4.1.3). Учитывая связь (4.1.16) между компонентами y1 и y2 вектора

y в системе (4.1.3) и возвращаясь к исходной системе (1.2.3), мы, таким образом, можем

получить асимптотические формулы для s линейно независимых критических решений.

4.2 Метод Колесова–Майорова

Одним из недостатков метода построения критической системы, описанного в предыду-

щем разделе, является необходимость осуществления преобразования (4.1.2), приводящего
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матрицу A0 к блочно-диагональному виду. Этого недостатка лишен метод, предложенный

Ю.С. Колесовым и В.В. Майоровым в работе [22] применительно к задаче исследования

устойчивости решений линейных систем с близкими к постоянным почти периодическими

коэффициентами.

Попытаемся построить асимптотику s критических решений системы (1.2.3) следующим

образом. Положим

S(t) = S0(t) +
n∑
i=1

Si(t)vi(t) + . . .+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

Si1... ik(t)vi1(t) · . . . · vik(t), (4.2.1)

где элементами (m × s)-матриц S0(t) и Si1... il(t) являются некоторые тригонометрические

многочлены. Пусть (s × s)-матрица Z(t) суть фундаментальная матрица системы (4.1.26), в

которой матрица R̂(t) ≡ 0, а постоянные матрицы Di1... il подлежат определению. Предполо-

жим далее, что интересующие нас s критических решений системы (1.2.3) расположены по

столбцам (m× s)-матрицы

X(t) = S(t)Z(t). (4.2.2)

Подставим теперь представление (4.2.2) в исходную систему (1.2.3) и применим к обеим

частям полученного равенства справа матрицу Z−1(t). Соберем затем слагаемые при оди-

наковых произведениях vi1(t) · . . . · vil(t) (l ≤ k), игнорируя члены, принадлежащие классу

L1[t0,∞). Приравнивая «свободные» члены, получаем следующее уравнение для определения

матрицы S0(t) и постоянной матрицы D0:

Ṡ0(t) = A0S0(t)− S0(t)D0. (4.2.3)

Пусть по столбцам (m× s)-матрицы X0(t) расположены s линейно независимых решений

системы

ẋ = A0x,

отвечающие чисто мнимым собственным значениям матрицы A0. Очевидно, что матрицу

X0(t) можно представить в виде

X0(t) = S0(t)eD0t,

где по столбцам матрицы S0(t) стоят некоторые тригонометрические многочлены, а (s × s)-

матрица D0 — верхняя жорданова матрица с единственным собственным числом, равным

нулю, причем кратность его элементарных делителей совпадает с кратностями элементарных

делителей собственных чисел матрицы A0, лежащих на мнимой оси. Построенные таким

образом матрицы S0(t) и D0 удовлетворяют уравнению (4.2.3).
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Пусть нулевые строки матрицы D0 имеют номера l1 < l2 < . . . < lp. Обозначим через

K(D0) совокупность (s × s)-матриц, у которых ненулевые элементы могут быть только в

строках с этими номерами. Собирая теперь слагаемые при vi1(t) · . . . · vil(t), получаем следу-

ющие уравнения для определения матриц Si1... il(t) и Di1... il:

Ṡi1... il(t) = A0Si1... il(t) + Fi1... il(t)− S0(t)Di1... il . (4.2.4)

Здесь Fi1... il(t) — некоторая известная (m×s)-матрица, элементами которой являются триго-

нометрические многочлены. В [22] показано, что из уравнений вида (4.2.4) можно определить

матрицы Di1... il ∈ K(D0) и матрицы Si1... il(t), элементами которых являются тригонометри-

ческие многочлены.

Обозначим через A(t) главную часть системы (1.2.3), т. е. (m×m)-матрицу

A(t) = A0 +
n∑
i=1

Ai(t)vi(t) + . . .+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

Ai1... ik(t)vi1(t) · . . . · vik(t).

Далее, через D(t) обозначим главную часть системы (4.1.26), т.е. (s× s)-матрицу

D(t) = D0 +
n∑
i=1

Divi(t) + . . .+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

Di1... ikvi1(t) · . . . · vik(t).

В силу определения матриц Si1... il(t) и матриц Di1... il имеет место следующее тождество:

A(t)S(t)− Ṡ(t) = S(t)D(t) + Y (t), (4.2.5)

где Y (t) — некоторая матрица из класса L1[t0,∞).

Через P (t) будем далее обозначать (m ×m)-матрицу, первыми s столбцами которой яв-

ляются столбцы матрицы S(t), а в качестве остальных m− s столбцов взяты произвольные

базисные векторы из корневого подпространства матрицы A0, отвечающего ее собственным

числам с отрицательными вещественными частями. Очевидно, что при достаточно больших

t матрица P (t) невырождена, а обратная к ней матрица ограничена, поскольку

| detP (t)| ≥ p0 > 0, t� 1.

В системе (1.2.3) осуществим замену

x = P (t)y, y =

y1

y2

 , y1 ∈ Cs, y2 ∈ Cm−s. (4.2.6)

Используя тождество (4.2.5), нетрудно установить, что в результате этой замены исходная

система преобразуется к следующему виду:

ẏ1 = D(t)y1 +B12(t)y2 +R11(t)y1 +R12(t)y2,

ẏ2 = B2y2 +B22(t)y2 +R21(t)y1 +R22(t)y2,
y =

y1

y2

 . (4.2.7)
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Здесь собственные числа ((m−s)×(m−s))-матрицы B2 имеют отрицательные вещественные

части, матрицы B12(t) и B22(t) суть матрицы вида (4.1.4), а матрицы Rij(t) (i, j = 1, 2)

принадлежат классу L1[t0,∞).

Будем искать решения системы (4.2.7) в виде (4.1.16). Для нахождения матрицы H(t)

получаем уравнение вида (4.1.17), в котором

B1 = D0, B11(t) = D(t)−D0, B21(t) = 0.

Из теоремы 4.1.1 тогда следует, что все решения H(t) уравнения (4.1.17) с начальными усло-

виями из некоторой окрестности нуля при t0 � 1 принадлежат классу L1[t0,∞). Учтем затем

соотношение (4.1.16) в первом уравнении системы (4.2.7). В результате получим s-мерную

систему дифференциальных уравнений вида (4.1.26) с постоянными матрицами Di1... il и мат-

рицей R̂(t) ∈ L1[t0,∞), которая и является искомой критической системой.

4.3 Асимптотическое интегрирование системы двух

осцилляторов с колебательно убывающей связью

В качестве примера использования изложенной в предыдущих разделах методики рас-

смотрим следующую систему двух связанных осцилляторов:

ẍ1 + ω2
1x1 +

a sinωt

tα
x2 = 0,

ẍ2 + dẋ2 + ω2
2x2 +

b sinωt

tβ
x1 = 0.

(4.3.1)

Здесь ω > 0, ω1 > 0, ω2 > 0, a и b — произвольные (ненулевые) действительные параметры,

d > 0, α > 0, β > 0. Система (4.3.1) исследовалась в работе [136] в предположении, что d = 0

и

α + β > 1. (4.3.2)

Установлено, что в том случае, когда

ω 6= ω1 + ω2, ω 6= ω2 − ω1 ω 6= ω1 − ω2, (4.3.3)

все решения системы (4.3.1) при условии (4.3.2) имеют следующую асимптотику при t→∞:

x1(t) = C1 sin(ω1t+ γ1) +O
(
t−α
)

+O
(
t1−α−β

)
,

x2(t) = C2 sin(ω2t+ γ2) +O
(
t−β
)

+O
(
t1−α−β

)
,

где C1, C2, γ1, γ2 — произвольные действительные постоянные. Если же хотя бы одно из нера-

венств в (4.3.3) обращается в равенство, то у системы (4.3.1) могут существовать неограни-

ченные решения. В этом случае говорят, что в системе (4.3.1) имеет место параметрический

резонанс.
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Исследуем динамику решений системы (4.3.1) при условии, что коэффициент d > 0. От

системы (4.3.1) перейдем к системе четырех уравнений первого порядка

ẏ1 = B1y1 +B12(t)y2,

ẏ2 = B2y2 +B21(t)y1,
y1 =

x1

ẋ1

 , y2 =

x2

ẋ2

 . (4.3.4)

Здесь

B1 =

 0 1

−ω2
1 0

 , B2 =

 0 1

−ω2
2 −d

 ,

B12(t) =
1

tα

 0 0

−a sinωt 0

 , B21(t) =
1

tβ

 0 0

−b sinωt 0

 .

(4.3.5)

В системе (4.3.4) сначала осуществим заменуy1

y2

 =

C O

O E

v1

v2

 , C =

 1 1

iω1 −iω1

 , E = diag(1, 1), (4.3.6)

а затем — заменуv1

v2

 =

Ĉ(t) O

O E

w1

w2

 , Ĉ(t) = diag
(
eiω1t, e−iω1t

)
, (4.3.7)

где O — нулевая (2× 2)-матрица. В результате этих замен, предварительно разложив функ-

цию sinωt по формуле Эйлера, приходим к следующей системе:

ẇ1 = B̂12(t)w2,

ẇ2 = B2w2 + B̂21(t)w1,
w1, w2 ∈ C2, (4.3.8)

где

B̂12(t) = − a

4ω1

1

tα

e−i(ω+ω1)t − ei(ω−ω1)t 0

ei(ω+ω1)t − e−i(ω−ω1)t 0

 ,

B̂21(t) =
ib

2

1

tβ

 0 0

ei(ω+ω1)t − e−i(ω−ω1)t ei(ω−ω1)t − e−i(ω+ω1)t

 ,

а матрица B2 определена в (4.3.5).

Критические решения системы (4.3.8) будем искать в виде

w2 = H(t)w1. (4.3.9)

Здесь (2× 2)-матрица H(t) является решением матричного уравнения

Ḣ = B2H −HB̂12(t)H + B̂21(t) (4.3.10)
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и H(t) = o(1) при t → ∞. Интересующие нас решения уравнения (4.3.10) будем искать в

виде разложения (4.1.20), в котором n = 2 и v1(t) = t−α, v2(t) = t−β.

Для нахождения матрицы H1(t), элементами которой являются тригонометрические мно-

гочлены, получаем уравнение

Ḣ1 = B2H1.

Следовательно, H1(t) ≡ O. Используя индукцию, легко показать, что все матрицы вида

H1...1(t) также суть нулевые. Для нахождения матрицы H2(t) получаем уравнение

Ḣ2 = B2H2 +
ib

2

 0 0

ei(ω+ω1)t − e−i(ω−ω1)t ei(ω−ω1)t − e−i(ω+ω1)t

 .

Несложные вычисления показывают, что

H2(t) = ei(ω+ω1)tΓ1 + ei(ω−ω1)tΓ2 + e−i(ω+ω1)tΓ3 + e−i(ω−ω1)tΓ4,

где

Γ1 =
ib

2γ1

 1 0

i(ω + ω1) 0

 , Γ2 =
ib

2γ2

0 1

0 i(ω − ω1)

 ,

Γ3 =
ib

2γ̄1

0 −1

0 i(ω + ω1)

 , Γ4 =
ib

2γ̄2

 −1 0

i(ω − ω1) 0

 ,

и

γ1 = −(ω + ω1)2 + ω2
2 + i(ω + ω1)d, γ2 = −(ω − ω1)2 + ω2

2 + i(ω − ω1)d, (4.3.11)

а величины γ̄1 и γ̄2 комплексно сопряжены величинам γ1 и γ2 соответственно. Легко показать,

что все матрицы вида H22(t), H222(t), . . . , H2...2(t) являются нулевыми. Из (4.3.10) следует, что

матрица H12(t) также является нулевой.

Используя теорему 1.4.2, мы заключаем, что решения уравнения (4.3.10), стремящиеся к

нулю при t→∞, имеют следующее асимптотическое представление:

H(t) = H2(t)t−β +O
(
t−(α+2β)

)
+O

(
t−(β+1)

)
. (4.3.12)

Для нахождения критических решений системы (4.3.8) получаем следующую систему:

ẇ1 = B̂12(t)H(t)w1 =
[
A1(t)t−(α+β) +O

(
t−2(α+β)

)
+O

(
t−(α+β+1)

)]
w1. (4.3.13)

Здесь

A1(t) = − abi
8ω1

[γ−1
1 + γ̄−1

2 0

0 −γ̄−1
1 − γ−1

2

+ e2i(ω+ω1)t

 0 0

γ−1
1 0

+
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+ e2iωt

−γ−1
1 0

γ−1
2

+ e2iω1t

 0 0

−γ̄−1
2 − γ−1

1 0

+ e2i(ω−ω1)t

0 −γ−1
2

0 0

+

+ e−2i(ω+ω1)t

0 −γ̄−1
1

0 0

+ e−2iωt

−γ̄−1
2 0

γ̄−1
1

+ e−2iω1t

0 γ̄−1
1 + γ−1

2

0 0

+

+ e−2i(ω−ω1)t

 0 0

γ̄−1
2 0

].
Для исследования системы (4.3.13) воспользуемся теоремой 1.2.1. Осуществим в системе

(4.3.13) усредняющую замену вида

w1 =
[
E + Y1(t)t−(α+β) + . . .

]
z.

В результате этого преобразования получим усредненную систему вида (1.2.6)

ż =
[
A1t

−(α+β) +O
(
t−2(α+β)

)
+O

(
t−(α+β+1)

)]
z, (4.3.14)

где A1 = M
[
A1(t)

]
.

Предположим сначала, что имеет место неравенство (4.3.2). В этом случае система

(4.3.13) имеет L–диагональный вид, и для ее фундаментальной матрицы W1(t) при t → ∞

справедливо следующее асимптотическое представление:

W1(t) = E + o(1).

Возвращаясь теперь к исходной системе (4.3.1) и учитывая равенства (4.3.9), (4.3.12), полу-

чаем асимптотическое представление для ее решений при t→∞:

x1(t) = C1 sin(ω1t+ γ) + o(1),

x2(t) = C1t
−β
[
|ϕ| sin

(
(ω + ω1)t+ γ + δ1

)
+ |ψ| cos

(
(ω − ω1)t− γ + δ2

)
+ o(1)

]
,

где C1, γ — произвольные действительные постоянные, и

ϕ =
ib

2γ1

, ψ = − ib

2γ̄2

. (4.3.15)

Кроме того,

sin δ1 =
Imϕ

|ϕ|
, cos δ1 =

Reϕ

|ϕ|
, sin δ2 =

Reψ

|ψ|
, cos δ2 =

Imψ

|ψ|
. (4.3.16)

Пусть далее

α + β ≤ 1. (4.3.17)

Необходимо рассмотреть два случая.

a). ω 6= ω1.
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В этой ситуации

A1 =
[
A1(t)

]
= − abi

8ω1

γ−1
1 + γ̄−1

2 0

0 −γ̄−1
1 − γ−1

2

 .

Собственные числа λ1, λ2 матрицы A1

λ1 = λ̄2 = − abi
8ω1

(
1

γ1

+
1

γ̄2

)
(4.3.18)

различны при условии Imλ1 6= 0. Тогда в силу леммы 1.1.1 система (4.3.14) может быть

приведена к L–диагональному виду (1.1.3), где

Λ(t) = diag
(
λ1 + o(1), λ̄1 + o(1)

)
t−(α+β). (4.3.19)

Фундаментальная матрица W1(t) системы (4.3.13) имеет следующую асимптотику при t →

∞:

W1(t) =
(
E + o(1)

)
exp
{ t∫
t∗

Λ(s)ds
}
.

Для решений системы (4.3.1) получаем следующие асимптотические формулы при t→∞:

x1(t) = C1 exp{ν(t) Reλ1(1 + o(1))}
[
sin
(
ω1t+ ν(t) Imλ1(1 + o(1))

)
+ o(1)

]
,

x2(t) = C1t
−β exp{ν(t) Reλ1(1 + o(1))}

[
|ϕ| sin

(
(ω + ω1)t+ ν(t) Imλ1(1 + o(1))

)
+

+|ψ| cos
(
(ω − ω1)t+ ν(t) Imλ1(1 + o(1))

)
+ o(1)

]
,

(4.3.20)

где C1 — произвольная действительная постоянная,

ν(t) =


ln t, α + β = 1,

t1−(α+β)

1− (α + β)
, α + β < 1,

(4.3.21)

а величины ϕ и ψ определяются формулами (4.3.15). Несложные, но довольно утомительные

вычисления приводят к следующей формуле:

Reλ1 =
abd
(
3ω4 + (d2 − 2ω2

1 − 2ω2
2)ω2 − d2ω2

1 − (ω2
1 − ω2

2)2
)

4
(
d2(ω − ω1)2 + (ω2 − 2ωω1 + ω2

1 − ω2
2)2
)(
d2(ω + ω1)2 + (ω2 + 2ωω1 + ω2

1 − ω2
2)2
) .

Из асимптотических представлений (4.3.20) следует, что x1(t) растет по абсолютной ве-

личине, если Reλ1 > 0, и убывает, если Reλ1 < 0. Решение x2(t) растет по абсолютной

величине, если Reλ1 > 0 и α + β < 1, а также в том случае, когда Reλ1 > β и α + β = 1.

Наконец, x2(t) убывает по абсолютной величине, если Reλ1 < 0, а также в том случае, когда

Reλ1 < β и α + β = 1.
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Если Reλ1 = 0, то асимптотические формулы (4.3.20) справедливы лишь при условии,

что
1

2
< α + β ≤ 1.

Этот факт следует непосредственно из вида системы (4.3.13).

б). ω = ω1.

В этой ситуации

A1 =
[
A1(t)

]
= − abi

8ω1

γ−1
1 + γ̄−1

2 −γ−1
2

γ̄−1
2 −γ̄−1

1 − γ−1
2

 ,

где в силу (4.3.11)

γ1 = −4ω2
1 + ω2

2 + 2ω1di, γ2 = ω2
2. (4.3.22)

Формулы для собственных чисел λ1, λ2 будут различаться в зависимости от знака величины

η = (ω2
2 − 4ω2

1)
(
32ω4

1 + (8d2 − 20ω2
2)ω2

1 + 3ω4
2

)
. (4.3.23)

Именно,

λ1,2 =


ab(−2ω1ω2d± i

√
η)

8ω1ω2

[
4d2ω2

1 + (ω2
2 − 4ω2

1)2
] , η ≥ 0,

ab(−2ω1ω2d±
√
−η)

8ω1ω2

[
4d2ω2

1 + (ω2
2 − 4ω2

1)2
] , η < 0.

(4.3.24)

Собственные числа λ1, λ2 различны при условии, что η 6= 0. В этой ситуации система (4.3.14)

может быть приведена к L–диагональному виду (1.1.3), где

Λ(t) = diag
(
λ1 + o(1), λ2 + o(1)

)
t−(α+β). (4.3.25)

Фундаментальная матрица W1(t) системы (4.3.13) имеет следующую асимптотику при t →

∞:

W1(t) =
(
P + o(1)

)
diag

(
exp
{(
λ1 + o(1)

)
ν(t)

}
, exp

{(
λ2 + o(1)

)
ν(t)

})
. (4.3.26)

Здесь по столбцам матрицы P стоят собственные векторы матрицы A1, а функция ν(t)

определяется формулой (4.3.21). Мы не будем выписывать асимптотические формулы для

решений системы (4.3.1). Остановимся лишь на описании качественного поведения решений

этой системы.

Из формул (4.3.24), (4.3.26) следует, что x1(t) растет по абсолютной величине при усло-

вии, что ab < 0, а также в том случае, когда ab > 0, η < −4ω2
1ω

2
2d

2. Решение x1(t) убывает,

если ab > 0 и η > 0, а также в том случае, когда ab > 0 и −4ω2
1ω

2
2d

2 < η < 0. Учитывая

формулы (4.3.9) и (4.3.12), мы можем сделать выводы о поведении решения x2(t). В случае,

когда α + β < 1, x2(t) растет по абсолютной величине, если растет решение x1(t). Если
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α + β = 1, то величина x2(t) растет в том случае, когда ab < 0 и Reλ2 > β, а также в том

случае, когда ab > 0, η < 0 и Reλ1 > β. Решение x2(t) убывает при условии, что α+ β < 1 и

решение x1(t) убывает. Если же α+ β = 1, то x2(t) убывает в том случае, когда убывает ре-

шение x1(t), а также в случае, когда ab < 0 и Reλ2 < β. Кроме того, решение x2(t) убывает,

если α + β = 1, ab > 0, η < 0 и Reλ1 < β.

Анализируя характер поведения решений x1(t) и x2(t) системы (4.3.1) во всех рассмот-

ренных выше случаях, мы можем сделать следующий вывод. Если α + β < 1, то характер

поведения решений x1(t) и x2(t) одинаков (либо оба растут по абсолютной величине, либо

убывают). В случае, когда α + β = 1, качественное поведение решений x1(t) и x2(t) может

различаться.
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Глава 5

Асимптотическое интегрирование ФДУ

с колебательно убывающими

коэффициентами

5.1 Построение асимптотики решений одного класса

систем ФДУ, близких к ОДУ

Задаче асимптотического интегрирования линейных функционально-дифференциальных

уравнений (ФДУ), а также систем таких уравнений, посвящено значительное число ра-

бот. Первые асимптотические теоремы для скалярных уравнений с запаздывающим аргу-

ментом были предложены Беллманом (R. Bellman) и Куком (K.L. Cooke) [3] (см. также

обзор в [55, Глава 9]). Существенные результаты были затем получены в работах Драйве-

ра (R.D. Driver) [105], Хэддока (J.R. Haddock) и Сакера (R.J. Sacker) [114], в цикле работ

Арино (O. Arino), Джиори (I. Győri) и Питук (M. Pituk) [66,67,69, 110–113, 156], а также в

работах Аи (S. Ai) [64], Касселя (J.S. Cassell) и Хоу (Z. Hou) [87,88,121]. Одно из направле-

ний в решении задачи асимптотического интегрирования систем ФДУ посвящено получению

аналогов известных теорем Н. Левинсона и Хартмана-Винтнера для систем такого типа, а

также приведению систем уравнений к такому виду, который позволял бы воспользоваться

соответствующими результатами.

В данной главе изучается вопрос построения асимптотики решений некоторого класса

систем линейных ФДУ, содержащих колебательно убывающие величины. Особенностью рас-

сматриваемого класса систем является их «близость» при t→∞ к системам обыкновенных

дифференциальных уравнений. Данное обстоятельство во многом упрощает процесс постро-

ения асимптотических формул, позволяя применять некоторые известные приемы асимпто-

тического интегрирования линейных систем обыкновенных дифференциальных уравнений

(ОДУ).

В основе предлагаемой нами методики лежат асимптотические теоремы, полученные Кас-

селем и Хоу в работе [87]. Эти результаты распространяю результаты Н. Левинсона (см.

теорему 1.1.1) на случай систем ФДУ, близких в определенном смысле к системам ОДУ с
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диагональной матрицей. Рассмотрим следующую линейную систему:

ẋ = Λ(t)x(t) +R(t, xt). (5.1.1)

Здесь x ∈ Cm, xt(θ) = x(t + θ) (−h ≤ θ ≤ 0) — элемент пространства Ch ≡ C
(
[−h, 0],Cm

)
непрерывных на [−h, 0] функций со значениями в Cm с нормой

‖ϕ‖ = sup
−h≤θ≤0

|ϕ(θ)|.

Далее, Λ(t) =
(
diag λ1(t), . . . , λm(t)

)
— диагональная матрица, элементами которой являются

локально интегрируемые на [t0,∞) функции со значениями в C; R(t, ·) — линейный ограни-

ченный оператор, действующий из Ch в Cm такой, что при любом фиксированном ϕ ∈ Ch

функция R(·, ϕ) измерима по Лебегу при t ≥ t0 и

|R(t, ϕ)| ≤ γ(t)‖ϕ‖, γ(t) ∈ L1[t0,∞). (5.1.2)

Операторы с такими свойствами будем в дальнейшем называть операторами из класса

Lh1 [t0,∞). По аналогии с системами ОДУ системы ФДУ вида (5.1.1) будем называть L-

диагональными.

Будем говорить, что некоторая функция x(t) со значениями в Cm удовлетворяет системе

(5.1.1) при t ≥ T , если x(t) непрерывна на множестве [T − h,∞), абсолютно непрерывна на

множестве [T,∞) и равенство (5.1.1) выполнено почти всюду на [T,∞). При сформулирован-

ных условиях для любого ϕ ∈ Ch и любого T ≥ t0 существует единственная функция x(t),

которая удовлетворяет системе (5.1.1) с начальным условием xT = ϕ (см. [55]). Функцию

x(t) будем называть решением системы (5.1.1) с начальным условием xT = ϕ.

Пусть для каждой пары индексов (j, k) имеет место либо неравенство

t2∫
t1

Re
(
λj(s)− λk(s)

)
ds ≤ K1, t2 ≥ t1 ≥ t0, (5.1.3)

либо неравенство
t2∫
t1

Re
(
λj(s)− λk(s)

)
ds ≥ K2, t2 ≥ t1 ≥ t0, (5.1.4)

где K1, K2 — некоторые постоянные. Кроме того, предположим, что для любого j = 1, . . . ,m

выполнено неравенство

t+τ∫
t

Reλj(s)ds ≥ K3 t ≥ t0, 0 ≤ τ ≤ h, (5.1.5)

где K3 — некоторая постоянная.
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Имеет место следующий результат, который вытекает из [87, теорема 2] и замечания

после указанной теоремы.

Теорема 5.1.1. Пусть выполнены условия (5.1.3)–(5.1.4) и (5.1.5). Тогда при достаточно

больших T ≥ t0 и любом j = 1, . . . ,m существует такая непрерывная функция xj(t):

[T−h,∞)→ Cm, которая удовлетворяет системе уравнений (5.1.1) при t ≥ T и допускает

следующее асимптотическое представление при t→∞:

xj(t) =
[
ej + o(1)

]
exp
{ t∫
T

λj(s)ds
}
, (5.1.6)

где ej = (0, . . . , 0,
(j)

1 , 0, . . . , 0).

Замечание 1. Из доказательства теоремы 5.1.1 следует (см. [87, стр. 476]), что в качестве

начальных условий для решений xj(t), имеющих асимптотику вида (5.1.6), могут быть взяты

некоторые постоянные функции ϕj(T, θ) из Ch так, что ϕj(T, θ) ≡ ϕj(T, 0) (−h ≤ θ ≤ 0) и

(xj)T ≡ ϕj(T, 0). Эти начальные функции ограничены по отношению к величине T .

Асимптотика произвольного решения системы (5.1.1) при t→∞ описывается следующей

теоремой [87, Теорема 5].

Теорема 5.1.2. Пусть выполнены все условия теоремы 5.1.1. Тогда, если функция x(t)

удовлетворяет системе (5.1.1) при t ≥ T , то существуют константы c1,. . . ,cm такие,

что

x(t) =
m∑
j=1

cj xj(t) + o
(
e−βt

)
, t→∞, (5.1.7)

где функции xj(t) (j = 1, . . . ,m) имеют асимптотику вида (5.1.6), а величина β > 0

произвольна.

Замечание 1. Константы c1, . . . , cm можно рассматривать как линейные непрерывные функ-

ционалы c1(T, ·), . . . , cm(T, ·), которые определены на пространстве начальных функций xT =

ϕ, где ϕ ∈ Ch (см. [87, теоремы 4 и 5], а также [64, теорема 5]). Кроме того, можно показать,

что для любого i = 1, . . . ,m и для всех достаточно больших T ≥ t0

|ci(T, ϕ)| ≤ K̂‖ϕ‖, ϕ ∈ Ch,

где константа K̂ может быть выбрана не зависящей от T и ϕ.

В нашей работе исследуется вопрос о построении асимптотики при t → ∞ решений

следующей системы ФДУ:
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ẋ =
n∑
i=1

vi(t)Bi(t, xt) +
∑

1≤i1≤i2≤n

vi1(t)vi2(t)Bi1i2(t, xt) + . . .+

+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

vi1(t) · . . . · vik(t)Bi1... ik(t, xt) +R(t, xt). (5.1.8)

В этой системе Bi1... il(t, ·) — линейные ограниченные операторы, действующие из простран-

ства Ch в пространство Cm, относительно которых предполагается, что либо все эти опера-

торы периодичны по переменной t с периодом ω > 0, т. е.

Bi1... il(t+ ω, ϕ) ≡ Bi1... il(t, ϕ), ϕ ∈ Ch, (5.1.9)

либо

Bi1... il(t, ϕ) =
N∑
j=1

Γ
(i1...il)
j (t)`

(i1...il)
j (ϕ), ϕ ∈ Ch. (5.1.10)

В формуле (5.1.10) `(i1...il)
j (ϕ) — линейные ограниченные операторы, не зависящие от t, и

действующие из Ch в Cm, а Γ
(i1...il)
j (t) — матрицы, элементами которых являются тригоно-

метрические многочлены, т. е.

Γ
(i1...il)
j (t) =

M∑
s=1

β
(i1...il)
sj eiλst, (5.1.11)

где β(i1...il)
sj — постоянные, вообще говоря, комплексные (m×m)-матрицы, а λs — веществен-

ные числа. В том случае, если имеет место равенство (5.1.9), будем предполагать, что при

любом фиксированном ϕ ∈ Ch функция Bi1... il(t, ϕ) измерима по Лебегу и для всех ϕ ∈ Ch и

t ∈ R

|Bi1... il(t, ϕ)| ≤ K‖ϕ‖, (5.1.12)

где K — некоторая постоянная. Очевидно, что неравенство (5.1.12) заведомо выполнено,

если оператор Bi1... il(t, ϕ) имеет вид (5.1.10), (5.1.11). Далее, R(t, ·) — оператор из класса

Lh1 [t0,∞). Наконец, v1(t), . . . , vn(t) — скалярные абсолютно непрерывные на [t0,∞) функции,

относительно которых выполнены условия B.2 — B.4 из раздела 1.2.

При сформулированных условиях для любого ϕ ∈ Ch и T ≥ t0 существует единственная

функция x(t), удовлетворяющая системе (5.1.8) при t ≥ T с начальным условием xT = ϕ.

Наша дальнейшая цель состоит в том, чтобы, расширяя фазовое пространство системы (5.1.8)

и приводя ее затем к системе вида (5.1.1), получить асимптотическое представление для всех

решений системы (5.1.8).

Представим оператор Bi1...il(t, xt) в следующем виде:

Bi1...il(t, xt) = Bi1...il

(
t, x(t)

)
−Bi1...il

(
t, x(t)− xt

)
. (5.1.13)
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Очевидно, что в силу наложенных на оператор Bi1...il(t, ϕ) условий

Bi1...il

(
t, x(t)

)
= Ai1...il(t)x(t), (5.1.14)

где (m×m)-матрица Ai1...il(t) является либо ω–периодической, либо ее элементами являются

тригонометрические многочлены, т. е. она имеет вид (5.1.11).

Заметим далее, что

x(t)− xt =

t∫
t+θ

ẋ(s)ds, −h ≤ θ ≤ 0. (5.1.15)

Учтем, что при s ≥ T величина ẋ(s) определяется из системы (5.1.8). Следовательно,

x(t)− xt =

t∫
t+θ

( n∑
i=1

vi(s)Bi(s, xs) +
∑

1≤i1≤i2≤n

vi1(s)vi2(s)Bi1i2(s, xs) + . . .+

+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

vi1(s) · . . . · vik(s)Bi1... ik(s, xs) +R(s, xs)

)
ds, (5.1.16)

если t ≥ T + h и −h ≤ θ ≤ 0. Подставим представление (5.1.16) во второе слагаемое в

формуле (5.1.13) и воспользуемся линейностью оператора Bi1...il(t, ϕ). Имеем,

Bi1...il

(
t, x(t)− xt

)
=

n∑
j=1

Bi1...il

(
t,

t∫
t+θ

vj(s)Bj(s, xs)ds

)
+ . . .+

+
∑

1≤j1≤...≤jk≤n

Bi1...il

(
t,

t∫
t+θ

vj1(s) · . . . · vjk(s)Bj1... jk(s, xs)ds

)
+Bi1...il

(
t,

t∫
t+θ

R(s, xs)ds

)
.

(5.1.17)

Рассмотрим сначала слагаемое

Bi1...il

(
t,

t∫
t+θ

R(s, xs)ds

)
= Bi1...il

(
t,

0∫
θ

R(s+ t, xs+t)ds

)
. (5.1.18)

Выражение (5.1.18) представляет собой линейный оператор

L
(
t, ϕ
)

= Bi1...il

(
t,

0∫
θ

R(s+ t, ϕs)ds

)
, −h ≤ θ ≤ 0, (5.1.19)

действующий из пространства C2h ≡ C
(
[−2h, 0],Cm

)
непрерывных на [−2h, 0] функций со

значениями в Cm в пространство Cm. Здесь, как и ранее, ϕs(θ1) = ϕ(s+ θ1) (−h ≤ θ1 ≤ 0) —

элемент пространства Ch. Покажем, что оператор L(t, ϕ) принадлежит классу L2h
1 [t0 +h,∞).

Этот класс вводится точно так же, как и класс Lh1 [t0,∞), с той лишь разницей, что областью

определения операторов из класса L2h
1 [t0,∞) является пространство C2h. Очевидно, что в

172



проверке нуждается лишь выполнимость условия (5.1.2). Учитывая неравенства (5.1.2) и

(5.1.12), легко установить, что

|L
(
t, ϕ
)
| ≤

(
K

t∫
t−h

γ(s)ds

)
‖ϕ‖, ‖ϕ‖ = sup

−2h≤θ≤0
|ϕ(θ)|. (5.1.20)

Осталось заметить, что функция
t∫

t−h

γ(s)ds

принадлежит классу L1[t0 + h,∞) в силу того, что γ(t) ∈ L1[t0,∞). Действительно, меняя

порядок интегрирования, получаем,

∞∫
t0+h

( t∫
t−h

γ(s)ds

)
dt =

t0+h∫
t0

( s+h∫
t0+h

γ(s)dt

)
ds+

∞∫
t0+h

( s+h∫
s

γ(s)dt

)
ds =

=

t0+h∫
t0

γ(s)(s− t0)ds+ h

∞∫
t0+h

γ(s)ds. (5.1.21)

Рассмотрим теперь в формуле (5.1.17) слагаемое вида

Bi1...il

(
t,

t∫
t+θ

vj1(s) · . . . · vjp(s)Bj1... jp(s, xs)ds

)
.

Имеем

Bi1...il

(
t,

t∫
t+θ

vj1(s) · . . . · vjp(s)Bj1... jp(s, xs)ds

)
=

= Bi1...il

(
t,

t∫
t+θ

[
vj1(t) · . . . · vjp(t)− vj1(t) · . . . · vjp(t) + vj1(s) · . . . · vjp(s)

]
Bj1... jp(s, xs)ds

)
=

= vj1(t) · . . . · vjp(t)Bi1...il

(
t,

t∫
t+θ

Bj1... jp(s, xs)ds

)
+

+Bi1...il

(
t,

t∫
t+θ

[
vj1(s) · . . . · vjp(s)− vj1(t) · . . . · vjp(t)

]
Bj1... jp(s, xs)ds

)
. (5.1.22)

Исследуем сначала в выражение (5.1.22) член вида

Bi1...il

(
t,

t∫
t+θ

Bj1... jp(s, xs)ds

)
= Bi1...il

(
t,

0∫
θ

Bj1... jp(s+ t, xs+t)ds

)
. (5.1.23)

Будем рассматривать выражение (5.1.23) как оператор

B̃(t, ϕ) = Bi1...il

(
t,

0∫
θ

Bj1... jp(s+ t, ϕs)ds

)
, −h ≤ θ ≤ 0, (5.1.24)
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действующий из пространства C2h в пространство Cm. Здесь, как и ранее, ϕs(θ1) = ϕ(s+ θ1)

(−h ≤ θ1 ≤ 0) — элемент пространства Ch.

Оператор B̃(t, ϕ) обладает теми же свойствами, что и оператор Bi1...il(t, ϕ) в исходной

системе (5.1.8). Именно, из (5.1.24) следует, что если для оператора Bi1...il(t, ϕ) имеет место

тождество (5.1.9), то, очевидно, для оператора B̃i1...il(t, ϕ) (ϕ ∈ C2h) это тождество остается

справедливым. Далее, несложно показать, что, если оператор Bi1...il(t, ϕ) имеет вид (5.1.10),

(5.1.11), то и оператор B̃(t, ϕ) (ϕ ∈ C2h) имеет аналогичную структуру. Отличие состоит

лишь в том, что вместо операторов `
(i1...il)
j (ϕ) в представлении типа (5.1.10) для оператора

B̃i1...il(t, ϕ) находятся некоторые линейные ограниченные операторы ˜̀(i1...il)
j (ϕ), не зависящие

от t, и действующие из пространства C2h в пространство Cm. Наконец, из (5.1.12) и (5.1.24)

следует, что для оператора B̃(t, ϕ) имеет место неравенство (5.1.12), где ϕ ∈ C2h, а ‖ϕ‖

определена в (5.1.20).

Рассмотрим теперь в формуле (5.1.22) слагаемое вида

Bi1...il

(
t,

t∫
t+θ

[
vj1(s) · . . . · vjp(s)− vj1(t) · . . . · vjp(t)

]
Bj1... jp(s, xs)ds

)
=

= Bi1...il

(
t,

0∫
θ

[
vj1(s+ t) · . . . · vjp(s+ t)− vj1(t) · . . . · vjp(t)

]
Bj1... jp(s+ t, xs+t)ds

)
,

которое мы будем считать оператором

L̃(t, ϕ) = Bi1...il

(
t,

0∫
θ

[
vj1(s+ t) · . . . · vjp(s+ t)− vj1(t) · . . . · vjp(t)

]
Bj1... jp(s+ t, ϕs)ds

)
, (5.1.25)

действующим из пространства C2h в пространство Cm. По-прежнему, ϕs(θ1) = ϕ(s + θ1)

(−h ≤ θ1 ≤ 0) — элемент пространства Ch. Из неравенства (5.1.12) и представления (5.1.25)

следует, что

|L̃(t, ϕ)| ≤
(
K̃

0∫
−h

∣∣vj1(s+ t) · . . . · vjp(s+ t)− vj1(t) · . . . · vjp(t)
∣∣ds)‖ϕ‖, ϕ ∈ C2h,

где K̃ — некоторая постоянная, а ‖ϕ‖ определена в (5.1.20).

Справедливо следующее утверждение.

Утверждение 5.1.1. Функция

0∫
−h

∣∣vj1(s+ t) · . . . · vjp(s+ t)− vj1(t) · . . . · vjp(t)
∣∣ds (5.1.26)

принадлежит классу L1[t0 + h,∞).
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Доказательство. Воспользуемся индукцией по параметру p. Сперва заметим, что классу

L1[t0 + h,∞) принадлежит функция
0∫

−h

∣∣vi(s+ t)− vi(t)
∣∣ds, i = 1, . . . , n.

Действительно, пользуясь абсолютной непрерывностью функции vi(t) и меняя порядок ин-

тегрирования, имеем

0∫
−h

∣∣vi(s+ t)− vi(t)
∣∣ds =

0∫
−h

∣∣∣ t∫
s+t

v̇i(τ)dτ
∣∣∣ds ≤ 0∫

−h

t∫
s+t

∣∣v̇i(τ)
∣∣dτds =

=

t∫
t−h

τ−t∫
−h

∣∣v̇i(τ)
∣∣dsdτ ≤ h

t∫
t−h

∣∣v̇i(τ)
∣∣dτ.

Для доказательства того факта, что интеграл в правой части этой цепочки неравенств при-

надлежит классу L1[t0 + h,∞), достаточно заметить, что функция v̇i(t) принадлежит классу

L1[t0,∞) (свойство B.3), и воспользоваться преобразованиями (5.1.21).

Пусть принадлежность классу L1[t0 +h,∞) функции (5.1.26) установлена для всех p ≤ P .

Покажем, что утверждение справедливо и при p = P + 1. Обозначим

VjP (t) = vj1(t) · . . . · vjP (t).

Имеем
0∫

−h

∣∣vj1(s+t)·. . .·vjP+1
(s+t)−vj1(t)·. . .·vjP+1

(t)
∣∣ds =

0∫
−h

∣∣VjP (s+t)vjP+1
(s+t)−VjP (t)vjP+1

(t)
∣∣ds =

=

0∫
−h

∣∣[VjP (s+ t)− VjP (t) + VjP (t)
]
vjP+1

(s+ t)− VjP (t)vjP+1
(t)
∣∣ds ≤

≤
0∫

−h

(∣∣VjP (s+ t)− VjP (t)
∣∣∣∣vjP+1

(s+ t)
∣∣+
∣∣VjP (t)

∣∣∣∣vjP+1
(s+ t)− vjP+1

(t)
∣∣)ds.

Наконец, используя ограниченность функций vi(t) (свойство B.2), заключаем, что

0∫
−h

∣∣vj1(s+ t) · . . . · vjP+1
(s+ t)− vj1(t) · . . . · vjP+1

(t)
∣∣ds ≤

≤ K̃1

0∫
−h

∣∣VjP (s+ t)− VjP (t)
∣∣ds+ K̃2

0∫
−h

∣∣vjP+1
(s+ t)− vjP+1

(t)
∣∣ds, (5.1.27)

где K̃1, K̃2 — некоторые постоянные. Принадлежность классу L1[t0 + h,∞) интегралов в

правой части (5.1.27) уже установлена.

Утверждение доказано. �
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Из утверждения 5.1.1 следует, что оператор L̃(t, ϕ), определяемый формулой (5.1.25),

принадлежит классу L2h
1 [t0 + h,∞).

Используя далее формулы (5.1.13), (5.1.14), (5.1.17), (5.1.19), (5.1.20), свойство B.4 функ-

ций v1(t), . . . , vn(t) и равенство

Bi1...il

(
t,

t∫
t+θ

vj1(s) · . . . · vjp(s)Bj1... jp(s, xs)ds

)
= vj1(t) · . . . · vjp(t)B̃(t, ϕ) + L̃(t, ϕ),

перейдем от исходной системы (5.1.8) к следующей системе ФДУ:

ẋ =
n∑
i=1

vi(t)Ai(t)x(t) +
∑

1≤i1≤i2≤n

vi1(t)vi2(t)B̃i1i2(t, xt) + . . .+

+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

vi1(t) · . . . · vik(t)B̃i1... ik(t, xt) + R̃(t, xt). (5.1.28)

Здесь Ai(t) — это либо ω-периодические матрицы, либо матрицы вида (5.1.11); B̃i1...il(t, ϕ) —

операторы той же структуры, что и операторы Bi1...il(t, ϕ) в исходной системе (5.1.8), но

действующие из пространства C2h в пространство Cm; R̃(t, xt) — некоторый оператор из

класса L2h
1 [t0 + h,∞).

Дальнейшие действия состоят в том, чтобы проделать указанную процедуру в общей

сложности k раз, где параметр k определяется свойством B.4 функций v1(t), . . . , vn(t). Пре-

образуем на s-м шаге алгоритма операторы B̃i1...il(t, xt), где xt ∈ Csh, согласно формуле

B̃i1...il(t, xt) = B̃i1...il

(
t, x(t)

)
− B̃i1...il

(
t, x(t)− xt

)
и используем равенства (5.1.15) и (5.1.16), в которых −sh ≤ θ ≤ 0, а операторы Bi1...il(t, ·) и

R(t, ·) суть операторы из исходной системы (5.1.8). В результате последовательности таких

преобразований мы приходим к системе ФДУ следующего вида:

ẋ =

( n∑
i=1

vi(t)Ai(t) +
∑

1≤i1≤i2≤n

vi1(t)vi2(t)Ai1i2(t) + . . .+

+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

vi1(t) · . . . · vik(t)Ai1... ik(t)
)
x(t) +R1(t, xt). (5.1.29)

В системе (5.1.29) (m × m)-матрицы Ai1... il(t) — это либо ω-периодические матрицы, либо

матрицы вида (5.1.11). Далее, R1(t, ·) — линейный ограниченный оператор, действующий

из пространства C(k+1)h ≡ C
(
[−(k + 1)h, 0],Cm

)
непрерывных на [−(k + 1)h, 0] функций со

значениями в Cm в пространство Cm и принадлежащий классу L(k+1)h
1 [t0 + kh,∞).

Системы уравнений (5.1.8) и (5.1.29), вообще говоря, не являются эквивалентными. Мож-

но утверждать лишь следующее. Пусть функция x(t) является решением системы (5.1.8) при
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t ≥ T ≥ t0 с начальным условием xT = ϕ, где ϕ ∈ Ch, тогда функция x(t) при t ≥ T+kh явля-

ется решением системы уравнений (5.1.29) с начальным условием xT+kh = ϕ̃, где ϕ̃ ∈ C(k+1)h

и

ϕ̃(θ) = x(T + kh+ θ), −(k + 1)h ≤ θ ≤ 0. (5.1.30)

Таким образом, множество всех решений системы уравнений (5.1.8), определенных при

t ≥ T ≥ t0, образует при t ≥ T + kh в пространстве всех решений системы (5.1.29) некоторое

подмножество. Это подмножество решений определяется множеством начальных функций

вида (5.1.30), где xT = ϕ (ϕ ∈ Ch) и x(t) при T ≤ t ≤ T + kh является решением системы

(5.1.8) с начальной функцией xT = ϕ.

Следующая задача заключается в том, чтобы систему уравнений (5.1.29) привести к виду

(5.1.1) и построить асимптотику ее решений, используя теоремы 5.1.1 и 5.1.2. Для достижения

этой цели мы сначала воспользуемся техникой усредняющих замен переменных, изложенной

в разделе 1.2. В частности, справедлив следующий аналог теоремы 1.2.1.

Теорема 5.1.3. Система (5.1.29) при достаточно больших t заменой (1.2.5) приводится к

виду

ẏ =

( n∑
i=1

Aivi(t) +
∑

1≤i1≤i2≤n

Ai1i2vi1(t)vi2(t) + . . .+

+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

Ai1... ikvi1(t) · . . . · vik(t)
)
y(t) +R2(t, yt) (5.1.31)

с постоянными матрицами Ai1... il и оператором R2(t, yt) из класса L(k+1)h
1 [t0 + kh,∞). В

замене (1.2.5) I — единичная матрица, а матрицы Yi1... il(t) с нулевым средним значением

либо являются ω-периодическими (если таковыми являются матрицы Ai1... il(t) в системе

(5.1.29)), либо их элементами являются тригонометрические многочлены.

Для доказательства этой теоремы необходимо почти дословно повторить соответствую-

щие рассуждения, приведенные в доказательстве теоремы 1.2.1. Постоянные матрицы Ai1... il

в системе (5.1.31) определяются в силу формулы (1.2.11), а матрицы Yi1... il(t) в замене (1.2.5)

— как решения матричных дифференциальных уравнений (1.2.10), в которых A0 = 0. В

частности, постоянные матрицы первого и второго «приближений» определяются согласно

формулам (1.2.16) — (1.2.19).

Система уравнений (5.1.31) не содержит, вообще говоря, осциллирующих коэффициентов

в главной части и в этом смысле она проще системы (5.1.29). В частности, можно восполь-

зоваться известными из теории обыкновенных дифференциальных уравнений результатами
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для приведения этой системы к виду (5.1.1). Предположим, что в главной части системы

(5.1.31) можно выделить так называемый ведущий член, и этим членом является матрица

Avi1(t) · . . . · vis(t). Это означает, что систему (5.1.31) можно записать в виде

ẏ =
[
A+ V (t)

]
vi1(t) · . . . · vis(t)y(t) +R2(t, yt). (5.1.32)

Здесь A — это либо матрица Ai1...is, либо сумма некоторого числа постоянных матриц Ai1...il,

а матрица V (t) удовлетворяет условиям A.2, А.3 раздела 1.1. Если оказывается, что матрица

A удовлетворяет условию A.1, то в системе (5.1.32) можно осуществить замену

y(t) = C(t)z(t), (5.1.33)

где C(t) — матрица из леммы 1.1.1. Приходим к L–диагональной системе вида (5.1.1):

ż = Λ(t)vi1(t) · . . . · vis(t)z(t) +R3(t, zt), (5.1.34)

где

R3(t, zt) = −C−1(t)Ċ(t)z(t) + C−1(t)R2(t, C(t+ θ)zt).

В силу свойств (i) и (ii) матрицы C(t) из леммы 1.1.1 оператор R3(t, zt) принадлежит классу

L(k+1)h
1 [t0 + kh,∞). Если теперь для элементов

λj(t) = λ̃j(t)vi1(t) · . . . · vis(t), j = 1, . . . ,m (5.1.35)

матрицы Λ(t)vi1(t) · . . . · vis(t) выполнены условия (5.1.3)–(5.1.4), то для построения асимп-

тотики решений системы (5.1.34) можно воспользоваться теоремами 5.1.1 и 5.1.2. Заметим,

что условие (5.1.5) в нашем случае заведомо выполняется в силу свойства B.2 функций

v1(t), . . . , vn(t). Будем в дальнейшем предполагать, что теоремами 5.1.1 и 5.1.2 мы вправе

воспользоваться.

Возвращаясь затем к системе (5.1.28) при помощи замен (1.2.5) и (5.1.33), получаем

асимптотическое представление для ее решений при t→∞ вида (5.1.7). В этом представле-

нии функции xj(t) (j = 1, . . . ,m) описываются асимптотическими формулами типа (5.1.6):

xj(t) =
[
pj + o(1)

]
exp
{ t∫
T

λj(s)ds
}
, (5.1.36)

где pj — j-й вектор-столбец матрицы C0 (см. лемму 1.1.1), т. е. собственный вектор матри-

цы A, отвечающий собственному числу λ̃j = lim
t→∞

λ̃j(t), а функция λj(t) задается формулой

(5.1.35). Поскольку, как отмечалось ранее, решения исходной системы (5.1.8) при доста-

точно больших t являются решениями системы (5.1.28), то эти решения также описываются
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асимптотическими формулами (5.1.7). Но тем не менее возникает следующий важный вопрос.

Существуют ли у системы уравнений (5.1.8) при достаточно больших t и всех j = 1, . . . ,m

решения xj(t), имеющие асимптотику вида (5.1.36)? Действительно, такие решения суще-

ствуют у системы (5.1.28) и вовсе не обязаны быть у исходной системы (5.1.8), множество

решений которой является всего лишь подмножеством множества всех решений системы

(5.1.28). Остановимся на этом моменте более подробно. Установим следующий результат, ко-

торый вместе с асимптотическим представлением (5.1.7) дает полное качественное описание

поведения решений системы (5.1.8) при t→∞.

Теорема 5.1.4. Предположим, что число l = 1, . . . ,m фиксировано, параметр k ∈ N вы-

бран в силу свойства B.4 функций v1(t), . . . , vn(t), а действительное число T достаточ-

но велико. Тогда существует решение x̃l(t) системы (5.1.8), которое определено при

t ≥ T − kh и имеет асимптотическое представление вида (5.1.7)

x̃l(t) = c1 x1(t) + . . .+ cl xl(t) + . . .+ cm xm(t) + o
(
e−βt

)
(5.1.37)

где cl 6= 0. В представлении (5.1.37) функции xj(t) (j = 1, . . . ,m) суть решения систе-

мы (5.1.29), имеющие при t → ∞ асимптотику вида (5.1.36) и β > 0 — произвольное

действительное число.

Для обоснования теоремы 5.1.4 нам потребуется следующий вспомогательный результат.

Утверждение 5.1.2. Для любых ε,H > 0 и любого ϕ ∈ Ch существует такое T (ε,H, ϕ) ≥

t0, что

|x(t)− ϕ(0)| ≤ ε, T ≤ t ≤ T +H, (5.1.38)

где x(t) — решение системы (5.1.8), определенное при t ≥ T и удовлетворяющее началь-

ному условию xT = ϕ.

Доказательство. Интегрируя систему (5.1.8) на интервале от T до t + θ ≥ T (−h ≤ θ ≤ 0),

получаем

x(t+ θ)− x(T ) =

t+θ∫
T

( n∑
i=1

vi(s)Bi(s, xs) +
∑

1≤i1≤i2≤n

vi1(s)vi2(t)Bi1i2(s, xs) + . . .+

+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

vi1(s) · . . . · vik(s)Bi1... ik(s, xs) +R(s, xs)

)
ds. (5.1.39)

Оценивая затем обе части неравенства (5.1.39) по норме пространства Cm и используя нера-

венства (5.1.2) и (5.1.12), а также свойство B.2 функций v1(t), . . . vn(t), заключаем, что

|x(t+ θ)− ϕ(0)| ≤
t+θ∫
T

[
ε̃K̃‖xs‖+ γ(s)‖xs‖

]
ds. (5.1.40)
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Здесь K̃ — некоторая постоянная, которая не зависит от T , а величина ε̃ может быть сделана

сколь угодно малой, если выбрать T достаточно большим. Из (5.1.40) следует, что

‖xt − ϕ(0)‖ ≤
t∫

T

[
ε̃K̃ + γ(s)

]
‖xs − ϕ(0)‖ds+

t∫
T

[
ε̃K̃ + γ(s)

]
‖ϕ(0)‖ds. (5.1.41)

Поскольку γ(t) ∈ L1[t0,∞), то при достаточно больших T ≥ t0 для второго интеграла в

правой части (5.1.41) имеем оценку

t∫
T

[
ε̃K̃ + γ(s)

]
‖ϕ(0)‖ds ≤ (ε̃K̃H + ε̃)|ϕ(0)|.

С учетом полученной оценки неравенство (5.1.41) приобретает вид

‖xt − ϕ(0)‖ ≤
t∫

T

[
ε̃K̃ + γ(s)

]
‖xs − ϕ(0)‖ds+ ε̃(K̃H + 1)|ϕ(0)|. (5.1.42)

Используя теперь известное неравенство Гронуолла-Беллмана (см., например, [1]) примени-

тельно к функции u(t) = ‖xt − ϕ(0)‖, из (5.1.42) выводим, что

u(t) ≤ ε̃(K̃H + 1)|ϕ(0)| exp
{ t∫
T

[
ε̃K̃ + γ(s)

]
ds
}
≤ ε̃(K̃H + 1)|ϕ(0)| exp

{
ε̃(K̃H + 1)

}
.

Выберем теперь ε̃ > 0 настолько малым, a T ≥ t0 настолько большим, что

ε̃(K̃H + 1)|ϕ(0)| exp
{
ε̃(K̃H + 1)

}
≤ ε.

Поскольку

|x(t+ θ)− ϕ(0)| ≤ u(t), T ≤ t+ θ ≤ t ≤ T +H,

то утверждение доказано. �

Вернемся теперь к доказательству теоремы 5.1.4.

Доказательство теоремы 5.1.4. Из замечания к теореме 5.1.1 следует, что в качестве на-

чальной функции для решения zl(t) (l = 1, . . . ,m) системы (5.1.34), которое определено при

t ≥ T и имеет асимптотику вида (5.1.6) с j = l, может быть выбрана некоторая постоян-

ная функция из класса C(k+1)h, т. е. функция вида ϕl(T, θ) ≡ ϕl(T, 0) (−(k + 1)h ≤ θ ≤ 0).

Решению zl(t) системы (5.1.34) в силу замен (1.2.5) и (5.1.33) соответствует решение xl(t)

системы (5.1.29), для которого справедливо асимптотическое представление (5.1.36) с j = l.

Решение xl(t) порождается начальной функцией ψl ∈ C(k+1)h (xl(T + θ) ≡ ψl(T, θ)), где
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ψl(T, θ) =
[
I +

n∑
i=1

Yi(T + θ)vi(T + θ) +
∑

1≤i1≤i2≤n

Yi1i2(T + θ)vi1(T + θ)vi2(T + θ)+

+ . . .+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

Yi1... ik(T + θ)vi1(T + θ) · · · vik(T + θ)
]
C(T + θ)ϕl(T, 0). (5.1.43)

В силу свойства B.2 функций v1(t), . . . vn(t), свойства (i) матрицы C(t) (см. лемму 1.1.1)

и ограниченности величины |ϕl(T, 0)| по отношению к T , мы можем выбрать T настолько

большим, что начальная функция ψl(T, θ) будет сколь угодно близка к постоянной C0ϕl(T, 0)

в норме пространства C(k+1)h.

Рассмотрим теперь решение x̃l(t) системы (5.1.8) с начальным условием (x̃l)T−kh =

C0ϕl(T, 0). Воспользуемся утверждением 5.1.2, полагая H = kh. Выбирая T достаточно боль-

шим, мы заключаем, что

|x̃l(t)− C0ϕl(T, 0)| ≤ ε, T − (k + 1)h ≤ t ≤ T (5.1.44)

для любого сколь угодно малого ε > 0. Решение x̃l(t) при t ≥ T является решением системы

(5.1.29) с начальной функцией вида

ψ̃l(T, θ) = x̃l(T + θ), −(k + 1)h ≤ θ ≤ 0. (5.1.45)

Из замечания к теореме 5.1.2 следует, что соответствующие коэффициенты cj (j =

1, . . . ,m) в асимптотических представлениях вида (5.1.7) для решений xl(t) и x̃l(t) систе-

мы (5.1.29) близки по абсолютной величине, если соответствующие им начальные функции

близки в норме пространства C(k+1)h. Мы знаем, что, если T достаточно велико, то началь-

ные функции для решений xl(t) и x̃l(t) близки в силу (5.1.43), (5.1.44) и (5.1.45). Решение

xl(t) имеет асимптотику вида (5.1.36). Таким образом, коэффициент cl в асимптотическом

представлении (5.1.7) этого решения не равен нулю. Следовательно, этот коэффициент не

равен нулю и в асимптотическом представлении (5.1.7) решения x̃l(t), если T достаточно

велико.

Теорема доказана. �

5.2 Адиабатический осциллятор с запаздыванием

В этом разделе, используя описанную выше методику, мы построим асимптотические

формулы для решений следующего уравнения с запаздыванием:

ẍ+ x+
a sinλt

tρ
x(t− h) = 0, (5.2.1)
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где a, λ ∈ R, a 6= 0, λ 6= 0, ρ > 0 и h > 0.

Уравнение вида (5.2.1) в случае, когда h = 0, является уравнением так называемого

адиабатического осциллятора. Уравнения такого типа обсуждались нами в разделах 3.1 и

3.2. Установлено, что хотя «в пределе» при t → ∞ уравнение (5.2.1) переходит в уравнение

гармонического осциллятора
d2x

dt2
+ x = 0,

у которого все решения ограничены, уравнение (5.2.1) при h = 0 и определенных значениях

параметра λ может иметь неограниченные решения. В этом разделе мы изучим особенности

поведения решений уравнения (5.2.1) при t→∞ в случае, когда h 6= 0.

От уравнения (5.2.1) перейдем к системе уравнений:

ẏ0(t) =

 0 1

−1 0

 y0(t) +
a sinλt

tρ

 0 0

−1 0

 y0(t− h), y0(t) =

x(t)

ẋ(t)

 .

Сделаем в этой системе замену y0(t) =

1 1

i −i

 y1(t). Приходим к системе

ẏ1(t) =

 i 0

0 −i

 y1(t) +
i

2

a sinλt

tρ

 1 1

−1 −1

 y1(t− h). (5.2.2)

Если

ρ > 1,

то система (5.2.2) имеет L–диагональную форму, а следовательно, для построения асимпто-

тики ее решений при t → ∞ можно воспользоваться теоремой 5.1.2. Несложно проверить,

что в этом случае для решений исходного уравнения (5.2.1) справедлива следующая асимп-

тотическая формула:

x(t) = c1e
it + c2e

−it + o(1), t→∞, (5.2.3)

где c1, c2 — некоторые комплексные постоянные.

В дальнейшем будем предполагать, что

ρ ≤ 1.

Осуществляя в системе (5.2.2) замену y1(t) = diag
(
eit, e−it

)
y2(t) и представляя sinλt по

формуле Эйлера, получим систему вида (5.1.8):

ẏ2(t) = t−ρB(t)y2(t− h), (5.2.4)
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где

B(t) =
a

4

 e−ih(eiλt − e−iλt) eih(ei(λ−2)t − e−i(λ+2)t)

e−ih(e−i(λ−2)t − ei(λ+2)t) eih(e−iλt − eiλt)

 . (5.2.5)

В системе (5.2.4) проделаем последовательность преобразований, описанную в разде-

ле 5.1. Приходим к системе уравнений вида (5.1.29):

ẏ2(t) =
[
t−ρA1(t) + t−2ρA11(t) + . . .+ t−kρA1...1(t)

]
y2(t) +R(t, (y2)t). (5.2.6)

Здесь A1(t), A11(t), . . . , A1...1(t) — матрицы, элементами которых являются тригонометриче-

ские многочлены, а R(t, (y2)t) — линейный ограниченный оператор, действующий из про-

странства C(k+1)h в пространство Cm и принадлежащий классу L(k+1)h
1 [t0,∞), где t0 доста-

точно велико. Натуральный параметр k определяется из условия, что 0 < kρ ≤ 1 < (k + 1)ρ.

Несложно проверить, что матрицы A1(t) и A11(t) определяются следующими формулами:

A1(t) = B(t), A11(t) = −B(t)

t∫
t−h

B(s)ds. (5.2.7)

Используя теорему 5.1.3, в системе (5.2.6) произведем усредняющую замену вида (1.2.5):

y2(t) =
[
I + t−ρY1(t) + t−2ρY11(t) + . . .+ t−kρY1...1(t)

]
y3(t).

Получаем следующую усредненную систему:

ẏ3(t) =
[
t−ρA1 + t−2ρA11 + . . .+ t−kρA1...1

]
y3(t) +R1(t, (y3)t). (5.2.8)

Здесь A1, A11, . . . , A1...1 — постоянные матрицы, а R1(t, (y3)t) — некоторый оператор из класса

L(k+1)h
1 [t0,∞). Вспоминая формулы (1.2.16) — (1.2.19), заключаем, что

A1 = M
[
A1(t)

]
, A11 = M

[
A11(t) + A1(t)Y1(t)

]
, Ẏ1(t) = A1(t)− A1. (5.2.9)

Пусть сначала
1

2
< ρ ≤ 1.

В этом случае в системе (5.2.8) параметр k = 1 и нам достаточно вычислить матрицу A1.

Обращаясь к формулам (5.2.5), (5.2.7) и (5.2.9) приходим к выводу, что вид этой матрицы

будет различаться в следующих случаях.

a). λ 6= ±2.

В данной ситуации матрица A1 оказывается нулевой и система (5.2.8) имеет L–диаго-

нальный вид. Из теоремы 5.1.2 тогда следует, что решения этой системы имеют следующую

асимптотику при t→∞:

y3(t) = c+ o(1), c ∈ C2.
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Возвращаясь теперь к исходному уравнению (5.2.1), получаем для его решений при t → ∞

асимптотическое представление вида (5.2.3).

б). λ = 2. (Случай λ = −2 разбирается аналогично.)

В этом случае

A1 = M
[
A1(t)

]
= M

[
B(t)

]
=
a

4

 0 eih

e−ih 0

 . (5.2.10)

Собственные числа матрицы A1 различны и имеют вид µ1,2 = ±a/4. Заменой вида

y3(t) =

 1 1

e−ih −e−ih

 y4(t)

систему (5.2.8) приводим к L–диагональному виду

ẏ4(t) =
a

4

1 0

0 −1

 t−ρy4(t) +R2(t, (y4)t), (5.2.11)

где R2(t, (y4)t) — оператор из класса L2h
1 [t0,∞). Асимптотическое представление для реше-

ний системы (5.2.11) строится согласно теореме 5.1.2. Возвращаясь к исходному уравнению

(5.2.1), получаем следующее асимптотическое представление для его решений при t→∞:

x(t) = c1

[(
1 + o(1)

)
eit +

(
e−ih + o(1)

)
e−it
]

exp
{a

4
f(t)

}
+

+ c2

[(
1 + o(1)

)
eit +

(
−e−ih + o(1)

)
e−it
]

exp
{
−a

4
f(t)

}
+ o
(
e−βt

)
. (5.2.12)

Здесь c1, c2 — некоторые комплексные постоянные, β > 0 — произвольное действительное

число, а функция f(t) определяется следующим образом:

f(t) =


ln t, ρ = 1,

t1−ρ

1− ρ
, ρ < 1.

Из теоремы 5.1.4 следует, что существуют решения уравнения (5.2.1), для которых в асимп-

тотическом представлении (5.2.12) константа c1 6= 0, и решения, для которых c2 6= 0. Таким

образом в этой ситуации у уравнения (5.2.1) существуют неограниченные решения.

Пусть далее

ρ ≤ 1

2
.

Если λ = 2 (λ = −2) то, поскольку собственные матрицы A1 различны, из леммы 1.1.1

следует, что усредненная система (5.2.8) может быть приведена к L–диагональной форме
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при любом значении k. Несложно понять тогда, что в этой ситуации для решений уравнения

(5.2.1) мы получим асимптотику вида (5.2.12), где на сей раз

f(t) =
t1−ρ

1− ρ
(
1 + o(1)

)
, t→∞.

В дальнейшем будем считать, что λ 6= ±2, а следовательно, матрица A1 = 0. Нам необ-

ходимо теперь вычислить матрицу A11. Из формул (5.2.7) и (5.2.9) следует, что

A11 = M
[
A11(t) + A1(t)Y1(t)

]
= M

[
−B(t)

(
Y1(t)− Y1(t− h)

)
+B(t)Y1(t)

]
=

= M
[
B(t)Y1(t− h)

]
,

где матрица Y1(t) с нулевым средним значением является решением уравнения Ẏ1 = B(t).

Используя формулу (5.2.5), получаем

Y1(t) =
a

4

 e−ih

iλ

(
eiλt + e−iλt

)
eih
(
ei(λ−2)t

i(λ−2)
+ e−i(λ+2)t

i(λ+2)

)
−e−ih

(
e−i(λ−2)t

i(λ−2)
+ ei(λ+2)t

i(λ+2)

)
− eih

iλ

(
eiλt + e−iλt

)


и

A11 = M
[
B(t)Y1(t− h)

]
=
a2

16
M

a11(t) a12(t)

ā12(t) ā11(t)

 , (5.2.13)

где

a11(t) =
e−2ih

iλ

(
e2iλte−iλh + eiλh − e−iλh − e−2iλteiλh

)
+
ei(λ−2)h

i(λ− 2)

(
e−2iλt − 1

)
+

+
e−i(λ+2)h

i(λ+ 2)

(
1− e2iλt

)
, (5.2.14)

a12(t) = −e
2ih

iλ

(
e2i(λ−1)te−iλh + e−2iteiλh − e−2ite−iλh − e−2i(λ+1)teiλh

)
+

+
e−i(λ−2)h

i(λ− 2)

(
e2i(λ−1)t − e−2it

)
+
ei(λ+2)h

i(λ+ 2)

(
e−2it − e−2i(λ+1)t

)
, (5.2.15)

а элементы ā11(t) и ā12(t) комплексно сопряжены элементам a11(t) и a12(t) соответственно. Из

формул (5.2.13)–(5.2.15) следует, что матрица A11 будет различаться в следующих случаях.

a). λ 6= ±1.

В этом случае матрица A11 определяется следующей формулой:

A11 =

ν 0

0 ν̄

 , ν =
a2i

8λ

(
eiλh

λ− 2
+
e−iλh

λ+ 2

)
e−2ih. (5.2.16)

Несложные вычисления показывают, что

Re ν =
a2

4λ(λ2 − 4)
(λ sin 2h cosλh− 2 cos 2h sinλh) ,

Im ν =
a2

4λ(λ2 − 4)
(λ cos 2h cosλh+ 2 sin 2h sinλh) .

(5.2.17)
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Предположим сначала, что
1

3
< ρ ≤ 1

2
. (5.2.18)

В этом случае в усредненной системе (5.2.8) k = 2 и она уже имеет L–диагональный вид. Для

построения асимптотики ее решений мы можем воспользоваться теоремой 5.1.2. Решения

исходного уравнения (5.2.1) имеют следующую асимптотику при t→∞:

x(t) = c1

(
1 + o(1)

)
exp
{
i(t+ Im νf̂(t))

}
exp
{

Re νf̂(t)
}

+

+ c2

(
1 + o(1)

)
exp
{
−i(t+ Im νf̂(t))

}
exp
{

Re νf̂(t)
}

+ o
(
e−βt

)
, (5.2.19)

где c1, c2 — произвольные комплексные постоянные, β > 0 — произвольное действительное

число, и

f̂(t) =


ln t, ρ = 1/2,

t1−2ρ

1− 2ρ
, ρ < 1/2.

(5.2.20)

Если теперь

ρ ≤ 1

3
, (5.2.21)

то при условии, что Im ν 6= 0 (в этом случае собственные числа матрицы A11 различны),

система (5.2.8), согласно лемме 1.1.1, может быть приведена к L–диагональному виду при

любом k. Если Re ν 6= 0, то для решений уравнения (5.2.1) мы получаем асимптотическое

представление (5.2.19), в котором вместо функции f̂(t) стоят некоторые действительные

величины, имеющие асимптотику вида

t1−2ρ

1− 2ρ

(
1 + o(1)

)
. (5.2.22)

Очевидно, что качественная динамика решений уравнения (5.2.1) в рассматриваемом слу-

чае будет определяться знаком величины Re ν. Поведение этой величины как функции пере-

менной λ при некоторых значения h показано на рисунке 5.2.1. Используя формулу (5.2.17)

легко установить следующие предельные соотношения:

lim
λ→0

Re ν =
a2

16

(
2h cos 2h− sin 2h

)
, (5.2.23)

lim
λ→±2

Re ν =
a2

64

(
−4h+ sin 4h

)
, (5.2.24)

Re ν =
a2

4λ2
sin 2h cosλh+O

(
λ−3
)
, λ→ +∞. (5.2.25)

Из (5.2.17), (5.2.19) и теоремы 5.1.4 следует, что решения уравнения (5.2.1) в рассматрива-

емой ситуации могут как неограниченно возрастать, так и стремиться к нулю при t → ∞.

186



2 4 6 8 10
λ

-1.0

-0.5

0.5

Re ν

Рис. 5.2.1. Графики величины Re ν при a = 2: сплошная линия — h = 1, штриховой пунктир — h = 2,

точечный пунктир — h = 4

Более того из (5.2.17) и (5.2.25) выводим, что для любого фиксированного значения парамет-

ра h можно выбрать две бесконечные и неограниченные сверху последовательности значений

λ, именно λ′n и λ′′n, такие что при значениях параметров h и λ = λ′n в уравнении (5.2.1) су-

ществуют неограниченные решения, а при значениях параметров h и λ = λ′′n все решения

уравнения (5.2.1) стремятся к нулю при t→∞. Аналогичное утверждение остается справед-

ливым и в том случае, когда фиксировано значение параметра λ 6= 0,±2. В этой ситуации

можно выбрать две бесконечные и неограниченные сверху последовательности значений h,

именно h′n и h′′n, такие что при значениях параметров λ и h = h′n в уравнении (5.2.1) су-

ществуют неограниченные решения, а при значениях параметров λ и h = h′′n все решения

уравнения (5.2.1) стремятся к нулю при t→∞. Как будет показано ниже, это утверждение

справедливо и для значений λ = ±1.

б). λ = 1. (Случай λ = −1 рассматривается аналогично.)

Матрица A11 в этой ситуации имеет следующий вид:

A11 = −a
2

24
i

3e−ih − e−3ih −3eih

3e−ih −3eih + e3ih

 . (5.2.26)
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В результате несложных вычислений мы получаем следующие формулы для собственных

чисел µ1,2 матрицы A11:

µ1,2 = −a
2

6
sin3 h± a2

24

√
16 sin6 h− 12 sin2 h+ 5. (5.2.27)

Нетрудно установить, что собственные числа µ1 и µ2 различны при любых значениях пара-

метра h. Следовательно, усредненная система (5.2.8) может быть приведена к L-диагональной

форме при любых значениях параметра k.

Пусть сперва выполнено двойное неравенство (5.2.18), тогда для решений уравнения

(5.2.1) при t→∞ справедлива следующая асимптотическая формула:

x(t) = c1

[(
δ1 + o(1)

)
eit +

(
δ2 + o(1)

)
e−it
]

exp
{
µ1f̂(t)

}
+O

(
exp
{
µ2f̂(t)

})
. (5.2.28)

Здесь c1 — произвольная комплексная постоянная, δ = (δ1, δ2)T — собственный вектор мат-

рицы A11, отвечающий собственному числу µ1, и, наконец, f̂(t) — функция, определяемая

формулой (5.2.20).

Если параметр ρ удовлетворяет неравенству (5.2.21), то для решений уравнения (5.2.1)

при t→∞ справедливо асимптотическое представление вида

x(t) = c1

[(
δ1 + o(1)

)
eit +

(
δ2 + o(1)

)
e−it
]

exp
{ t1−2ρ

1− 2ρ

(
µ1 + o(1)

)}
+

+O
(

exp
{ t1−2ρ

1− 2ρ

(
µ2 + o(1)

)})
. (5.2.29)

Из формул (5.2.28) и (5.2.29) следует, что при ρ ≤ 1/2 уравнение (5.2.1) имеет неограни-

ченные решения, если µ1 > 0. В том случае, когда ρ ≤ 1/2 и µ1 < 0 все решения уравнения

(5.2.1) стремятся к нулю при t→∞. Легко проверить, что

µ1 > 0 ∼ sinh <

√
5

12
,

µ1 < 0 ∼ sinh >

√
5

12
.

В завершении этого раздела отметим некоторые особенности поведения решений уравне-

ния (5.2.1), связанные с наличием в этом уравнении ненулевого запаздывания. Если ρ > 1/2,

то поведение решений уравнения (5.2.1) и соответствующего обыкновенного дифференци-

ального уравнения (h = 0) качественно не различаются. Это, в частности, следует из того,

что в рассматриваемой ситуации параметр h не влияет качественно на главные части асимп-

тотики решений (см. формулы (5.2.3) и (5.2.12)). Существенное различие между динамикой

решений обыкновенного дифференциального уравнения и уравнения (5.2.1) при h 6= 0 на-

блюдается в том случае, когда ρ ≤ 1/2. Первое отличие состоит в том, что нулевое решение
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уравнения (5.2.1) при h = 0 не может быть асимптотически устойчивым ни при каких значе-

ниях параметров. Второе отличие заключается в том, что у уравнения (5.2.1) при h = 0 могут

существовать неограниченные решения только в том случае, когда λ = ±2 или λ = ±1. В

уравнении (5.2.1) с h 6= 0, как мы показали выше, для любого значения параметра λ можно

выбрать такое значение параметра h, что у соответствующего уравнения будут существовать

неограниченные решения.

Отметим еще одну особенность динамики решений уравнения (5.2.1) в ситуации, когда

λ ≈ ±2 и ρ ≤ 1/2. Напомним, что если λ = ±2 и ρ ≤ 1, то асимптотика решений это-

го уравнения определяется формулой (5.2.12), а следовательно, у этого уравнения всегда

имеются неограниченные решения. Рассмотрим теперь предельное равенство (5.2.24). Легко

показать, что выражение в правой части этого равенства принимает лишь отрицательные

значения для всех h > 0. Следовательно, в силу (5.2.19) при любом фиксированном значе-

нии запаздывания h и при всех значениях параметра λ достаточно близких к λ = ±2 все

решения уравнения (5.2.1) стремятся к нулю при t → ∞. Такая особенность в поведении

решений систем с запаздыванием с близкими к основному резонансу частотами внешнего

воздействия для систем с малым параметром была отмечена, например, в работе [28].

5.3 Интегро–дифференциальное уравнение типа

Вольтерра с колебательно убывающим ядром

В этом разделе мы построим асимптотические представления при t → ∞ для решений

ИДУ типа Вольтерра

d2x

dt2
+ x+ q(t)

t∫
t−h

x(s)ds = 0, t ≥ t0 + h, (5.3.1)

где t0, h > 0, а функция q(t) определяется формулой (3.1.5). Напомним, что исследование

динамики решений похожего уравнения Вольтерра, именно уравнения вида (3.3.1), мы про-

вели в разделе 3.3. Отметим, что хотя уравнения (3.3.1) и (5.3.1) и относятся к одному

классу ИДУ, их динамических свойства существенно различны. В частности, уравнение

(3.3.1) является конечномерной динамической системой, а уравнение (5.3.1), относящееся к

ФДУ, имеет бесконечномерное фазовое пространство. Построив асимптотические формулы

для решений уравнения (5.3.1), мы будем иметь возможность сравнить динамику решений

уравнений (3.3.1) и (5.3.1).
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Полагая ẋ = y, u0 = (x, y)T , от уравнения (5.3.1) перейдем к системе ФДУ

u̇0 =

 0 1

−1 0

u0 + q(t)

 0 0

−1 0

 0∫
−h

u0(t+ s)ds, t ≥ t0 + h. (5.3.2)

В этой системе осуществим замену

u0 =

1 1

i −i

u1, (5.3.3)

в результате которой приходим к системе

u̇1 =

 i 0

0 −i

u1 +
iq(t)

2

 1 1

−1 −1

 0∫
−h

u1(t+ s)ds. (5.3.4)

Предположим сначала, что параметр ρ удовлетворяет неравенству

ρ > 1.

Тогда система (5.3.4) является L–диагональной, т. е. имеет вид (5.1.1). Асимптотика всех

решений такой системы строится согласно теоремам 5.1.1, 5.1.2. В этом случае для всех

решений уравнения (5.3.1) получаем следующие асимптотические формулы при t→∞:

x(t) = c1

(
1 + o(1)

)
eit + c2

(
1 + o(1)

)
e−it + o

(
e−βt

)
, (5.3.5)

где c1, c2 — произвольные комплексные постоянные, а β > 0 — произвольное действительное

число.

Пусть далее
1

2
< ρ ≤ 1. (5.3.6)

С помощью замены

u1 = diag
(
eit, e−it

)
u2 (5.3.7)

система (5.3.4) преобразуется к следующему виду:

u̇2 = t−ρB1

(
t, (u2)t

)
, B1

(
t, ϕ(θ)

)
= B(t)

0∫
−h

diag
(
eis, e−is

)
ϕ(s)ds. (5.3.8)

Здесь (u2)t = u2(t+ θ), ϕ(θ) ∈ Ch, а матрица B(t) определяется формулой

B(t) =
a

4

 eiλt − e−iλt ei(λ−2)t − e−i(λ+2)t

e−i(λ−2)t − ei(λ+2)t e−iλt − eiλt

 . (5.3.9)
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Система (5.3.8) является системой ФДУ вида (5.1.8). Для ее дальнейшего упрощения необ-

ходимо проделать преобразования, описанные в разделе 5.1. При условии (5.3.6) систему

(5.3.8) можно записать в расширенном фазовом пространстве C2h в следующем виде:

u̇2 = t−ρA1(t)u2 +R
(
t, (u2)t

)
. (5.3.10)

Здесь матрица A1(t) в силу (5.1.14) определяется выражением

A1(t) = B(t)

0∫
−h

diag
(
eis, e−is

)
ds, (5.3.11)

а оператор R
(
t, (u2)t

)
принадлежит классу L2h

1 [t0 + h,∞). В системе (5.3.10) осуществим

замену (3.3.14), в результате которой приходим к усредненной системе

u̇3 = t−ρA1u3 +R1

(
t, (u3)t

)
, (5.3.12)

где A1 = M
[
A1(t)

]
и R1

(
t, (u3)t

)
— некоторый оператор из класса L2h

1 [t0 + h,∞).

Предположим сначала, что

λ 6= ±2. (5.3.13)

В этом случаем матрица A1 = 0 и система (5.3.12) является L–диагональной. Используя

тогда теоремы 5.1.1, 5.1.2 для построения асимптотики решений системы (5.3.12) и возвра-

щаясь затем к исходному уравнению (5.3.1), получаем для решений последнего при t → ∞

асимптотическое представление (5.3.5).

Как и в случае уравнения (3.3.1), будем в дальнейшем считать параметр λ положитель-

ным. Пусть

λ = 2,

тогда

A1 =
a

4

 0 i
(
1− eih

)
(−i)

(
1− e−ih

)
0

 . (5.3.14)

Собственные числа матрицы A1 имеют вид

µ1,2 = ±a
4

√
2(1− cosh).

Далее будем предполагать, что

cosh 6= 1. (5.3.15)

Случай, когда cosh = 1, будет рассмотрен отдельно в конце этого раздела. Таким образом,

собственные числа µ1,2 различны и в силу леммы 1.1.1 система (5.3.12) с помошью замены

u3 = Cu4, C =

1 1

δ −δ

 , δ = −
i
√

2(1− cosh)

1− eih
,
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приводится к L–диагональной форме. В этом случае для решений уравнения (5.3.1) получаем

следующее асимптотическое представление при t→∞:

x(t) = c1

[(
1 + o(1)

)
eit +

(
δ + o(1)

)
e−it
]

exp
{
µ1

∫
t−ρdt

}
+

+ c2

[(
1 + o(1)

)
eit +

(
−δ + o(1)

)
e−it
]

exp
{
µ2

∫
t−ρdt}+ o

(
e−βt

)
, (5.3.16)

где c1, c2 — произвольные комплексные постоянные, а β > 0 — произвольное действитель-

ное число. Заметим, что в рассмотренном случае уравнение (5.3.1) имеет неограниченные

решения при всех h, удовлетворяющих условию (5.3.15).

Рассмотрим теперь ситуацию, когда

1

3
< ρ ≤ 1

2
.

Используя преобразования из раздела 5.1, запишем систему (5.3.8) в расширенном фазовом

пространстве C3h в следующем виде:

u̇2 =
[
t−ρA1(t) + t−2ρA11(t)

]
u2 + R̃

(
t, (u2)t

)
. (5.3.17)

Здесь оператор R̃
(
t, (u2)t

)
принадлежит классу L3h

1 [t0 + 2h,∞), матрица A1(t) определяется

формулой (5.3.11), а матрица A11(t) имеет следующий вид:

A11(t) = −B(t)

0∫
−h

diag
(
eis, e−is

) t∫
s+t

B(τ)

0∫
−h

diag
(
eiz, e−iz

)
dzdτds. (5.3.18)

Здесь матрица B(t) определяется выражением (5.3.9). В системе (5.3.17) осуществим усред-

няющую замену

u2 =
[
I + t−ρY1(t) + t−2ρY11(t)

]
u3

В результате этой замены получим систему

u̇3 =
[
t−ρA1 + t−2ρA11

]
u3 + R̃1

(
t, (u3)t

)
. (5.3.19)

Здесь R̃1

(
t, (u3)t

)
— некоторый оператор из класса L3h

1 [t0 + 2h,∞), а постоянные матрицы

A1 и A11 определяются согласно формулам (5.2.9). Заметим, что представляет интерес ис-

следование лишь случая, когда выполнено неравенство (5.3.13). Действительно, если λ = 2

и выполнено условие (5.3.15), то матрица A1 отлична от нулевой и определяется формулой

(5.3.14). В этой ситуации система (5.3.19) может быть представлена в виде (5.1.32), где s = 1

и v(t) = t−ρ. Тогда для решений уравнения (5.3.1) при t→∞ мы получаем асимптотическое

представление (5.3.16), в котором величину
∫
t−ρdt следует заменить выражением (3.3.32).
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Итак, будем далее предполагать, что

λ 6= ±2.

Тогда матрица A1 = 0 и нам необходимо вычислить матрицу A11. Из (5.2.9), (5.3.11) и (5.3.18)

выводим, что

A11(t) = −B(t)

0∫
−h

diag
(
eis, e−is

)(
Y1(t)− Y1(t+ s)

)
ds =

= −A1(t)Y1(t) +B(t)

0∫
−h

diag
(
eis, e−is

)
Y1(t+ s)ds.

Тогда в силу (5.2.9) заключаем, что

A11 = M

[
B(t)

0∫
−h

diag
(
eis, e−is

)
Y1(t+ s)ds

]
=
a2

16
M

 0∫
−h

a11(t, s) a12(t, s)

ā12(t, s) ā11(t, s)

 ds

 . (5.3.20)

Здесь матрица Y1(t) является решением уравнения Ẏ1 = A1(t) с нулевым средним значением.

Кроме того,

a11(t, s) =
1

λ

(
e−ih − 1

)(
e2iλtei(λ+1)s + e−i(λ−1)s − ei(λ+1)s − e−2iλte−i(λ−1)s

)
+

+
(
1− e−ih

)( e2iλt

λ+ 2
ei(λ+1)s +

e−i(λ−1)s

λ− 2
− ei(λ+1)s

λ+ 2
− e−2iλt

λ− 2
e−i(λ−1)s

)
,

a12(t, s) =
1

λ

(
eih − 1

)(
e−2ite−i(λ+1)s + e2i(λ−1)tei(λ−1)s − e−2i(λ+1)te−i(λ+1)s − e−2itei(λ−1)s

)
+

+
(
1− eih

)( e−2it

λ+ 2
e−i(λ+1)s +

e2i(λ−1)t

λ− 2
ei(λ−1)s − e−2i(λ+1)t

λ+ 2
e−i(λ+1)s − e−2it

λ− 2
ei(λ−1)s

)
. (5.3.21)

Предположим сначала, что

λ 6= ±1.

Тогда из (5.3.20), (5.3.21) следует, что

A11 =

ν 0

0 ν̄

 , (5.3.22)

где

ν =
a2

8

(
1− e−ih

)( 6i

(λ2 − 1)(λ2 − 4)
− iei(λ−1)h

λ(λ− 1)(λ− 2)
+

ie−i(λ+1)h

λ(λ+ 1)(λ+ 2)

)
. (5.3.23)

Система (5.3.19) в этом случае имеет L–диагональную форму, и асимптотика ее решений

строится с помощью теорем 5.1.1, 5.1.2. Следовательно, решения уравнения (5.3.1) имеют

следующую асимптотику при t→∞:
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x(t) = c1

(
1 + o(1)

)
exp
{
i
(
t+ Im ν

∫
t−2ρdt

)}
exp
{

Re ν

∫
t−2ρdt

}
+

+ c2

(
1 + o(1)

)
exp
{
−i
(
t+ Im ν

∫
t−2ρdt

)}
exp
{

Re ν

∫
t−2ρdt

}
+ o
(
e−βt

)
, (5.3.24)

где c1, c2 — произвольные комплексные постоянные и β > 0 — произвольное действительное

число. Очевидно, что качественное поведение решений уравнения (5.3.1) в рассматриваемой

ситуации будет определяться знаком действительной части величины ν. Используя (5.3.23), а

также при необходимости пакеты символьных вычислений (мы, в частности, воспользовались

математическим пакетом Wolfram Mathematica 10), можно получить следующее выражение

для этой величины:

Re ν =
a2 sin

(
h
2

)
4λ (λ4 − 5λ2 + 4)

(
−6λ cos

(h
2

)
+ (λ+ 1)(λ+ 2) cos

(
h
(3

2
− λ
))
−

− (λ− 2)(λ− 1) cos
(
h
(
λ+

3

2

)))
. (5.3.25)

Из (5.3.25) несложно вывести следующие предельные соотношения:

lim
λ→0

Re ν =
a2

4
sin2

(h
2

)(
h− 3 sinh+ 2h cosh

)
,

lim
λ→1

Re ν =
a2

12
sin2

(h
2

)(
−3h+ sinh+ sin(2h)

)
,

lim
λ→2

Re ν =
a2

48
sin2

(h
2

)(
−6h+ sinh+ sin(2h) + sin(3h)

)
, (5.3.26)

Re ν =
a2

2λ3
sin
(h

2

)(
sin
(3h

2

)
sin(λh) +O

(
λ−1
))
, λ→ +∞. (5.3.27)

На рис. 5.3.1 изображен график величины Re ν как функции переменной λ при некоторых

значениях величины h и a = 2. Как это следует из формул (5.3.25), (5.3.27), при любом

фиксированном значении величины h (за исключением, быть может, некоторого счетного

множества значений) уравнение (5.3.1) имеет неограниченное при λ → +∞ множество ин-

тервалов асимптотической устойчивости и неустойчивости решений, сменяющих друг друга.

Аналогичное утверждение справедливо и в том случае, когда фиксировано значение пара-

метра λ, а h→ +∞.

Пусть теперь

λ = 1.

Несложные вычисления приводят нас к следующему выражению для матрицы A11, опреде-

ляемой формулами (5.3.20), (5.3.21):

A11 =
a2

8

(e−ih − 1
)(
h+ i

6
− i

6
e−2ih

)
h
(
eih − 1

)
h
(
e−ih − 1

) (
eih − 1

)(
h− i

6
+ i

6
e2ih
)
 . (5.3.28)
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Рис. 5.3.1. Графики величины (5.3.25) при a = 2: сплошная линия — h = π, штриховой пунктир —

h = 7, точечный пунктир — h = 3π

Собственные числа матрицы A2 определяются как корни характеристического полинома

p(µ) = µ2 + p1(h)µ+ p2(h), (5.3.29)

где функции p1(h) и p2(h) задаются формулами:

p1(h) = −a
2

6
sin2

(h
2

)(
−3h+ sinh+ sin(2h)

)
, (5.3.30)

p2(h) =
a4

72
sin3

(h
2

)
cos
(h

2

)(
sinh− 6h cosh

)
. (5.3.31)

Собственные числа различны, если дискриминант

d(h) = p2
1(h)− 4p2

2(h) = − a4

144

(
sin2 h

(
sinh− sin(2h)

)2 − 12h sin3
(h

2

)
×

×
(

cos
(h

2

)
+ 3h sin

(h
2

)
+ 2 cos

(3h

2

)
+ cos

(5h

2

)))
(5.3.32)

отличен от нуля. В этом случае они имеют следующий вид:

µ1,2 = −p1(h)

2
±


1

2

√
d(h), d(h) > 0,

i

2

√
−d(h), d(h) < 0.

(5.3.33)
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В силу леммы 1.1.1 система (5.3.19) может быть приведена к L–диагональному виду. Решения

исходного уравнения (5.3.1) при t→∞ имеют следующее асимптотическое представление:

x(t) = c1

(
eit
(
δ1 + o(1)

)
+ e−it

(
δ2 + o(1)

))
exp
{
µ1

∫
t−2ρdt

}
+O

(
exp
{
µ2

∫
t−2ρdt

})
, (5.3.34)

Здесь c1 — произвольная комплексная постоянная, f1 =
(
δ1, δ2

)T
— собственный вектор мат-

рицы A11, отвечающий собственному числу µ1. Из (5.3.30), (5.3.32) и (5.3.33) следует, что

при h → +∞ корень µ1(h) вне некоторой фиксированной окрестности значений hm = 2πm,

m = 0, 1, 2, . . ., является действительным и имеет следующее асимптотическое представле-

ние:

µ1(h) =
a2

24
sin
(h

2

)(
cos
(h

2

)
+ 2 cos

(3h

2

)
+ cos

(5h

2

)
+

+ 2 sin
(h

2

)(
sinh+ sin(2h)

))
+O

(1

h

)
. (5.3.35)

В силу представления (5.3.34) динамика решений уравнения (5.3.1) будет определяться рас-

положением собственных чисел µ1,2 на комплексной плоскости. Воспользовавшись критери-

ем Рауса–Гурвица применительно к многочлену (5.3.29), заключаем следующее. Если при

некотором h коэффициенты p1(h) и p2(h) положительны, то все решения уравнения (5.3.1)

стремятся к нулю при t → ∞. Если хотя бы одна из этих величин отрицательна при неко-

тором h, то в этом случае уравнение (5.3.1) имеет неограниченные при t → ∞ решения.

На рисунке 5.3.2 изображены графики величин p1(h) и p2(h) при a = 2. Как это следует из

(5.3.35), интервалы устойчивости и неустойчивости решений уравнения (5.3.1) сменяют друг

друга в неограниченном числе при h→ +∞.

Пусть, наконец,

ρ ≤ 1

3
(5.3.36)

и выполнено условие (5.3.15). Используя изложенный в разделе 5.1 метод, систему (5.3.8)

представим в следующем виде:

u̇2 =
[
t−ρA1(t) + t−2ρA11(t) + . . .+ t−kρA1...1(t)

]
u2 + R̂

(
t, (u2)t

)
. (5.3.37)

Здесь оператор R̂
(
t, (u2)t

)
принадлежит классу L(k+1)h

1 [t0 + kh,∞), а натуральное k выбрано

так, что kρ ≤ 1 < (k + 1)ρ. Элементами матриц A1...1(t) являются некоторые тригономет-

рические многочлены. В частности, матрицы A1(t) и A11(t) имеют вид (5.3.11) и (5.3.18)

соответственно. Согласно теореме 5.1.3, осуществим в системе (5.3.37) усредняющую заме-

ну типа (1.2.5). В результате этой замены приходим к системе

u̇3 =
[
A1t

−ρ + t−2ρA11 + . . .+ t−kρA1...1

]
u3 + R̂1

(
t, (u3)t

)
. (5.3.38)
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Рис. 5.3.2. Графики коэффициентов многочлена (5.3.29) как функций переменной h при a = 2: сплош-

ная линия — p1(h), штриховой пунктир — p2(h)

Дальнейшей анализ системы (5.3.38) связан с представлением ее в виде (5.1.32) и после-

дующим использованием леммы 1.1.1 для приведения этой системы к L–диагональной фор-

ме (5.1.34). Если λ = ±2, то собственные числа матрицы A1 различны. Следовательно, в

этом случае для решений уравнения (5.3.1) справедливо представление (5.3.16), где вели-

чину
∫
t−ρdt нужно заменить на выражение (3.3.32). Далее, если λ = ±1, то A1 = 0, а

собственные числа матрицы A11 имеют вид (5.3.33). Эти собственные числа различны, если

величина d(h), определяемая формулой (5.3.32), отлична от нуля. В этом случае асимптотика

всех решений уравнения (5.3.1) определяется формулой (5.3.34), где
∫
t−2ρdt следует заме-

нить выражением (3.3.53). Наконец, если выполнены неравенства λ 6= ±1,±2, то A1 = 0, а

матрица A11 определяется формулой (5.3.22). В этой ситуации собственные числа различны,

если Im ν 6= 0. Тогда в предположении, что Re ν 6= 0, асимптотика всех решений уравнения

(5.3.1) имеет вид (5.3.24), где
∫
t−2ρdt необходимо заменить величиной (3.3.53).

Рассмотрим, наконец, случай, когда

cosh = 1. (5.3.39)

Приведем систему (5.3.8) к виду (5.3.37). Несложно показать, что каждая из матриц A1...1(t)

в системе (5.3.37) имеет следущую структуру:(∗) (∗)

(∗) (∗)

 0∫
−h

diag
(
eis, e−is

)
ds =

(∗)
(
1− e−ih

)
(∗)
(
1− eih

)
(∗)(1− e−ih

)
(∗)
(
1− eih

)
 , (5.3.40)
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где символом (∗) обозначены некоторые функции. Из (5.3.39) тогда вытекает, что все матри-

цы A1...1(t) суть нулевые. Отсюда следует, что система (5.3.37) имеет L–диагональный вид.

В силу теорем 5.1.1, 5.1.2 все решения системы (5.3.37) имеют следущую асимптотику при

t→∞:

u2 = c1

[
e1 + o(1)

]
+ c2

[
e2 + o(1)

]
+ o
(
e−βt

)
,

где e1, e2 — векторы канонического базиса в R2, c1, c2 — произвольные комплексные постоян-

ные, а β > 0 — произвольное действительное число. Возвращаясь теперь к уравнению (5.3.1),

заключаем, что для любого ρ > 0 при выполнении условия (5.3.39) поведение решений этого

уравнения при t→∞ определяется асимптотической формулой (5.3.5). Заметим также, что

в случае (5.3.39) функции x1,2(t) = e±it являются точными решениями уравнения (5.3.1).

Построенные в работе асимптотические формулы для решений уравнений (3.3.1) и (5.3.1)

позволяют сделать следующие выводы. При ρ > 1 динамика решений этих уравнений каче-

ственно эквивалентна и при t→∞ может быть описана асимптотической формулой (3.3.2).

Но уже в полуинтервале ρ ∈ (1/2, 1] наблюдаются некоторые различия в динамике решений,

как качественного, так и количественного характера. Так, для уравнения (3.3.1) наряду с

особым значением λ = ±2 в указанном диапазоне изменения параметра ρ существует и осо-

бое значение λ = ±1. В случае ρ ≤ 1/2 различия в динамике решений уравнений (3.3.1) и

(5.3.1) оказываются существенными. Это связано с тем обстоятельством, что при ρ ≤ 1/2 на-

чинает проявляться бесконечномерность фазового пространства уравнения (5.3.1). Отметим

также, что при λ = ±2 и ρ ≤ 1 уравнения (3.3.1) и (5.3.1) имеют неограниченные решения.

Из (5.3.26) следует, что если λ ≈ 2 и h достаточно велико (cosh 6= 1), то Re ν < 0, а, следо-

вательно, при ρ ≤ 1/2 все решения уравнения (5.3.1) стремятся к нулю при t→∞. Отметим,

что подобная особенность в динамике решений ФДУ была нами отмечена в заключительном

абзаце предыдущего раздела относительно поведения решений уравнения (5.2.1).

В заключение отметим, что совершенно аналогично тому, как это было сделано для

уравнений (3.3.1) и (5.3.1), можно построить асимптотики при t → ∞ для решений ИДУ

вида
d2x

dt2
+ x+

∫
I

K(t, s)x(s)ds = 0, t ≥ t0,

где I = [t0, t] или I = [t− h, t], а ядро K(t, s) допускает следующее представление:

K(t, s) =
n∑
j=1

vj(t)Pj(t)Qj(s)

или

K(t, s) =
n∑
j=1

vj(s)Pj(t)Qj(s).
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Здесь v1(t), . . . , vn(t) — скалярные абсолютно непрерывные на [t0,∞) функции такие, что

10. v1(t)→ 0, v2(t)→ 0, . . . , vn(t)→ 0 при t→∞;

20. v̇1(t), v̇2(t), . . . , v̇n(t) ∈ L1[t0,∞);

30. Произведение vi1(t)vi2(t) . . . vik+1
(t) ∈ L1[t0,∞) для любого набора 1 ≤ i1 ≤ i2 ≤ . . . ≤

ik+1 ≤ n.

Относительно функций Pj(t) и Qj(s) предполагается, что они или являются периодическими

с одни и тем же периодом или представляют собой тригонометрические многочлены.
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Глава 6

Метод центральных многообразий

в задаче асимптотического

интегрирования ФДУ с колебательно

убывающими коэффициентами

6.1 Постановка задачи и некоторые вспомогательные

сведения

В этой главе изучается вопрос о построении асимптотики при t→∞ решений следующей

системы ФДУ:

ẋ = B0xt +G(t, xt). (6.1.1)

Здесь x ∈ Cm, xt(θ) = x(t + θ) (−h ≤ θ ≤ 0) — элемент пространства Ch ≡ C
(
[−h, 0],Cm

)
непрерывных на [−h, 0] функций со значениями в Cm. Далее, B0 — линейный ограниченный

оператор, действующий из Ch в Cm и не зависящий от t, а оператор G(t, xt) допускает

представление в виде

G(t, xt) = B(t, xt) +R(t, xt). (6.1.2)

В этой формуле B(t, ·) и R(t, ·) — линейные ограниченные операторы, действующие из Ch

в Cm такие, что при любом фиксированном ϕ ∈ Ch функции B(t, ϕ) и R(t, ϕ) измеримы по

Лебегу при t ≥ t0 и, кроме того,

|R(t, ϕ)| ≤ γ(t)‖ϕ‖Ch , γ(t) ∈ L1[t0,∞)
(
‖ϕ‖Ch = sup

−h≤θ≤0
|ϕ(θ)|

)
. (6.1.3)

Далее,

B(t, ϕ) =
n∑
i=1

vi(t)Bi(t, ϕ) +
∑

1≤i1≤i2≤n

vi1(t)vi2(t)Bi1i2(t, ϕ) + . . .+

+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

vi1(t) · . . . · vik(t)Bi1... ik(t, ϕ), ϕ ∈ Ch. (6.1.4)
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Здесь Bi1... il(t, ·) — линейные ограниченные операторы, действующие из пространства Ch в

пространство Cm, относительно которых предполагается, что

Bi1... il(t, ϕ) =
L∑
j=1

Γ
(i1...il)
j (t)`

(i1...il)
j (ϕ), ϕ ∈ Ch. (6.1.5)

В формуле выше `(i1...il)
j (ϕ) — линейные ограниченные операторы, не зависящие от t, и дей-

ствующие из Ch в Cm, а Γ
(i1...il)
j (t) — матрицы, элементами которых являются тригонометри-

ческие многочлены, т. е.

Γ
(i1...il)
j (t) =

M∑
s=1

β
(i1...il)
sj eiωst, (6.1.6)

где β
(i1...il)
sj — постоянные, вообще говоря, комплексные (m × m)-матрицы, а ωs — веще-

ственные числа. Наконец, v1(t), . . . , vn(t) — скалярные абсолютно непрерывные на [t0,∞)

функции, удовлетворяющие условиям B.2 — B.4 из раздела 1.2.

В данной главе мы продолжим исследование вопроса асимптотического интегрирования

систем вида (6.1.1), начатое в предыдущей главе. Напомним, что в главе 5 изучался случай

нулевого оператора B0. Функционально-дифференциальные системы уравнений типа (6.1.1)

с линейными, а также нелинейными операторами в правой части, рассматриваемые как воз-

мущения линейной автономной системы

ẋ = B0xt, t ≥ 0, (6.1.7)

исследовались многими авторами (см., например, [64–67, 88, 90, 91, 111, 156–158]). Основное

предположение, при котором система (6.1.1) рассматривается в данной главе, состоит в сле-

дующем. Характеристическое уравнение

det ∆(λ) = 0, ∆(λ) = λI −B0(eλθI), (6.1.8)

имеет N корней λ1, . . . , λN на мнимой оси с учетом их кратностей, а вещественные части

остальных корней отрицательны. Данное обстоятельство позволяет для асимптотического

интегрирования системы (6.1.1) воспользоваться идеологией известного метода центральных

многообразий (см. [65, 68, 70, 84]). Адаптации этого метода к задаче асимптотического ин-

тегрирования системы (6.1.1) и посвящена данная глава. Существенная роль при этом отво-

дится технике, развитой в первой главе применительно к задаче асимптотического интегри-

рования систем обыкновенных дифференциальных уравнений с колебательно убывающими

коэффициентами.

Для дальнейшего изложения нам потребуются некоторые известные факты. Излагаемые

далее в этом разделе сведения могут быть найдены, например, в монографии [55] (см. также

[115, 123]).

201



Известно, что линейная автономная система (6.1.7) для t ≥ 0 порождает в Ch сильно

непрерывную полугруппу операторов T (t): Ch → Ch. Оператор T (t), называемый оператором

сдвига вдоль траекторий системы (6.1.7), определяется следующим образом: T (t)ϕ = xϕt (θ),

где ϕ ∈ Ch и xϕt (θ) — решение системы (6.1.7) с начальным условием xϕ0 (θ) = ϕ(θ). Инфини-

тезимальный производящий оператор A этой полугруппы задается равенством Aϕ = ϕ′(θ),

где ϕ ∈ D(A). Область определения оператора A

D(A) =
{
ϕ ∈ Ch

∣∣ ϕ′(θ) ∈ Ch, ϕ′(0) = B0ϕ
}

плотна в Ch. Имеют место следующие равенства:

d

dt
T (t)ϕ = T (t)Aϕ = AT (t)ϕ, ϕ ∈ D(A). (6.1.9)

В дальнейшем нам удобно будет использовать представление Рисса для оператора B0:

B0ϕ =

0∫
−h

dη(θ)ϕ(θ), (6.1.10)

где (m×m)-матричная функция η(θ) имеет ограниченную вариацию на [−h, 0]. Представление

(6.1.10) позволяет получить следующие выражения для матрицы ∆(λ) из (6.1.8), а также ее

производных:

∆(λ) = λI −
0∫

−h

dη(θ)eλθ, ∆′(λ) = I −
0∫

−h

θdη(θ)eλθ,

∆(j)(λ) = −
0∫

−h

θjdη(θ)eλθ, j ≥ 2. (6.1.11)

С системой (6.1.7) можно связать так называемую формально сопряженную систему

ẏ = −
0∫

−h

y(t− θ)dη(θ), t ≤ 0, (6.1.12)

где y(t) — комплекснозначная вектор-строка длины m. Фазовым пространством для системы

(6.1.12) является множество C ′h ≡ C
(
[0, h],Cm∗), где Cm∗ — пространство вектор-строк длины

m. Для любых ψ ∈ C ′h и ϕ ∈ Ch определим билинейную форму

(
ψ(ξ), ϕ(θ)

)
= ψ(0)ϕ(0)−

0∫
−h

θ∫
0

ψ(ξ − θ)dη(θ)ϕ(ξ)dξ. (6.1.13)

Пусть

Λ =
{
λi ∈ C

∣∣ det ∆(λi) = 0, i = 1, . . . , N
}
, (6.1.14)

202



тогда пространство Ch можно разложить в прямую сумму двух подпространств

Ch = PΛ ⊕QΛ. (6.1.15)

Здесь PΛ — прямая сумма обобщенных собственных подпространств оператора A, отвечаю-

щих собственным значениям из Λ, а QΛ — некоторое дополнительное пространство такое, что

T (t)QΛ ⊆ QΛ. Для того чтобы охарактеризовать эти подпространства более точно, определим

(m × N)-матрицу Φ(θ), по столбцам которой расположены обобщенные собственные функ-

ции ϕ1(θ), . . . , ϕN(θ) оператора A, отвечающие собственным числам из Λ. Таким образом,

столбцы матрицы Φ(θ) образуют базис подпространства PΛ. Далее, пусть Ψ(ξ) — (N ×m)-

матрица, по строкам которые расположены базисные функции ψ1(ξ), . . . , ψN(ξ) прямой суммы

обобщенных собственных подпространств P T
Λ оператора A∗, формально сопряженного к A

относительно билинейной формы (6.1.13). Матрицы Φ(θ) и Ψ(ξ) могут быть выбраны таким

образом, что (
Ψ(ξ),Φ(θ)

)
=
{(
ψi(ξ), ϕj(θ)

)}
1≤i,j≤N = I. (6.1.16)

Поскольку Φ(θ) — базис PΛ и APΛ ⊆ PΛ, то существует такая (N ×N)-матрица D, спектром

которой является множество Λ, что AΦ(θ) = Φ(θ)D. Тогда, учитывая определение оператора

A, а также соотношения (6.1.9), имеем

Φ(θ) = Φ(0)eDθ, T (t)Φ(θ) = Φ(θ)eDt = Φ(0)eD(t+θ), (6.1.17)

где −h ≤ θ ≤ 0 и t ≥ 0. Аналогично для матрицы Ψ(ξ) получаем

Ψ(ξ) = e−DξΨ(0), (6.1.18)

где 0 ≤ ξ ≤ h. Матрицы Φ(0) и Ψ(0) выбираются из следующих соображений. Столбцы

матрицы Φ(θ) являются обобщенными собственными векторами инфинитезимального произ-

водящего оператора A, а, следовательно, они принадлежат D(A). Значит,

Φ′(0) = Φ(0)D = B0Φ =

0∫
−h

dη(θ)Φ(0)eDθ. (6.1.19)

Аналогично, учитывая (6.1.12) и (6.1.18), выводим

Ψ′(0) = −DΨ(0) = −
0∫

−h

eDθΨ(0)dη(θ). (6.1.20)

Возвращаясь теперь к разложению (6.1.15), мы можем описать пространства PΛ и QΛ следу-

ющим образом:

PΛ =
{
ϕ ∈ Ch

∣∣ ϕ(θ) = Φ(θ)a, a ∈ CN
}
,

QΛ =
{
ϕ ∈ Ch

∣∣ (Ψ, ϕ) = 0
}
.

(6.1.21)
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Пусть xt(θ) — решение системы (6.1.1) с начальным условием xt0 = ϕ. Имеет место так

называемая формула вариации произвольных постоянных (см. [115]):

xt(θ) = T (t− t0)ϕ+

t∫
t0

dK(t, s)G(s, xs)ds, t ≥ t0. (6.1.22)

Здесь (m×m)-матрица K(t, ·) : [t0, t]→ Ch задается формулой

K(t, s)(θ) =

s∫
t0

X(t+ θ − α)dα, (6.1.23)

где X(t) — единственное матричное решение системы (6.1.7) с начальным условием при t = 0

определяемым формулой

X0(θ) =

I, θ = 0,

0, −h ≤ θ < 0.

(6.1.24)

Формуле (6.1.22) можно придать формальный вид (см. [55])

xt(θ) = T (t− t0)ϕ+

t∫
t0

T (t− s)X0(θ)G(s, xs)ds, t ≥ t0, (6.1.25)

где T (t− s)X0(θ) = X(t+ θ − s).

Разложим теперь решение xt(θ) системы (6.1.1) с начальным условием xt0 = ϕ, используя

представление (6.1.15). Тогда с учетом (6.1.22) получаем

xt(θ) = xPΛ
t + xQΛ

t , ϕ(θ) = ϕPΛ + ϕQΛ , (6.1.26)

xPΛ
t (θ) = T (t− t0)ϕPΛ +

t∫
t0

T (t− s)XPΛ
0 (θ)G(s, xs)ds, (6.1.27)

xQΛ
t (θ) = T (t− t0)ϕQΛ +

t∫
t0

d
[
K(t, s)QΛ

]
G(s, xs)ds, (6.1.28)

где t ≥ t0 и

XPΛ
0 (θ) = Φ(θ)Ψ(0), K(t, s)QΛ = K(t, s)− Φ(θ)

(
Ψ, K(t, s)

)
. (6.1.29)

Осуществляя разложение (6.1.26) в формуле (6.1.25), заключаем, что справедливы представ-

ления, аналогичные (6.1.27), (6.1.28) с заменой представления (6.1.28) на следующее:

xQΛ
t (θ) = T (t− t0)ϕQΛ +

t∫
t0

T (t− s)XQΛ
0 (θ)G(s, xs)ds, (6.1.30)
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где XQΛ
0 = X0(θ) − XPΛ

0 (θ). Представлением (6.1.30), как правило, удобнее пользоваться

при вычислениях. При этом для придания необходимой строгости в получаемых подынте-

гральных выражениях следует заменять члены вида T (t − s)X0(θ)(. . .)ds на dK(t, s)(θ)(. . .).

Положим

xPΛ
t (θ) = Φ(θ)u(t), u(t) ∈ CN , (6.1.31)

тогда u(t) = (Ψ, xt) и, кроме того, функция u(t) удовлетворяет системе обыкновенных диф-

ференциальных уравнений

u̇ = Du+ Ψ(0)G(t, xt), t ≥ t0 (6.1.32)

с начальным условием u(t0) = (Ψ, ϕ).

Пусть множество Λ определено формулой (6.1.14). Предположим, что множество Λ сов-

падает со множеством {
λ ∈ C

∣∣ det ∆(λ) = 0, Reλ > β
}

(6.1.33)

для некоторого β ∈ R. Тогда для любого ε > 0 найдется константа M = M(ε) такая, что

имеют место следующие неравенства:

‖T (t)ϕQΛ‖Ch ≤Me(β+ε)t‖ϕQΛ‖Ch , t ≥ 0, ϕ ∈ Ch, (6.1.34)

‖T (t)XQΛ
0 ‖Ch ≤Me(β+ε)t, t ≥ 0, (6.1.35)∥∥∥ t∫

t0

d
[
K(t, s)QΛ

]
G(s, xs)ds

∥∥∥
Ch
≤M

t∫
t0

e(β+ε)(t−s)∣∣G(s, xs)
∣∣ds, t ≥ t0. (6.1.36)

Отметим, что в левой части неравенства (6.1.35) функция T (t)XQΛ
0 принадлежит простран-

ству Ch лишь при t ≥ h. Тем не менее оценка левой части (6.1.35) по норме пространства Ch

допустима в силу ограниченности функции T (t)XQΛ
0 (θ) по θ ∈ [−h, 0], если t ∈ [0, h].

6.2 Построение критического многообразия

Определим множество Λ согласно (6.1.14) так, что:

H1. Reλ = 0 для всех λ ∈ Λ;

H2. Множество Λ совпадает со множеством (6.1.33) для некоторого β < 0.

Заметим, что если в исходной системе вида (6.1.1) гипотезы H1, H2 оказываются из-

начально не выполненными, то всегда можно осуществить замену переменной, положив

x(t) = y(t)edt, где

d = sup
{

Reλ
∣∣ det ∆(λ) = 0

}
.
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Преобразованная система будет иметь ту же структуру, что и исходная, и, кроме того, в ней

будут выполнены гипотезы H1, H2.

Разложим пространство Ch по Λ в прямую сумму (6.1.15).

Определение 6.2.1. Будем говорить, что множество (линейное пространство)

W(t) ⊂ Ch при t ≥ t∗ ≥ t0 является критическим многообразием для системы (6.1.1),

если выполнены следующие условия:

1. Существует (m×N)-матрица H(t, θ) непрерывная по t ≥ t∗ и θ ∈ [−h, 0] такая, что

ее столбцы принадлежат пространству QΛ при всех t ≥ t∗ и, кроме того, ‖H(t, ·)‖Ch → 0

при t→∞, где

‖H(t, ·)‖Ch = sup
−h≤θ≤0

|H(t, θ)|

и | · | — некоторая матричная норма в пространстве (m×N)-матриц;

2. Множество W(t) для t ≥ t∗ задается формулой

W(t) =
{
ϕ(θ) ∈ Ch

∣∣ ϕ(θ) = Φ(θ)u+H(t, θ)u, u ∈ CN
}
, (6.2.1)

где столбцы (m×N)-матрицы Φ(θ) образуют базис в пространстве PΛ из (6.1.15);

3. МножествоW(t) при t ≥ t∗ положительно инвариантно относительно траекторий

системы (6.1.1), т. е. если xT ∈ W(T ), T ≥ t∗, то xt ∈ W(t) для всех t ≥ T .

Будем далее предполагать, что критическое многообразие W(t) для системы (6.1.1) су-

ществует при достаточно больших t, отложив вопрос обоснования этого утверждения до

следующего раздела. Алгоритм, описанный ниже, во многом совпадает со схемой постро-

ения приближения для центрального многообразия в нелинейных системах ФДУ (см., на-

пример, [65]). Далее мы предложим метод построения в некотором смысле главной части

матрицы H(t, θ) из (6.2.1).

Пусть x(t) — решение системы (6.1.1) с начальным условием при t = T ≥ t∗ ≥ t0. Тогда

при t+ θ ≥ T справедливы равенства

d

dt
xt(θ) =


d

dθ
xt(θ), −h ≤ θ < 0,

B0xt +G(t, xt), θ = 0.

(6.2.2)

Предположим, что в начальный момент t = T вектор-функция xT (θ) принадлежит многооб-

разию W(T ). В силу положительной инвариантности W(t) имеем

xt(θ) = Φ(θ)u(t) +H(t, θ)u(t), t ≥ T, u(t) ∈ CN . (6.2.3)
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Заметим, что формула (6.2.3) представляет собой разложение (6.1.26) и, следовательно,

функция u(t) в силу (6.1.32) удовлетворяет системе обыкновенных дифференциальных урав-

нений

u̇ =
[
D + Ψ(0)G

(
t,Φ(θ) +H(t, θ)

)]
u, t ≥ T. (6.2.4)

Эту систему будем называть проекций системы (6.1.1) на критическое многообразие W(t)

или, короче, системой на критическом многообразии. Подставим разложение (6.2.3) в

(6.2.2). Получим при t+ θ ≥ T

(
Φ(θ) +H(t, θ)

)
u̇(t) +

∂H

∂t
u =


[∂Φ

∂θ
+
∂H

∂θ

]
u, −h ≤ θ < 0,[

B0Φ +B0H +G
(
t,Φ(θ) +H(t, θ)

)]
u, θ = 0.

Подставим в это выражение представление для u̇ из (6.2.4) и учтем (6.1.17), (6.1.19). Окон-

чательно получаем

Φ(θ)Ψ(0)G
(
t,Φ(θ) +H(t, θ)

)
+H(t, θ)

(
D + Ψ(0)G

(
t,Φ(θ) +H(t, θ)

))
+
∂H

∂t
=

=


∂H

∂θ
, −h ≤ θ < 0,

B0H +G
(
t,Φ(θ) +H(t, θ)

)
, θ = 0.

(6.2.5)

Следовательно, если критическое многообразиеW(t) существует при t ≥ t∗, то для всех (t, θ)

таких, что t+θ ≥ t∗, матрица H(t, θ), определяющая это многообразие, должна удовлетворять

системе (6.2.5). В частности, из (6.2.3) и абсолютной непрерывности решения x(t) (xt∗ = ϕ ∈

W(t)) при t ≥ t∗ следует абсолютная непрерывность H(t, θ) по переменной t при t ≥ t∗ − θ и

переменной θ для θ ≥ t∗ − t.

Попытаемся удовлетворить системе (6.2.5) с точностью до слагаемых R̂(t, θ) таких, что

‖R̂(t, ·)‖Ch ∈ L1[t0,∞). Именно, положим

Ĥ(t, θ) =
n∑
i=1

vi(t)Hi(t, θ) +
∑

1≤i1≤i2≤n

vi1(t)vi2(t)Hi1i2(t, θ) + . . .+

+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

vi1(t) · . . . · vik(t)Hi1... ik(t, θ). (6.2.6)

Здесь элементы подлежащих определению (m × N)-матриц Hi1... il(t, θ) являются тригоно-

метрическими многочленами переменной t и непрерывно дифференцируемы по θ ∈ [−h, 0],

а величина k ∈ N определена свойством B.4 функций v1(t), . . . , vn(t). Кроме того, мы бу-

дем предполагать, что столбцы матриц Hi1... il(t, θ) принадлежат пространству QΛ при всех

t ∈ R. Подставим выражение (6.2.6) в (6.2.5) вместо H(t, θ) и соберем слагаемые при одина-

ковых множителях vi1(t) · . . . · vil(t) (l ≤ k). Получаем следующие однотипные системы для
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определения матриц Hi1... il(t, θ):

F PΛ
i1... il

(t, θ) +Hi1... il(t, θ)D + FQΛ
i1... il

(t, θ) +
∂Hi1... il

∂t
=

=


∂Hi1... il

∂θ
, −h ≤ θ < 0,

B0Hi1... il +Gi1... il(t), θ = 0.

(6.2.7)

Здесь мы учли формулы (6.1.2), (6.1.4), из которых, в частности, следует, что для решения

системы (6.2.7) необходимо определить сначала все матрицы Hj1... js(t, θ), для которых s < l.

Тогда в системе (6.2.7) F PΛ
i1... il

(t, θ) и FQΛ
i1... il

(t, θ) — некоторые конкретные матрицы, кото-

рые, в частности, содержат в себе информацию об определенных ранее матрицах Hj1... js(t, θ)

(s < l). В силу (6.1.2), (6.1.4), (6.1.5) и требований относительно матриц Hj1... js(t, θ) (s < l)

мы можем заключить, что элементы матриц F PΛ
i1... il

(t, θ) и FQΛ
i1... il

(t, θ) являются тригонометри-

ческими многочленами переменной t. Кроме того, столбцы матрицы F PΛ
i1... il

(t, θ) принадлежат

пространству PΛ, а столбцы матрицы FQΛ
i1... il

(t, θ) принадлежат пространству QΛ при всех

t ∈ R. Далее, Gi1... il(t) — некоторая матрица, элементами которой являются тригонометри-

ческие многочлены:

Gi1... il(t) =
∑
j

G
(i1... il)
j eiωjt, (6.2.8)

где G
(i1... il)
j — постоянные (m × N)-матрицы, а ωj — вещественные числа. Для матриц

F PΛ
i1... il

(t, θ) и FQΛ
i1... il

(t, θ) в силу (6.2.5) имеем следующие представления:

F PΛ
i1... il

(t, θ) = Φ(θ)Ψ(0)Gi1... il(t) =
∑
j

P
(i1... il)
j (θ)eiωjt, (6.2.9)

P
(i1... il)
j (θ) = Φ(θ)Ψ(0)G

(i1... il)
j , (6.2.10)

FQΛ
i1... il

(t, θ) =
∑
j

Q
(i1... il)
j (θ)eiωjt, (6.2.11)

где P (i1... il)
j (θ) и Q(i1... il)

j (θ) — некоторые непрерывно дифференцируемые на отрезке −h ≤ θ ≤

0 матрицы.

Будем искать решение системы (6.2.7) в следующем виде:

Hi1... il(t, θ) =
∑
j

β
(i1... il)
j (θ)eiωjt, (6.2.12)

где β
(i1... il)
j (θ) — (m × N) непрерывно дифференцируемые на отрезке −h ≤ θ ≤ 0 матри-

цы, подлежащие определению. Подставим (6.2.8)–(6.2.12) в (6.2.7) и соберем слагаемые при

одинаковых показателях экспоненты. Опустив для краткости записи обозначение зависи-

мости матриц от набора индексов (i1 . . . il) и индекса j, получим следующую систему для
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определения матрицы β(θ) = β
(i1... il)
j (θ):

dβ

dθ
= β(θ)(D + iωjI) + P (θ) +Q(θ), −h ≤ θ < 0,

β(0)(D + iωjI) + P (0) +Q(0) = B0β +G,

(6.2.13)

где P (θ) = P
(i1... il)
j (θ), Q(θ) = Q

(i1... il)
j (θ) и G = G

(i1... il)
j . Отметим, что в силу непрерывности

решения β(θ) системы (6.2.13) на отрезке −h ≤ θ ≤ 0 первое уравнение должно решаться

с начальным условием β(0), определяемым из второго уравнения этой системы. Нам также

следует учесть требование того, чтобы столбцы матрицы β(θ) принадлежали пространству

QΛ. Следовательно, в силу (6.1.21), система (6.2.13) должна решаться с дополнительным

условием (
Ψ(ξ), β(θ)

)
= 0. (6.2.14)

Пусть матрица D, спектром которой является множество Λ, имеет жорданову форму

D = diag(D(1), . . . , D(l)), D(i) =



λ(i) 1 0 . . . 0

0 λ(i) 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . .

0 . . . 0 λ(i) 1

0 . . . . . . 0 λ(i)


, (6.2.15)

где λ(i) ∈ Λ, D(i) — (Ni ×Ni)-матрица и N1 + . . .+Nl = N . Далее, матрицы β(θ), P (θ), Q(θ)

и G представим в следующем виде:

β(θ) =
[
β(1)(θ), . . . , β(l)(θ)

]
, P (θ) =

[
P (1)(θ), . . . , P (l)(θ)

]
,

Q(θ) =
[
Q(1)(θ), . . . , Q(l)(θ)

]
, G =

[
G(1), . . . , G(l)

]
,

(6.2.16)

где β(i)(θ), P (i)(θ), Q(i)(θ), G(i) — (m × Ni)-матрицы, a символом [·, . . . , ·] обозначена матри-

ца, составленная объединением столбцов указанных в квадратных скобках матриц (слева

направо в естественном порядке). Тогда систему (6.2.13), (6.2.14) можно представить в виде

l независимых подсистем вида:

dβ(i)

dθ
= β(i)(θ)(D(i) + iωjI) + P (i)(θ) +Q(i)(θ), −h ≤ θ < 0,

β(i)(0)(D(i) + iωjI) + P (i)(0) +Q(i)(0) = B0β
(i) +G(i),(

Ψ(ξ), β(i)(θ)
)

= 0.

(6.2.17)

где I — единичная матрица порядка Ni и i = 1, . . . , l. Наконец, пусть

β(i)(θ) =
[
z

(i)
1 (θ), . . . , z

(i)
Ni

(θ)
]
, P (i)(θ) =

[
p

(i)
1 (θ), . . . , p

(i)
Ni

(θ)
]
,

Q(i)(θ) =
[
q

(i)
1 (θ), . . . , q

(i)
Ni

(θ)
]
, G(i) =

[
g

(i)
1 , . . . , g

(i)
Ni

]
,

(6.2.18)
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где z(i)
s (θ), p(i)

s (θ), q(i)
s (θ), g(i)

s (s = 1, . . . , Ni) — вектор-столбцы высоты m. Обозначим через

Z̃(i)(θ) = col
(
z

(i)
1 (θ), . . . , z

(i)
Ni

(θ)
)
, P̃ (i)(θ) = col

(
p

(i)
1 (θ), . . . , p

(i)
Ni

(θ)
)
,

Q̃(i)(θ) = col
(
q

(i)
1 (θ), . . . , q

(i)
Ni

(θ)
)
, G̃(i) = col

(
g

(i)
1 , . . . , g

(i)
Ni

)
, (6.2.19)

B0Z̃
(i) = col

(
B0z

(i)
1 , . . . , B0z

(i)
Ni

)
вектор-столбцы высоты mNi, составленные из указанных векторов, расположенных сверху

вниз в естественном порядке. В новых обозначениях система (6.2.17) запишется в виде:

dZ̃(i)

dθ
= A(i)Z̃(i)(θ) + P̃ (i)(θ) + Q̃(i)(θ), −h ≤ θ < 0,

A(i)Z̃(i)(0) + P̃ (i)(0) + Q̃(i)(0) = B0Z̃
(i) +G(i),(

Ψ(ξ), z(i)
s (θ)

)
= 0, s = 1, . . . , Ni,

(6.2.20)

где A — (mNi ×mNi)-матрица, определяемая формулой

A(i) =



µ(i)I 0 . . . . . . 0

I µ(i)I 0 . . . 0

0
. . . . . . . . .

...
...

. . . I µ(i)I 0

0 . . . 0 I µ(i)I


, µ(i) = λ(i) + iωj, (6.2.21)

в которой I — (m×m)-единичная матрица.

Решая первое уравнение системы (6.2.20), имеем

Z̃(i)(θ) = eA
(i)θZ̃(i)(0) +

θ∫
0

eA
(i)(θ−s)(P̃ (i)(s) + Q̃(i)(s)

)
ds, −h ≤ θ < 0. (6.2.22)

Подставляя это выражение во второе уравнение системы (6.2.20), получаем систему линей-

ных алгебраических уравнений относительно вектора неизвестных Z̃(i)(0):

(
A(i)−B0e

A(i)θ
)
Z̃(i)(0) = B0

( θ∫
0

eA
(i)(θ−s)(P̃ (i)(s)+Q̃(i)(s)

)
ds
)

+G(i)−P̃ (i)(0)−Q̃(i)(0). (6.2.23)

Здесь оператор B0 применяется к столбцам (mNi×mNi)-матрицы eA
(i)θ аналогично (6.2.19).

Заметим, что

eA
(i)θ =



I 0 . . . . . . 0

θI I 0 . . . 0
...

. . . . . . . . .
...

θNi−2

(Ni−2)!
I . . . θI I 0

θNi−1

(Ni−1)!
I θNi−2

(Ni−2)!
I . . . θI I


eµ

(i)θ.
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Вспоминая формулы (6.1.10), (6.1.11), введенные нами обозначения (6.2.19), а также третье

требование в (6.2.20), приходим к следующему набору задач для нахождения неизвестных

векторов z(i)
1 (0), . . . , z

(i)
Ni

(0) (i = 1, . . . , l).

P1:
∆(µ(i))z

(i)
1 (0) = B0

( θ∫
0

eµ
(i)(θ−s)(p(i)

1 (s) + q
(i)
1 (s)

)
ds
)

+ g
(i)
1 − p

(i)
1 (0)− q(i)

1 (0),(
Ψ(ξ), eµ

(i)θI
)
z

(i)
1 (0) = −

(
Ψ(ξ),

θ∫
0

eµ
(i)(θ−s)(p(i)

1 (s) + q
(i)
1 (s)

)
ds
)

;

(6.2.24)

P2:

∆′(µ(i))z
(i)
1 (0) + ∆(µ(i))z

(i)
2 (0) = B0

(
θ∫
0

(
(θ − s)eµ(i)(θ−s)(p(i)

1 (s) + q
(i)
1 (s)

)
+

+ eµ
(i)(θ−s)(p(i)

2 (s) + q
(i)
2 (s)

))
ds

)
+ g

(i)
2 − p

(i)
2 (0)− q(i)

2 (0),(
Ψ(ξ), θeµ

(i)θI
)
z

(i)
1 (0) +

(
Ψ(ξ), eµ

(i)θI
)
z

(i)
2 (0) =

=−
(

Ψ(ξ),
θ∫
0

(θ−s)eµ(i)(θ−s)(p(i)
1 (s)+q

(i)
1 (s)

)
ds
)
−
(

Ψ(ξ),
θ∫
0

eµ
(i)(θ−s)(p(i)

2 (s)+q
(i)
2 (s)

)
ds
)

;

(6.2.25)

. . . . . . . . .

PNi
:

∆(Ni−1)(µ(i))
(Ni−1)!

z
(i)
1 (0) + . . .+ ∆′(µ(i))z

(i)
Ni−1(0) + ∆(µ(i))z

(i)
Ni

(0) = B0

(
θ∫
0

(
(θ−s)Ni−1

(Ni−1)!
eµ

(i)(θ−s)×

×
(
p

(i)
1 (s) + q

(i)
1 (s)

)
+ . . .+ eµ

(i)(θ−s)(p(i)
Ni

(s) + q
(i)
Ni

(s)
))
ds

)
+ g

(i)
Ni
− p(i)

Ni
(0)− q(i)

Ni
(0),(

Ψ(ξ), θNi−1

(Ni−1)!
eµ

(i)θI
)
z

(i)
1 (0)+ . . .+

(
Ψ(ξ), θeµ

(i)θI
)
z

(i)
Ni−1(0)+

(
Ψ(ξ), eµ

(i)θI
)
z

(i)
Ni

(0)=

= −
(

Ψ(ξ),
θ∫
0

(θ−s)Ni−1

(Ni−1)!
eµ

(i)(θ−s)(p(i)
1 (s)+q

(i)
1 (s)

)
ds
)
− . . .−

−
(

Ψ(ξ),
θ∫
0

eµ
(i)(θ−s)(p(i)

Ni
(s)+q

(i)
Ni

(s)
)
ds
)
.

(6.2.26)

Теперь мы можем сформулировать основной результат этого раздела.

Теорема 6.2.1. Система уравнений (6.2.20) имеет единственное непрерывно дифферен-

цируемое на отрезке −h ≤ θ ≤ 0 решение Z̃(i)(θ) (i = 1, . . . , l). Это решение задается

формулой (6.2.22), где компоненты вектора начальных условий Z̃(i)(0) однозначно опре-

деляются как решения задач P1, . . . ,PNi
.

Заметим, что непрерывная дифференцируемость решения Z̃(i)(θ) есть простое следствие

формулы (6.2.22) и гладкости функций P̃ (i)(θ), Q̃(i)(θ) на отрезке −h ≤ θ ≤ 0. Более того,

эти функции имеют бесконечную гладкость, поскольку элементы матрицы Φ(θ) бесконечно
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дифференцируемы. Следовательно, решение Z̃(i)(θ) имеет бесконечную гладкость на отрезке

−h ≤ θ ≤ 0.

Перед тем как приступить к доказательству теоремы 6.2.1 нам потребуется ввести еще

несколько обозначений и установить справедливость двух вспомогательных утверждений.

Аналогично (6.2.16), (6.2.18) представим (m×N)-матрицу Φ(θ), по столбцам которой распо-

ложены базисные функции пространства PΛ, в следующем виде:

Φ(θ) =
[
Φ(1)(θ), . . . ,Φ(l)(θ)

]
, Φ(p)(θ) =

[
ϕ

(p)
1 (θ), . . . , ϕ

(p)
Np

(θ)
]
, (6.2.27)

где Φ(p)(θ) — (m × Np)-матрицы, а ϕ
(p)
s (θ) — вектор-столбцы высоты m. Тогда, учитывая

(6.2.15), а также формулы (6.1.17), (6.1.19), получаем

Φ(p)(θ) = Φ(p)(0)eD
(p)θ, Φ(p)(0)D(p) −

0∫
−h

dη(θ)Φ(p)(0)eD
(p)θ = 0, −h ≤ θ ≤ 0. (6.2.28)

Откуда с учетом (6.1.10), (6.1.11) заключаем, что

ϕ
(p)
1 (θ) = ϕ

(p)
1 (0)eλ

(p)θ,

ϕ
(p)
2 (θ) =

(
ϕ

(p)
1 (0)θ + ϕ

(p)
2 (0)

)
eλ

(p)θ,

. . . . . . . . .

ϕ
(p)
Np

(θ) =
(
ϕ

(p)
1 (0)

θNp−1

(Np − 1)!
+ . . .+ ϕ

(p)
Np−1(0)θ + ϕ

(p)
Np

(0)
)
eλ

(p)θ,

(6.2.29)

а векторы ϕ
(p)
1 (0), . . . , ϕ

(p)
Np

(0) определяются из уравнений

∆(λ(p))ϕ
(p)
1 (0) = 0,

∆′(λ(p))ϕ
(p)
1 (0) + ∆(λ(p))ϕ

(p)
2 (0) = 0,

. . . . . . . . .

∆(Np−1)(λ(p))

(Np − 1)!
ϕ

(p)
1 (0) + . . .+ ∆′(λ(p))ϕ

(p)
Np−1(0) + ∆(λ(p))ϕ

(p)
Np

(0) = 0.

(6.2.30)

Аналогичные действия осуществим с (N ×m)-матрицей Ψ(ξ), по строкам которой располо-

жены базисные функции пространства P T
Λ . Имеем,

Ψ(ξ) = col(Ψ(1)(ξ), . . . ,Ψ(l)(ξ)
)
, Ψ(p)(ξ) = col

(
ψ

(p)
1 (ξ), . . . , ψ

(p)
Np

(ξ)
)
, (6.2.31)

где Ψ(p)(ξ) — (Np×m)-матрицы, а ψ(p)
s (ξ) — вектор-строки длины m. Учитывая затем (6.2.15),

а также формулы (6.1.18), (6.1.20), получаем

Ψ(p)(ξ) = e−D
(p)ξΨ(p)(0), D(p)Ψ(p)(0)−

0∫
−h

eD
(p)θΨ(p)(0)dη(θ) = 0, 0 ≤ ξ ≤ h. (6.2.32)
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Отсюда, вспоминая (6.1.10), (6.1.11), выводим

ψ
(p)
Np

(ξ) = ψ
(p)
Np

(0)e−λ
(p)ξ,

ψ
(p)
Np−1(ξ) =

(
ψ

(p)
Np

(0)(−ξ) + ψ
(p)
Np−1(0)

)
e−λ

(p)ξ,

. . . . . . . . .

ψ
(p)
1 (ξ) =

(
ψ

(p)
Np

(0)
(−ξ)Np−1

(Np − 1)!
+ . . .+ ψ

(p)
2 (0)(−ξ) + ψ

(p)
1 (0)

)
e−λ

(p)ξ.

(6.2.33)

Векторы ψ
(p)
1 (0), . . . , ψ

(p)
Np

(0) определяются из уравнений

ψ
(p)
Np

(0)∆(λ(p)) = 0,

ψ
(p)
Np

(0)∆′(λ(p)) + ψ
(p)
Np−1(0)∆(λ(p)) = 0,

. . . . . . . . .

ψ
(p)
Np

(0)∆(Np−1)(λ(p))

(Np − 1)!
+ . . .+ ψ

(p)
2 (0)∆′(λ(p)) + ψ

(p)
1 (0)∆(λ(p)) = 0.

(6.2.34)

Имеют место следующие утверждения.

Утверждение 6.2.1. Пусть µ 6= λ(p) для некоторого p = 1, . . . , l. Тогда для любой f(θ) ∈ Ch
и любого ν ∈ N справедливы формулы:

(
Ψ(p)(ξ),

θ∫
0

eµ(θ−s)f(s)ds
)

= −(µI −D(p))−1
[
Ψ(p)(0)B0

( θ∫
0

eµ(θ−s)f(s)ds
)

+

+
(
Ψ(p)(ξ), f(θ)

)
−Ψ(p)(0)f(0)

]
, (6.2.35)

(
Ψ(p)(ξ),

θ∫
0

(θ−s)ν

ν!
eµ(θ−s)f(s)ds

)
=−(µI −D(p))−1Ψ(p)(0)B0

( θ∫
0

(θ−s)ν

ν!
eµ(θ−s)f(s)ds

)
+

+ (µI −D(p))−2Ψ(p)(0)B0

( θ∫
0

(θ − s)ν−1

(ν − 1)!
eµ(θ−s)f(s)ds

)
+ . . .+

+ (−1)ν+1(µI −D(p))−(ν+1)
[
Ψ(p)(0)B0

( θ∫
0

eµ(θ−s)f(s)ds
)

+
(
Ψ(p)(ξ), f(θ)

)
−Ψ(p)(0)f(0)

]
.

(6.2.36)

Доказательство. Имеем,

(
Ψ(p)(ξ),

θ∫
0

eµ(θ−s)f(s)ds
)

= −
0∫

−h

θ∫
0

e−D
(p)(ξ−θ)Ψ(p)(0)dη(θ)

ξ∫
0

eµ(ξ−s)f(s)ds dξ =
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= −
0∫

−h

eD
(p)θ

θ∫
0

e(µI−D(p))ξΨ(p)(0)dη(θ)

ξ∫
0

e−µsf(s)ds dξ.

Интегрируя по частям средний из интегралов, получаем

(
Ψ(p)(ξ),

θ∫
0

eµ(θ−s)f(s)ds
)

= −(µI −D(p))−1Ψ(p)(0)

0∫
−h

dη(θ)

θ∫
0

eµ(θ−s)f(s)ds+

+ (µI −D(p))−1

0∫
−h

θ∫
0

e−D
(p)(ξ−θ)Ψ(p)(0)dη(θ)f(ξ)dξ.

В силу (6.1.10) и (6.1.13) устанавливаем справедливость формулы (6.2.35). Далее,

(
Ψ(p)(ξ),

θ∫
0

(θ − s)ν

ν!
eµ(θ−s)f(s)ds

)
=

= −
0∫

−h

θ∫
0

e−D
(p)(ξ−θ)Ψ(p)(0)dη(θ)

ξ∫
0

(ξ − s)ν

ν!
eµ(ξ−s)f(s)ds dξ=

= −
0∫

−h

eD
(p)θ

θ∫
0

e(µI−D(p))ξΨ(p)(0)dη(θ)

ξ∫
0

(ξ − s)ν

ν!
e−µsf(s)ds dξ.

Вновь интегрируя по частям средний из интегралов, заключаем

(
Ψ(p)(ξ),

θ∫
0

(θ−s)ν

ν!
eµ(θ−s)f(s)ds

)
=−(µI−D(p))−1Ψ(p)(0)

0∫
−h

dη(θ)

θ∫
0

(θ−s)ν

ν!
eµ(θ−s)×

× f(s)ds+ (µI −D(p))−1

0∫
−h

θ∫
0

e−D
(p)(ξ−θ)Ψ(p)(0)dη(θ)

ξ∫
0

(ξ − s)ν−1

(ν − 1)!
eµ(ξ−s)f(s)ds dξ =

= −(µI −D(p))−1Ψ(p)(0)B0

( θ∫
0

(θ − s)ν

ν!
eµ(θ−s)f(s)ds

)
−

− (µI −D(p))−1
(

Ψ(p)(ξ),

θ∫
0

(θ−s)ν−1

(ν − 1)!
eµ(θ−s)f(s)ds

)
.

Используя теперь индукцию, выводим формулу (6.2.36). �

Следствие 6.2.1. Пусть µ 6= λ(p) для некоторого p = 1, . . . , l. Тогда для любого ν ∈ N

справедливы формулы:

(
Ψ(p)(ξ), eµθI

)
= (µI −D(p))−1Ψ(p)(0)∆(µ), (6.2.37)(

Ψ(p)(ξ),
θν

ν!
eµθ
)

=(µI −D(p))−1Ψ(p)(0)
∆(ν)(µ)

ν!
− (µI −D(p))−2Ψ(p)(0)

∆(ν−1)(µ)

(ν − 1)!
+ . . .+
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+ (−1)ν(µI −D(p))−(ν+1)Ψ(p)(0)∆(µ). (6.2.38)

Из (6.1.13) с учетом (6.2.32) следует, что

(
Ψ(p)(ξ), eµθI

)
= Ψ(p)(0)−

0∫
−h

θ∫
0

e−D
(p)(ξ−θ)Ψ(p)(0)dη(θ)eµξdξ =

= Ψ(p)(0)−
0∫

−h

eD
(p)θ

θ∫
0

e(µI−D(p))ξΨ(p)(0)dη(θ)dξ =

= Ψ(p)(0)−
0∫

−h

eD
(p)θ(µI −D(p))−1

[
e(µI−D(p))θ − I

]
Ψ(p)(0)dη(θ) =

= Ψ(p)(0)− (µI −D(p))−1Ψ(p)(0)

0∫
−h

dη(θ)eµθ + (µI −D(p))−1

0∫
−h

eD
(p)θΨ(p)(0)dη(θ).

Заменяя второе слагаемое в последнем выражении в силу первой из формул (6.1.11), а тре-

тье — в силу правой из формул (6.2.32), устанавливаем справедливость (6.2.37). Формула

(6.2.38) есть простое следствие формулы (6.2.36), если положить в этой формуле f(θ) = eµθI

и учесть (6.1.10), (6.1.11), а также (6.2.37).

Утверждение 6.2.2. Пусть µ = λ(p) для некоторого p = 1, . . . , l. Тогда для любой f(θ) ∈ Ch
и любого ν ∈ N справедлива формула:

(
Ψ(p)(ξ),

θ∫
0

(θ − s)ν−1

(ν − 1)!
eµ(θ−s)f(s)ds

)
=

= −
0∫

−h

θ∫
0



(θ−ξ)ν
ν!

(θ−ξ)ν+1

(ν+1)!
. . . . . . (θ−ξ)ν+Np−1

(ν+Np−1)!

0 (θ−ξ)ν
ν!

(θ−ξ)ν+1

(ν+1)!
. . . (θ−ξ)ν+Np−2

(ν+Np−2)!
... . . . . . . . . . ...

0 . . . 0 (θ−ξ)ν
ν!

(θ−ξ)ν+1

(ν+1)!

0 . . . . . . 0 (θ−ξ)ν
ν!


Ψ(p)(0)dη(θ)eµ(θ−ξ)f(ξ)dξ. (6.2.39)

Доказательство. Имеем

(
Ψ(p)(ξ),

θ∫
0

(θ − s)ν−1

(ν − 1)!
eµ(θ−s)f(s)ds

)
=

= −
0∫

−h

θ∫
0

e−D
(p)(ξ−θ)Ψ(p)(0)dη(θ)

ξ∫
0

(ξ − s)ν−1

(ν − 1)!
eµ(ξ−s)f(s)ds dξ=
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= −
0∫

−h

eD
(p)θ

θ∫
0

e(µI−D(p))ξΨ(p)(0)dη(θ)

ξ∫
0

(ξ − s)ν−1

(ν − 1)!
e−µsf(s)ds dξ. (6.2.40)

Поскольку µ = λ(p), то

e(µI−D(p))ξ =

Np−1∑
r=0

(µI −D(p))r
ξr

r!
, eD

(p)θ =

Np−1∑
j=0

(D(p) − µI)j
θj

j!
eµθ. (6.2.41)

Учитывая левое из равенств (6.2.41) в (6.2.40) и интегрируя по частям средний из интегралов,

получаем

(
Ψ(p)(ξ),

θ∫
0

(θ − s)ν−1

(ν − 1)!
eµ(θ−s)f(s)ds

)
=

= −
Np−1∑
r=0

(µI −D(p))r
0∫

−h

θ∫
0

eD
(p)θ θr+1

(r + 1)!

(θ − ξ)ν−1

(ν − 1)!
Ψ(p)(0)dη(θ)e−µξf(ξ)dξ+

+

Np−1∑
r=0

(µI −D(p))r
0∫

−h

eD
(p)θ

θ∫
0

ξr+1

(r + 1)!
Ψ(p)(0)dη(θ)

ξ∫
0

(ξ − s)ν−2

(ν − 2)!
e−µsf(s)ds dξ. (6.2.42)

Во втором слагаемом в правой части (6.2.42) вновь проинтегрируем средний из интегралов

по частям. Продолжая этот процесс, получаем

(
Ψ(p)(ξ),

θ∫
0

(θ − s)ν−1

(ν − 1)!
eµ(θ−s)f(s)ds

)
=

= −
Np−1∑
r=0

(µI −D(p))r
0∫

−h

θ∫
0

eD
(p)θ

(
θr+1

(r + 1)!

(θ − ξ)ν−1

(ν − 1)!
− θr+2

(r + 2)!

(θ − ξ)ν−2

(ν − 2)!
+ . . .+

+ (−1)ν−1 θr+ν

(r + ν)!
+ (−1)ν

ξr+ν

(r + ν)!

)
Ψ(p)(0)dη(θ)e−µξf(ξ)dξ. (6.2.43)

Учитывая в (6.2.43) правое из равенств (6.2.41), приходим к следующей формуле:

(
Ψ(p)(ξ),

θ∫
0

(θ − s)ν−1

(ν − 1)!
eµ(θ−s)f(s)ds

)
= −

0∫
−h

θ∫
0

Np−1∑
r=0

(µI −D(p))r
Np−1∑
j=0

(D(p) − µI)j×

× θj

j!

(
ν∑
i=1

(
(−1)i−1 θr+i

(r + i)!

(θ − ξ)ν−i

(ν − i)!

)
+ (−1)ν

ξr+ν

(r + ν)!

)
Ψ(p)(0)dη(θ)eµ(θ−ξ)f(ξ)dξ. (6.2.44)

Далее, перемножим первые две суммы под интегралом в (6.2.44) и обозначим величину r+j

вновь за j. Учитывая, что (µI − D(p))r = 0 при r ≥ Np, и меняя порядок суммирования,

приходим к формуле
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Np−1∑
r=0

(µI −D(p))r
Np−1∑
j=0

(D(p) − µI)j
θj

j!

(
ν∑
i=1

(
(−1)i−1 θr+i

(r+i)!

(θ−ξ)ν−i

(ν−i)!

)
+(−1)ν

ξr+ν

(r + ν)!

)
=

=

Np−1∑
j=0

(D(p) − µI)j
j∑
r=0

(−1)r

(
ν∑
i=1

(
(−1)i−1 θj+i(θ−ξ)ν−i

(j−r)!(r+i)!(ν−i)!

)
+(−1)ν

θj−rξr+ν

(j−r)!(r+ν)!

)
.

(6.2.45)

Вычислим внутреннюю сумму в правой части этого выражения

S =

j∑
r=0

(−1)r

(
ν∑
i=1

(
(−1)i−1 θj+i(θ − ξ)ν−i

(j − r)!(r + i)!(ν − i)!

)
+ (−1)ν

θj−rξr+ν

(j − r)!(r + ν)!

)
. (6.2.46)

Положим S = S1 + S2, где

S1 =

j∑
r=0

ν∑
i=1

(−1)r+i−1 θj+i(θ − ξ)ν−i

(j − r)!(r + i)!(ν − i)!
, S2 =

j∑
r=0

(−1)r+ν
θj−rξr+ν

(j − r)!(r + ν)!
. (6.2.47)

Обозначая в S1 величину r + i вновь за i, получаем

S1 =

j∑
r=0

r+ν∑
i=r+1

(−1)i−1 θj+i−r(θ − ξ)ν−i+r

(j − r)!i!(ν − i+ r)!
= −

j∑
r=0

θj−r

(j − r)!

(
(−ξ)r+ν

(r + ν)!
−

−
r∑
i=0

(−1)i
θi(θ − ξ)ν−i+r

i!(ν − i+ r)!

)
= −

j∑
r=0

(−1)r+ν
θj−rξr+ν

(j − r)!(r + ν)!
+

+

j∑
r=0

r∑
i=0

(−1)i
θj+i−r(θ − ξ)ν−i+r

(j − r)!i!(ν − i+ r)!
.

Учитывая (6.2.47), отсюда выводим

S =

j∑
r=0

r∑
i=0

(−1)i
θj+i−r(θ − ξ)ν−i+r

(j − r)!i!(ν − i+ r)!
. (6.2.48)

Наконец, осталось показать, что

S(j, ν) =

j∑
r=0

r∑
i=0

(−1)i
θj+i−r(θ − ξ)ν−i+r

(j − r)!i!(ν − i+ r)!
=

(θ − ξ)ν+j

(ν + j)!
. (6.2.49)

Формула (6.2.49) доказывается индукцией по j. При j = 0 она, очевидно, справедлива для

всех ν ∈ N. Предположим, что формула (6.2.49) верна для всех j ≤ J и ν ∈ N. Установим ее

справедливость для j = J + 1. Обозначая величину r − 1 вновь за r, имеем,

S(J + 1, ν) =
J+1∑
r=0

r∑
i=0

(−1)i
θJ+1+i−r(θ − ξ)ν−i+r

(J + 1− r)!i!(ν − i+ r)!
=

=
J∑

r=−1

r+1∑
i=0

(−1)i
θJ+i−r(θ − ξ)ν−i+r+1

(J − r)!i!(ν − i+ r + 1)!
=

J∑
r=0

r∑
i=0

(−1)i
θJ+i−r(θ − ξ)ν−i+r+1

(J − r)!i!(ν − i+ r + 1)!
+

+
J∑
r=0

(−1)r+1 θJ+1(θ − ξ)ν

(J − r)!(r + 1)!ν!
+
θJ+1(θ − ξ)ν

(J + 1)!ν!
.
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Замечая, что первый член в правой части этого выражения есть величина S(J, ν + 1) и

используя предположение индукции, получаем

S(J + 1, ν) =
(θ − ξ)ν+1+J

(ν + 1 + J)!
+
θJ+1(θ − ξ)ν

ν!

J∑
r=0

(−1)r+1

(J − r)!(r + 1)!
+
θJ+1(θ − ξ)ν

(J + 1)!ν!
=

=
(θ − ξ)ν+1+J

(ν + 1 + J)!
− θJ+1(θ − ξ)ν

(J + 1)!ν!
+
θJ+1(θ − ξ)ν

(J + 1)!ν!
=

(θ − ξ)ν+1+J

(ν + 1 + J)!
.

Здесь мы воспользовались легко проверяемой формулой

J∑
r=0

(−1)r+1

(J − r)!(r + 1)!
= − 1

(J + 1)!
. (6.2.50)

Таким образом, формула (6.2.49) доказана. Вспоминая теперь (6.2.44), (6.2.45), (6.2.46),

(6.2.48) и (6.2.49), устанавливаем справедливость формулы (6.2.39). �

Следствие 6.2.2. Пусть µ = λ(p) для некоторого p = 1, . . . , l. Тогда для любого ν ∈ N

справедливы формулы:

(
Ψ(p)(ξ), eµθI

)
= Ψ(p)(0)−

0∫
−h



θ θ2

2!
. . . . . . θNp

Np!

0 θ θ2

2!
. . . θNp−1

(Np−1)!
... . . . . . . . . . ...

0 . . . 0 θ θ2

2!

0 . . . . . . 0 θ


Ψ(p)(0)dη(θ)eµθ, (6.2.51)

(
Ψ(p)(ξ),

θν

ν!
eµθ
)

= −
0∫

−h



θν+1

(ν+1)!
θν+2

(ν+2)!
. . . . . . θν+Np

(ν+Np)!

0 θν+1

(ν+1)!
θν+2

(ν+2)!
. . . θν+Np−1

(ν+Np−1)!
... . . . . . . . . . ...

0 . . . 0 θν+1

(ν+1)!
θν+2

(ν+2)!

0 . . . . . . 0 θν+1

(ν+1)!


Ψ(p)(0)dη(θ)eµθ. (6.2.52)

Имеем

(
Ψ(p)(ξ), eµθI

)
= Ψ(p)(0)−

0∫
−h

θ∫
0

e−D
(p)(ξ−θ)Ψ(p)(0)dη(θ)eµξdξ =

= Ψ(p)(0)−
0∫

−h

eD
(p)θ

θ∫
0

e(µI−D(p))ξΨ(p)(0)dη(θ)dξ =

= Ψ(p)(0)−
0∫

−h

Np−1∑
r=0

(µI −D(p))r
Np−1∑
j=0

(D(p) − µI)j
θj+r+1

j!(r + 1)!
Ψ(p)(0)dη(θ)eµθ,
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где мы воспользовались формулами (6.2.41). Перемножим суммы под интегралом и обозна-

чим величину r + j вновь за j. Учитывая, что (µI −D(p))r = 0 при r ≥ Np и меняя порядок

суммирования, приходим к формуле

Np−1∑
r=0

(µI −D(p))r
Np−1∑
j=0

(D(p) − µI)j
θj+r+1

j!(r + 1)!
=

Np−1∑
j=0

(D(p) − µI)jθj+1

j∑
r=0

(−1)r

(j − r)!(r + 1)!
.

Используя (6.2.50), выводим равенство (6.2.51). Формула (6.2.52) следует из (6.2.39), если

положить f(θ) = eµθI.

Теперь мы можем вернуться к доказательству теоремы 6.2.1.

Доказательство теоремы 6.2.1. В дальнейшем для сокращения записи в коэффициентах и

в неизвестных систем P1, . . . ,PNi
не будем указывать верхний индекс (i), полагая µ = µ(i),

gr = g
(i)
r , pr(θ) = p

(i)
r (θ), qr(θ) = q

(i)
r (θ) и zr(0) = z

(i)
r (0) (r = 1, . . . Ni). Нам необходимо

рассмотреть далее два случая.

Случай 1. Число µ ∈ C не является корнем характеристического уравнения (6.1.8).

Рассмотрим сначала задачу P1. Поскольку матрица ∆(µ) невырождена, то из первого

уравнения системы (6.2.24) однозначно определяем вектор z1(0):

z1(0) = ∆−1(µ)

[
B0

( θ∫
0

eµ(θ−s)(p1(s) + q1(s)
)
ds
)

+ g1 − p1(0)− q1(0)

]
. (6.2.53)

Подставим полученное выражение в левую часть второго уравнения системы (6.2.24), по-

лагая Ψ(ξ) = Ψ(p)(ξ), где p = 1, . . . , l — произвольно. Используя формулу (6.2.37) из след-

ствия 6.2.1, получаем(
Ψ(p)(ξ), eµθI

)
z1(0) = (µI −D(p))−1Ψ(p)(0)×

×
[
B0

( θ∫
0

eµ(θ−s)(p1(s) + q1(s)
)
ds
)

+ g1 − p1(0)− q1(0)

]
. (6.2.54)

Рассмотрим теперь правую часть второго уравнения системы (6.2.24). Сперва заметим, что

поскольку qr(θ) ∈ QΛ в силу представлений (6.2.11), (6.2.16) и (6.2.18), то в силу (6.1.21)(
Ψ(p)(ξ), qr(θ)

)
= 0, r = 1, . . . , Ni. (6.2.55)

Кроме того, из (6.1.16), (6.2.9), (6.2.10), (6.2.16), (6.2.18) следует, что(
Ψ(p)(ξ), pr(θ)

)
= Ψ(p)(0)gr, r = 1, . . . , Ni. (6.2.56)

Воспользуемся теперь формулой (6.2.35) из утверждения 6.2.1 для f(θ) = p1(θ) + q1(θ) и

учтем (6.2.55), (6.2.56). Правая часть второго уравнения системы (6.2.24) перепишется тогда

следующим образом:
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−
(

Ψ(p)(ξ),

θ∫
0

eµ(θ−s)(p1(s) + q1(s)
)
ds
)

= (µI −D(p))−1×

×
[
Ψ(p)(0)B0

( θ∫
0

eµ(θ−s)(p1(s) + q1(s)
)
ds
)

+ Ψ(p)(0)g1 −Ψ(p)(0)
(
p1(0) + q1(0)

)]
. (6.2.57)

Сопоставляя (6.2.54) и (6.2.57) и изменяя p от 1 до l, устанавливаем однозначную разреши-

мость задачи P1.

Перейдем теперь к анализу задачи P2. Имеем,

z2(0) = ∆−1(µ)

[
B0

( θ∫
0

(
(θ − s)eµ(θ−s)(p1(s) + q1(s)

)
+ eµ(θ−s)(p2(s) + q2(s)

))
ds
)

+

+ g2 − p2(0)− q2(0)−∆′(µ)z1(0)

]
.

Подставим полученное выражение в левую часть второго уравнения системы (6.2.25), пола-

гая Ψ(ξ) = Ψ(p)(ξ), где p = 1, . . . , l — произвольно. Используя формулы (6.2.37), (6.2.38) из

следствия 6.2.1, а также (6.2.53), получаем

(
Ψ(p)(ξ), θeµθI

)
z1(0) +

(
Ψ(ξ), eµθI

)
z2(0) = −(µI −D(p))−2Ψ(p)(0)×

×
[
B0

( θ∫
0

eµ(θ−s)(p1(s) + q1(s)
)
ds
)

+ g1 − p1(0)− q1(0)

]
+ (µI −D(p))−1Ψ(p)(0)×

×
[
B0

( θ∫
0

(
(θ − s)eµ(θ−s)(p1(s) + q1(s)

)
+ eµ(θ−s)(p2(s) + q2(s)

))
ds
)

+ g2 − p2(0)− q2(0)

]
.

(6.2.58)

Применяя теперь формулы (6.2.35), (6.2.36) для преобразования правой части второго урав-

нения системы (6.2.25) и учитывая (6.2.55), (6.2.56), приходим к выводу, что полученное

выражение совпадает с (6.2.58). Тем самым однозначная разрешимость задачи P2 обоснова-

на.

Абсолютно аналогично доказывается однозначная разрешимость всех остальных задач

Pr (r = 3, . . . , Ni). Достаточно лишь во второе уравнение соответствующей системы задачи

Pr подставить известные выражения z1(0), . . . , zr(0) и воспользоваться формулами (6.2.35),

(6.2.36), (6.2.37), (6.2.38) с учетом (6.2.55), (6.2.56).

Случай 2. Число µ ∈ C является корнем характеристического уравнения (6.1.8).

В рассматриваемой ситуации матрица ∆(µ) является вырожденной. Первое уравнение

задачи Pr (r = 1, . . . , Ni) имеет вид

∆(µ)zr(0) = fr, (6.2.59)
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где fr ∈ Cm. Хорошо известно, что система (6.2.59) имеет решение тогда и только тогда,

когда y∗fr = 0 для всех фундаментальных решений сопряженной системы

∆∗(µ)y = 0. (6.2.60)

Здесь символ (∗) означает эрмитово сопряжение. Сопрягая обе части системы (6.2.60) и

учитывая (6.2.34), получаем условие разрешимости для (6.2.59):

ψ
(p)
Np

(0)fr = 0. (6.2.61)

Условие (6.2.61) должно выполняться для всех таких p, что µ = λ(p). Заметим, что в си-

лу (6.2.30) фундаментальную систему решений соответствующей однородной системы для

(6.2.59) образуют векторы ϕ
(p)
1 (0) с индексами p (p = 1, . . . , l) такими, что µ = λ(p). Следова-

тельно, в случае разрешимости системы (6.2.59) ее общее решение может быть записано в

виде

zr(0) =
∑

p: λ(p)=µ

cpϕ
(p)
1 (0) + z̃r, (6.2.62)

где cp ∈ C — произвольные постоянные, a z̃r — некоторое частное решение системы (6.2.59).

Как и в предыдущем случае, будем изучать задачи P1, . . . ,PNi
последовательно. Рас-

смотрим сначала задачу P1. Установим разрешимость первого уравнения системы (6.2.24).

Имеем,

ψ
(p)
Np

(0)

[
B0

( θ∫
0

eµ(θ−s)(p1(s) + q1(s)
)
ds
)

+ g1 − p1(0)− q1(0)

]
=

=

0∫
−h

θ∫
0

ψ
(p)
Np

(0)eµ(θ−s)dη(θ)
(
p1(s) + q1(s)

)
ds+ ψ

(p)
Np

(0)
(
g1 − p1(0)− q1(0)

)
=

= −
(
ψ

(p)
Np

(ξ), p1(θ) + q1(θ)
)

+ ψ
(p)
Np

(0)
(
p1(0) + q1(0)

)
+ ψ

(p)
Np

(0)
(
g1 − p1(0)− q1(0)

)
= 0.

Здесь мы учли равенство µ = λ(p), формулу (6.2.33), а также соотношения (6.2.55), (6.2.56).

Таким образом, общее решение первого уравнения системы (6.2.24) может быть записано в

виде (6.2.62), где r = 1. Подставим теперь соответствующее представление для z1(0) в левую

часть второго уравнения системы (6.2.24) и учтем (6.1.16), (6.2.29). Получим(
Ψ(ξ), eµθI

)
z1(0)=

∑
p: λ(p)=µ

cp
(
Ψ(ξ), ϕ

(p)
1 (θ)

)
+
(
Ψ(ξ), eµθz̃1

)
=

∑
p: λ(p)=µ

cpe
(p)+

(
Ψ(ξ), eµθz̃1

)
,

(6.2.63)

где e(p) — вектор столбец высоты N , у которого элемент с номером 1 + N1 + . . . + Np−1

(N0 = 0) равен единице, а остальные элементы — нули. Учитывая теперь правую часть

второго уравнения системы (6.2.24), однозначно определяем постоянные cp:
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cp = −(e(p))∗
(

Ψ(ξ),

θ∫
0

eµ(θ−s)(p1(s) + q1(s)
)
ds
)
− (e(p))∗

(
Ψ(ξ), eµθz̃1

)
=

= −
(
ψ

(p)
1 (ξ),

θ∫
0

eµ(θ−s)(p1(s) + q1(s)
)
ds
)
−
(
ψ

(p)
1 (ξ), eµθz̃1

)
. (6.2.64)

Таким образом, если решение z1(0) системы (6.2.24) существует, то оно определяется

формулой (6.2.62), где r = 1, а постоянные cp определяются формулами (6.2.64). Кроме того,

если решение системы (6.2.24) существует, то оно единственно (т.е. не зависит от выбора

частного решения z̃1). Действительно, рассматривая соответствующую однородную систему

для (6.2.24), в силу (6.2.62), (6.2.64) заключаем, что она имеет только нулевое решение.

Проверим теперь справедливость второго уравнения системы (6.2.24), где Ψ(ξ) = Ψ(p)(ξ).

Заметим, что если номер p такой, что λ(p) 6= µ, то соответствующие равенства проверяются

точно так же, как и в случае 1. Действительно, для левой части второго уравнения системы

(6.2.24) будет справедливо представление (6.2.54), а для правой — (6.2.57). Следовательно,

нам необходимо проверить справедливость Np равенств (для каждого p)

(
Ψ(p)(ξ), eµθI

)
z1(0) = −

(
Ψ(p)(ξ),

θ∫
0

eµ(θ−s)(p1(s) + q1(s)
)
ds
)
, (λ(p) = µ). (6.2.65)

Из (6.2.51) с учетом (6.1.11) и (6.2.34) выводим

(
Ψ(p)(ξ), eµθI

)
z1(0) =



(
ψ

(p)
1 (ξ), eµθI

)
ψ

(p)
2 (0)∆′(µ) + . . .+ ψ

(p)
Np

(0)∆(Np−1)(µ)
(Np−1)!

ψ
(p)
3 (0)∆′(µ) + . . .+ ψ

(p)
Np

(0)∆(Np−2)(µ)
(Np−2)!

...

ψ
(p)
Np

(0)∆′(µ)


z1(0) =

=



(
ψ

(p)
1 (ξ), eµθI

)
−ψ(p)

1 (0)∆(µ)

−ψ(p)
2 (0)∆(µ)

...

−ψ(p)
Np−1(0)∆(µ)


z1(0) =



(
ψ

(p)
1 (ξ), eµθI

)
z1(0)

0

0
...

0


−



0

ψ
(p)
1 (0)

ψ
(p)
2 (0)
...

ψNp−1(0)


∆(µ)z1(0). (6.2.66)

Учитывая теперь тот факт, что вектор z1(0) уже построен и удовлетворяет первому уравнению

системы (6.2.24), заключаем
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(
Ψ(p)(ξ), eµθI

)
z1(0) =



(
ψ

(p)
1 (ξ), eµθI

)
z1(0)

0

0
...

0


−



0

ψ
(p)
1 (0)

ψ
(p)
2 (0)
...

ψNp−1(0)


×

×
[
B0

( θ∫
0

eµ(θ−s)(p1(s) + q1(s)
)
ds
)

+ g1 − p1(0)− q1(0)

]
. (6.2.67)

Рассмотрим теперь правую часть (6.2.65). Воспользуемся формулой (6.2.39) из утвержде-

ния 6.2.2 и учтем (6.2.33). Получаем

−
(

Ψ(p)(ξ),

θ∫
0

eµ(θ−s)f(s)ds
)

= −



(
ψ

(p)
1 (ξ),

θ∫
0

eµ(θ−s)f(s)ds
)

0

0
...

0


+

+

0∫
−h

θ∫
0



0

ψ
(p)
2 (0)(θ − ξ) + ψ

(p)
3 (0) (θ−ξ)2

2!
+ . . .+ ψ

(p)
Np

(0) (θ−ξ)Np−1

(Np−1)!
...

ψ
(p)
Np−1(0)(θ − ξ) + ψ

(p)
Np

(0) (θ−ξ)2

2!

ψ
(p)
Np

(0)(θ − ξ)


eµ(θ−ξ)dη(θ)f(ξ)dξ =

=−



(
ψ

(p)
1 (ξ),

θ∫
0

eµ(θ−s)f(s)ds
)

0

0
...

0


+

0∫
−h

θ∫
0



0

ψ
(p)
1 (ξ−θ)−ψ(p)

1 (0)e−µ(ξ−θ)

...

ψ
(p)
Np−2(ξ−θ)−ψ(p)

Np−2(0)e−µ(ξ−θ)

ψ
(p)
Np−1(ξ−θ)−ψ(p)

Np−1(0)e−µ(ξ−θ)


dη(θ)f(ξ)dξ.

Откуда, в силу (6.1.10) и (6.1.13), выводим

−
(

Ψ(p)(ξ),

θ∫
0

eµ(θ−s)f(s)ds
)

= −



(
ψ

(p)
1 (ξ),

θ∫
0

eµ(θ−s)f(s)ds
)

(
ψ

(p)
1 (ξ), f(θ)

)
...(

ψ
(p)
Np−2(ξ), f(θ)

)(
ψ

(p)
Np−1(ξ), f(θ)

)


+



0

ψ
(p)
1 (0)f(0)

...

ψ
(p)
Np−2(0)f(0)

ψ
(p)
Np−1(0)f(0)


−
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−



0

ψ
(p)
1 (0)
...

ψ
(p)
Np−2(0)

ψ
(p)
Np−1(0)


B0

( θ∫
0

eµ(θ−s)f(s)ds
)
. (6.2.68)

Полагая теперь f(θ) = p1(θ) + q1(θ) и вспоминая (6.2.55), (6.2.56), убеждаемся в том, что

вектор в правой части (6.2.68) совпадает с вектором в правой части (6.2.67) за исключением,

быть может, первой компоненты. Но первые компоненты этих векторов совпадают в силу

(6.2.63) и выбора постоянной cp согласно (6.2.64). Следовательно, все Np равенств (6.2.65)

выполнены.

Рассмотрим далее задачу Pr, где 2 ≤ r ≤ Ni, полагая, что однозначная разрешимость всех

предыдущих задач уже доказана. Покажем сначала, что первое уравнение соответствующей

системы имеет решение. Записывая это уравнение в виде (6.2.59), имеем

ψ
(p)
Np

(0)

[
B0

( θ∫
0

((θ − s)r−1

(r − 1)!
eµ(θ−s)(p1(s) + q1(s)

)
+ . . .+ eµ(θ−s)(pr(s) + qr(s)

))
ds

)
+

+ gr − pr(0)− qr(0)−∆′(µ)zr−1(0)− . . .− ∆(r−1)(µ)

(r − 1)!
z1(0)

]
=

= −
(
ψ

(p)
Np

(ξ),

θ∫
0

(θ − s)r−2

(r − 2)!
eµ(θ−s)(p1(s) + q1(s)

)
ds
)
− . . .−

−
(
ψ

(p)
Np

(ξ),

θ∫
0

eµ(θ−s)(pr−1(s) + qr−1(s)
)
ds
)
−
(
ψ

(p)
Np

(ξ), pr(θ) + qr(θ)
)

+ ψ
(p)
Np

(0)
(
pr(0) + qr(0)

)
+

+ ψ
(p)
Np

(0)
(
gr − pr(0)− qr(0)−∆′(µ)zr−1(0)− . . .− ∆(r−1)(µ)

(r − 1)!
z1(0)

)
. (6.2.69)

Здесь мы учли формулу (6.2.39) (а, точнее, равенство для последних компонент соответству-

ющих векторов в левой и правой части этой формулы), вид функции ψ
(p)
Np

(ξ), определяемый

формулой (6.2.33), представление оператора B0 в виде (6.1.10) и определение билинейной

формы (6.1.13). Обозначим за fr вектор в квадратных скобках в левой части (6.2.69). Ис-

пользуя теперь второе уравнение соответствующей системы задачи Pr−1 и учитывая (6.2.55),

(6.2.56), выводим из (6.2.69)

ψ
(p)
Np

(0)fr =
(
ψ

(p)
Np

(ξ),
θr−2

(r − 2)!
eµθI

)
z1(0) + . . .+

(
ψ

(p)
Np

(ξ), eµθI
)
zr−1(0)−

− ψ(p)
Np

(0)
(

∆′(µ)zr−1(0) + . . .+
∆(r−1)(µ)

(r − 1)!
z1(0)

)
. (6.2.70)
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Осталось теперь воспользоваться формулами (6.2.51), (6.2.52) (а, точнее, равенством для

последних компонент соответствующих векторов в левой и правой части этих формул) для

преобразования правой части (6.2.70) и учесть (6.1.11). Проделывая несложные преобразо-

вания, устанавливаем справедливость (6.2.61). Следовательно, первое уравнение системы в

задаче Pr имеет решение и общее решение этого уравнения может быть записано в виде

(6.2.62). Точно так же, как и в задаче P1, коэффициенты cp определяем, подставляя (6.2.62)

во второе уравнение соответствующей системы задачи Pr:

(
Ψ(p)(ξ),

θr−1

(r − 1)!
eµθI

)
z1(0) + . . .+

(
Ψ(p)(ξ), θeµθI

)
zr−1(0) +

(
Ψ(p)(ξ), eµθI

)
zr(0) =

= −
(

Ψ(p)(ξ),

θ∫
0

(θ − s)r−1

(r − 1)!
eµ(θ−s)(p1(s) + q1(s)

)
ds
)
− . . .−

−
(

Ψ(p)(ξ),

θ∫
0

eµ(θ−s)(pr(s) + qr(s)
)
ds
)
. (6.2.71)

Откуда

cp = −
(
ψ

(p)
1 (ξ),

θ∫
0

(θ − s)r−1

(r − 1)!
eµ(θ−s)(p1(s) + q1(s)

)
ds
)
− . . .−

−
(
ψ

(p)
1 (ξ),

θ∫
0

eµ(θ−s)(pr(s) + qr(s)
)
ds
)
−
(
ψ

(p)
1 (ξ),

θr−1

(r − 1)!
eµθI

)
z1(0)− . . .−

−
(
ψ

(p)
1 (ξ), θeµθI

)
zr−1(0)−

(
ψ

(p)
1 (ξ), eµθz̃r

)
. (6.2.72)

Установим теперь справедливость Np равенств (6.2.71) для каждого p. Если индекс p

таков, что λ(p) 6= µ, справедливость равенств (6.2.71) проверяется точно так же, как и в

случае 1. Необходимо лишь заметить, что при этом нам не требуется иметь представление

для zs(0) (s = 1, . . . , r) вида zs(0) = ∆−1(µ)fs. Достаточно лишь существования вектора zs(0),

который удовлетворяет системе ∆(µ)zs(0) = fs.

Будем далее исследовать равенства (6.2.71) лишь для тех p, для которых λ(p) = µ. Заме-

тим, что первое равенство в (6.2.71) верно в силу представления (6.2.62) для zr(0) и выбора

коэффициентов cp согласно формуле (6.2.72). Докажем справедливость (ν + 1)-го равенства

в (6.2.71), где 1 ≤ ν ≤ Np − 1. Правая часть (ν + 1)-го равенства в (6.2.71) с учетом (6.2.39)

имеет следующий вид:

0∫
−h

θ∫
0

(
ψ

(p)
ν+1(0)

(θ − ξ)r

r!
+ ψ

(p)
ν+2(0)

(θ − ξ)r+1

(r + 1)!
+ . . .+ ψ

(p)
Np

(0)
(θ − ξ)Np+r−1−ν

(Np + r − 1− ν)!

)
×
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× eµ(θ−ξ)dη(θ)
(
p1(ξ) + q1(ξ)

)
dξ +

0∫
−h

θ∫
0

(
ψ

(p)
ν+1(0)

(θ − ξ)r−1

(r − 1)!
+ . . .+ ψ

(p)
Np

(0)
(θ − ξ)Np+r−2−ν

(Np + r − 2− ν)!

)
×

× eµ(θ−ξ)dη(θ)
(
p2(ξ) + q2(ξ)

)
dξ + . . .+

0∫
−h

θ∫
0

(
ψ

(p)
ν+1(0)

(θ − ξ)2

2!
+ . . .+ ψ

(p)
Np

(0)
(θ − ξ)Np+1−ν

(Np + 1− ν)!

)
×

× eµ(θ−ξ)dη(θ)
(
pr−1(ξ) + qr−1(ξ)

)
dξ +

0∫
−h

θ∫
0

(
ψ

(p)
ν+1(0)(θ − ξ) + . . .+ ψ

(p)
Np

(0)
(θ − ξ)Np−ν

(Np − ν)!

)
×

× eµ(θ−ξ)dη(θ)
(
pr(ξ) + qr(ξ)

)
dξ. (6.2.73)

Распишем теперь ν-е равенство во втором уравнении соответствующей системы в задаче

Pr−1, учитывая (6.2.39). Получим(
ψ(p)
ν (ξ),

θr−2

(r − 2)!
eµθI

)
z1(0) + . . .+

(
ψ(p)
ν (ξ), θeµθI

)
zr−2(0) +

(
ψ(p)
ν (ξ), eµθI

)
zr−1(0) =

=

0∫
−h

θ∫
0

(
ψ(p)
ν (0)

(θ − ξ)r−1

(r − 1)!
+ ψ

(p)
ν+1(0)

(θ − ξ)r

r!
+ . . .+ ψ

(p)
Np

(0)
(θ − ξ)Np+r−1−ν

(Np + r − 1− ν)!

)
×

× eµ(θ−ξ)dη(θ)
(
p1(ξ) + q1(ξ)

)
dξ +

0∫
−h

θ∫
0

(
ψ(p)
ν (0)

(θ − ξ)r−2

(r − 2)!
+ . . .+ ψ

(p)
Np

(0)
(θ − ξ)Np+r−2−ν

(Np + r − 2− ν)!

)
×

× eµ(θ−ξ)dη(θ)
(
p2(ξ) + q2(ξ)

)
dξ + . . .+

0∫
−h

θ∫
0

(
ψ(p)
ν (0)(θ − ξ) + ψ

(p)
ν+1(0)

(θ − ξ)2

2!
+ . . .+

+ ψ
(p)
Np

(0)
(θ − ξ)Np+1−ν

(Np + 1− ν)!

)
eµ(θ−ξ)dη(θ)

(
pr−1(ξ) + qr−1(ξ)

)
dξ. (6.2.74)

Выразим общую часть (6.2.73) и (6.2.74) из соотношения (6.2.74) и подставим в (6.2.73).

Таким образом, правая часть (ν + 1)-го равенства в (6.2.71) запишется в виде

0∫
−h

θ∫
0

(
ψ

(p)
ν+1(0)(θ − ξ) + . . .+ ψ

(p)
Np

(0)
(θ − ξ)Np−ν

(Np − ν)!

)
eµ(θ−ξ)dη(θ)

(
pr(ξ) + qr(ξ)

)
dξ+

+
(
ψ(p)
ν (ξ),

θr−2

(r − 2)!
eµθI

)
z1(0) + . . .+

(
ψ(p)
ν (ξ), θeµθI

)
zr−2(0) +

(
ψ(p)
ν (ξ), eµθI

)
zr−1(0)−

−
0∫

−h

θ∫
0

(
ψ(p)
ν (0)

(θ − ξ)r−1

(r − 1)!
eµ(θ−ξ)dη(θ)

(
p1(ξ) + q1(ξ)

)
dξ − . . .−

−
0∫

−h

θ∫
0

(
ψ(p)
ν (0)(θ − ξ)eµ(θ−ξ)dη(θ)

(
pr−1(ξ) + qr−1(ξ)

)
dξ. (6.2.75)

В выражении (6.2.75) добавим и вычтем величину
0∫

−h

θ∫
0

ψ(p)
ν (0)eµ(θ−ξ)dη(θ)

(
pr(ξ) + qr(ξ)

)
dξ = ψ(p)

ν (0)B0

( θ∫
0

eµ(θ−s)(pr(s) + qr(s)
)
ds

)
.
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Тогда, учитывая представление (6.1.10) оператора B0, из первого уравнения соответствующей

системы для задачи Pr выводим следующее представление для (6.2.75):

0∫
−h

θ∫
0

(
ψ(p)
ν (0) + ψ

(p)
ν+1(0)(θ − ξ) + . . .+ ψ

(p)
Np

(0)
(θ − ξ)Np−ν

(Np − ν)!

)
eµ(θ−ξ)dη(θ)

(
pr(ξ) + qr(ξ)

)
dξ+

+
(
ψ(p)
ν (ξ),

θr−2

(r − 2)!
eµθI

)
z1(0) + . . .+

(
ψ(p)
ν (ξ), θeµθI

)
zr−2(0) +

(
ψ(p)
ν (ξ), eµθI

)
zr−1(0)−

− ψ(p)
ν (0)

(∆(r−1)(µ)

(r − 1)!
z1(0) + . . .+ ∆′(µ)zr−1(0) + ∆(µ)zr(0)− gr + pr(0) + qr(0)

)
. (6.2.76)

Вспоминая формулу (6.2.33) для функции ψν(ξ) и (6.1.13), замечаем, что первое слагаемое в

(6.2.76) есть величина

−
(
ψ(p)
ν (ξ), pr(θ) + qr(θ)

)
+ ψ(p)

ν (0)
(
pr(0) + qr(0)

)
.

С учетом этого замечания и формул (6.2.55), (6.2.56), выражение (6.2.76) приобретает вид

(
ψ(p)
ν (ξ),

θr−2

(r − 2)!
eµθI

)
z1(0) + . . .+

(
ψ(p)
ν (ξ), θeµθI

)
zr−2(0) +

(
ψ(p)
ν (ξ), eµθI

)
zr−1(0)−

− ψ(p)
ν (0)

(∆(r−1)(µ)

(r − 1)!
z1(0) + . . .+ ∆′(µ)zr−1(0) + ∆(µ)zr(0)

)
. (6.2.77)

Собирая слагаемые при zs(0) и применяя формулы (6.1.11), (6.2.51), (6.2.52), записываем

(6.2.77) в виде

(
ψ

(p)
ν+1(0)

∆(r)(µ)

r!
+ . . .+ ψ

(p)
Np

(0)
∆(Np+r−1−ν)

(Np + r − 1− ν)!

)
z1(0) + . . .+

+
(
ψ

(p)
ν+1(0)

∆′′(µ)

2!
+ . . .+ ψ

(p)
Np

(0)
∆(Np+1−ν)

(Np + 1− ν)!

)
zr−1(0)− ψ(p)

ν (0)∆(µ)zr(0) =

=
(
ψ

(p)
ν+1(ξ),

θr−1

(r − 1)!
eµθI

)
z1(0) + . . .+

(
ψ

(p)
ν+1(ξ), θeµθI

)
zr−1(0) +

(
ψ

(p)
ν+1(ξ), eµθI

)
zr(0). (6.2.78)

Здесь при выводе последнего слагаемого в правой части мы также воспользовались формулой

(6.2.66), очевидно справедливой и при замене z1(0) на zr(0). Осталось теперь заметить, что

правая часть (6.2.78) совпадает с левой частью (ν + 1)-го равенства в (6.2.71). Тем самым

справедливость (ν + 1)-го равенства в (6.2.71) доказана.

Теорема доказана. �

Заметим, что в силу свойств B.3 и B.4 функций v1(t), . . . , vn(t) построенная нами в этом

разделе матрица Ĥ(t, θ) вида (6.2.6) удовлетворяет системе

Φ(θ)Ψ(0)G
(
t,Φ(θ) + Ĥ(t, θ)

)
+ Ĥ(t, θ)

(
D + Ψ(0)G

(
t,Φ(θ) + Ĥ(t, θ)

))
+
∂Ĥ

∂t
=

227



=


∂Ĥ

∂θ
+R1(t, θ), −h ≤ θ < 0,

B0Ĥ +G
(
t,Φ(θ) + Ĥ(t, θ)

)
+R1(t, 0)−R2(t), θ = 0.

(6.2.79)

Здесь матрицы R1(t, θ) и R2(t) таковы, что ‖R1(t, ·)‖Ch , R2(t) ∈ L1[t0,∞), и матрица R2(t)

составлена из абсолютно интегрируемых на [t0,∞) элементов матрицы G
(
t,Φ(θ) + Ĥ(t, θ)

)
.

В завершение этого раздела отметим, что в случае, когда система (6.1.1) является систе-

мой обыкновенных дифференциальных уравнений, построение критического многообразия

может быть проведено по схеме, изложенной в главе 4, или с использованием общего под-

хода из главы 7.

6.3 Основные теоремы

В этом разделе будут установлены основные теоремы, касающиеся свойств критических

многообразий. Методика доказательств соответствующих утверждений во многом опирается

на схему, использованную в [84] при исследовании свойств центральных многообразий в

нелинейных системах обыкновенных дифференциальных уравнений.

Справедлива следующая теорема.

Теорема 6.3.1. При достаточно больших t у системы (6.1.1) существует критическое

многообразие W(t), определяемое формулой (6.2.1).

Доказательство. Поскольку столбцы матрицы H(t, θ) должны принадлежать пространству

QΛ, то в силу (6.1.30) (см. также (6.1.28)) и (6.2.3) эта матрица удовлетворяет при t ≥ t∗

интегральному уравнению

H(t, θ)u(t) = T (t− t∗)H(t∗, θ)u(t∗) +

t∫
t∗

T (t− s)XQΛ
0 (θ)G

(
s,Φ(θ) +H(t, θ)

)
u(s)ds. (6.3.1)

В (6.3.1) вектор-функция u(t) ∈ CN является решением системы (6.2.4) с начальным усло-

вием при t = t∗ равным u(t∗). Пусть UH(t, s) (t, s ≥ t∗) — матрица Коши системы (6.2.4)

(UH(s, s) = I). Тогда, учитывая, что u(t) = UH(t, t∗)u(t∗), и используя свойства матрицы

UH(t, s), запишем уравнение (6.3.1) в операторной форме:

H(t, θ) = AH(t, θ), (6.3.2)

AH(t, θ) = T (t− t∗)H(t∗, θ)UH(t∗, t)+

t∫
t∗

T (t− s)XQΛ
0 (θ)G

(
s,Φ(θ)+H(t, θ)

)
UH(s, t)ds. (6.3.3)
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Областью определения оператора A будем считать банахово пространство B непрерывных

по t ≥ t∗ и θ ∈ [−h, 0] матриц H(t, θ) размера (m × N) с фиксированным начальным усло-

вием H(t∗, θ) таких, что ‖H(t, ·)‖Ch → 0 при t → ∞. При этом столбцы матрицы H(t∗, θ)

принадлежат пространству QΛ. Норму в этом пространстве введем стандартным образом:

‖H‖B = sup
t≥t∗
‖H(t, ·)‖Ch . (6.3.4)

Покажем далее, что при достаточно больших t∗ и достаточно малой величине ‖H(t∗, ·)‖Ch
оператор A будет сжимающим в некотором шаре ‖H‖B ≤ r0 (r0 > 0) пространства B.

Покажем сначала, что оператор A переводит шар ‖H‖B ≤ r0 в себя. Заметим, что из

(6.3.3) сразу следует, что матрица AH непрерывна по t ≥ t∗ и θ ∈ [−h, 0]. Кроме того,

столбцы этой матрицы принадлежат пространству QΛ при всех t ≥ t∗ в силу инвариантно-

сти этого пространства относительно оператора сдвига T (t) и вида формулы (6.3.3). Таким

образом, нам необходимо показать, что ‖AH‖B ≤ r0 и ‖(AH)(t, ·)‖Ch → 0 при t → ∞. В

дальнейшем нам потребуется оценка для величины |UH(s, t)|, где s ≤ t. Получить эту оценку

можно следующим образом. Сперва заметим, что в силу (6.1.2)–(6.1.4), для любого ϕ(θ) ∈ Ch
справедливо неравенство

|G(t, ϕ)| ≤ p(t)‖ϕ‖Ch , p(t) = w(t) + γ(t). (6.3.5)

Здесь w(t) → 0 при t → ∞, γ(t) ∈ L1[t0,∞), и функция p(t), следовательно, принадлежит

классу M0 (см. определение 1.3.1). Без ограничения общности можно считать, что p(t) > 0

для всех t ≥ t0. Неравенство (6.3.5), очевидно, справедливо и в том случае, если ϕ(θ)

— (m × N)-матрица (вместо векторной нормы, естественно, необходимо брать матричную

норму). В силу свойств матриц Коши, имеем(
UH(s, t)

)∗
=
(
U∗H(t, s)

)−1
= U c

H(t, s), s ≤ t, (6.3.6)

где символ ∗ означает эрмитово сопряжение, а U c
H(t, s) — матрица Коши сопряженной к

(6.2.4) системы

u̇ =
[
−D∗ −

(
G
(
t,Φ(θ) +H(t, θ)

))∗
Ψ∗(0)

]
u, t ≥ t∗. (6.3.7)

Отсюда,

U c
H(t, s) = e−D

∗(t−s) −
t∫

s

e−D
∗(t−τ)

(
G
(
τ,Φ(θ) +H(τ, θ)

))∗
Ψ∗(0)U c

H(τ, s)dτ. (6.3.8)

В силу гипотезы H1 все собственные числа матрица D (а, следовательно, и матрицы (−D∗))

имеют нулевые вещественные части. Таким образом, ∀ε > 0 можно подобрать константу
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M = M(ε) так, что будет выполнено неравенство

|e−D∗(t−τ)| ≤Meε(t−τ), t∗ ≤ τ ≤ t.

Учитывая (6.3.5), выводим из (6.3.8) оценку

|U c
H(t, s)| ≤Meε(t−s) +M

t∫
s

eε(t−τ)p(τ)|U c
H(τ, s)|dτ. (6.3.9)

Здесь и далее все возникающие в оценках константы, если их точный вид нас не интересует,

мы будем обозначать одним символом. Домножая обе части неравенства (6.3.9) на e−εt и

применяя лемму Гронуолла–Беллмана, получаем

|U c
H(t, s)| ≤M exp

{
ε(t− s) +M

t∫
s

p(τ)dτ
}
.

Поскольку для функции p(t) выполнено предельное равенство (1.3.11), то выбирая t∗ доста-

точно большим, для любого ε > 0 мы можем добиться выполнения неравенства

|U c
H(t, s)| ≤Meε(t−s), t∗ ≤ s ≤ t. (6.3.10)

Отметим, что константа M в этом неравенстве может быть выбрана одна для всех H(t, θ) из

шара ‖H‖B ≤ r0. Из (6.3.6) тогда следует, что аналогичное (6.3.10) неравенство (возможно,

с другой константой M) справедливо и для матрицы Коши UH(s, t).

Вернемся теперь к равенству (6.3.3). Заметим, что в силу гипотезы H2 неравенства

(6.1.34)–(6.1.36) справедливы с некоторым показателем экспоненты (−α) < 0. Из (6.3.3)

тогда следует, что

‖(AH)(t, ·)‖Ch ≤Me(−α+ε)(t−t∗)‖H(t∗, ·)‖Ch +M

t∫
t∗

e(−α+ε)(t−s)p(s)ds, t ≥ t∗. (6.3.11)

Выберем ε > 0 настолько малым, что −α + ε < 0. Используя теперь следствие 1.4.1, за-

ключаем, что выражение в правой части неравенства (6.3.11) стремится к нулю при t→∞.

Кроме того, выбирая t∗ достаточно большим и ‖H(t∗, ·)‖Ch достаточно малой, с учетом оцен-

ки (1.4.9) мы можем добиться того, что ‖AH‖B ≤ r0. Следовательно, оператор A переводит

шар ‖H‖B ≤ r0 пространства B в себя.

Покажем далее, что оператор A является сжимающим в шаре ‖H‖B ≤ r0. Пусть H1(t, θ),

H2(t, θ) ∈ B и ‖H1‖B ≤ r0, ‖H2‖B ≤ r0. Тогда из (6.3.3) следует, что

‖(AH1)(t, ·)− (AH2)(t, ·)‖Ch ≤Me−α(t−t∗)‖H1(t∗, ·)‖Ch|UH1(t∗, t)− UH2(t∗, t)|+
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+M

t∫
t∗

e−α(t−s)p(s)|UH1(s, t)− UH2(s, t)|ds+

+M

t∫
t∗

e−α(t−s)p(s)‖H1(s, ·)−H2(s, ·)‖Ch|UH1(s, t)|ds+

+M

t∫
t∗

e−α(t−s)p(s)‖H2(s, ·)‖Ch|UH1(s, t)− UH2(s, t)|ds. (6.3.12)

Здесь при выводе оценки (6.3.12) мы учли, что H1(t∗, θ) = H2(t∗, θ), а также предварительно

в правой части выражения для AH1 −AH2 мы добавили и вычли величину

t∫
t∗

T (t− s)XQΛ
0 (θ)G

(
s,H2(s, θ)

)
UH1(s, t)ds.

Оценим далее величину |UH1(s, t) − UH2(s, t)| (s ≤ t). По тем же соображениям, что были

использованы ранее, нам достаточно получить оценку для величины |U c
H1

(t, s) − U c
H2

(t, s)|,

где U c
H1

(t, s), U c
H2

(t, s) — фундаментальные матрицы сопряженной системы (6.3.7) с H(t, θ)

равной H1(t, θ) и H2(t, θ) соответственно. Из (6.3.7) выводим

∂

∂t

(
U c
H1

(t, s)− U c
H2

(t, s)
)

= −D∗
(
U c
H1

(t, s)− U c
H2

(t, s)
)
−
(
G
(
t,Φ(θ)

))∗
Ψ∗(0)×

×
(
U c
H1

(t, s)− U c
H2

(t, s)
)
−
(
G
(
t,H1(t, θ)

))∗
Ψ∗(0)U c

H1
(t, s) +

(
G
(
t,H2(t, θ)

))∗
Ψ∗(0)×

× U c
H2

(t, s) = −D∗
(
U c
H1

(t, s)− U c
H2

(t, s)
)
−
(
G
(
t,Φ(θ)

))∗
Ψ∗(0)

(
U c
H1

(t, s)− U c
H2

(t, s)
)
−

−
(
G
(
t,H1(t, θ)−H2(t, θ)

))∗
Ψ∗(0)U c

H1
(t, s)−

(
G
(
t,H2(t, θ)

))∗
Ψ∗(0)

(
U c
H1

(t, s)− U c
H2

(t, s)
)
.

Таким образом разность U c
H1

(t, s)−U c
H2

(t, s) удовлетворяет некоторой неоднородной системе,

однородная часть которой совпадает с матрицей системы (6.3.7), где H(t, θ) = H2(t, θ). Следо-

вательно, в силу формулы вариации постоянных, учитывая равенство U c
H1

(s, s)−U c
H2

(s, s) = 0,

имеем

U c
H1

(t, s)− U c
H2

(t, s) = −
t∫

s

U c
H2

(t, τ)
(
G
(
τ,H1(τ, θ)−H2(τ, θ)

))∗
Ψ∗(0)U c

H1
(τ, s)dτ. (6.3.13)

Из (6.3.13) с учетом (6.3.5) и (6.3.10) при t∗ ≤ s ≤ t получаем оценку

|U c
H1

(t, s)− U c
H2

(t, s)| ≤Meε(t−s)
t∫

s

p(τ)‖H1(τ, ·)−H2(τ, ·)‖Chdτ ≤

≤Me2ε(t−s)‖H1 −H2‖B. (6.3.14)
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Здесь мы, разумеется, учли, что p(t) ∈ M0. Возвращаясь теперь к неравенству (6.3.12) и

используя оценку (6.3.14) применительно к величине |UH1(s, t) − UH2(s, t)| (t∗ ≤ s ≤ t), при

условии −α + 2ε < 0 устанавливаем неравенство

‖AH1 −AH2‖B ≤M sup
t≥t∗

{
‖H1(t∗, ·)‖Ch +

t∫
t∗

e(−α+2ε)(t−s)p(s)ds+

+

t∫
t∗

e(−α+ε)(t−s)p(s)ds
}
‖H1 −H2‖B. (6.3.15)

Выбирая теперь t∗ достаточно большим, а величину ‖H1(t∗, ·)‖Ch достаточно малой, на ос-

новании (1.4.9) устанавливаем сжимаемость оператора A в некотором шаре ‖H‖B ≤ r0 про-

странства B.

Теорема доказана. �

Установим теперь результат, который обосновывает возможнось приближенного построе-

ния многообразия W(t) с помощью изложенной в разделе 6.2 процедуры.

Теорема 6.3.2. Пусть W(t) — критическое многообразие системы (6.1.1), существующее

согласно теореме 6.3.1 при достаточно больших t. Тогда найдется такое достаточно

большое t∗, что при t ≥ t∗ матрица H(t, θ) из (6.2.1) допускает представление в виде

H(t, θ) = Ĥ(t, θ) + Z(t, θ), t ≥ t∗ ≥ t0, −h ≤ θ ≤ 0. (6.3.16)

Здесь матрица Ĥ(t, θ), определяемая формулой (6.2.6), удовлетворяет системе (6.2.79),

а (m×N)-матрица Z(t, θ) такова, что ‖Z(t, ·)‖Ch → 0 при t→∞ и ‖Z(t, ·)‖Ch ∈ L1[t∗,∞).

Доказательство. Представим решение H(t, θ) операторного уравнения (6.3.2) в виде суммы

(6.3.16), где Ĥ(t, θ) — матрица (6.2.6), принадлежащая пространству B, и Z(t, θ) — некоторая

матрица из B. Тогда уравнение (6.3.2) можно записать относительно неизвестной матрицы

Z(t, θ):

Z(t, θ) = SZ(t, θ), (6.3.17)

SZ(t, θ) = A
(
Ĥ(t, θ) + Z(t, θ)

)
− Ĥ(t, θ), (6.3.18)

где оператор A определен формулой (6.3.3). Будем рассматривать оператор S действующим

в пространстве BL непрерывных по t ≥ t∗ и θ ∈ [−h, 0] матриц Z(t, θ) с фиксированным на-

чальным условием Z(t∗, θ) таких, что ‖Z(t, ·)‖Ch → 0 при t→∞ и p(t)‖Z(t, ·)‖Ch ∈ L1[t∗,∞).
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Здесь функция p(t), определяемая формулой (6.3.5), принадлежит классу M0. Кроме того,

столбцы матрицы Z(t∗, θ) принадлежат пространству QΛ. Пространство BL будет банаховым,

если ввести в нем норму по правилу

‖Z‖BL = ‖Z‖B + ‖Z‖L, ‖Z‖L =

∞∫
t∗

p(t)‖Z(t, ·)‖Chdt, (6.3.19)

где норма ‖ · ‖B определяется формулой (6.3.4). Покажем далее, что оператор S является

сжимающим в некотором шаре ‖Z‖BL ≤ r0 (r0 > 0) пространства BL при условии, что

величина ‖Z(t∗, ·)‖Ch достаточно мала, а t∗ — достаточно велико.

Установим сначала, что оператор S переводит пространство BL в себя. В силу свойств

оператора A и матрицы Ĥ(t, θ) сразу заключаем, что матрица SZ непрерывна по t ≥ t∗

и θ ∈ [−h, 0], и, кроме того, ‖(SZ)(t, ·)‖Ch → 0 при t → ∞. Отметим также, что столбцы

матрицы SZ принадлежат пространству QΛ при всех t ≥ t∗ в силу свойств оператора A и

матрицы Ĥ(t, θ). Таким образом, нам необходимо показать, что p(t)‖(SZ)(t, ·)‖Ch ∈ L1[t∗,∞).

С этой целью получим для оператора S несколько иное представление.

Пусть вектор-функция u(t) ∈ CN является решением системы (6.2.4), в которой H(t, θ)

есть сумма (6.3.16), с начальным условием при t = t∗ равным u(t∗). В силу вида матрицы

Ĥ(t, θ) (см. формулу (6.2.6)) и абсолютной непрерывности функций v1(t), . . . vn(t), а также

свойств оператора сдвига T (t), заключаем, что вектор-функция T (t−s)Ĥ(s, θ)u(s) абсолютно

непрерывна по переменной s на промежутке t∗ ≤ s ≤ t. Следовательно,

Ĥ(t, θ)u(t) = T (t− t∗)Ĥ(t∗, θ)u(t∗) +

t∫
t∗

d

ds

(
T (t− s)Ĥ(s, θ)u(s)

)
ds. (6.3.20)

Учтем (см. вывод формул (6.1.9) в [55, стр. 202]), что для любой функции ϕ ∈ Ch, непрерывно

дифференцируемой на отрезке [−h, 0],

t∫
t∗

d

ds

(
T (t− s)ϕ(θ)

)
= −

t∫
t∗

T (t− s)


dϕ

dθ
, −h ≤ θ < 0,

B0ϕ(θ), θ = 0.

ds =

= −
t∫

t∗

T (t− s)dϕ
dθ
ds+

t∫
t∗

T (t− s)X0(θ)
dϕ

dθ
ds−

t∫
t∗

T (t− s)X0(θ)B0ϕds. (6.3.21)

При этом мы напоминаем, что для придания математической строгости равенству (6.3.21)

его следует переписать в следующем виде:

t∫
t∗

d

ds

(
T (t− s)ϕ(θ)

)
ds = −

t∫
t∗

T (t− s)dϕ
dθ
ds+

t∫
t∗

dK(t, s)
dϕ

dθ
−

t∫
t∗

dK(t, s)B0ϕ. (6.3.22)
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Здесь матрица K(t, s)(θ) определяется формулой (6.1.23). Поскольку матрица Ĥ(t, θ) аб-

солютно непрерывна по t ≥ t0 и непрерывно дифференцируема по θ ∈ [−h, 0] несложно

показать, что

t∫
t∗

d

ds

(
T (t− s)Ĥ(s, θ)u(s)

)
ds =

t∫
t∗

T (t− s)
{
−∂Ĥ
∂θ

u(s) +X0(θ)
∂Ĥ

∂θ
u(s)−

−X0(θ)B0Ĥu(s) +
∂Ĥ

∂s
u(s) + Ĥ(s, θ)

du

ds

}
ds =

t∫
t∗

T (t− s)
{
−∂Ĥ
∂θ

+X0(θ)
∂Ĥ

∂θ
−

−X0(θ)B0Ĥ +
∂Ĥ

∂s
+ Ĥ(s, θ)

(
D + Ψ(0)G

(
s,Φ(θ) + Ĥ(s, θ) + Z(s, θ)

))}
u(s)ds. (6.3.23)

Здесь мы, разумеется, учли тот факт, что вектор-функция u(t) является решением системы

(6.2.4). Повторим, что, аналогично (6.3.21), в правой части формулы (6.3.23) подынтеграль-

ные члены вида T (t−s)X0(θ)(. . .)ds должны быть заменены на dK(t, s)(θ)(. . .). Воспользуем-

ся теперь тем обстоятельством, что матрица Ĥ(t, θ) удовлетворяет системе (6.2.79), которую

можно записать в виде

Φ(θ)Ψ(0)G
(
t,Φ(θ) + Ĥ(t, θ)

)
+ Ĥ(t, θ)

(
D + Ψ(0)G

(
t,Φ(θ) + Ĥ(t, θ)

))
+
∂Ĥ

∂t
=

=
∂Ĥ

∂θ
+R1(t, θ)−X0(θ)

∂Ĥ

∂θ
+X0(θ)B0Ĥ +X0(θ)G

(
t,Φ(θ) + Ĥ(t, θ)

)
−X0(θ)R2(t). (6.3.24)

Учтем (6.3.24) в (6.3.23) и представим вектор-функцию u(t) в виде u(t) = UĤ+Z(t, t∗)u(t∗),

где UĤ+Z(t, s) (t, s ≥ t∗) — матрица Коши системы (6.2.4) (U(t, t) = I), в которой H(t, θ) есть

сумма (6.3.16). Тогда, вспоминая обозначение XQΛ
0 = X0(θ)− Φ(θ)Ψ(0), из (6.3.20) выводим

Ĥ(t, θ) = T (t− t∗)Ĥ(t∗, θ)UĤ+Z(t∗, t) +

t∫
t∗

T (t− s)
{
R1(s, θ) +XQΛ

0 G
(
s,Φ(θ) + Ĥ(s, θ)

)
−

−X0(θ)R2(s) + Ĥ(s, θ)Ψ(0)G
(
s, Z(s, θ)

)}
UĤ+Z(s, t)ds. (6.3.25)

В силу (6.3.16), (6.3.3) и (6.3.25), из (6.3.18) получаем следующее представление для

оператора S:

SZ(t, θ) = T (t− t∗)Z(t∗, θ)UĤ+Z(t∗, t) +

t∫
t∗

T (t− s)
{
XQΛ

0 G
(
s, Z(s, θ)

)
−R1(s, θ)+

+X0(θ)R2(s)− Ĥ(s, θ)Ψ(0)G
(
s, Z(s, θ)

)}
UĤ+Z(s, t)ds. (6.3.26)

Поскольку матрица R1(t, θ) непрерывна по θ ∈ [−h, 0], то в силу (6.1.15) ее можно записать

в виде суммы

R1(t, θ) = RPΛ
1 (t, θ) +RQΛ

1 (t, θ),
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где столбцы (m × N)-матриц RPΛ
1 (t, θ) и RQΛ

1 (t, θ) принадлежат пространствам PΛ и QΛ со-

ответственно при всех t ≥ t0. Заметим также, что ‖RPΛ
1 (t, ·)‖Ch и ‖RQΛ

1 (t, ·)‖Ch принадлежат

классу L1[t0,∞). Далее, из формулы (6.2.6), определяющей вид матрицы Ĥ(t, θ) и принад-

лежности столбцов матриц Hi1... il(t, θ) пространству QΛ при всех t ∈ R, следует, что столбцы

матриц Ĥ(t, θ) и
∂Ĥ

∂t
также принадлежат пространству QΛ при t ≥ t0. Значит, из (6.2.79)

следует, что RPΛ
1 (t, θ) = Φ(θ)Ψ(0)R2(t), поскольку матрица R2(t) составлена из абсолютно

интегрируемых на [t0,∞) элементов матрицы G
(
t,Φ(θ) + Ĥ(t, θ)

)
. С учетом этого обстоя-

тельства уравнение (6.3.26) приобретает следующий вид:

SZ(t, θ) = T (t− t∗)Z(t∗, θ)UĤ+Z(t∗, t) +

t∫
t∗

T (t− s)
{
XQΛ

0 G
(
s, Z(s, θ)

)
+XQΛ

0 R2(s)−

−RQΛ
1 (s, θ)− Ĥ(s, θ)Ψ(0)G

(
s, Z(s, θ)

)}
UĤ+Z(s, t)ds. (6.3.27)

Вновь мы обращаем внимание на то, что для придания правой части выражения (6.3.27)

необходимой строгости подынтегральные члены вида T (t− s)XQΛ
0 (. . .)ds должны быть заме-

нены на dK(t, s)QΛ(θ)(. . .), где матрица K(t, s)QΛ определяется формулой (6.1.29).

Используя теперь оценки (6.1.34)-(6.1.36), а также неравенство (6.3.10) для UĤ+Z(s, t),

получаем

‖(SZ)(t, ·)‖Ch ≤Me(−α+ε)(t−t∗)‖Z(t∗, ·)‖Ch +M

t∫
t∗

e(−α+ε)(t−s)p(s)‖Z(s, ·)‖Chds+

+M

t∫
t∗

e(−α+ε)(t−s)(|R2(s)|+ ‖RQΛ
1 (s, ·)‖Ch

)
ds, t ≥ t∗. (6.3.28)

Откуда, меняя порядок интегрирования,

∞∫
t∗

p(t)‖(SZ)(t, ·)‖Chdt ≤M‖Z(t∗, ·)‖Ch

∞∫
t∗

e(−α+ε)(t−t∗)p(t)dt+

+M

∞∫
t∗

p(s)‖Z(s, ·)‖Ch

∞∫
t∗

e(−α+ε)|t−s|p(t)dtds+

+M

∞∫
t∗

(
|R2(s)|+ ‖RQΛ

1 (s, ·)‖Ch
) ∞∫
t∗

e(−α+ε)|t−s|p(t)dtds. (6.3.29)

Учтем теперь следствие 1.4.1, неравенство (1.4.9) и тот факт, что функции ‖RQΛ
1 (t, ·)‖Ch,

|R2(t)| и p(t)‖Z(t, ·)‖Ch (Z(t, θ) ∈ BL) принадлежат классу L1[t∗,∞). Заключаем, что все

интегралы в правой части (6.3.29) существуют, а, следовательно, функция p(t)‖(SZ)(t, ·)‖Ch
принадлежит L1[t∗,∞) и оператор S переводит пространство BL в себя.
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Заметим, что в силу (6.3.8), (6.3.9) константа M , фигурирующая в неравенстве (6.3.29),

может быть выбрана одна для всех матриц Z(t, θ) из шара ‖Z‖BL ≤ r0. Тогда из (6.3.29) с

учетом неравенства (1.4.9) выводим, что ‖SZ‖L ≤ MN(t∗) для всех ‖Z‖BL ≤ r0. Далее в

силу (6.3.11), (6.3.18) для всех ‖Z‖BL ≤ r0 имеем

‖SZ‖BL = ‖A
(
Ĥ(t, θ)+Z(t, θ)

)
−Ĥ(t, θ)‖B+‖SZ‖L ≤M

(
‖Ĥ‖B+‖Z(t∗, ·)‖Ch+N(t∗)

)
. (6.3.30)

Поскольку ‖Ĥ(t, ·)‖Ch → 0 и N(t) → 0 при t → ∞, то выбирая t∗ достаточно большим,

а величину ‖Z(t∗, ·)‖Ch достаточно малой, мы можем добиться выполнения неравенства

‖SZ‖BL ≤ r0. Таким образом, оператор S переводит шар ‖Z‖BL ≤ r0 пространства BL в

себя. Покажем теперь, что оператор S будет сжимающим в этом шаре при достаточно боль-

ших t∗. Из (6.3.15), (6.3.18) следует, что для любых Z1(t, θ), Z2(t, θ) из шара ‖Z‖BL ≤ r0

‖SZ1 − SZ2‖BL = ‖A(Ĥ + Z1)−A(Ĥ + Z2)‖B + ‖SZ1 − SZ2‖L ≤

≤ q‖Z1 − Z2‖B + ‖SZ1 − SZ2‖L, 0 ≤ q < 1, (6.3.31)

если величина ‖Z1(t∗, ·)‖Ch = ‖Z2(t∗, ·)‖Ch достаточно мала, а t∗ — достаточно велико. Далее

из (6.3.27) выводим

‖SZ1 − SZ2‖L ≤M‖Z1(t∗, ·)‖Ch

∞∫
t∗

e−α(t−t∗)p(t)|UH1(t∗, t)− UH2(t∗, t)|dt+

+M

∞∫
t∗

p(t)

t∫
t∗

e(−α+ε)(t−s)p(s)‖Z1(s, ·)− Z2(s, ·)‖Chdsdt+

+M

∞∫
t∗

p(t)

t∫
t∗

e−α(t−s)p(s)‖Z2(s, ·)‖Ch|UH1(s, t)− UH2(s, t)|dsdt+

+M

∞∫
t∗

p(t)

t∫
t∗

e−α(t−s)(|R2(s)|+ ‖RQΛ
1 (s, ·)‖Ch

)
|UH1(s, t)− UH2(s, t)|dsdt+

+M

∞∫
t∗

p(t)

t∫
t∗

e(−α+ε)(t−s)p(s)‖Ĥ(s, ·)‖Ch‖Z1(s, ·)− Z2(s, ·)‖Chdsdt+

+M

∞∫
t∗

p(t)

t∫
t∗

e−α(t−s)p(s)‖Ĥ(s, ·)‖Ch‖Z2(s, ·)‖Ch |UH1(s, t)− UH2(s, t)|dsdt, (6.3.32)

где H1 = Ĥ+Z1 и H2 = Ĥ+Z2. При выводе оценки (6.3.32) мы учли, что Z1(t∗, θ) = Z2(t∗, θ),

неравенство (6.3.10), а также предварительно в правой части выражения для SZ1 − SZ2 мы

добавили и вычли величину
t∫

t∗

T (t− s)XQΛ
0 (θ)G

(
s, Z2(t, θ)

)
UH1(s, t)ds−

t∫
t∗

T (t− s)Ĥ(s, θ)Ψ(0)G
(
s, Z2(s, θ)

)
UH1(s, t)ds.
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Из первого неравенства в (6.3.14) при t∗ ≤ s ≤ t для любых Z1(t, θ), Z2(t, θ) из шара ‖Z‖BL ≤

r0 вытекает оценка

|UH1(s, t)− UH2(s, t)| ≤Meε(t−s)‖Z1 − Z2‖L, (6.3.33)

где H1 = Ĥ+Z1 и H2 = Ĥ+Z2. Меняя в (6.3.32) порядок интегрирования и учитывая (1.4.9),

(6.3.33) и неравенства ‖Zi‖BL ≤ r0 (i = 1, 2), заключаем

‖SZ1 − SZ2‖L ≤MN(t∗)‖Z1 − Z2‖L ≤ q‖Z1 − Z2‖L, 0 ≤ q < 1, (6.3.34)

если t∗ достаточно велико. Обращаясь теперь к неравенству (6.3.31), устанавливаем сжима-

емость оператора S в шаре ‖Z‖BL ≤ r0.

Пусть Z(t, θ) — существующее в силу доказанного выше решение уравнения (6.3.17) из

пространства BL. Заметим, что поскольку функции p(t)‖Z(t, ·)‖Ch, ‖R
QΛ
1 (t, ·)‖Ch и |R2(t)|

принадлежат классу L1[t∗,∞), то в силу следствия 1.4.1 правая часть неравенства (6.3.28)

есть функция из класса L1[t∗,∞). Следовательно, ‖Z(t, ·)‖Ch ∈ L1[t∗,∞), и теорема доказана.

�

При построении асимптотики решений системы (6.2.4) на критическом многообразии

часто необходимо иметь более точную информацию о скорости стремления к нулю функции

‖Z(t, ·)‖Ch при t→∞. В этой связи полезно привести следующий результат, вытекающий из

теоремы 6.3.2.

Следствие 6.3.1. Пусть имеет место оценка

‖RQΛ
1 (t, ·)‖Ch + |R2(t)| ≤ ϕ(t), t ≥ t0, (6.3.35)

где функция ϕ(t) > 0 при t ≥ t0 и, кроме того, существует такое β ∈ (0, α), что

ϕ(t1)eβt1 ≤ ϕ(t2)eβt2 , t0 ≤ t1 ≤ t2. (6.3.36)

Тогда решение уравнения (6.3.17) при t ≥ t∗ ≥ t0 удовлетворяет неравенству

‖Z(t, ·)‖Ch ≤ Kϕ(t) (6.3.37)

с некоторой постоянной K.

Доказательство. Из доказательства теоремы 6.3.2 следует, что оператор S переводит неко-

торый шар ‖Z‖B ≤ r0 пространства B в себя и является сжимающим в этом шаре (см.

неравенства (6.3.30), (6.3.31)). Рассмотрим подпространство B′ пространства B, состоящее

из матриц Z(t, θ), лежащих в шаре ‖Z‖B ≤ r0, для которых имеет место неравенство (6.3.37)
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с некоторой фиксированной константой K. Подпространство B′ можно считать банаховым

пространством с нормой пространства B. Таким образом, нам необходимо лишь показать,

что при некотором выборе константы K оператор S переводит B′ в себя. Пусть Z(t, θ) ∈ B′,

тогда из (6.3.28) c учетом (6.3.35) следует, что

‖(SZ)(t, ·)‖Ch ≤Me(−α+ε)(t−t∗)‖Z(t∗, ·)‖Ch +KM

t∫
t∗

e(−α+ε)(t−s)p(s)ϕ(s)ds+

+M

t∫
t∗

e(−α+ε)(t−s)ϕ(s)ds, t ≥ t∗. (6.3.38)

Далее, в силу (6.3.36) заключаем, что

ϕ(s) ≤ eβ(t−s)ϕ(t), t∗ ≤ s ≤ t (6.3.39)

и, следовательно,

‖Z(t∗, ·)‖Ch =
‖Z(t∗, ·)‖Ch

ϕ(t∗)
ϕ(t∗) ≤

‖Z(t∗, ·)‖Ch
ϕ(t∗)

eβ(t−t∗)ϕ(t), t ≥ t∗. (6.3.40)

Учитывая (6.3.39), (6.3.40) в (6.3.38), получаем

‖(SZ)(t, ·)‖Ch ≤M

(
e(−α+β+ε)(t−t∗)‖Z(t∗, ·)‖Ch

ϕ(t∗)
+K

t∫
t∗

e(−α+β+ε)(t−s)p(s)ds+

+

t∫
t∗

e(−α+β+ε)(t−s)ds

)
ϕ(t), t ≥ t∗. (6.3.41)

Выберем ε > 0 настолько малым, что −α+ β + ε < 0. Используя неравенство (1.4.9), оконча-

тельно получаем

‖(SZ)(t, ·)‖Ch ≤M
(‖Z(t∗, ·)‖Ch

ϕ(t∗)
+

2KN(t∗)

1− e−α+β+ε
+

1

α− β − ε

)
ϕ(t), t ≥ t∗. (6.3.42)

Из (6.3.42) следует, что можно подобрать такую константу K и выбрать t∗ достаточно боль-

шим, а величину ‖Z(t∗, ·)‖Ch достаточно малой, так, чтобы при t ≥ t∗ было выполнено

неравенство ‖(SZ)(t, ·)‖Ch ≤ Kϕ(t). �

Замечание 1. Из (6.1.2), (6.1.3), (6.2.6), (6.2.79) и условий B.2 — B.4, накладываемых на

функции v1(t), . . . , vn(t), следует, что функция ‖RQΛ
1 (t, ·)‖Ch + |R2(t)| есть величина порядка

O
( ∑

1≤i1≤...≤ik+1≤n

|vi1(t) · . . . · vik+1
(t)|
)

+O
( n∑
i=1

|v̇i(t)|
)

+O
(
γ(t)

)
. (6.3.43)

Установим теперь свойство глобального притяжения многообразия W(t).
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Теорема 6.3.3. Пусть x(t) — решение системы (6.1.1), определенное при t ≥ T ≥ t0. Тогда

найдется такое достаточно большое t∗ ≥ T , что при t ≥ t∗ имеет место следующее

асимптотическое представление:

xt(θ) = Φ(θ)uH(t) +H(t, θ)uH(t) +O
(
e(−α+ε)t

)
, t→∞. (6.3.44)

Здесь величина α > 0 выбрана так, что выполнены неравенства (6.1.34) — (6.1.36) с

показателем экспоненты, равным (−α), ε ∈ (0, α) — произвольно и uH(t) (t ≥ t∗) —

некоторое решение системы на критическом многообразии (6.2.4).

Доказательство. В силу (6.1.26), (6.1.31) для решения xt(θ) имеем

xt(θ) = Φ(θ)u(t) + xQΛ
t (θ), t ≥ t∗, (6.3.45)

где xQΛ
t (θ) определяется формулой (6.1.28) (см. также (6.1.30)) с t0 = t∗, а функция u(t)

является решением системы (6.1.32) с начальным условием u(t∗) =
(
Ψ(ξ), xt∗(θ)

)
. Далее,

пусть W(t) — критическое многообразие для системы (6.1.1), существующее в силу теоре-

мы 6.3.1 при t ≥ t∗, где t∗ достаточно велико. Напомним, что это многообразие определяется

формулой (6.2.1). Рассмотрим некоторое решение системы (6.1.1), лежащее при t ≥ t∗ на

многообразии W(t):

x̃t(θ) = Φ(θ)uH(t) +H(t, θ)uH(t), (6.3.46)

где величина uH(t∗) будет определена позднее. Покажем, что xt(θ) = x̃t(θ) + O(e(−α+ε)t).

Полагая z(t, θ) = xQΛ
t (θ) − H(t, θ)uH(t), r(t) = u(t) − uH(t) и вычитая (6.3.46) из (6.3.45),

получаем

xt(θ)− x̃t(θ) = Φ(θ)r(t) + z(t, θ), t ≥ t∗. (6.3.47)

Замечая, что вектор-функция H(t, θ)uH(t) удовлетворяет интегральному уравнению (6.3.1) и

вычитая (6.3.1) из (6.1.30) (с t0 = t∗), с учетом (6.3.45) получаем следующее уравнение для

нахождения z(t, θ):

z(t, θ) = T (t− t∗)z(t∗, θ) +

t∫
t∗

T (t− s)XQΛ
0 G

(
s,Φ(θ)r(s) + z(s, θ)

)
ds, t ≥ t∗. (6.3.48)

Отметим, что мы можем считать величину ‖z(t∗, ·)‖Ch настолько малой, насколько нам это

потребуется. Действительно, мы всегда можем от решения xt(θ) в силу линейности системы

(6.1.1) перейти к рассмотрению решения δxt(θ)/‖xt∗(θ)‖Ch с начальной функцией при t = t∗

равной ϕ(θ) и нормой ‖ϕ(θ)‖Ch = δ для любого наперед заданного δ > 0.
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Далее, вычитая (6.2.4) (где u(t) = uH(t)) из (6.1.32) и учитывая (6.3.45), заключаем, что

вектор-функция r(t) является решением следующего уравнения:

ṙ = Dr(t) + Ψ(0)G
(
t,Φ(θ)r(t) + z(t, θ)

)
. (6.3.49)

Представим матрицу D, имеющую жорданову форму (6.2.15), в виде суммы

D = D1 +D2, D1 = diagD (6.3.50)

и D2 — нильпотентная матрица. Заметим, что всегда можно считать, что |D2| < δ для любого

наперед заданного δ > 0. Действительно, в системе (6.3.49) можно осуществить замену

с постоянной матрицей r = Cδ r̃, где матрица Cδ приводит матрицу δ−1D к жордановой

форме. Тогда эта замена оставляет матрицу D1 без изменения, а у матрицы D2 могут быть

отличными от нуля лишь элементы di,i+1 = δ. Переходя от (6.3.49) к соответствующему

интегральному уравнению, получаем

r(t) = eD1(t−t∗)r(t∗) +

t∫
t∗

eD1(t−s)[D2r(s) + Ψ(0)G
(
s,Φ(θ)r(s) + z(s, θ)

)]
ds. (6.3.51)

Рассмотрим пространство B1, элементами которого являются пары
(
z(t, θ), r(t)

)
. Вектор-

функция z(t, θ) непрерывна по переменным θ ∈ [−h, 0] и t ≥ t∗, а вектор-функция r(t) непре-

рывна по t ≥ t∗. Считаем, что функция z(t∗, θ) фиксирована и принадлежит пространству

QΛ. Кроме того, имеют место следующие неравенства:

‖z(t, ·)‖Ch ≤ Ke(−α+ε)(t−t∗), |r(t)| ≤ Ke(−α+ε)(t−t∗), t ≥ t∗, (6.3.52)

с некоторой константой K > 0 и выбранной произвольным образом величиной ε ∈ (0, α).

Пространство B1 становится банаховым, если ввести в нем норму по правилу

∥∥(z(t, θ), r(t)
)∥∥

B1
= sup

t≥t∗

(
e(α−ε)(t−t∗)(‖z(t, ·)‖Ch + |r(t)|)

)
.

Заметим, что если система (6.3.48), (6.3.51) имеет решение
(
z(t, θ), r(t)

)
∈ B1, то уравнение

(6.3.51) можно записать в следующей эквивалентной форме. Устремим в этом уравнении

переменную t к бесконечности, учтем правое из неравенств (6.3.52), а также тот факт, что в

силу гипотезы H1 все собственные числа матрицы D1 имеют нулевые вещественные части.

Получим

r(t∗) = −
∞∫
t∗

eD1(t∗−s)
[
D2r(s) + Ψ(0)G

(
s,Φ(θ)r(s) + z(s, θ)

)]
ds. (6.3.53)
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Используя это соотношение в (6.3.51), переписываем последнее в следующем виде:

r(t) = −
∞∫
t

eD1(t−s)[D2r(s) + Ψ(0)G
(
s,Φ(θ)r(s) + z(s, θ)

)]
ds, t ≥ t∗. (6.3.54)

Систему уравнений (6.3.48), (6.3.54) запишем в виде операторного уравнения в простран-

стве B1: (
z(t, θ), r(t)

)
= L

(
z(t, θ), r(t)

)
=
(
L1

(
z(t, θ), r(t)

)
,L2

(
z(t, θ), r(t)

))
, (6.3.55)

где операторы L1, L2 определяются правыми частями уравнений (6.3.48) и (6.3.54) соот-

ветственно. Покажем, что оператор L будет сжимающим в пространстве B1, если величина

‖z(t∗, ·)‖ достаточно мала и t∗ достаточно велико.

Сначала установим, что оператор L переводит пространство B1 в себя. Пусть (z, r) ∈ B1,

тогда из (6.3.48) с учетом (1.4.9) следует, что

‖
(
L1(z, r)

)
(t, ·)‖Ch ≤Me−α(t−t∗)‖z(t∗, ·)‖Ch +MKe(−α+ε)(t−t∗)

t∫
t∗

e−ε(t−s)p(s)ds ≤

≤M
(
‖z(t∗, ·)‖Ch +

2KN(t∗)

1− e−ε
)
e(−α+ε)(t−t∗), t ≥ t∗. (6.3.56)

Выбирая теперь ‖z(t∗, ·)‖Ch достаточно малой и t∗ достаточно большим можно добиться

того, что для функции L1(z, r) будет выполнено левое из неравенств (6.3.52). Замечая, что

|eD1(t−s)| ≤ C для некоторой константы C (она зависит только от используемой матричной

нормы) и |D2| < δ, из (6.3.54) выводим

|
(
L2(z, r)

)
(t)| ≤ CKδ

α− ε
e(−α+ε)(t−t∗) +MK

∞∫
t

e(−α+ε)(s−t∗)p(s)ds ≤

≤ K
( Cδ

α− ε
+Mε̂+M

∞∫
t

γ(s)ds
)
e(−α+ε)(t−t∗), t ≥ t∗, (6.3.57)

где величина M зависит, вообще говоря, от δ. Здесь мы учли формулу (6.3.5), определяющую

вид функции p(t), а также то обстоятельство, что w(t) < ε̂ для любого наперед заданного

ε̂ > 0, если t∗ достаточно велико. Используя теперь тот факт, что γ(t) ∈ L1[t0,∞), произ-

вольность величин δ, ε̂ и выбирая t∗ достаточно большим, устанавливаем справедливость

правого из неравенств (6.3.52) для функции L2(z, r).

Установим теперь сжимаемость оператора L. Пусть (z1, r1) и (z2, r2) принадлежат про-

странству B1, тогда
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‖L(z1, r1)− L(z2, r2)‖B1 = sup
t≥t∗

{
e(α−ε)(t−t∗)

(
‖(L1(z1, r1)− L1(z2, r2))(t, ·)‖Ch+

+ |(L2(z1, r1)− L2(z2, r2))(t)|
)}
≤M sup

t≥t∗

t∫
t∗

e−ε(t−s)p(s)e(α−ε)(s−t∗)
{
|r1(s)− r2(s)|+

+ ‖z1(s, ·)− z2(s, ·)‖Ch
}
ds+ sup

t≥t∗

{
Cδe(α−ε)t

∞∫
t

e(−α+ε)se(α−ε)(s−t∗)|r1(s)− r2(s)|ds+

+Me(α−ε)t

∞∫
t

e(−α+ε)sp(s)e(α−ε)(s−t∗)
(
|r1(s)− r2(s)|+ ‖z1(s, ·)− z2(s, ·)‖Ch

)
ds
}
≤

≤
{2MN(t∗)

1− e−ε
+

Cδ

α− ε
+Mε̂+M

∞∫
t∗

γ(s)ds
}
‖(z1, r1)− (z2, r2)‖B1 . (6.3.58)

Выбирая теперь t∗ достаточно большим, а величины δ, ε̂ достаточно малыми, устанавлива-

ем сжимаемость оператора L в пространстве B1. Следовательно, уравнение (6.3.55) имеет

единственное решение в пространстве B1.

Обращаясь теперь к равенству (6.3.47), завершаем доказательство теоремы. Осталось

отметить, что функция uH(t) в представлении (6.3.46) является решением системы (6.2.4)

с начальным условем uH(t∗) = u(t∗) − r(t∗), где u(t∗) =
(
Ψ(ξ), xt∗(θ)

)
, а r(t∗) определяется

формулой (6.3.53). �

Пусть u(1)(t), . . . , u(N)(t) — фундаментальные решения системы на критическом многооб-

разии (6.2.4), а x(t) — произвольное решение системы (6.1.1), определенное при t ≥ T . Тогда

в силу теоремы 6.3.3 имеет место следующее асимптотическое представление:

x(t) = xt(0) =
(
Φ(0) +H(t, 0)

) N∑
i=1

ciu
(i)(t) +O

(
e−βt

)
, t→∞, (6.3.59)

где c1, . . . , cN — произвольные комплексные постоянные и β > 0 — некоторое действитель-

ное число. Осталось заметить, что система (6.2.4), описывающая динамику исходной задачи

(6.1.1) на критическом многообразии W(t), относится к классу линейных систем ОДУ с ко-

лебательно убывающими коэффициентами. Метод асимптотического интегрирования таких

систем описан в главе 1.
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6.4 Построение асимптотики решений

скалярного дифференциального уравнения

с двумя запаздываниями

Рассмотрим задачу построения асимптотических формул для решений скалярного урав-

нения с двумя запаздываниями

ẋ = −π
2
x(t− 1) +

a sinωt

tρ
x(t− h) (6.4.1)

при t → ∞. Здесь параметры a, ω ∈ R\{0}, h ≥ 0 и ρ > 0. Не ограничивая общности, в

дальнейшем будем считать, что ω > 0.

Имеем,

B0ϕ = −π
2
ϕ(−1), G(t, ϕ) = B(t, ϕ) =

a sinωt

tρ
ϕ(−h), (6.4.2)

где ϕ(θ) ∈ Cτ ≡ C
(
[−τ, 0],C

)
и τ = max(1, h). Известно (см., например, [55]), что характе-

ристическое уравнение (6.1.8)

∆(λ) = λ+
π

2
e−λ = 0

имеет чисто мнимые корни λ1,2 = ±iπ/2, а вещественные части всех остальных корней

этого уравнения — отрицательны. Таким образом, мы находимся в условиях применимо-

сти описанного в предыдущих разделах метода. Несложные вычисления показывают, что

(1× 2)-матрица Φ(θ) и (2× 1)-матрица Ψ(ξ), удовлетворяющие условию нормировки (6.1.16),

могут быть выбраны следующим образом:

Φ(θ) =
(
ei
π
2
θ, e−i

π
2
θ
)
, −τ ≤ θ ≤ 0, Ψ(ξ) =

4

4 + π2

(1− iπ
2
)e−i

π
2
ξ

(1 + iπ
2
)ei

π
2
ξ

 , 0 ≤ ξ ≤ τ. (6.4.3)

Система на критическом многообразии (6.2.4) имеет вид

u̇ =
[
D + t−ρB1(t) +W (t)

]
u, t ≥ t∗, (6.4.4)

где

D =
π

2

 i 0

0 −i

 , B1(t) = − 2ai

4 + π2
(eiωt − e−iωt)

(1− iπ
2
)e−i

π
2
h (1− iπ

2
)ei

π
2
h

(1 + iπ
2
)e−i

π
2
h (1 + iπ

2
)ei

π
2
h

 , (6.4.5)

и W (t) = Ψ(0)G
(
t,H(t, θ)

)
. Из теоремы 6.3.2 с учетом следствия 6.3.1 и замечания 1 выводим,

что W (t) = O
(
t−2ρ

)
при t→∞. Рассмотрим далее следующие случаи.

Если

ρ > 1, (6.4.6)
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то система (6.4.4) имеет L–диагональную форму (1.1.3). Из теоремы Левинсона тогда сле-

дует, что фундаментальные решения системы (6.4.4) имеют следующую асимптотику при

t→∞:

u(j)(t) =
(
ej + o(1)

)
e(−1)j−1iπ

2
t, j = 1, 2, (6.4.7)

где ej — векторы канонического базиса в R2. Тогда в силу (6.3.59) и свойств матрицы H(t, θ)

все решения уравнения (6.4.1) при t→∞ имеют следующее асимптотическое представление:

x(t) = c1

(
1 + o(1)

)
ei
π
2
t + c2

(
1 + o(1)

)
e−i

π
2
t +O

(
e−βt

)
, (6.4.8)

где c1, c2 — произвольные комплексные постоянные и β > 0 — некоторое действительное

число.

Пусть теперь
1

2
< ρ ≤ 1. (6.4.9)

В системе (6.4.4) осуществим замену u = diag
(
ei
π
2
t, e−i

π
2
t
)
u1, которая приводит ее к виду

u̇1 =
[
t−ρA1(t) +W1(t)

]
u1, (6.4.10)

где

A1(t) = − 2ai

4 + π2
(eiωt − e−iωt)

 (1− iπ
2
)e−i

π
2
h (1− iπ

2
)ei

π
2
he−iπt

(1 + iπ
2
)e−i

π
2
heiπt (1 + iπ

2
)ei

π
2
h

 , (6.4.11)

а матрица W1(t) ∈ L1[t∗,∞). В системе (6.4.10) сделаем усредняющую замену

u1 =
(
I + t−ρY1(t)

)
u2,

в результате которой в силу теоремы 1.2.1 приходим к усредненной системе

u̇2 =
[
t−ρA1 +W2(t)

]
u2. (6.4.12)

Здесь A1 = M
[
A1(t)

]
и W2(t) — некоторая матрица из класса L1[t∗,∞). Вид матрицы A1

будет различаться в следующих случаях.

Пусть

ω 6= π. (6.4.13)

Тогда матрица A1 является нулевой и система (6.4.12) имеет L–диагональный вид. В силу

теоремы Левинсона базисные решения этой системы имеют следующую асимптотику при

t→∞:

u
(j)
2 (t) = ej + o(1), j = 1, 2.
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Возвращаясь теперь к системе (6.4.4), получаем асимптотические формулы (6.4.7) для ее

фундаментальных решений при t → ∞. Следовательно, все решения исходного уравнения

(6.4.1) при t→∞ имеют асимптотику вида (6.4.8).

Предположим теперь, что

ω = π. (6.4.14)

Имеем,

A1 = − 2ai

4 + π2

 0 (1− iπ
2
)ei

π
2
h

−(1 + iπ
2
)e−i

π
2
h 0

 . (6.4.15)

Собственные числа матрицы A1 различны и имеют вид

µ1,2 = ± a√
4 + π2

.

Таким образом, система (6.4.12) заменой u2 = Cu3, где матрица C = [f1, f2] диагонализи-

рует матрицу A1, приводится к L–диагональному виду. Фундаментальные решения системы

(6.4.12) имеют следующую асимптотику при t→∞:

u
(j)
2 (t) =

(
fj + o(1)

)
exp
{
µj

∫
t−ρdt

}
, j = 1, 2,

где

f1 =

1

δ

 , f2 =

 1

−δ

 , δ =
−π + 2i√

4 + π2
e−i

π
2
h.

В этой ситуации все решения исходного уравнения (6.4.1) имеют следующее асимптотическое

представление при t→∞:

x(t) = c1

(
ei
π
2
t
(
1 + o(1)

)
+ e−i

π
2
t
(
δ + o(1)

))
exp
{
µ1

∫
t−ρdt

}
+

+ c2

(
ei
π
2
t
(
1 + o(1)

)
+ e−i

π
2
t
(
−δ + o(1)

))
exp
{
µ2

∫
t−ρdt

}
+O

(
e−βt

)
, (6.4.16)

где c1, c2 — произвольные комплексные постоянные и β > 0 — некоторое действительное

число.

Рассмотрим далее случай, когда
1

3
< ρ ≤ 1

2
. (6.4.17)

Матрица W (t) = Ψ(0)G
(
t,H(t, θ)

)
в системе (6.4.4) более не принадлежит классу L1[t∗,∞).

Таким образом, нам необходимо построить (1 × 2)-матрицу H(t, θ), описывающую критиче-

ское многообразие W(t). В силу (6.2.6), (6.3.16) имеем,

H(t, θ) = t−ρH1(t, θ) + t−2ρH2(t, θ) + Z(t, θ), (6.4.18)
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где ‖Z(t, ·)‖Cτ ∈ L1[t∗,∞). Заметим, что представляет интерес лишь изучение ситуации,

когда выполнено неравенство (6.4.13). Действительно, если имеет место равенство (6.4.14),

то усредненную систему на критическом многообразии можно сперва представить в виде

(1.2.29), где A = A1, а матрица A1 определяется формулой (6.4.15). Затем, воспользовавшись

леммой 1.1.1, эту систему можно привести к L–диагональному виду (1.1.3) и построить

асимптотику с помощью теоремы Левинсона. Несложно установить, что в случае выполнения

равенства (6.4.14) при условии ρ ≤ 1/2 для решений уравнения (6.4.1) при t → ∞ будет

справедливо асимптотическое представление типа (6.4.16). Единственное отличие состоит в

том, что в этом представлении величину
∫
t−ρdt нужно заменить на величину

t1−ρ

1− ρ
(
1 + o(1)

)
. (6.4.19)

Итак будем считать, что выполнено неравенство (6.4.13). Вычислим матрицу H1(t, θ),

используя алгоритм, описанный в разделе 6.2. Подставим представление (6.4.18) в систему

(6.2.5) и соберем члены, содержащие множитель t−ρ. Получаем следующую систему для

нахождения (1× 2)-матрицы H1(t, θ):

a

2i

(
eiωt − e−iωt

)
Φ(θ)Ψ(0)Φ(−h) +H1(t, θ)D +

∂H1

∂t
=

=


∂H1

∂θ
, −1 ≤ θ < 0,

−π
2
H1(t,−1) +

a

2i

(
eiωt − e−iωt

)
Φ(−h), θ = 0.

(6.4.20)

Полагая H1(t, θ) =
(
h1(t, θ), h2(t, θ)

)
получаем следующие задачи для нахождения элементов

этой матрицы:

− 2ai

4 + π2

(
eiωt − e−iωt

)((
1− i

π

2

)
ei
π
2

(θ−h) +
(
1 + i

π

2

)
e−i

π
2

(θ+h)
)

+ i
π

2
h1(t, θ) +

∂h1

∂t
=

=


∂h1

∂θ
, −τ ≤ θ < 0,

−π
2
h1(t,−1) +

a

2i

(
eiωt − e−iωt

)
e−i

π
2
h, θ = 0,

(6.4.21)

и

− 2ai

4 + π2

(
eiωt − e−iωt

)((
1− i

π

2

)
ei
π
2

(θ+h) +
(
1 + i

π

2

)
e−i

π
2

(θ−h)
)
− i

π

2
h2(t, θ) +

∂h2

∂t
=

=


∂h2

∂θ
, −τ ≤ θ < 0,

−π
2
h2(t,−1) +

a

2i

(
eiωt − e−iωt

)
ei
π
2
h, θ = 0.

(6.4.22)

Каждая из этих задач однозначно разрешима в силу теоремы 6.2.1. Отсюда и из вида (6.4.21),

(6.4.22) легко вывести, что h2(t, θ) = h1(t, θ). Решение h1(t, θ) ищем в виде

h1(t, θ) = g1(θ)eiωt + g2(θ)e−iωt. (6.4.23)
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Подставляя (6.4.23) в (6.4.21) и собирая члены при одинаковых показателях экспоненты,

получаем:

− 2ai

4 + π2

((
1− i

π

2

)
ei
π
2

(θ−h) +
(
1 + i

π

2

)
e−i

π
2

(θ+h)
)

+ i
π

2
g1(θ) + iωg1(θ) =

=


dg1

dθ
, −τ ≤ θ < 0,

−π
2
g1(−1)− ai

2
e−i

π
2
h, θ = 0,

(6.4.24)

и

2ai

4 + π2

((
1− i

π

2

)
ei
π
2

(θ−h) +
(
1 + i

π

2

)
e−i

π
2

(θ+h)
)

+ i
π

2
g2(θ)− iωg2(θ) =

=


dg2

dθ
, −τ ≤ θ < 0,

−π
2
g2(−1) +

ai

2
e−i

π
2
h, θ = 0.

(6.4.25)

Несложные вычисления приводят к следующим формулам для функций gj(θ) (j = 1, 2):

g1,2(θ) = K1,2e
i(π

2
±ω)θ +

2a

ω(4 + π2)

(
1− i

π

2

)
ei
π
2

(θ−h) +
2a

(ω ± π)(4 + π2)

(
1 + i

π

2

)
e−i

π
2

(θ+h), (6.4.26)

K1,2 = ∓ ae−i
π
2
h

2
(
π
2
± ω − π

2
exp{∓iω}

) .
Здесь верхний знак в формулах и константа K1 соответствуют функции g1(θ), а нижний

знак и константа K2 — функции g2(θ). Таким образом, матрица H1(t, θ) имеет вид

H1(t, θ) =
(
h1(t, θ), h1(t, θ)

)
, (6.4.27)

где функция h1(t, θ) определяется формулами (6.4.23), (6.4.26).

Возвращаясь теперь к системе на критическом многообразии (6.4.4) и учитывая (6.4.18),

(6.4.27), получаем для нее следующее представление:

u̇ =
[
D + t−ρB1(t) + t−2ρB2(t) +R(t)

]
u, t ≥ t∗, (6.4.28)

где матрицы D и B1(t) определяются формулами (6.4.5), а матрица R(t) принадлежит классу

L1[t∗,∞). Кроме того,

B2(t) = −ai
2

(eiωt − e−iωt)Ψ(0)H1(t,−h) =

= − 2ai

4 + π2

(
eiωt − e−iωt

)(1− iπ
2

)
h1(t,−h)

(
1− iπ

2

)
h1(t,−h)(

1 + iπ
2

)
h1(t,−h)

(
1 + iπ

2

)
h1(t,−h)

 , (6.4.29)

В системе (6.4.28) сделаем замену u = diag
(
ei
π
2
t, e−i

π
2
t
)
u1, в результате которой она приво-

дится к виду

u̇1 =
[
t−ρA1(t) + t−2ρA2(t) +R1(t)

]
u1. (6.4.30)
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Здесь матрица A1(t) определятся формулой (6.4.11),

A2(t) = − 2ai

4 + π2
(eiωt − e−iωt)

 (1− iπ
2
)h1(t,−h) (1− iπ

2
)e−iπth1(t,−h)

(1 + iπ
2
)eiπth1(t,−h) (1 + iπ

2
)h1(t,−h)

 , (6.4.31)

и матрица R1(t) ∈ L1[t∗,∞). Согласно теореме 1.2.1, осуществим в системе (6.4.30) усредня-

ющую замену

u1 =
[
I + t−ρY1(t) + t−2ρY2(t)

]
u2.

В результате этой замены приходим к системе

u̇2 =
[
t−2ρA2 +R2(t)

]
u2. (6.4.32)

Здесь мы учли, что в силу (6.4.13) матрица A1 = M
[
A1(t)

]
является нулевой. Далее,

A2 = M
[
A2(t) + A1(t)Y1(t)

]
, Ẏ1 = A1(t)− A1 = A1(t) (6.4.33)

и матрица R2(t) ∈ L1[t∗,∞).

Пусть сначала

ω 6= π

2
, π. (6.4.34)

Матрица A2, определяемая соотношениями (6.4.33), имеет следующий вид:

A2 =

ν 0

0 ν̄

 , ν = − a2i

4 + π2

(
1− i

π

2

)(
Ψ(ω, h) + Ψ(−ω, h)

)
, (6.4.35)

где

Ψ(ω, h) =
ei(ω−π)h

π
2
− ω − π

2
eiω
. (6.4.36)

Фундаментальные решения системы (6.4.32) имеют следующую асимптотику при t→∞:

u
(1,2)
2 (t) =

(
e1,2 + o(1)

)
exp
{(

Re ν ± i Im ν
) ∫

t−2ρdt
}
,

где ej — векторы канонического базиса в R2. Следовательно, все решения уравнения (6.4.1)

имеют следующую асимптотику при t→∞:

x(t) = c1

(
1 + o(1)

)
exp
{
i
(π

2
t+ Im ν

∫
t−2ρdt

)}
exp
{

Re ν

∫
t−2ρdt

}
+

+ c2

(
1 + o(1)

)
exp
{
−i
(π

2
t+ Im ν

∫
t−2ρdt

)}
exp
{

Re ν

∫
t−2ρdt

}
+O

(
e−βt

)
, (6.4.37)

где c1, c2 — произвольные комплексные постоянные и β > 0 — некоторое действительное

число. Очевидно, что качественное поведение решений уравнения (6.4.1) в рассматриваемой

ситуации будет определяться знаком величины Re ν. По причине громоздкости соответству-

ющего выражения мы его здесь не приводим.
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Рис. 6.4.1. Графики величины Re ν при a = 2: сплошная линия — h = 0, штриховой пунктир — h = 1,

точечный пунктир — h = 2

Графики величины Re ν при h = 0, 1, 2 и a = 2 как функции переменной ω изображены

на рис. 6.4.1. Используя формулы (6.4.35), (6.4.36), а также при необходимости пакеты

символьных вычислений (мы использовали Wolfram Mathematica 10), несложно установить

следующие предельные равенства:

lim
ω→0

Re ν = 2πa2 sin(πh)
4 (4 + π2)h− 3π2 + 4

(4 + π2)3
+ (6.4.38)

+a2 cos(πh)
2 (π4 − 16)h− π2 (π2 − 12)

(4 + π2)3
,

lim
ω→π

Re ν = −
a2
[
2
(
2π (4 + π2)h+ (4 + π2) sin(2πh)− π3

)
+ π (4 + π2) cos(2πh)

]
4π (4 + π2)2 , (6.4.39)

и

Re ν =
a2 sin(ωh)

(
π sin(πh)− 2 cos(πh)

)
(4 + π2)ω

+O
(
ω−2

)
, ω → +∞. (6.4.40)

Предположим теперь, что

ω =
π

2
. (6.4.41)

Несложные, но довольно утомительные вычисления, приводят к следующей формуле для
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матрицы A2:

A2 =
a2

4 + π2

a11 a12

a12 a11

 , (6.4.42)

где

a11 = (−i)
(

1− i
π

2

)(
Ψ(
π

2
, h) + Ψ(−π

2
, h)
)
,

a12 = − 2

π

(
1− i

π

2

)
ei
π
2
h,

а величина Ψ(ω, h) описывается формулой (6.4.36). Собственные числа матрицы A2 опреде-

ляются как корни характеристического полинома

p(µ) = µ2 + p1(h)µ+ p2(h), (6.4.43)

где 4-периодические функции p1(h) и p2(h) определяются формулами:

p1(h) = − 2a2

4 + π2
Re a11, p2(h) =

a4

(4 + π2)2

(
|a11|2 − |a12|2

)
.

Собственные числа различны, если дискриминант

d(h) = p2
1(h)− 4p2

2(h) =
4a4

(4 + π2)2

(
(Re a11)2 − |a11|2 + |a12|2

)
(6.4.44)

отличен от нуля. В этом случае они имеют следующий вид:

µ1,2 =
a2

4 + π2

(
Re a11 ±


√

(Re a11)2 − |a11|2 + |a12|2, d(h) > 0,

i
√
|a11|2 − |a12|2 − (Re a11)2, d(h) < 0,

)
. (6.4.45)

Явные формулы для собственных чисел заинтересованный читатель можно получить, ис-

пользуя любой пакет символьных вычислений. Они довольно громоздки. Система (6.4.32)

при условии d(h) 6= 0 заменой u2 = Cu3 приводится к L–диагональному виду. Фундаменталь-

ные решения системы (6.4.32), следовательно, имеют следующую асимптотику при t→∞:

u
(j)
2 (t) =

(
fj + o(1)

)
exp
{
µj

∫
t−2ρdt

}
, j = 1, 2, (6.4.46)

где f1 =
(
δ1, δ2

)T
и f2 — собственные векторы матрицы A2, отвечающие собственным числам

µ1 и µ2 соответственно. Решения исходного уравнения (6.4.1) при t→∞ имеют следующее

асимптотическое представление:

x(t) = c1

(
ei
π
2
t
(
δ1 + o(1)

)
+ e−i

π
2
t
(
δ2 + o(1)

))
exp
{
µ1

∫
t−2ρdt

}
+ O

(
exp
{
µ2

∫
t−2ρdt

})
,

(6.4.47)
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где c1 — произвольная комплексная постоянная. В силу представления (6.4.47) динамика

решений уравнения (6.4.1) будет определяться расположением собственных чисел µ1,2 на

комплексной плоскости. Воспользовавшись критерием Рауса–Гурвица применительно к мно-

гочлену (6.4.43), заключаем следующее. Если при некотором h коэффициенты p1(h) и p2(h)

положительны, то все решения уравнения (6.4.1) стремятся к нулю при t → ∞. Если хотя

бы одна из этих величин отрицательна при некотором h, то в этом случае уравнение (6.4.1)

имеет неограниченные при t→∞ решения. На рисунке 6.4.2 изображены графики величин

p1(h), p2(h), а также величины d(h), определяемой формулой (6.4.44), при a = 2.

1 2 3 4
h

-1.0

-0.5

0.5

1.0

Рис. 6.4.2. Графики коэффициентов многочлена (6.4.43) и его дискриминанта (6.4.44) как функций

переменной h при a = 2: сплошная линия — p1(h), штриховой пунктир — p2(h), точечный пунктир

— d(h)

Пусть, наконец,

ρ ≤ 1

3
. (6.4.48)

В силу (6.2.6), (6.3.16) имеем,

H(t, θ) = t−ρH1(t, θ) + . . .+ t−kρHk(t, θ) + Z(t, θ). (6.4.49)

Здесь k ∈ N выбрано так, что (k + 1)ρ > 1, а (1× 2)-матрица Z(t, θ) такова, что ‖Z(t, ·)‖Cτ ∈
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L1[t∗,∞). Система на критическом многообразии имеет вид

u̇ =
[
D + t−ρB1(t) + t−2ρB2(t) + . . .+ t−kρBk(t) +R(t)

]
u, t ≥ t∗, (6.4.50)

где матрицы D, B1(t) определяются формулами (6.4.5), матрица B2(t) имеет вид (6.4.29) и

матрица R(t) принадлежит классу L1[t∗,∞). Заменой u = diag
(
ei
π
2
t, e−i

π
2
t
)
u1 систему (6.4.50)

приводим к виду

u̇1 =
[
t−ρA1(t) + t−2ρA2(t) + . . .+ t−kρAk(t) +R1(t)

]
u1. (6.4.51)

Согласно теореме 1.2.1, осуществим в системе (6.4.51) усредняющую замену

u1 =
[
I + t−ρY1(t) + t−2ρY2(t) + . . .+ t−kρYk(t)

]
u2.

В результате этой замены приходим к системе

u̇2 =
[
A1t

−ρ + t−2ρA2 + . . .+ t−kρAk +R2(t)
]
u2. (6.4.52)

Дальнейшей анализ системы (6.4.52) связан с представлением ее в виде (1.2.29) и последу-

ющим использованием леммы 1.1.1 для приведения этой системы к L–диагональной форме

(1.1.3). Если ω = π, то собственные числа матрицы A1 различны. Следовательно, в этом

случае для решений уравнения (6.4.1) справедливо представление (6.4.16), где величину∫
t−ρdt нужно заменить на выражение (6.4.19). Далее, если ω = π

2
, то A1 = 0, а собственные

числа матрицы A2 имеют вид (6.4.45). Эти собственные числа различны, если величина d,

определяемая формулой (6.4.44), отлична от нуля. В этом случае асимптотика всех решений

уравнения (6.4.1) определяется формулой (6.4.47), где
∫
t−2ρdt следует заменить выражением

t1−2ρ

1− 2ρ

(
1 + o(1)

)
. (6.4.53)

Наконец, если выполнены неравенства (6.4.34), то A1 = 0, а матрица A2 определяется фор-

мулой (6.4.35). В этой ситуации собственные числа различны, если Im ν 6= 0. Тогда в пред-

положении, что Re ν 6= 0, асимптотика всех решений уравнения (6.4.1) имеет вид (6.4.37),

где
∫
t−2ρdt заменен величиной (6.4.53).

Завершая этот раздел, отметим, что совершенно аналогичным образом могут быть полу-

чены, в частности, асимптотические формулы для решений уравнения

ẋ =

[
−π

2
+

1

t
+

sin(et)

t2

]
x(t− 1), t > 0, (6.4.54)

иллюстрирующего в работе [90] использование некоторого варианта теоремы Левинсона для

систем ФДУ.
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6.5 Асимптотическое интегрирование дифференциальных

уравнений с переменным запаздыванием

В этом разделе мы покажем, как описанный в разделах 6.2 и 6.3 метод асимптотического

интегрирования может быть распространен на более широкий класс систем ФДУ. Как и

ранее, будем рассматривать системы вида (6.1.1) с оператором G(t, xt) типа (6.1.2). Заметим,

что для доказательства теорем 6.3.1 — 6.3.3 существенными являются лишь следующие

свойства исходной системы (6.1.1).

P1. Экспоненциальные оценки (6.1.34), (6.1.36) на дополнительном пространстве QΛ.

P2. Вытекающая из (6.1.2), (6.1.3) и (6.1.4) в силу свойства B.2 функций v1(t), . . . vn(t)

оценка

|G(t, ϕ)| ≤ p(t)‖ϕ‖Ch , p(t) = w(t) + γ(t), (6.5.1)

где w(t)→ 0 при t→∞ и γ(t) ∈ L1[t0,∞).

P3. Возможность удовлетворить системе (6.2.5) выражением вида (6.2.6), (6.2.12) с точ-

ностью до слагаемых R̂(t, θ) таких, что ‖R̂(t, ·)‖Ch ∈ L1[t0,∞).

Подход, позволяющий распространить разработанную нами асимптотическую технику

на более широкий класс систем ФДУ, был предложен в работе [93]. Далее мы будем ему

следовать. Рассмотрим систему (6.1.1) с оператором G(t, xt) вида (6.1.2), где B(t, ·) и R(t, ·) —

линейные ограниченные операторы, действующие из Ch в Cm. На сей раз будем считать, что

при любом фиксированном ϕ ∈ Ch функции B(·, ϕ) и R(·, ϕ) непрерывны по t ≥ t0. Напомним,

что функция ϕ ∈ Ch называется липшицевой с константой Липшица, равной K, если

|ϕ(θ1)− ϕ(θ2)| ≤ K |θ1 − θ2|, −h ≤ θ1, θ2 ≤ 0. (6.5.2)

Заметим, что константа K в неравенстве (6.5.2) зависит от функции ϕ(θ).

Определение 6.5.1. Пространством LCh будем называть подпространство простран-

ства Ch, состоящее из всех липшицевых функций и оснащенное нормой

‖ϕ‖LCh = max (‖ϕ‖Ch , Kϕ) , (6.5.3)

где Kϕ = inf K и инфимум берется по всем постоянным K, для которых выполнено

неравенство (6.5.2).

Заметим, что пространство LCh относительно нормы (6.5.3) является банаховым про-

странством. Пусть xt(θ) — решение системы (6.1.1) с начальным условием xT = ϕ, где

ϕ ∈ Ch. Тогда, в силу наложенных на операторы B(t, ϕ) и R(t, ϕ) условий, решение xt(θ)
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будет принадлежать пространству LCh при t ≥ T + τ . Следовательно, динамика системы

(6.1.1) определяется поведением решений в пространстве LCh.

Как оказывается (см. [93]), неравенства (6.1.34), (6.1.36) остаются справедливыми, если

заменить в них норму пространства Ch на норму пространства LCh. При этом следует иметь

в виду, что в неравенстве (6.1.34) необходимо взять ϕ ∈ LCh. Следовательно, свойство P1

сохраняется и в норме пространства LCh. Предположим далее, что для операторов B(t, ϕ) и

R(t, ϕ) в представлении (6.1.2), выполнены неравенства

|B(t, ϕ)| ≤ w(t)‖ϕ‖LCh , |R(t, ϕ)| ≤ γ(t)‖ϕ‖LCh , ϕ ∈ LCh, (6.5.4)

где w(t)→ 0 при t→∞ и γ(t) ∈ L1[t0,∞). Отсюда следует, что если рассматривать операто-

ры, удовлетворяющие оценкам (6.5.4), то в норме пространства LCh оказывается выполнен-

ным свойство P2:

|G(t, ϕ)| ≤ p(t)‖ϕ‖LCh , p(t) = w(t) + γ(t), (6.5.5)

Наконец, будем предполагать, что для любой бесконечно гладкой функции ϕ(θ) справедливо

разложение

B(t, ϕ) =
n∑
i=1

vi(t)P
ϕ
i (t) +

∑
1≤i1≤i2≤n

vi1(t)vi2(t)Pϕ
i1i2

(t) + . . .+

+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

vi1(t) · . . . · vik(t)P
ϕ
i1... ik

(t) +Rϕ(t). (6.5.6)

Здесь Pϕ
i1... il

(t) — некоторые векторные тригонометрические полиномы, зависящие от функ-

ции ϕ(θ); v1(t), . . . , vn(t) — скалярные абсолютно непрерывные на [t0,∞), удовлетворяющие

свойствам B.2 — B.4, а вектор-функция Rϕ(t) принадлежит классу L1[t0,∞). Из представле-

ния (6.5.6) следует, что с помощью описанного в разделе 6.2 метода можно удовлетворить

системе (6.2.5) выражением вида (6.2.6), (6.2.12) с точностью до слагаемых R̂(t, θ) таких, что

‖R̂(t, ·)‖LCh ∈ L1[t0,∞). Следовательно, в норме пространства LCh оказывается выполненным

и свойство P3.

Таким образом, заменяя всюду в определении 6.2.1 и теоремах 6.3.1, 6.3.2, 6.3.3 про-

странство Ch с нормой ‖ϕ‖Ch на пространство LCh с нормой ‖ϕ‖LCh можно установить

существование и соответствующие свойства критического многообразия для системы (6.1.1)

с оператором G(t, xt) вида (6.1.2), (6.5.4), (6.5.6).

Вопросы, связанные с асимптотикой, устойчивостью и колеблемостью решений диффе-

ренциальных уравнений, как с постоянным, так и с переменным запаздыванием, привлекают

внимание множества авторов (см., например, [18, 76, 92, 102, 104, 110, 113, 121, 134, 149, 171]).
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Во-многих случаях соответствующие задачи для дифференциальных уравнений с перемен-

ным запаздыванием оказываются сложнее аналогичных задач для уравнений с постоянным

запаздыванием. В качестве примера использования описанной выше методики рассмотрим

задачу построения асимптотики решений при t → ∞ для скалярного уравнения с перемен-

ным запаздыванием

ẋ = −π
2
x
(
t− 1 +

a sinωt

tρ

)
. (6.5.7)

В уравнении (6.5.7) параметры a, ω ∈ R\{0} и ρ > 0. Не ограничивая общности, в дальней-

шем будем считать, что ω > 0. Уравнение (6.5.7) относится к рассматриваему в этом разделе

классу систем. Действительно, записывая это уравнение в виде

ẋ = −π
2
x(t− 1) +

π

2
x(t− 1)− π

2
x
(
t− 1 +

a sinωt

tρ

)
, (6.5.8)

получим систему (6.1.1), (6.1.2), в которой

B0ϕ = −π
2
ϕ(−1), G(t, ϕ) = B(t, ϕ) =

π

2
ϕ(−1)− π

2
ϕ
(
−1 +

a sinωt

tρ

)
. (6.5.9)

Очевидно, что если ϕ ∈ LCh, где величина h подходящим образом выбрана, то

|B(t, ϕ)| ≤ π

2
Kϕ
|a|| sinωt|

tρ
≤ w(t)‖ϕ‖LCh .

Здесь w(t) = O(t−ρ) при t→∞. Кроме того, если функция ϕ(θ) бесконечно дифференцируема

на [−h, 0] и натуральное k выбрано так, что kρ ≤ 1 < (k + 1)ρ, то имеет место разложение

Тейлора

B(t, ϕ) = −π
2

[
a sinωt

tρ
ϕ′(−1) +

a2 sin2 ωt

2t2ρ
ϕ′′(−1) + . . .+

ak sink ωt

k!tkρ
ϕ(k)(−1)

]
+O

(
t−(k+1)ρ

)
.

(6.5.10)

Это разложение и есть представление вида (6.5.6), в котором n = 1 и v1(t) = t−ρ.

Используя представление (6.5.8), запишем уравнение (6.5.7) в виде (6.1.1), где операторы

B0 и G(t, ϕ) определяются формулами (6.5.9). Заметим, что в силу (6.5.10) оператор G(t, ϕ)

действует на достаточно гладкую функцию ϕ(θ) ∈ LCh следующим образом:

G(t, ϕ) = −πa sinωt

2tρ
ϕ′(−1)− πa2 sin2 ωt

4t2ρ
ϕ′′(−1) +O

(
t−3ρ). (6.5.11)

Как и в случае уравнения (6.4.1), (1× 2)-матрица Φ(θ) и (2× 1)-матрица Ψ(ξ) определяются

формулами (6.4.3). Соответствующая система на критическом многообразии (6.2.4) с учетом

(6.5.11) имеет следующий вид:

u̇ =
[
D + t−ρB1(t) +O

(
t−2ρ

)
+W (t)

]
u, t ≥ t∗. (6.5.12)
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Здесь матрица D определяется формулой (6.4.5), матрица B1(t) имеет вид

B1(t) = −πa sinωt

2
Ψ(0)Φ′(−1) =

=
π2ai

2(4 + π2)
(eiωt − e−iωt)

1− iπ
2

1− iπ
2

1 + iπ
2

1 + iπ
2

 , (6.5.13)

и W (t) = Ψ(0)G
(
t,H(t, θ)

)
. Можно показать, что W (t) = O

(
t−2ρ

)
при t→∞.

Очевидно, что если выполнено неравенство

ρ > 1,

то система (6.5.12) имеет L–диагональную форму (1.1.3). В этом случае все решения урав-

нения (6.5.7) при t→∞ имеют асимптотическое представление (6.4.8).

Рассмотрим далее случай, когда величина ρ принадлежит полуинтервалу

1

2
< ρ ≤ 1.

Легко проверить, что имеет место равенство

Φ′(−1) = −π
2

Φ(−2). (6.5.14)

Следовательно, матрица B1(t), определяемая формулой (6.5.13), может быть получена из ана-

логичной матрицы, построенной для уравнения (6.4.1), если в соответствующем выражении

(6.4.5) величину a заменить на величину
aπ2

4
и положить h = 2. Поэтому в данном случае

получаются асимптотические формулы, аналогичные построенным нами в разделе 6.4 при

условии (6.4.9). Необходимо лишь изменить параметры a и h в этих формулах отмеченным

выше образом.

Пусть теперь параметр ρ изменяется в диапазоне

1

3
< ρ ≤ 1

2
.

Как было указано в разделе 6.4, в этой ситуации необходимо рассматривать лишь слу-

чай, когда имеет место неравенство (6.4.13). Матрицу H(t, θ), описывающую критическое

многообразие W(t), ищем в виде (6.4.18), где ‖Z(t, ·)‖LCh ∈ L1[t∗,∞). Вычислим матрицу

H1(t, θ), используя алгоритм, описанный в разделе 6.2. Подставим представление (6.4.18) в

систему (6.2.5) и соберем члены, содержащие множитель t−ρ. Учитывая (6.5.11), получаем

следующую систему для нахождения (1× 2)-матрицы H1(t, θ):

− πa

4i

(
eiωt − e−iωt

)
Φ(θ)Ψ(0)Φ′(−1) +H1(t, θ)D +

∂H1

∂t
=
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=


∂H1

∂θ
, −1 ≤ θ < 0,

−π
2
H1(t,−1)− πa

4i

(
eiωt − e−iωt

)
Φ′(−1), θ = 0.

(6.5.15)

С учетом (6.5.14) система (6.5.15) приобретает вид (6.4.20), если в последней заменить

величину a на величину
aπ2

4
и положить h = 2. Таким образом, мы получаем следующую

систему на критическом многообразии

u̇ =
[
D + t−ρB1(t) + t−2ρB2(t) +R(t)

]
u, t ≥ t∗. (6.5.16)

Здесь матрица D определяется формулой (6.4.5), матрица B1(t) имеет вид (6.5.13), а матрица

R(t) принадлежит классу L1[t∗,∞). Кроме того,

B2(t) =
πai

4
(eiωt − e−iωt)Ψ(0)

∂H1

∂θ
(t,−1)− πa2 sin2 ωt

4
Ψ(0)Φ′′(−1) =

=
πai

4 + π2

(
eiωt − e−iωt

)(1− i
π

2

)∂h1

∂θ
(t,−1)

(
1− i

π

2

)∂h1

∂θ
(t,−1)(

1 + i
π

2

)∂h1

∂θ
(t,−1)

(
1 + i

π

2

)∂h1

∂θ
(t,−1)

−
−π

3a2i sin2 ωt

4(4 + π2)

1− iπ
2
−1 + iπ

2

1 + iπ
2
−1− iπ

2

 . (6.5.17)

Здесь функция h1(t, θ) определяется формулами (6.4.23), (6.4.26), в которых нужно за-

менить параметр a на
aπ2

4
и положить h = 2. В системе (6.5.16) сделаем замену u =

diag
(
ei
π
2
t, e−i

π
2
t
)
u1, в результате которой она приводится к виду

u̇1 =
[
t−ρA1(t) + t−2ρA2(t) +R1(t)

]
u1. (6.5.18)

Здесь матрица A1(t) определятся формулой (6.4.11), в которой нужно сделать отмеченные

выше замены параметров a и h. Далее,

A2(t) =
πai

4 + π2

(
eiωt − e−iωt

) (
1− i

π

2

)∂h1

∂θ
(t,−1)

(
1− i

π

2

)∂h1

∂θ
(t,−1)e−iπt(

1 + i
π

2

)∂h1

∂θ
(t,−1)eiπt

(
1 + i

π

2

)∂h1

∂θ
(t,−1)

−
−π

3a2i sin2 ωt

4(4 + π2)

 1− iπ
2

(−1 + iπ
2
)e−iπt

(1 + iπ
2
)eiπt −1− iπ

2

 , (6.5.19)

и, наконец, матрица R1(t) ∈ L1[t∗,∞). Согласно теореме 1.2.1, осуществим в системе (6.5.18)

усредняющую замену

u1 =
[
I + t−ρY1(t) + t−2ρY2(t)

]
u2.

В результате этой замены приходим к системе

u̇2 =
[
t−2ρA2 +R2(t)

]
u2, (6.5.20)
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где матрица A2 определяется в силу формул (6.4.33) и R2(t) ∈ L1[t∗,∞).

Пусть сначала

ω 6= π

2
, π.

Матрица A2 имеет следующий вид:

A2 =

ν 0

0 ν̄

 ,

где

ν = − π3a2i

8(4 + π2)

(
1− i

π

2

)(
1−

(π
2
− ω

)
Ψ(ω, 1)−

(π
2

+ ω
)
Ψ(−ω, 1)

)
, (6.5.21)

а функция Ψ(ω, h) определяется формулой (6.4.36). Поведение решений уравнения (6.5.7) при

t → ∞ описывается тогда асимптотическим представлением (6.4.37), в котором величина ν

определяется формулой (6.5.21). Очевидно, что качественная динамика решений уравнения

(6.5.7) будет определяться знаком величины Re ν. Она имеет следующий вид:

Re ν =
π4a2ω

(
(π2 − 4ω2) sin(2ω) + ω (π2 − 4ω2) cosω − 2π2 sinω − ω (2ω2 + π2)

)
8 (4 + π2)

(
4ω4 + π4 + π2 (4ω2 − 2π2) cosω + π2 (π2 − 4ω2) cos2 ω

) , (6.5.22)

Из этого представления выводим следующие предельные соотношения:

lim
ω→0

Re ν = −a
2π4(28 + 3π2)

4(4 + π2)3
, (6.5.23)

lim
ω→π

Re ν = −a
2π4(20 + 3π2)

64(4 + π2)2
, (6.5.24)

Re ν = − a2π4

16(4 + π2)

(
1 + 2 cosω

)
+O

(
ω−1

)
, ω → +∞. (6.5.25)

График величины Re ν при a = 1 как функции переменной ω изображен на рис. 6.5.1.

Предположим теперь, что

ω =
π

2
.

Для матрицы A2 в этом случае получаем следующее представление:

A2 =
a2π3

8(4 + π2)

a11 a12

a12 a11

 ,

где

a11 = (−i)
(

1− i
π

2

)(
1− πΨ

(
−π

2
, 1
))
,

a12 = −1

2

(π
2

+ i
)
.

Здесь функция Ψ(ω, h) определяется формулой (6.4.36). Собственные числа матрицы A2

действительны:

µ1,2 =
a2π3

160(4 + π2)

(
−6π − 16±

√
−39π2 + 192π − 44

)
. (6.5.26)
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Рис. 6.5.1. График величины (6.5.22) при a = 1

Система (6.5.20) заменой u2 = Cu3 приводится к L–диагональному виду. Фундаментальные

решения системы (6.5.20) при t → ∞ имеют асимптотику вида (6.4.46), где величины µ1

и µ2 описываются формулой (6.5.26). Решения исходного уравнения (6.5.7) при t → ∞

описываются, таким образом, асимптотическим представлением (6.4.47). Поскольку µ1,2 < 0,

то в рассмотренном случае все решения уравнения (6.5.7) стремятся к нулю при t→∞.

Осталось заметить, что для построения асимптотических формул для решений уравнения

(6.5.7) в случае

ρ ≤ 1

3
,

необходимо осуществить те же самые действия, что и в соответствующей части из разде-

ла 6.4.

В завершении этого раздела отметим работу [28], в которой исследовалась задача устой-

чивости решений уравнения

ẋ = −π
2
x
(
t− 1 + ε sinωt

)
(6.5.27)

при достаточно малых значения параметра ε > 0. Автором установлено, что при ω = ±π

решения уравнения (6.5.27) неустойчивы при достаточно малых ε > 0. Если же ω 6= 0,±π,

то за устойчивость решений отвечает знак вещественной части величины ν, описываемой
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формулой (6.5.21) (см. также формулу (6.5.22)). Именно, если Re ν < 0, то при достаточно

малых ε > 0 все решения уравнения (6.5.27) экспоненциально устойчивы, а при Re ν > 0 это

уравнение имеет экспоненциально растущие при t→∞ решения.

Анализируя полученные асимптотические формулы для решений уравнений (6.4.1) и

(6.5.7) можно сделать следующие выводы.

1. При ρ > 1 динамика решений уравнений одинакова и при t → +∞ описывается фор-

мулой (6.4.8).

2. В случае
1

2
< ρ ≤ 1 качественная динамика решений уравнений (6.4.1) и (6.5.7)

одинакова. Имеются лишь незначительные количественные различия. Поведение решений

уравнений (6.4.1) и (6.5.7) при ω 6= π описывается формулой (6.4.8). Если ω = π, то все

решения уравнения (6.4.1) имеют асимптотику вида (6.4.16). Поведение решений уравнения

(6.5.7) при ω = π определяется той же самой формулой (6.4.16), в которой параметр a

необходимо заменить на величину
aπ2

4
и положить h = 2.

3. Если ρ ≤ 1

2
, то в динамике решений уравнений (6.4.1) и (6.5.7) при t → ∞ имеются

значительные количественные и качественные различия. Тем не менее, как это следует из

формул (6.4.40) и (6.5.25), общим для этих уравнений является существование (по крайней

мере, почти при всех h) неограниченного при ω → +∞ множества интервалов устойчивости

и неустойчивости решений, сменяющих друг друга. Из этих же формул вытекает также и

следующее различие в динамике решений уравнений (6.4.1) и (6.5.7). Если параметры a и

h фиксированы, то скорость роста (затухания) решений уравнения (6.4.1) убывает с ростом

величины ω, а для решений уравнения (6.5.7) она изменяется асимптотически периодически

по ω.

Укажем на еще одну особенность в динамике решений уравнений (6.4.1) и (6.5.7). Как

следует из построенных асимптотических формул, при ρ ≤ 1 и ω = π эти уравнения имеют

неограниченные решения при любых значениях параметров a 6= 0 и h ≥ 0. Обратим теперь

внимание на предельные соотношения (6.4.39) и (6.5.24). Значение первого из этих пределов

при h→∞ имеет асимптотическую оценку вида

− a2h

4 + π2

(
1 + o(1)

)
,

а, следовательно, отрицательно. Значение предела (6.5.24), как легко видеть, также отри-

цательно. Значит, все решения уравнений (6.4.1) (если h достаточно велико) и (6.5.7) при

ρ ≤ 1

2
стремятся к нулю при t→∞, коль скоро ω достаточно близко к π и ω 6= π. Аналогич-

ная особенность была отмечена нами и в отношении динамики решений уравнений (5.2.1) и

(5.3.1).
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6.6 Об асимптотике решений одного линейного

дифференциального уравнения второго порядка

с запаздыванием

Исследованию поведения решений обыкновенного дифференциального уравнения второго

порядка

ẍ− q(t)x = 0 (6.6.1)

при t → +∞ посвящено значительное число работ. Во многих из них исследуется задача о

колеблемости (или, наоборот, неколеблемости) решений уравнения (6.6.1) (см., в частности,

[1, 23, 25, 26]). Вопросу построения асимптотики решений этого уравнения посвящены, в

частности, работы [85, 86]. В работах [20, 33, 78] уравнение (6.6.1) рассматривается как

одномерное уравнение Шредингера при нулевой энергии. Авторами строится асимптотика

решений этого уравнения при t → +∞ в случае некоторых специальных потенциалов q(t).

К исследованным в этих работах случаям относится и случай так называемого потенциала

типа Вигнера–фон Неймана:

q(t) =
p(t)

tρ
, ρ > 0. (6.6.2)

Здесь p(t) — действительный тригонометрический многочлен, имеющий нулевое среднее

значение, т. е.

p(t) =
N∑

j=−N

pje
iωjt, p−j = p̄j, ω−j = −ωj, (6.6.3)

причем

M
[
p(t)

]
= lim

T→∞

1

T

T∫
0

p(t)dt = p0 = 0. (6.6.4)

Колебательный характер функции q(t) существенно усложняет исследование динамики

уравнения (6.6.1) и для получения асимптотических формул авторами используются различ-

ные методы. Как оказывается, динамика решений уравнения (6.6.1) в случае функции q(t)

вида (6.6.2), (6.6.3) во многом определяется величиной

a = M
[( t∫

0

p(s)ds
)2]− (M[ t∫

0

p(s)ds
])2

=
N∑

j=−N

|pj|2

ω2
j

≥ 0, (6.6.5)

а также параметром ρ, характеризующим скорость убывания амплитуды колебаний функции

q(t) (см. таблицу 1 на стр. 273).

В этом разделе рассматривается дифференциальное уравнение с запаздыванием

ẍ− q(t)x(t− h) = 0, h > 0, t ≥ t0 (6.6.6)
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при условиях (6.6.2) — (6.6.4). Отметим, что в известных автору работах уравнения ви-

да (6.6.6) рассматриваются, в основном, с позиций исследования вопроса о колеблемости

решений. Отметим, в частности, монографии [63, 107, 126], в которых можно найти обзор

литературы по этой тематике, а также работы [75, 103, 151, 152], посвященные исследованию

вопросу о колеблемости решений уравнений второго порядка с запаздыванием. Заметим

также, что почти во всех работах, в которых изучается вопрос о колеблемости решений

уравнений типа (6.6.6), функция q(t) предполагается сохраняющей знак при t ≥ t0. Если

функция q(t) осциллирует, то известные методы оказываются не применимы. Здесь мы по-

строим асимптотические формулы, описывающие поведение решений уравнения (6.6.6) при

t → ∞. Нас будет интересовать вопрос о качественных и количественных различиях в ди-

намике решений уравнения (6.6.6) и решений уравнения (6.6.1) с такой же функцией q(t).

Запишем уравнение (6.6.6) в виде системы

ẏ = B0yt +G(t, yt), y(t) =

x(t)

ẋ(t)

 , (6.6.7)

где yt(θ) = y(t + θ) (−h ≤ θ ≤ 0) — элемент пространства Ch ≡ C
(
[−h, 0],C2

)
непрерывных

на [−h, 0] функций со значениями в C2. Далее, B0 — линейный ограниченный оператор,

действующий из Ch в C2 и определяемый формулой

B0ϕ(θ) =

0 1

0 0

ϕ(0), ϕ(θ) ∈ Ch. (6.6.8)

Оператор G(t, ϕ(θ)), действующий из Ch в C2, имеет вид

G(t, ϕ(θ)) = q(t)

0 0

1 0

ϕ(−h). (6.6.9)

Характеристическое уравнение

det ∆(λ) = 0, ∆(λ) = λI −B0(eλ ·I) =

λ −1

0 λ

 , (6.6.10)

построенное для линейной автономной системы

ẏ = B0yt, (6.6.11)

имеет ровно два корня λ1 = λ2 = 0. Рассматривая эти корни как корни характеристического

квазиполинома (число корней которого счетно), формально можно считать, что все осталь-

ные корни уравнения (6.6.10) подчиняются неравенству Reλ < −β, где β > 0 — произвольное
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действительное число. Данное обстоятельство позволяет для построения асимптотики реше-

ний системы (6.6.7) воспользоваться методом, описанным в разделах 6.2 и 6.3.

Несложные вычисления приводят нас к следующим формулам для матриц Φ(θ), Ψ(ξ) и

D, построенных применительно к системе (6.6.11) в случае оператора (6.6.8):

Φ(θ) =

1 θ

0 1

 , Ψ(ξ) =

1 −ξ

0 1

 , D =

0 1

0 0

 . (6.6.12)

С учетом формул (6.6.9), (6.6.12) уравнение (6.2.5) для нахождения матрицы H(t, θ), описы-

вающей критическое многообразие W(t), принимает следующий вид:

q(t)

θ −θh
1 −h

+ q(t)

θ 0

1 0

H(t,−h) +H(t, θ)

0 1

0 0

+ q(t)H(t, θ)

0 0

1 −h

+

+ q(t)H(t, θ)

0 0

1 0

H(t,−h) +
∂H

∂t
=

=


∂H

∂θ
, −h ≤ θ < 0,0 1

0 0

H(t, 0) + q(t)

0 0

1 −h

+ q(t)

0 0

1 0

H(t,−h), θ = 0.
(6.6.13)

Система на критическом многообразии (6.2.4) принимает вид

u̇ =

0 1

0 0

+ q(t)

0 0

1 −h

+ q(t)

0 0

1 0

H(t,−h)

u. (6.6.14)

Поскольку0 0

1 0

H(t,−h) =

 0 0

h11(t,−h) h12(t,−h)

 , H(t, θ) =

h11(t, θ) h12(t, θ)

h21(t, θ) h22(t, θ)

 ,

то нам необходимо определить из уравнения (6.6.13) лишь элементы h11(t, θ) и h12(t, θ)

матрицы H(t, θ). Согласно теореме 6.3.2, решение (6.6.13) может быть представлено в виде

H(t, θ) = H1(t, θ)t−ρ +H2(t, θ)t−2ρ + . . .+Hk(t, θ)t
−kρ + Z(t, θ), (6.6.15)

где натуральное k выбрано так, что (k + 1)ρ > 1, ‖Z(t, ·)‖Ch ∈ L1[t∗,∞), а элементами мат-

риц Hi(t, θ) являются тригонометрические многочлены переменной t, коэффициенты которых

достаточно гладко зависят от θ ∈ [−h, 0]. Подставим (6.6.15) в уравнение (6.6.13) и учтем

(6.6.2). Собирая члены при t−ρ и отбрасывая слагаемые, принадлежащие классу L1[t∗,∞),
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получаем следующее уравнение для нахождения матрицы H1(t, θ):

p(t)

θ −θh
1 −h

+H1(t, θ)

0 1

0 0

+
∂H1

∂t
=


∂H1

∂θ
, −h ≤ θ < 0,0 1

0 0

H1(t, 0) + p(t)

0 0

1 −h

 , θ = 0.

(6.6.16)

Решение этого уравнения ищем в виде

H1(t, θ) =
N∑

j=−N

βj(θ)e
iωjt. (6.6.17)

Подставляя теперь (6.6.17) в (6.6.16) и собирая слагаемые при eiωjt, с учетом (6.6.3) получаем

следующие задачи для нахождения матриц βj(θ), j = −N, . . . , N :

pj

θ −θh
1 −h

+βj(θ)

0 1

0 0

+ iωjβj(θ) =


dβj
dθ

, −h ≤ θ < 0,0 1

0 0

 βj(0) + pj

0 0

1 −h

 , θ = 0.
(6.6.18)

Пусть

βj(θ) =

β11(θ) β12(θ)

β21(θ) β22(θ)

 , (6.6.19)

где зависимость элементов матрицы βj(θ) от индекса j для простоты записи временно упуще-

на. Тогда задачу (6.6.18) можно записать в виде системы обыкновенных дифференциальных

уравнений первого порядка

β′11(θ) = pjθ + iωjβ11(θ),

β′12(θ) = −pjθh+ β11(θ) + iωjβ12(θ),

β′21(θ) = pj + iωjβ21(θ),

β′22(θ) = −pjh+ β21(θ) + iωjβ22(θ)

(6.6.20)

с начальными условиями, которые определяются из системы

iωjβ11(0) = β21(0),

β11(0) + iωjβ12(0) = β22(0),

iωjβ21(0) = 0,

β21(0) + iωjβ22(0) = 0.

(6.6.21)

Из (6.6.21) выводим, что βij(0) = 0 для всех i, j = 1, 2. Решая затем систему (6.6.20) с

нулевыми начальными условиями при θ = 0, получаем

β
(j)
11 (θ) := β11(θ) = − pj

ω2
j

eiωjθ − pj
iωj

θ +
pj
ω2
j

, (6.6.22)
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β
(j)
12 (θ) := β12(θ) =

(pjh
ω2
j

+
2pj
iω3
j

)
eiωjθ − pj

ω2
j

θeiωjθ +
(pjh
iωj
− pj
ω2
j

)
θ −

(pjh
ω2
j

+
2pj
iω3
j

)
. (6.6.23)

Наконец, как следует из замечания 1 к теореме 6.3.2, для матрицы Z(t, θ) в (6.6.15)

справедлива следующая оценка:

‖Z(t, ·)‖Ch = O
( d
dt

(t−ρ)
)

+O
(
t−(k+1)ρ

)
= O

(
t−(ρ+1)

)
+O

(
t−(k+1)ρ

)
, t→∞. (6.6.24)

Таким образом, учитывая (6.6.2), (6.6.15), (6.6.17), (6.6.19), (6.6.22), (6.6.23), (6.6.24), полу-

чаем следующее представление для системы на критическом многообразии (6.6.14):

u̇ =
[
D + A1(t)t−ρ + A2(t)t−2ρ + . . .+ Ak+1(t)t−(k+1)ρ +R(t)

]
u. (6.6.25)

Здесь матрица D имеет вид (6.6.12), а матрицы A1(t), A2(t) задаются формулами:

A1(t) = p(t)

0 0

1 −h

 , A2(t) = p(t)
N∑

j=−N

 0 0

β
(j)
11 (−h) β

(j)
12 (−h)

 eiωjt. (6.6.26)

Явный вид матриц Ai(t), i = 3, . . . , k + 1, нам для дальнейших вычислений не потребуется.

Отметим лишь, что элементами этих матриц являются тригонометрические многочлены

Ai(t) =

0 0

∗ ∗

 ,

стоящие в позициях, отмеченных знаком ∗. Матрица R(t) принадлежит классу L1[t∗,∞) и

допускает следующее представление при t→∞:

R(t) =

 0 0

O(t−(k+2)ρ) +O
(
t−(2ρ+1)

)
O(t−(k+2)ρ) +O

(
t−(2ρ+1)

)
 . (6.6.27)

В системе (6.6.25) осуществим усредняющую замену переменных

u =
[
I + Y1(t)t−ρ + . . .+ Yk+1(t)t−(k+1)ρ

]
u1.

Подставляя эту замену в (6.6.25) и удерживая слагаемое порядка O
(
t−(ρ+1)

)
(несмотря на то

что оно принадлежит классу L1[t∗,∞)), на основании теоремы 1.2.1 приходим к системе

u̇1 =
[
D + A1t

−ρ + A2t
−2ρ + A3t

−3ρ + . . .+ Ak+1t
−(k+1)ρ + ρY1(t)t−(ρ+1) +R1(t)

]
u1. (6.6.28)

Здесь Ai, i = 1, . . . , k + 1, — некоторые постоянные действительные матрицы. Матрицы A1,

A2 и A3 определяются формулами

A1 = M
[
A1(t)

]
, (6.6.29)
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A2 = M
[
A2(t) + A1(t)Y1(t)

]
, (6.6.30)

A3 = M
[
A3(t) + A2(t)Y1(t) + A1(t)Y2(t)

]
, (6.6.31)

где матрицы Y1(t), Y2(t) с нулевым средним значением определяются как решения матричных

дифференциальных уравнений вида:

Ẏ1 −DY1 + Y1D = A1(t)− A1, (6.6.32)

Ẏ2 −DY2 + Y2D = A2(t) + A1(t)Y1(t)− Y1(t)A1 − A2. (6.6.33)

В частности, матрица Y1(t) имеет следующий вид:

Y1(t) =

∫∫ p(t)(dt)2 −2
∫∫∫

p(t)(dt)3 − h
∫∫

p(t)(dt)2∫
p(t)dt −

∫∫
p(t)(dt)2 − h

∫
p(t)dt

 .

Символом
∫

обозначена первообразная, имеющая нулевое среднее значение. Матрица R1(t) ∈

L1[t∗,∞) при t→∞ имеет порядок O(t−(k+2)ρ)+O
(
t−(2ρ+1)

)
. В силу (6.6.4), (6.6.29) и (6.6.26)

матрица A1 является нулевой. При вычислении матрицы A2 согласно (6.6.30) заметим, что

M
[
A1(t)Y1(t)

]
=

 0 0

−a 0

 ,

где a = M
[( ∫

p(t)dt
)2]

есть в точности величина (6.6.5). Кроме того, здесь мы учли следу-

ющие формулы, которые проверяются простым интегрированием по частям:

M
[
p(t)

∫∫
p(t)(dt)2

]
= −M

[(∫
p(t)dt

)2]
, M

[
p(t)

∫
p(t)dt

]
= 0,

M
[
p(t)

∫∫∫
p(t)(dt)3

]
= −M

[∫
p(t)dt

∫∫
p(t)(dt)2

]
= 0.

Поскольку в силу (6.6.3) и (6.6.22)

M
[
p(t)

N∑
j=−N

β
(j)
11 (−h)eiωjt

]
= a−

N∑
j=−N

|pj|2

ω2
j

eiωjh,

то окончательно получаем следующую формулу для матрицы A2:

A2 =

 0 0

−a(h) ν(h)

 , (6.6.34)

где

a(h) =
N∑

j=−N

|pj|2

ω2
j

eiωjh = 2
N∑
j=1

|pj|2

ω2
j

cos(ωjh), a(0) = a, (6.6.35)

и, с учетом (6.6.3), (6.6.23),

ν(h) = M
[
p(t)

N∑
j=−N

β
(j)
12 (−h)eiωjt

]
= 2

N∑
j=−N

|pj|2
( h
ω2
j

− 1

iω3
j

)
eiωjh = (6.6.36)
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=
N∑
j=1

4|pj|2

ω2
j

(
h cos(ωjh)− 1

ωj
sin(ωjh)

)
= 2ha(h)− 4

N∑
j=1

|pj|2

ω3
j

sin(ωjh).

Матрица A3, вычисляемая по формуле (6.6.31), имеет вид

A3 =

 0 0

ϕ(h) ψ(h)

 ,

где ϕ(h), ψ(h) — некоторые действительные величины, не оказывающие влияния на струк-

туру асимптотических формул в главном.

Чтобы улучшить оценку остаточного члена, осуществим в системе (6.6.28) усредняющую

замену

u1 =
[
I + V (t)t−(ρ+1)

]
u2,

где матрица V (t), элементами которой являются тригонометрические многочлены с нулевым

средним значением, определяется как решение уравнения

V̇ −DV + V D = ρY1(t).

Поскольку M
[
Y1(t)

]
= 0, то в результате этой замены мы получим систему

u̇2 =
[
D + A2t

−2ρ + A3t
−3ρ + . . .+ Ak+1t

−(k+1)ρ +R2(t)
]
u2, (6.6.37)

где R2(t) = O(t−(k+2)ρ) +O
(
t−(2ρ+1)

)
+O

(
t−(ρ+2)

)
при t→∞.

Продолжая упрощение системы на критическом многообразии, в системе (6.6.37) сделаем

так называемое срезающее преобразование

u2 =

t ρ2 0

0 t−
ρ
2

u3. (6.6.38)

Приходим к системе

u̇3 =
[
B0t

−1 +B1t
−ρ +B2t

−2ρ + . . .+Bkt
−kρ +R3(t)

]
u3, (6.6.39)

где

B0 =
ρ

2

−1 0

0 1

 , B1 =

 0 1

−a(h) 0

 , B2 =

 0 0

ϕ(h) ν(h)

 (6.6.40)

и Bi (i = 3, . . . k) — некоторые постоянные действительные матрицы. Матрица R3(t) из

класса L1[t∗,∞) имеет при t→∞ порядок O(t−(k+1)ρ)+O
(
t−(ρ+1)

)
+O

(
t−2
)
. Система (6.6.39)

может быть представлена в виде (1.2.29), а, значит, для построения асимптотики ее решений

при t→∞ можно воспользоваться леммой 1.1.1 совместно с теоремой Левинсона. Далее нам

необходимо рассмотреть различные интервалы изменения параметра ρ.
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Пусть сначала

ρ > 1. (6.6.41)

В этом случае функции t−jρ, j = 1, . . . , k, принадлежат классу L1[t∗,∞]. Поскольку матрица

B0 является диагональной, то система (6.6.39) имеет L–диагональную форму (1.1.3). Следо-

вательно, ее фундаментальная матрица в силу теоремы 1.1.1 имеет следующую асимптотику

при t→∞:

U3(t) =
[
I + o(1)

]t− ρ2 0

0 t
ρ
2

 .

С учетом преобразования (6.6.38) получаем следующее асимптотическое представление для

фундаментальной матрицы системы (6.6.37):

U2(t) =

1 + o(1) o(tρ)

o(1) 1 + o(1)

 , t→∞. (6.6.42)

К сожалению, данное представление не позволяет получить главную часть асимптотики

для первой компоненты второго базисного решения системы (6.6.37). Это можно сделать

следующим образом. Пусть

u2(t) =

u12(t)

u22(t)

 =

 u12(t)

1 + o(1)

 ,

тогда из (6.6.37) с учетом (6.6.41) следует, что

u̇12 = u22(t) +O
(
t−(ρ+2)

)
u12(t) +O

(
t−(ρ+2)

)
u22(t) = O

(
t−(ρ+2)

)
u12(t) + 1 + o(1).

Интегрируя этого уравнение и учитывая, что O
(
t−(ρ+2)

)
∈ L1[t∗,∞), получаем

u12(t) = exp
{ t∫
t∗

O
(
s−(ρ+2)

)
ds
}
u12(t∗) +

t∫
t∗

exp
{ t∫
s

O
(
τ−(ρ+2)

)
dτ
}(

1 + o(1)
)
ds =

=
(
1 + o(1)

)
t, t→∞.

Таким образом, фундаментальные решения системы (6.6.37), а, значит, и системы (6.6.14)

имеют следующую асимптотику при t→∞:

u(1)(t) =

1 + o(1)

o(1)

 , u(2)(t) =

(1 + o(1)
)
t

1 + o(1)

 .

Замечая теперь, что в силу (6.6.12), (6.6.15) и (6.6.24)

Φ(0) +H(t, 0) = I + o(1), t→∞, (6.6.43)
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из (6.3.59) с учетом (6.6.7) выводим, что все решения уравнения (6.6.6) в случае (6.6.41)

допускают следующее асимптотическое представление при t→∞:

x(t) = c1

(
1 + o(1)

)
t+ c2

(
1 + o(1)

)
+O

(
e−βt

)
,

где c1, c2 — произвольные действительные постоянные и β > 0 — произвольное действитель-

ное число.

Пусть теперь

ρ = 1.

В этой ситуации система (6.6.39) может быть записана в виде

u̇3 =
[
A0t

−1 +R4(t)
]
u3, (6.6.44)

где

A0 = B0 +B1 =

 −1
2

1

−a(h) 1
2

 ,

и R4(t) = B2t
−2ρ + . . . + Bkt

−kρ + R3(t) = O
(
t−2
)
∈ L1[t∗,∞). Вид собственных чисел мат-

рицы A0, а следовательно, и асимптотика решений системы (6.6.44), будут различаться в

зависимости от знака величины a(h)− 1
4
.

• a(h) > 1
4
.

Собственные числа матрицы A0 определяются формулой

λ1,2 = ±i
√
a(h)− 1

4
.

Поскольку собственные числа матрицы A0 различны, то заменой u3 = Cu4, где матрица

C приводит матрицу A0 к диагональной форме, систему (6.6.44) можно привести к L–

диагональному виду (1.1.3) с матрицей Λ(t) = diag(λ1, λ2)t−1. Применяя затем теорему Ле-

винсона, получаем следующее асимптотическое представление для фундаментальной матри-

цы системы (6.6.39) при t→∞:

U3(t) =

 1 1

1
2

+ i
√
a(h)− 1

4
1
2
− i
√
a(h)− 1

4

+ o(1)

exp{λ1 ln t} 0

0 exp{λ2 ln t}

 .

Проделывая теперь замены в обратном порядке, в силу (6.6.7), (6.3.59) и (6.6.43) получаем

следующую асимптотическую формулу для решений уравнения (6.6.6) при t→∞:

x(t) = c1

(
1 + o(1)

)
t

1
2 exp

{
i

√
a(h)− 1

4
ln t
}

+ c2

(
1 + o(1)

)
t

1
2 exp

{
−i
√
a(h)− 1

4
ln t
}

+O
(
e−βt

)
,

где c1, c2 — произвольные комплексные постоянные и β > 0 — произвольное действительное

число.
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• a(h) < 1
4
.

Собственные числа матрицы A0 действительны и имеют вид

λ1,2 = ±
√

1

4
− a(h).

Действуя аналогично предыдущему случаю, получаем асимптотическое представление для

фундаментальной матрицы системы (6.6.39) при t→∞:

U3(t) =

 1 1

1
2

+
√

1
4
− a(h) 1

2
−
√

1
4
− a(h)

+ o(1)

tλ1 0

0 tλ2

 .

Поведение решений уравнения (6.6.6) при t→∞ описывается следующей асимптотической

формулой:

x(t) = c1

(
1 + o(1)

)
t1/2+
√

1/4−a(h) + c2

(
1 + o(1)

)
t1/2−
√

1/4−a(h) +O
(
e−βt

)
,

где c1, c2 — произвольные действительные постоянные и β > 0 — произвольное действитель-

ное число.

Рассмотрим теперь случай, когда
1

2
< ρ < 1. (6.6.45)

Систему (6.6.39) запишем в виде

u̇3 =
[
B1 + V (t)

]
t−ρu3 +R4(t)u3, (6.6.46)

где V (t) = B0t
ρ−1 и R4(t) = B2t

−2ρ + . . .+Bkt
−kρ +R3(t) = O

(
t−2ρ

)
∈ L1[t∗,∞). Заметим, что

система (6.6.46) имеет вид (1.2.29), а, значит, асимптотика ее решений строится с помощью

леммы 1.1.1 и теоремы 1.1.1. Вид асимптотических формул будет различаться в зависимости

от знака величины a(h).

• a(h) > 0.

Собственные числа матрица
[
B1 + V (t)

]
t−ρ имеют следующий вид:

λ1,2(t) = ±i
√
a(h)t−ρ +O

(
tρ−2

)
, t→∞.

Поскольку величина O
(
tρ−2

)
при условии (6.6.45) принадлежит классу L1[t∗,∞), то для

фундаментальной матрицы системы (6.6.46) получаем следующее асимптотическое пред-

ставление при t→∞:

U3(t) =

 1 1

i
√
a(h) −i

√
a(h)

+ o(1)

×
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×

exp
{
i
√
a(h)(1− ρ)−1t1−ρ

}
0

0 exp
{
−i
√
a(h)(1− ρ)−1t1−ρ

}
 .

Совершенно аналогично тому, как это было сделано в предыдущих случаях, строим асимпто-

тику для решений исходного уравнения (6.6.6) при t→∞. Приходим к следующей формуле:

x(t) = c1

(
1 + o(1)

)
t
ρ
2 exp

{ i√a(h)

1− ρ
t1−ρ

}
+ c2

(
1 + o(1)

)
t
ρ
2 exp

{
−
i
√
a(h)

1− ρ
t1−ρ

}
+O

(
e−βt

)
,

где c1, c2 — произвольные комплексные постоянные и β > 0 — произвольное действительное

число.

• a(h) < 0.

Собственные числа матрица
[
B1 + V (t)

]
t−ρ определяются формулой

λ1,2(t) = ±
√
−a(h)t−ρ +O

(
tρ−2

)
, t→∞.

Для фундаментальной матрицы системы (6.6.46) получаем следующее асимптотическое пред-

ставление при t→∞:

U3(t) =

 1 1√
−a(h) −

√
−a(h)

+ o(1)

×
×

exp
{√
−a(h)(1− ρ)−1t1−ρ

}
0

0 exp
{
−
√
−a(h)(1− ρ)−1t1−ρ

}
 .

Решения уравнения (6.6.6) описываются при t→∞ следующей асимптотической формулой:

x(t) = c1

(
1 + o(1)

)
t
ρ
2 exp

{√−a(h)

1− ρ
t1−ρ

}
+ c2

(
1 + o(1)

)
t
ρ
2 exp

{
−
√
−a(h)

1− ρ
t1−ρ

}
+O

(
e−βt

)
,

где c1, c2 — произвольные действительные постоянные и β > 0 — произвольное действитель-

ное число.

Наконец, рассмотрим случай, когда

ρ ≤ 1

2
. (6.6.47)

Систему (6.6.39) представим в виде

u̇3 =
[
B1 + V (t)

]
t−ρu3 +R3(t)u3, (6.6.48)

где V (t) = B2t
−ρ+. . .+Bkt

−(k−1)ρ+B0t
ρ−1. Как и в предыдущем случае, асимптотика решений

этой системы будет различаться в зависимости от знака величины a(h).
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• a(h) > 0.

Учитывая формулы (6.6.40), определяющие матрицы B1 и B2, заключаем, что собственные

числа матрица
[
B1 +V (t)

]
t−ρ при достаточно больших t являются комплексно сопряженными

и имеют следующий вид:

λ1,2(t) =
(ν(h)

2
+O

(
t−ρ
))
t−2ρ ± i

√
a(h)t−ρ

(
1 +O

(
t−ρ
))
, t→∞. (6.6.49)

Здесь величина ν(h) задается формулой (6.6.36). Заметем, что слагаемое порядка O
(
t−3ρ

)
в

формуле (6.6.49) принадлежит классу L1[t∗,∞), если ρ > 1
3
. Используя лемму 1.1.1 и теоре-

му Левинсона, получаем следующее асимптотическое представление для фундаментальной

матрицы системы (6.6.48) при t→∞:

U3(t) =

 1 1

i
√
a(h) −i

√
a(h)

+ o(1)

×
×

exp
{
f(t) + i

√
a(h)(1− ρ)−1t1−ρ

(
1 + o(1)

)}
0

0 exp
{
f(t)− i

√
a(h)(1− ρ)−1t1−ρ

(
1 + o(1)

)}
 ,

где

f(t) =



ν(h)

2
ln t, ρ =

1

2
,

ν(h)

2(1− 2ρ)
t1−2ρ,

1

3
< ρ <

1

2
,(ν(h)

2
+ o(1)

) t1−2ρ

(1− 2ρ)
, ρ ≤ 1

3
.

(6.6.50)

Решения уравнения (6.6.6) при t → ∞ описываются тогда следующей асимптотической

формулой:

x(t) = c1

(
1 + o(1)

)
t
ρ
2 exp

{
f(t) +

i
√
a(h)

1− ρ
t1−ρ

(
1 + o(1)

)}
+

+ c2

(
1 + o(1)

)
t
ρ
2 exp

{
f(t)−

i
√
a(h)

1− ρ
t1−ρ

(
1 + o(1)

)}
+O

(
e−βt

)
, (6.6.51)

где c1, c2 — произвольные комплексные постоянные и β > 0 — произвольное действительное

число. В частности, в случае ρ = 1
2

с учетом (6.6.50) асимптотическое представление (6.6.51)

выглядит следующим образом:

x(t) = c1

(
1 + o(1)

)
t1/4+ν(h)/2 exp

{ i√a(h)

1− ρ
t1−ρ

(
1 + o(1)

)}
+

+ c2

(
1 + o(1)

)
t1/4+ν(h)/2 exp

{
−
i
√
a(h)

1− ρ
t1−ρ

(
1 + o(1)

)}
+O

(
e−βt

)
.

272



• a(h) < 0.

Собственные числа матрица
[
B1 + V (t)

]
t−ρ при достаточно больших t являются действи-

тельными:

λ1,2(t) = ±
√
−a(h)t−ρ

(
1 +O

(
t−ρ
))
, t→∞.

Фундаментальная матрица системы (6.6.48) при t→∞ имеет следующую асимптотику:

U3(t) =

 1 1√
−a(h) −

√
−a(h)

+ o(1)

×
×

exp
{√
−a(h)(1− ρ)−1t1−ρ

(
1 + o(1)

)}
0

0 exp
{
−
√
−a(h)(1− ρ)−1t1−ρ

(
1 + o(1)

)}
 .

Решения уравнения (6.6.6) описываются при t→∞ следующей асимптотической формулой:

x(t) = c1

(
1 + o(1)

)
t
ρ
2 exp

{√−a(h)

1− ρ
t1−ρ

(
1 + o(1)

)}
+

+ c2

(
1 + o(1)

)
t
ρ
2 exp

{
−
√
−a(h)

1− ρ
t1−ρ

(
1 + o(1)

)}
+O

(
e−βt

)
,

где c1, c2 — произвольные действительные постоянные и β > 0 — произвольное действитель-

ное число.

Сравним далее поведение решений уравнений (6.6.1) и (6.6.6) с функцией q(t) вида (6.6.2)

при t → +∞. Асимптотические формулы для базисных решений уравнения (6.6.1) при раз-

личных значениях параметра ρ приведены в таблице 1.

Таблица 1. Асимптотические формулы для фундаментальных решений уравнения (6.6.1),

(6.6.2) при t→∞ (a 6= 0).

ρ > 1 x1(t) = t
(
1 + o(1)

)
, x2(t) = 1 + o(1)

ρ = 1 a > 1
4

x1,2(t) = t
1
2 exp

{
±i
√
a− 1/4 ln t

}(
1 + o(1)

)
ρ = 1 a < 1

4
x1,2(t) = t

1
2
±
√

1/4−a(1 + o(1)
)

1
2
< ρ < 1 x1,2(t) = t

ρ
2 exp

{
±i
√
a(1− ρ)−1t1−ρ}

(
1 + o(1)

)
ρ ≤ 1

2
x1,2(t) = t

ρ
2 exp

{
±i
√
a(1− ρ)−1t1−ρ

(
1 + o(1)

)
}
(
1 + o(1)

)
В таблице 2 собраны построенные нами асимптотические формулы для решений уравне-

ния (6.6.6). В этой таблице c1, c2 — произвольные действительные (или комплексные) посто-

янные, β > 0 — произвольное действительное число, величина a(h) определяется формулой

(6.6.35), а функция f(t) задается выражением (6.6.50).
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Таблица 2. Асимптотические формулы для решений уравнения (6.6.6) при t→∞.

ρ > 1 x(t) = c1

(
1 + o(1)

)
t+ c2

(
1 + o(1)

)
+O

(
e−βt

)
ρ = 1 a(h) > 1

4
x(t) = c1

(
1 + o(1)

)
t

1
2 exp

{
i
√
a(h)− 1/4 ln t

}
+

+c2

(
1 + o(1)

)
t

1
2 exp

{
−i
√
a(h)− 1/4 ln t

}
+O

(
e−βt

)
ρ = 1 a(h) < 1

4
x(t) = c1

(
1 + o(1)

)
t1/2+
√

1/4−a(h) +

+c2

(
1 + o(1)

)
t1/2−
√

1/4−a(h) +O
(
e−βt

)
1
2
< ρ < 1 a(h) > 0 x(t) = c1

(
1 + o(1)

)
t
ρ
2 exp

{
i
√
a(h)(1− ρ)−1t1−ρ

}
+

+c2

(
1 + o(1)

)
t
ρ
2 exp

{
−i
√
a(h)(1− ρ)−1t1−ρ

}
+O

(
e−βt

)
1
2
< ρ < 1 a(h) < 0 x(t) = c1

(
1 + o(1)

)
t
ρ
2 exp

{√
−a(h)(1− ρ)−1t1−ρ

}
+

+c2

(
1 + o(1)

)
t
ρ
2 exp

{
−
√
−a(h)(1− ρ)−1t1−ρ

}
+O

(
e−βt

)
ρ ≤ 1

2
a(h) > 0 x(t) = c1

(
1 + o(1)

)
t
ρ
2 exp

{
f(t) + i

√
a(h)(1− ρ)−1t1−ρ

(
1 + o(1)

)}
+

+c2

(
1 + o(1)

)
t
ρ
2 exp

{
f(t)− i

√
a(h)(1− ρ)−1t1−ρ

(
1 + o(1)

)}
+O

(
e−βt

)
ρ ≤ 1

2
a(h) < 0 x(t) = c1

(
1 + o(1)

)
t
ρ
2 exp

{√
−a(h)(1− ρ)−1t1−ρ

(
1 + o(1)

)}
+

+c2

(
1 + o(1)

)
t
ρ
2 exp

{
−
√
−a(h)(1− ρ)−1t1−ρ

(
1 + o(1)

)}
+O

(
e−βt

)
Сравним поведение решений уравнений (6.6.1) и (6.6.6) при t → ∞, анализируя приве-

денные в таблицах 1 и 2 асимптотические выражения.

1. ρ > 1.

Главные части асимптотических формул в этом случае совпадают, т. е. запаздывание не

влияет существенным образом на динамику решений.

2. ρ = 1.

В отличии от уравнения (6.6.1) характер поведения решений уравнения (6.6.6) определя-

ется величиной a(h). Изменение величины запаздывания в данном случае может приводить

как к количественным, так и к качественным изменениям в динамике решений. Отметим

также следующее обстоятельство. Из формулы (6.6.35) следует, что |a(h)| ≤ a для всех

h ≥ 0. Следовательно, если решения уравнения (6.6.1) осциллировали (a > 1
4
), то при изме-

нении запаздывания в уравнении (6.6.6) решения могут стать неосцилирующими при тех h,

для которых a(h) < 1
4
. Если же решения уравнения (6.6.1) не осциллировали (a < 1

4
), то при

изменении запаздывания в уравнении (6.6.6) решения остаются неосцилирующими, т. к. в

этой ситуации a(h) < 1
4

для всех h ≥ 0. Наконец, отметим, что, как у уравнения (6.6.1), так

и у уравнения (6.6.6) при ρ = 1 всегда существуют неограниченные решения.

3. 1
2
< ρ < 1.

Существенное отличие динамики решений уравнения (6.6.6) от динамики решений урав-

нения (6.6.1) состоит в следующем. Величина a(h), определяющая динамику решений урав-
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нения (6.6.6), в отличии от величины a, определяющей динамику решений уравнения (6.6.1),

может принимать отрицательные значения. В частности, если решения уравнения (6.6.1) при

ρ ∈
(

1
2
, 1
)

всегда осциллируют, то в уравнении (6.6.6) при изменении параметра h решения

могут стать неосциллирующими, если a(h) < 0. Отметим также, что, как уравнение (6.6.1),

так и уравнение (6.6.6) при ρ ∈
(

1
2
, 1
)

всегда имеют неограниченные решения.

4. ρ ≤ 1
2
.

Сперва отметим, что, как и в предыдущем случае, решения уравнения (6.6.6) в отличии от

решений уравнения (6.6.1) могут быть неосциллирующими при тех значениях h, при которых

a(h) < 0. Существенная разница в динамике решений уравнения (6.6.1) и решений уравнения

(6.6.6) может наблюдаться и при тех h, при которых a(h) > 0. Вспоминая представление

(6.6.50) для функции f(t), а также формулу (6.6.36) для величины ν(h), заключаем, что на

поведение решений уравнения (6.6.6) при t→∞ будет влиять знак величины 1
4

+ ν(h)
2

, если

ρ = 1
2
, или знак величины ν(h), если ρ < 1

2
. Так, все ненулевые решения уравнения (6.6.1)

при ρ < 1
2

неограниченно возрастают, а все решения уравнения (6.6.6) стремятся к нулю при

t → ∞, если ρ < 1
2
, и запаздывание h выбрано так, что a(h) > 0 и ν(h) < 0. В частности,

заметим, что величина ν(h) отрицательна при всех достаточно малых h > 0, поскольку

ν(h) = −4h3

3

(
1 +O(h2)

) N∑
j=1

|pj|2, h→ 0.

Заметим, что отмеченные различия в динамике решений уравнений (6.6.1) и (6.6.6) во мно-

гом схожи с соответствующими различиями в динамике решений уравнения (6.6.1) и его

разностного аналога

x(n+ 2)− 2x(n+ 1) +
(

1− p(n)

nρ

)
x(n) = 0, n ∈ N, n ≥ n0,

изученного в работе [82].

В завершении отметим, что совершенно аналогично тому, как это было сделано в насто-

ящем разделе, могут быть построены асимптотические формулы для решений уравнения

ẍ− ξ(t)p(t)x(t− h) = 0, h > 0, t ≥ t0,

где функция p(t) определяется формулами (6.6.3), (6.6.4), а действительная функция ξ(t)

такова, что ξ(t)→ 0 при t→∞, ξ′(t) ∈ L1[t0,∞) и существует такое целое неотрицательное

K, что ξK(t) 6∈ L1[t0,∞), но ξK+1(t) ∈ L1[t0,∞).
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Глава 7

Асимптотическое интегрирование

некоторых дифференциальных

уравнений в банаховом пространстве

7.1 Постановка задачи

В заключительной главе этой работы рассматривается уравнение

u̇ =
[
A+G(t)

]
u, t ≥ t0, (7.1.1)

где u — элемент комплексного банахова пространства B. Здесь A — замкнутый линейный

оператор с плотной в B областью определения, который является генератором сильно непре-

рывной полугруппы линейных ограниченных операторов T (t): B → B (t ≥ 0). Далее, G(t)

(t ≥ t0) — семейство линейных ограниченных операторов, действующих из B в B, причем

G(t) = B(t) +R(t). (7.1.2)

В представлении (7.1.2) семейство линейных ограниченных операторов B(t) обладает тем

свойством, что операторная функция B(t) сильно измерима на любом отрезке [t0, b], b ≥ t0,

и ‖B(t)u‖B стремится к нулю колебательным образом при t → ∞ для любого u ∈ B. Более

точно структура этого семейства операторов будет определена позднее. Далее, семейство ли-

нейных ограниченных операторов R(t) также является сильно измеримым на любом отрезке

[t0, b], b ≥ t0, и, кроме того, существует такая функция γ(t) ∈ L1[t0,∞), что

‖R(t)u‖B ≤ γ(t)‖u‖B (7.1.3)

для любого u ∈ B. Целесообразность изучения уравнений вида (7.1.1), где операторная функ-

ция G(t) понимается как некоторое параметрическое возмущение с непрерывным спектром,

отмечена, в частности, в известной монографии [52, стр. 230].

Всюду в этой работе решение уравнения (7.1.1) с начальным условием u(t0) = u0 пони-

мается в слабом смысле (см. [72]), точнее, как решение интегрального уравнения

u(t) = T (t− t0)u0 +

t∫
t0

T (t− s)G(s)u(s)ds. (7.1.4)

276



Из результатов работ [72, 73] (см. также [71]) следует, что для любого u0 ∈ B существу-

ет единственное непрерывное на отрезке [t0, b] (b ≥ t0) слабое решение уравнения (7.1.1) с

начальным условием u(t0) = u0, и это решение задается формулой (7.1.4). Нас будет инте-

ресовать вопрос об асимптотическом поведении решений уравнения (7.1.4) при t→∞, если

на оператор A наложены следующие дополнительные условия. Предположим, что

(i)

B = X ⊕ Y , (7.1.5)

где линейное конечномерное подпространство X есть линейная оболочка обобщенных соб-

ственных векторов оператора A, отвечающих собственным числам λ1, . . . , λN с нулевой ве-

щественной частью (с учетом кратностей);

(ii) замкнутое линейное подпространство Y инвариантно относительно полугруппы T (t),

и кроме того, для любого y ∈ Y имеет место неравенство

‖T (t)y‖B ≤ Ke−αt‖y‖B, t ≥ 0, (7.1.6)

где K,α > 0.

Сформулированные условия (i) и (ii) — это стандартные требования теории централь-

ных многообразий (см., например, [29, 84, 172]). Мы воспользуемся основными идеями этой

теории, а также вариантом метода усреднения, предложенным в главе 1, для построения

асимптотики слабых решений уравнения (7.1.1) при t→∞.

7.2 Критическое многообразие и его свойства

Мы начнем этот раздел с уточнения вида операторной функции B(t) в (7.1.2). Следуя

[34,52], будем считать, что

B(t) =
n∑
i=1

vi(t)Bi(t) +
∑

1≤i1≤i2≤n

vi1(t)vi2(t)Bi1i2(t) + . . .+

+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

vi1(t) · . . . · vik(t)Bi1... ik(t). (7.2.1)

Здесь Bi1... il(t) — операторные функции, относительно которых предполагается, что

Bi1... il(t) =
M∑
j=1

eiωjtb
(i1...il)
j , (7.2.2)

где b(i1...il)
j — линейные ограниченные операторы, не зависящие от t и действующие из B в B.

Наконец, v1(t), . . . , vn(t) — скалярные абсолютно непрерывные на [t0,∞) функции, которые

удовлетворяют условиям B.2 — B.4 раздела 1.2.
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Определение 7.2.1. Линейное N -мерное подпространство W(t) ⊂ B будем называть кри-

тическим многообразием для уравнения (7.1.1) при t ≥ t∗ ≥ t0 , если выполнены следующие

условия:

1. Существует вектор-строка H(t) =
(
h1(t), . . . , hN(t)

)
∈ YN , составленная из непре-

рывных при t ≥ t∗ функций со значениями из подпространства Y, такая что ‖H(t)‖BN →

0 при t→∞, где

‖H(t)‖BN =
∣∣(‖h1(t)‖B, . . . , ‖hN(t)‖B

)∣∣ (7.2.3)

и | · | — некоторая норма в пространстве вектор-строк длины N ;

2. Множество W(t) для t ≥ t∗ задается формулой

W(t) =
{
u ∈ B

∣∣ u = Φw +H(t)w, w ∈ CN
}
. (7.2.4)

Здесь вектор-строка Φ =
(
ϕ1, . . . , ϕN

)
∈ BN составлена из обобщенных собственных

векторов оператора A, отвечающих собственным числам λ1, . . . , λN из условия (i), ко-

торые образуют базис подпространства X . Далее, символом CN обозначено простран-

ство комплекснозначных вектор-столбцов длины N , а произведение вектор-строки U =

(u1, . . . , uN) ∈ BN и вектор-столбца w = (w1, . . . , wN)T понимается в стандартном смыс-

ле: Uw = u1w1 + . . .+ uNwN ;

3. Множество W(t) при t ≥ t∗ положительно инвариантно относительно решений

уравнения (7.1.1), т.е. если u(T ) ∈ W(T ), T ≥ t∗, то u(t) ∈ W(t) для всех t ≥ T .

Перед тем, как вывести систему уравнений, описывающую динамику решений уравнения

(7.1.1) на критическом многообразии W(t), напомним следующие факты из теории сопря-

женных операторов в банаховых пространствах. Пусть B∗ — сопряженное к B пространство

(пространство линейных ограниченных функционалов, заданных на B) и 〈·, ·〉 — скобка двой-

ственности между пространствами B и B∗, так что

〈ϕ, ψ〉 = ψ(ϕ) ∈ C (7.2.5)

для любых ϕ ∈ B и ψ ∈ B∗. При этом, если U = (u1, . . . , ul) ∈ Bl и V = (v1, . . . , vm)T ∈ (B∗)m,

то 〈U, V 〉 есть (m× l) матрица, такая что

〈U, V 〉 =
{
vi(uj)

}
1≤i≤m,
1≤j≤l

.

Пусть A′ — сопряженный к A линейный замкнутый оператор, действующий из простран-

ства B∗ в B∗. Как известно (см., например, [19, 122]), в силу предположения (i) относи-

тельно оператора A оператор A′ также имеет собственные числа λ1, . . . , λN , причем раз-

мерности соответствующих друг другу обобщенных собственных подпространств этих опе-

раторов, отвечающих одинаковым собственным числам, совпадают. Обозначим символом
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Ψ = (ψ1, . . . , ψN)T ∈ (B∗)m вектор-столбец длины N , состоящий из линейно независи-

мых обобщенных собственных векторов оператора A′, отвечающих собственным числам

λ1, . . . , λN . Считаем, что вектор-столбец Ψ выбран так что

〈Φ,Ψ〉 = I, (7.2.6)

где I — (N × N) единичная матрица (см. [55, 115]). Заметим, в частности, что одним из

возможных выборов дополнительного подпространства к X в условии (i) является выбор в

качестве этого подпространства множества Y =
{
u ∈ B | 〈u,Ψ〉 = 0

}
.

Построим далее систему, описывающую динамику решений уравнения (7.1.1) на крити-

ческом многообразии W(t), в предположении существования этого многообразия при до-

статочно больших t. Пусть P — оператор проектирования на подпространство X вдоль Y.

Заметим, что P есть линейный ограниченный оператор, определенный во всем пространстве

B (см., например, [122]). В силу условия (i) заключаем, что если u ∈ B, то

u(t) = uX (t) + uY(t), t ≥ t0, (7.2.7)

где

uX (t) = Pu(t) ∈ X , uY(t) = (1− P )u(t) ∈ Y (7.2.8)

и символом 1 обозначен тождественный оператор. Заметим, что поскольку подпространства

X и Y инвариантны относительно оператора A и полугруппы T (t), то для всех t ≥ 0 и u ∈ B

имеют место равенства

PT (t)u = T (t)Pu, (1− P )T (t)u = T (t)(1− P )u. (7.2.9)

Подставляя (7.2.7) в интегральное уравнение (7.1.4) и учитывая (7.2.8), (7.2.9), получаем

uX (t) = T (t− t0)uX (t0) +

t∫
t0

T (t− s)PG(s)u(s)ds, (7.2.10)

uY(t) = T (t− t0)uY(t0) +

t∫
t0

T (t− s)(1− P )G(s)u(s)ds. (7.2.11)

Поскольку

uX (t) = Pu(t) = Φw(t) (7.2.12)

для некоторого w(t) ∈ CN , то

Φw(t) = T (t− t0)Φw(t0) +

t∫
t0

T (t− s)PG(s)u(s)ds. (7.2.13)
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Кроме того, из (i) следует, что AX ⊆ X , а значит, существует такая (N × N)-матрица D,

спектром которой является множество
{
λ1, . . . λN

}
, что

AΦ = ΦD. (7.2.14)

Заметим, что если элемент u ∈ B принадлежит области определения оператора A, то на

основании [153, p. 4, Theorem 2.4] имеем

dT

dt
u = TAu = ATu. (7.2.15)

Очевидно, что все элементы подпространства X заведомо принадлежат области определения

оператора A. Дифференцируя тогда выражение (7.2.13) и учитывая (7.2.15), получаем

Φẇ(t) = AT (t− t0)Φw(t0) + PG(t)u(t) + A

t∫
t0

T (t− s)PG(s)u(s)ds =

= AΦw(t) + PG(t)u(t).

Откуда в силу (7.2.14) выводим, что

Φẇ = ΦDw(t) + PG(t)u(t) (7.2.16)

или с учетом (7.2.6)

ẇ = Dw(t) + 〈PG(t)u(t),Ψ〉. (7.2.17)

Пусть u(t∗) ∈ W(t∗), тогда в силу инвариантности критического многообразия, используя

(7.2.4), заключаем, что при t ≥ t∗ для решения u(t) имеет место представление

u(t) = Φw(t) +H(t)w(t). (7.2.18)

Подставляя (7.2.18) в (7.2.17), имеем

ẇ =
[
D + 〈PG(t)(Φ +H(t)),Ψ〉

]
w(t), t ≥ t∗, w ∈ CN . (7.2.19)

Систему (7.2.19) будем называть проекцией уравнения (7.1.1) на критическое многообразие

W(t) или просто системой на критическом многообразии.

Теорема 7.2.1. При достаточно больших t у уравнения (7.1.1) существует критическое

многообразие W(t), определяемое формулой (7.2.4).

Доказательство. В силу представления (7.2.18) имеем

(1− P )u(t) = uY(t) = H(t)w(t).
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Используя это равенство наряду с формулой (7.2.18) в (7.2.11) и полагая t0 = t∗, приходим к

уравнению

H(t)w(t) = T (t− t∗)H(t∗)w(t∗) +

t∫
t∗

T (t− s)(1− P )G(s)
[
Φ +H(s)

]
w(s)ds. (7.2.20)

Пусть WH(t, s) (t, s ≥ t∗) — матрица Коши системы (7.2.19) (WH(s, s) = I). Тогда, учитывая,

что w(t) = WH(t, t∗)w(t∗) и используя свойства матрицы WH(t, s), запишем уравнение (7.2.20)

в следующем операторном виде:

H(t) = ΓH(t), (7.2.21)

ΓH(t) = T (t− t∗)H(t∗)WH(t∗, t) +

t∫
t∗

T (t− s)(1− P )G(s)
[
Φ +H(s)

]
WH(s, t)ds. (7.2.22)

Областью определения оператора Γ будем считать банахово пространство C непрерывных по

t ≥ t∗ вектор-строк H(t) длины N со значениями из пространства YN и фиксированным

начальным условием H(t∗) таких, что ‖H(t)‖BN → 0 при t→∞. Норму в этом пространстве

определим следующим образом:

‖H‖C = sup
t≥t∗
‖H(t)‖BN . (7.2.23)

В силу (7.1.6) для любого U ∈ BN имеет место оценка

‖T (t)(1− P )U‖BN ≤ Ke−αt‖U‖BN , t ≥ 0. (7.2.24)

Здесь и всюду далее различные константы, точные значения которых нам не важны, мы

будем обозначать одинаковыми символами. Кроме того, из (7.1.2), (7.1.3), (7.2.1) и (7.2.2)

следует, что

‖G(t)U‖BN ≤ p(t)‖U‖BN , p(t) = f(t) + γ(t). (7.2.25)

Здесь f(t)→ 0 при t→∞ и γ(t) — некоторая функция из класса L1[t0,∞).

Дальнейшие шаги в доказательстве опираются на использование принципа сжимающих

отображений. Аналогично тому, как это делается при доказательстве теоремы 6.3.1, неслож-

но показать, что оператор Γ переводит некоторый замкнутый шар ‖H‖C ≤ r0 пространства C

в себя и является в этом шаре сжимающим, если t∗ достаточно велико, а начальное условие

‖H(t∗)‖BN выбрано достаточно малым. �

Для приближенного нахождения вектор-строки H(t), описывающей критическое много-

образие W(t) в силу формулы (7.2.4), будем действовать следующим образом. Подставим

представление (7.2.18) в уравнение (7.1.1) и учтем (7.2.14), (7.2.16) и (7.2.19). Имеем,

ΦDw(t) + PG(t)
(
Φ +H(t)

)
w(t) + Ḣw(t) +H

[
D + 〈PG(t)(Φ +H(t)),Ψ〉

]
w(t) =
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= AΦw(t) + AH(t)w(t) +G(t)
[
Φ +H(t)

]
w(t).

Откуда с учетом (7.2.14) выводим

Ḣ = AH −HD + (1− P )G(t)
(
Φ +H(t)

)
−H〈PG(t)(Φ +H(t)),Ψ〉. (7.2.26)

Попытаемся удовлетворить уравнению (7.2.26) с точностью до слагаемых R̂(t) таких, что

‖R̂(t)‖BN ∈ L1[t0,∞). Именно, положим

Ĥ(t) =
n∑
i=1

vi(t)Hi(t) +
∑

1≤i1≤i2≤n

vi1(t)vi2(t)Hi1i2(t) + . . .+

+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

vi1(t) · . . . · vik(t)Hi1... ik(t). (7.2.27)

Здесь элементы подлежащих определению вектор-строк Hi1... il(t) длины N принадлежат под-

пространству Y при всех t ∈ R и являются тригонометрическими многочленами в том смыс-

ле, что

Hi1... il(t) =
∑
j

β
(i1... il)
j eiωjt, (7.2.28)

где β(i1... il)
j ∈ YN . Кроме того, значение целочисленной величины k ≥ 0 определяется свой-

ством B.4 функций v1(t), . . . , vn(t).

Подставим выражение (7.2.27) в уравнение (7.2.26) вместо H(t) и соберем слагаемые при

одинаковых множителях vi1(t) · . . . ·vil(t) (l ≤ k). Получаем следующие однотипные уравнения

для определения вектор-строк Hi1... il(t):

Ḣi1... il = AHi1... il −Hi1... ilD + Fi1... il(t). (7.2.29)

Здесь мы учли формулы (7.1.2), (7.2.1) и (7.2.2), из которых, в частности, следует, что для

решения уравнения (7.2.29) необходимо определить сначала все вектор-строки Hj1... js(t) с

s < l. Далее, Fi1... il(t) — некоторая известная вектор-строка, которая в силу (7.2.2) и (7.2.28)

имеет вид, аналогичный (7.2.28):

Fi1... il(t) =
∑
j

f
(i1... il)
j eiωjt, (7.2.30)

где f (i1... il)
j ∈ YN . Кроме того, вектор-строки f (i1... il)

j принадлежат пространству YN . Действи-

тельно, это следует из того, что вектор-строки Hj1... js(t) принимают значения из пространства

YN при всех s < l и, кроме того, в уравнении (7.2.26) вектор-строка (1 − P )G(t)
(
Φ + H(t)

)
принимает значения из пространства YN .
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Решение уравнения (7.2.29) будем искать в виде (7.2.28). Подставляя последнее в (7.2.29),

получаем с учетом (7.2.30) следующее операторное уравнение для нахождения элемента

β
(i1... il)
j ∈ YN :

Aβ
(i1... il)
j − β(i1... il)

j D − iωjβ
(i1... il)
j = −f (i1... il)

j . (7.2.31)

Лемма 7.2.1. Уравнение (7.2.31) имеет единственное решение в пространстве YN при

любой правой части f
(i1... il)
j ∈ YN .

Доказательство. Определим оператор L: YN → YN по формуле

Lβ = Aβ − βD, (7.2.32)

где β ∈ YN . В силу наложенных на оператор A условий оператор L является замкнутым

линейным оператором с плотной в YN областью определения. Кроме того, несложно про-

верить, что оператор L является генератором сильно непрерывной полугруппы линейных

ограниченных операторов U(t): YN → YN (t ≥ 0), которая определяется по правилу

U(t)β = T (t)βe−tD. (7.2.33)

Поскольку все собственные числа матрицы D расположены на мнимой оси, то в силу (7.1.6)

для всех β ∈ YN имеет место неравенство

‖U(t)β‖BN ≤ Ke−νt‖β‖BN , t ≥ 0, (7.2.34)

где K, ν > 0. Из (7.2.34) выводим, что

|σ
(
U(t)

)
| ≤ Ke−νt, t ≥ 0, (7.2.35)

где σ
(
U(t)

)
— спектр оператора U(t). Неравенство (7.2.35) понимается в том смысле, что

оно выполнено для любого µ ∈ σ
(
U(t)

)
. Согласно [153, p. 45, Theorem 2.3], имеем

etσ(L) ⊂ σ
(
U(t)

)
, t ≥ 0. (7.2.36)

В силу (7.2.35), (7.2.36) заключаем, что число вида iω, где ω ∈ R, не может принадлежать

множеству σ(L), т.е. спектру оператора L. Таким образом, вся мнимая ось принадлежит

резольвентному множеству оператора L. Следовательно (см., например, [19]), для любого

ω ∈ R существует определенный во всем пространстве YN линейный непрерывный оператор

(L− iωI)−1. Таким образом, уравнение (7.2.31) имеет единственное решение

β
(i1... il)
j = −(L− iωjI)−1f

(i1... il)
j .

�
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Следствие 7.2.1. Единственное решение уравнения (7.2.31) определяется формулой

β
(i1... il)
j =

∞∫
0

e−iωjsU(s)f
(i1... il)
j ds, (7.2.37)

где полугруппа операторов U(t) имеет вид (7.2.33).

Доказательство. Сходимость интеграла в (7.2.37) следует из неравенства (7.2.34). Анало-

гично тому, как это делается в [153, p. 8, Theorem 3.1], можно показать, что интеграл (7.2.37)

принадлежит области определения оператора L, который описывается формулой (7.2.32). И,

кроме того, справедливо равенство

Lβ
(i1... il)
j = iωjβ

(i1... il)
j − f (i1... il)

j ,

которое эквивалентно (7.2.31). �

Построенная нами вектор-строка Ĥ(t), определяемая формулой (7.2.27), удовлетворяет,

таким образом, следующему уравнению:

dĤ

dt
= AĤ − ĤD + (1− P )G(t)

(
Φ + Ĥ(t)

)
− Ĥ〈PG(t)(Φ + Ĥ(t)),Ψ〉+ R̂(t), (7.2.38)

где R̂(t) — некоторая вектор-строка, принимающая значения из пространства YN , такая что

‖R̂(t)‖BN ∈ L1[t0,∞). Имеет место следующая теорема об аппроксимации.

Теорема 7.2.2. ПустьW(t) — критическое многообразие для уравнения (7.1.1), существу-

ющее согласно теореме 7.2.1 при достаточно больших t. Тогда найдется такое доста-

точно большое t∗, что при t ≥ t∗ вектор-строка H(t) из (7.2.4) допускает представление

в виде

H(t) = Ĥ(t) + Z(t), t ≥ t∗ ≥ t0. (7.2.39)

Здесь вектор-строка Ĥ(t) описывается формулой (7.2.27) и удовлетворяет уравнению

(7.2.38), а вектор-строка Z(t), принимающая значения из YN , такова, что ‖Z(t)‖BN→0

при t→∞ и ‖Z(t)‖BN ∈ L1[t∗,∞).

Доказательство. Вектор-строку H(t), являющуюся решением операторного уравнения

(7.2.21), (7.2.22), запишем в виде суммы (7.2.39). Тогда уравнение (7.2.21) можно записать

относительно неизвестной вектор-строки Z(t):

Z(t) = ΠZ(t), (7.2.40)

ΠZ(t) = Γ
(
Ĥ(t) + Z(t)

)
− Ĥ(t), (7.2.41)
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где оператор Γ определен формулой (7.2.22). Будем рассматривать оператор Π действующим

в пространстве CL непрерывных при t ≥ t∗ вектор-строк Z(t), принимающих значения в

пространстве YN , с фиксированным начальным условием Z(t∗) таких, что ‖Z(t)‖BN → 0

при t → ∞ и p(t)‖Z(t)‖BN ∈ L1[t∗,∞). Здесь функция p(t) определяется в силу (7.2.25).

Пространство CL будет банаховым, если ввести в нем норму по правилу

‖Z‖CL = ‖Z‖C + ‖Z‖L, ‖Z‖L =

∞∫
t∗

p(t)‖Z(t)‖BNdt, (7.2.42)

где норма ‖ · ‖C введена согласно (7.2.23).

Запишем далее оператор Π в несколько ином виде. Пусть вектор-функция w(t) ∈ CN

является решением системы (7.2.19), в которой H(t) есть сумма (7.2.39). В силу вида Ĥ(t)

(см. формулы (7.2.27), (7.2.28)) с учетом следствия 7.2.1 заключаем, что элементы вектор-

строки Ĥ(s) принадлежат области определения оператора A. Тогда, имея в виду абсолютную

непрерывность функций v1(t), . . . vn(t) и [153, p. 4, Theorem 2.4], приходим к выводу, что

Ĥ(t)w(t) = T (t− t∗)Ĥ(t∗)w(t∗) +

t∫
t∗

d

ds

(
T (t− s)Ĥ(s)w(s)

)
ds, (7.2.43)

где

d

ds

(
T (t− s)Ĥ(s)w(s)

)
= −T (t− s)AĤ(s)w(s) + T (t− s)dĤ

ds
w(s) + T (t− s)Ĥ(s)ẇ(s).

Далее, принимая во внимание (7.2.19), (7.2.38) и (7.2.39), имеем

d

ds

(
T (t− s)Ĥ(s)w(s)

)
= T (t− s)

(
(1− P )G(s)

(
Φ + Ĥ(s)

)
+ Ĥ〈PG(s)Z(s),Ψ〉+ R̂(s)

)
w(s).

(7.2.44)

Вектор-функцию w(t) запишем в виде w(t) = WĤ+Z(t, t∗)w(t∗), где WĤ+Z(t, s) (t, s ≥ t∗) —

матрица Коши системы (7.2.19) (WĤ+Z(t, t) = I), в которой H(t) есть сумма (7.2.39). Под-

ставляя (7.2.44) в (7.2.43) и возвращаясь к (7.2.41), получаем с учетом (7.2.22) следующее

представление для оператора Π:

ΠZ(t) = T (t− t∗)Z(t∗)UĤ+Z(t∗, t) +

t∫
t∗

T (t− s)
(

(1− P )G(s)Z(s)−

− Ĥ(s)〈PG(s)Z(s),Ψ〉 − R̂(s)
)
WĤ+Z(s, t)ds. (7.2.45)

Точно так же, как это делается в доказательстве теоремы 6.3.2, можно установить, что

оператор Π переводит некоторый замкнутый шар ‖Z‖CL ≤ r0 пространства CL в себя и явля-

ется в этом шаре сжимающим, если t∗ достаточно велико, а величина ‖Z(t∗)‖BN достаточно
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мала. При этом оказывается, что не только функция p(t)‖Z(t)‖BN , но и функция ‖Z(t)‖BN

принадлежит классу L1[t∗,∞). Отметим, что существенную роль при доказательстве играют

оценки (7.1.6) и (7.2.24). �

Следствие 7.2.2. Пусть имеет место оценка

∑
1≤i1≤...≤ik+1≤n

|vi1(t) · . . . · vik+1
(t)|+

n∑
i=1

|v̇i(t)|+ γ(t) ≤ ϕ(t), t ≥ t0,

где ϕ(t) — некоторая положительная при t ≥ t0 функция, а функция γ(t) определена в

силу (7.1.3). Предположим, что существует такое β ∈ (0, α), где α > 0 — величина из

неравенств (7.1.6) и (7.2.24), что

ϕ(t1)eβt1 ≤ ϕ(t2)eβt2 , t0 ≤ t1 ≤ t2.

Тогда для вектор-строки Z(t) из представления (7.2.39) при t ≥ t∗ ≥ t0 справедливо

неравенство

‖Z(t)‖BN ≤ Kϕ(t)

с некоторой постоянной K.

Это утверждение аналогично следствию 6.3.1. Критическое многообразие W(t) обладает

свойством глобального притяжения в следующем смысле.

Теорема 7.2.3. Пусть u(t) — слабое решение уравнения (7.1.1), т.е. решение интеграль-

ного уравнения (7.1.4), определенное при t ≥ T ≥ t0. Тогда найдется такое достаточно

большое t∗ ≥ T , что при t ≥ t∗ имеет место следующее асимптотическое представление:

u(t) = ΦwH(t) +H(t)wH(t) +O
(
e(−α+ε)t

)
, t→∞. (7.2.46)

Здесь величина α > 0 выбрана в силу неравенства (7.1.6), ε ∈ (0, α) — произвольно и wH(t)

(t ≥ t∗) — некоторое решение системы на критическом многообразии (7.2.19).

Доказательство. В силу (7.2.7), (7.2.12) решение u(t) может быть записано в виде

u(t) = Φw(t) + uY(t), t ≥ t∗, (7.2.47)

где функция uY(t), принимающая значения из подпространства Y, удовлетворяет интеграль-

ному уравнению (7.2.11) с t0 = t∗, а функция w(t) является решением системы (7.2.17)

с начальным условием w(t∗) = 〈Pu(t∗),Ψ〉. Далее, пусть W(t) — критическое многообразие
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для уравнения (7.1.1), существующее в силу теоремы 7.2.1 при t ≥ t∗, где t∗ достаточно вели-

ко. Напомним, что это многообразие определяется формулой (7.2.4). Рассмотрим некоторое

слабое решение уравнения (7.1.1), лежащее при t ≥ t∗ на многообразии W(t):

ũ(t) = ΦwH(t) +H(t)wH(t) (7.2.48)

где величина wH(t∗) будет определена позднее. Покажем, что u(t) = ũ(t) + O(e(−α+ε)t). По-

лагая

z(t) = uY(t)−H(t)wH(t), r(t) = w(t)− wH(t)

и вычитая (7.2.48) из (7.2.47), получаем

u(t)− ũ(t) = Φr(t) + z(t), t ≥ t∗. (7.2.49)

Далее, замечая, что функция H(t)wH(t) удовлетворяет интегральному уравнению (7.2.20) с

w(t) = wH(t) и вычитая (7.2.20) из (7.2.11) (с t0 = t∗), с учетом (7.2.47) получаем следующее

уравнение для нахождения z(t):

z(t) = T (t− t∗)z(t∗) +

t∫
t∗

T (t− s)(1− P )G(s)
[
Φr(s) + z(s)

]
ds, t ≥ t∗. (7.2.50)

Отметим, что мы можем считать величину ‖z(t∗)‖B настолько малой, насколько нам это

потребуется. Действительно, мы всегда можем от решения u(t) в силу линейности уравнения

(7.1.4) перейти к рассмотрению решения δu(t)/‖u(t∗)‖B для любого наперед заданного δ > 0.

Далее, вычитая (7.2.19) (где w(t) = wH(t)) из (7.2.17) и учитывая (7.2.47), заключаем,

что вектор-функция r(t) является решением следующего уравнения:

ṙ = Dr(t) + 〈PG(t)
(
Φr(t) + z(t)

)
,Ψ〉. (7.2.51)

Не ограничивая общности, можно считать, что матрица D имеет жорданову нормальную

форму. Следовательно, ее можно представить в виде

D = D1 +D2,

где D1 = diagD и D2 — нильпотентная матрица. Заметим, что всегда можно считать, что

|D2| < δ для любого наперед заданного δ > 0. Действительно, в уравнении (7.2.51) можно

осуществить замену с постоянной матрицей r = Cδ r̃, где матрица Cδ приводит матрицу

δ−1D к жордановой форме. Тогда эта замена оставляет матрицу D1 без изменения, а у

матрицы D2 могут быть отличными от нуля лишь элементы di,i+1 = δ. Переходя от (7.2.51)

к соответствующему интегральному уравнению, получаем

r(t) = eD1(t−t∗)r(t∗) +

t∫
t∗

eD1(t−s)[D2r(s) + 〈PG(s)
(
Φr(s) + z(s)

)
,Ψ〉

]
ds. (7.2.52)
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Рассмотрим пространство D, элементами которого являются пары
(
z(t), r(t)

)
. Функции

z(t) и r(t) непрерывны при t ≥ t∗. Считаем, что начальный элемент z(t∗) фиксирован и

принадлежит подпространству Y. Кроме того, имеют место следующие неравенства:

‖z(t)‖B ≤ Ke(−α+ε)(t−t∗), |r(t)| ≤ Ke(−α+ε)(t−t∗), t ≥ t∗, (7.2.53)

с некоторой константой K > 0 и выбранной произвольным образом величиной ε ∈ (0, α).

Пространство D становится банаховым, если ввести в нем норму по правилу

∥∥(z(t), r(t)
)∥∥
D = sup

t≥t∗

(
e(α−ε)(t−t∗)(‖z(t)‖B + |r(t)|)

)
.

Заметим, что если система (7.2.50), (7.2.52) имеет решение
(
z(t), r(t)

)
∈ D, то уравнение

(7.2.52) можно записать в следующей эквивалентной форме. Устремим в этом уравнении

переменную t к бесконечности, учтем правое из неравенств (7.2.53), а также тот факт, что

все собственные числа матрицы D1 имеют нулевые вещественные части. Получим

r(t∗) = −
∞∫
t∗

eD1(t∗−s)
[
D2r(s) + 〈PG(s)

(
Φr(s) + z(s)

)
,Ψ〉

]
ds. (7.2.54)

Используя это соотношение в (7.2.52), переписываем последнее в следующем виде:

r(t) = −
∞∫
t

eD1(t−s)[D2r(s) + 〈PG(s)
(
Φr(s) + z(s)

)
,Ψ〉

]
ds, t ≥ t∗. (7.2.55)

Систему уравнений (7.2.50), (7.2.55) запишем в виде операторного уравнения в простран-

стве D: (
z(t), r(t)

)
= Σ

(
z(t), r(t)

)
=
(
Σ1

(
z(t), r(t)

)
,Σ2

(
z(t), r(t)

))
, (7.2.56)

где операторы Σ1: D → Y и Σ2: D → CN определяются правыми частями уравнений (7.2.50)

и (7.2.55) соответственно. Можно показать, что оператор Σ будет сжимающим в простран-

стве D, если величина ‖z(t∗)‖B достаточно мала, t∗ достаточно велико, а константа K в

(7.2.53) подходящим образом выбрана. Это делается точно так же, как и в доказательстве

теоремы 6.3.3.

Осталось отметить, что функция wH(t) в представлении (7.2.48) является решением си-

стемы (7.2.19) с начальным условем wH(t∗) = w(t∗) − r(t∗), где w(t∗) = 〈Pu(t∗),Ψ〉, а r(t∗)

определяется формулой (7.2.54). �

Пусть w(1)(t), . . . , w(N)(t) — фундаментальные решения системы на критическом много-

образии (7.2.19), а u(t) — произвольное слабое решение уравнения (7.1.1), определенное при
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t ≥ T . Тогда в силу теоремы 7.2.3 имеет место следующее асимптотическое представление

при t→∞:

u(t) = (Φ +H(t)
) N∑
i=1

ciw
(i)(t) +O

(
e−α̂t

)
, (7.2.57)

где c1, . . . , cN — произвольные комплексные постоянные и α̂ > 0 — некоторое действитель-

ное число. Таким образом, вопрос построения асимптотик для слабых решений уравнения

(7.1.1) сводится, по существу, к задаче асимптотического интегрирования N -мерной системы

обыкновенных дифференциальных уравнений (7.2.19).

С учетом теоремы 7.2.3 и формул (7.2.27), (7.2.28), определяющих вектор-строку Ĥ(t),

система на критическом многообразии имеет следующий вид:

ẇ =
[
D +

n∑
i=1

vi(t)Di(t) +
∑

1≤i1≤i2≤n

vi1(t)vi2(t)Di1i2(t) + . . .+

+
∑

1≤i1≤...≤ik≤n

vi1(t) · . . . · vik(t)Di1... ik(t) + L(t)
]
w, w ∈ CN . (7.2.58)

В этой системе (N × N)-матрицы Di1... il(t) — это матрицы, элементами которых являются

тригонометрические многочлены, т.е. матрицы вида (1.2.4). Кроме того, L(t) — это некоторая

матрица из класса L1[t∗,∞). Система (7.2.58) относится к классу систем с колебательно

убывающими коэффициентами. Метод асимптотического интегрирования систем такого типа

изложен в главе 1.

7.3 Построение асимптотики решений

возмущенного уравнения теплопроводности

В качестве простого примера, иллюстрирующего использование описанной в предыдущем

разделе методики, рассмотрим возмущенное уравнение теплопроводности

∂u

∂t
= ∆u+ g(x)

sinωt

tρ
u, x ∈ Ω, t ≥ t0 > 0 (7.3.1)

с начальным условием

u(t0, x) = ϕ(x) (7.3.2)

и граничным условием Неймана
∂u

∂ν
= 0, x ∈ ∂Ω. (7.3.3)

Здесь функция u(t, x) рассматривается в ограниченной области Ω пространства Rm с гладкой

границей ∂Ω. Символом ∂u/∂ν обозначена производная по направлению внешней нормали к
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∂Ω. Действительнозначные функции ϕ(x) и g(x) считаются принадлежащими пространству

L2(Ω), параметры ω и ρ — положительны. Наконец, ∆ — оператор Лапласа по компонентам

вектора x. Вопрос построения асимптотики решений уравнения (7.3.1) с условиями (7.3.2),

(7.3.3) обсуждался в работе [127]. Здесь мы продемонстрируем иной подход к решению этой

задачи.

Начально-краевую задачу (7.3.1)—(7.3.3) будем рассматривать в гильбертовом простран-

стве B = L2(Ω). Областью определения оператора ∆ будем считать множество C2
0(Ω̄) дважды

непрерывно дифференцируемых в Ω̄ функций, удовлетворяющих на границе ∂Ω краевому

условию (7.3.3). Известно (см., например, [159, 172]), что определенный таким образом опе-

ратор ∆ допускает в пространстве L2(Ω) замыкание в виде оператора A. Оператор A, в

свою очередь, является генератором сильно непрерывной (даже аналитической) компактной

полугруппы операторов T (t). Отметим, что точечный спектр оператора (−A) имеет вид:

0 = λ0 < λ1 ≤ λ2 ≤ . . .

По этой причине представим пространство L2(Ω) в виде прямой суммы (7.1.5), выбрав в ка-

честве пространства X собственное подпространство оператора A, отвечающее собственному

числу λ0. Очевидно, что тогда X = {f(x) ≡ const, x ∈ Ω}. Поскольку B является гильберто-

вым пространством, то B∗ = B и скобка двойственности (7.2.5) есть скалярное произведение

в пространстве B:

(ϕ, ψ) =

∫
Ω

ϕ(x)ψ(x)dx.

Заметим, что оператор A является самосопряженным оператором, а следовательно, A′ = A.

Элементы Φ и Ψ пространства B выберем так, чтобы было выполнено условие нормировки

(7.2.6):

Φ(x) ≡ 1, Ψ(x) ≡ 1

|Ω|
, (7.3.4)

где |Ω| — лебегова мера множества Ω. Наконец, положим

Y = X⊥ = {y(x) ∈ B |
(
y(x),Ψ

)
= 0}. (7.3.5)

Справедливость оценки (7.1.6) тогда есть следствие лемм 7.4.1 и 7.4.2 из [55] и компактности

полугруппы T (t).

Поскольку в силу (7.3.5) для любого u ∈ B имеет место равенство

(u,Ψ) = (Pu,Ψ),
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то уравнение на критическом многообразии (7.2.19) в рассматриваемом случае принимает

следующий вид:

ẇ =
sinωt

tρ
(
g(x)(Φ +H(t, x)),Ψ

)
w(t), t ≥ t∗, w ∈ R. (7.3.6)

Здесь функция H(t, ·) при всех t ≥ t∗ принадлежит пространству L2(Ω) и, кроме того,

‖H(t, ·)‖L2(Ω) → 0 при t→∞. В силу теоремы 7.2.2 для этой функции справедливо следую-

щее представление:

H(t, x) = Ĥ(t, x) + Z(t, x), t ≥ t∗ ≥ t0. (7.3.7)

Здесь функция Z(t, ·), принадлежащая подпространству Y, такова, что ‖Z(t, ·)‖L2(Ω) → 0

при t → ∞ и ‖Z(t, ·)‖L2(Ω) ∈ L1[t∗,∞). Функция Ĥ(t, x), принадлежащая по переменной x

подпространству Y, является приближенным решением уравнения

∂H

∂t
= AH + g(x)

sinωt

tρ
(
Φ +H(t, x)

)
− sinωt

tρ
(
Φ +H(t, x)

)(
g(x)(Φ +H(t, x)),Ψ

)
(7.3.8)

с точностью до слагаемых R̂(t, x) таких, что ‖R̂(t, ·)‖L2(Ω) ∈ L1[t0,∞). Здесь мы также учли

тот факт, что для любого u ∈ B выполнено равенство

u− Pu = u− Φ(u,Ψ). (7.3.9)

Функцию Ĥ(t, x) ищем в виде

Ĥ(t, x) = t−ρH1(t, x) + t−ρH2(t, x) + . . . , (7.3.10)

где функции H1(t, x), H2(t, x), . . . по переменной x принадлежат подпространству Y и яв-

ляются тригонометрическими многочленами переменной t. Подставим выражение (7.3.10)

в уравнение (7.3.8) и соберем слагаемые при t−ρ, отбрасывая слагаемые R̂(t, x), такие что

‖R̂(t, ·)‖L2(Ω) ∈ L1[t0,∞). Учитывая (7.3.4), получим следующее уравнение для нахождения

функции H1(t, x):
∂H1

∂t
= AH1 + g(x) sinωt− sinωt

(
g(x),Ψ

)
. (7.3.11)

Решение уравнения (7.3.11) будем искать в виде

H1(t, x) = h1(x)eiωt + h1(x)e−iωt, (7.3.12)

где функция h1(x) принадлежит подпространству Y пространства L2(Ω). Подставляя (7.3.12)

в (7.3.11) и собирая слагаемые при eiωt, получим уравнение для отыскания функции h1(x):

Ah1 − iωh1 =
ig(x)

2
− i

2

(
g(x),Ψ

)
. (7.3.13)
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В силу леммы 7.2.1 это уравнение имеет единственное решение в подпространстве Y. Ис-

пользуя (7.3.7), (7.3.10), (7.3.12) в уравнении (7.3.6), с учетом следствия 7.2.2 получаем

следующее представление для уравнения на критическом многообразии:

ẇ =
[
t−ρa1(t) + t−2ρa2(t) +O(t−3ρ) +O(t−(2ρ+1))

]
w(t). (7.3.14)

Здесь

a1(t) = sinωt
(
g(x)Φ,Ψ

)
=

sinωt

|Ω|

∫
Ω

g(x)dx, (7.3.15)

a2(t) = sinωt
(
g(x)H1(t, x),Ψ

)
=

sinωt

|Ω|

[
eiωt
∫
Ω

g(x)h1(x)dx+ e−iωt
∫
Ω

g(x)h1(x)dx
]
. (7.3.16)

Следуя теореме 1.2.1, осуществим в уравнении (7.3.14) усредняющую замену переменной

w =
[
1 + t−ρy1(t) + t−2ρy2(t) + . . .+ t−kρyk(t)

]
w1. (7.3.17)

Здесь целочисленный неотрицательный параметр k выбран так, что kρ ≤ 1 < (k + 1)ρ, а

функции y1(t), . . . , yk(t) являются тригонометрическими многочленами с нулевым средним

значением. В результате этой замены уравнение (7.3.14) преобразуется к усредненному виду

ẇ1 =
[
t−ρa1 + t−2ρa2 +O(t−3ρ) +O(t−(ρ+1))

]
w1(t), (7.3.18)

где

a1 = M
[
a1(t)

]
, a2 = M

[
a2(t) + a1(t)y1(t)

]
.

Тригонометрический многочлен y1(t) определяется как решение уравнения

ẏ1 = a1(t)− a1

с нулевым средним значением. Несложные расчеты, использующие формулы (7.3.15), (7.3.16),

приводят нас к следующим выражениям для величин a1 и a2:

a1 = 0, a2 = M
[
a2(t)

]
=

1

|Ω|
Re
{
i

∫
Ω

g(x)h1(x)dx
}
. (7.3.19)

Покажем, что величина a2 неотрицательна. Заметим, что, поскольку функция h1(x) при-

надлежит подпространству Y, то в силу (7.3.5)

(h1,Ψ) =
1

|Ω|

∫
Ω

h1(x)dx = 0. (7.3.20)
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Вычислим комплексное сопряжение от обеих частей уравнения (7.3.13) и умножим каждую

из них на функцию h1(x). Умножая затем каждую из частей скалярно на элемент Ψ и прирав-

нивая действительные части полученного равенства, с учетом (7.3.20) и самосопряженности

оператора A приходим к выражению

a2 = − 2

|Ω|
Re
{∫

Ω

Ah1(x)h1(x)dx
}
. (7.3.21)

Предположим сначала, что функция h1(x) принадлежит области определения оператора ∆.

Следовательно, в формуле (7.3.21) выполнено равенство Ah1 = ∆h1. Используя формулу

интегрирования по частям для многомерного случая, имеем∫
Ω

∆h1(x)h1(x)dx =

∫
∂Ω

∂h1

∂ν
h1(x)dσ −

∫
Ω

∇h1(x)∇h1(x)dx, (7.3.22)

где dσ — мера на ∂Ω. Поскольку h1(x) принадлежит области определения оператора ∆, то

эта функция удовлетворяет граничному условию (7.3.3). Таким образом,∫
Ω

∆h1(x)h1(x)dx = −
∫
Ω

|∇h1(x)|2dx. (7.3.23)

В силу определения оператора A, осуществляя предельный переход в (7.3.23), легко видеть,

что для любой функции h1 из области определения этого оператора выполнено равенство∫
Ω

Ah1(x)h1(x)dx = −
∫
Ω

|∇h1(x)|2dx. (7.3.24)

Окончательно получаем, что

a2 =
2

|Ω|

∫
Ω

|∇h1(x)|2dx ≥ 0. (7.3.25)

Проинтегрируем теперь уравнение (7.3.18), учитывая формулы (7.3.19), (7.3.25). Получим

следующие асимптотические представления для его решений при t→∞:

w(t) =



c
(
1 +O(t−ρ)

)
, ρ ≥ 1,

c
(
1 +O(t−2ρ+1)

)
,

1

2
< ρ < 1,

c
(
1 +O(t−1/2)

)
ta2 , ρ =

1

2
,

c
(
1 +O(t−3ρ+1)

)
exp
{

a2

1−2ρ
t−2ρ+1

}
,

1

3
< ρ <

1

2
,

c
(
1 +O(t−(k+1)ρ+1)

)
exp
{

a2

1−2ρ
t−2ρ+1(1 + o(1))

}
,

1

k + 1
< ρ ≤ 1

k
, k ≥ 3,

(7.3.26)

где c — произвольная действительная постоянная. В силу теоремы 7.2.3, учитывая (7.3.4),

для слабых решений исходной задачи (7.3.1)—(7.3.3) имеем тогда следующее асимптотиче-

ское представление при t→∞:

u(t, x) =
(
1 +H(t, x)

)
w(t) + r(t, x). (7.3.27)
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Здесь функция w(t) определяется формулами (7.3.26), функция H(t, x) обладает тем свой-

ством, что ‖H(t, ·)‖L2(Ω) → 0 при t → ∞, a функция r(t, x) допускает оценку ‖r(t, ·)‖L2(Ω) =

O(e−αt), где α > 0 — некоторое действительное число.

Анализируя формулы (7.3.26), (7.3.27), мы приходим к выводу, что при ρ > 1/2 все ре-

шения задачи (7.3.1)—(7.3.3) ограничены при t → ∞ (в норме пространства L2(Ω)), а в

случае ρ ≤ 1/2 решения, вообще говоря, не ограничены. Особо отметим, что существование

неограниченных решений является следствием пространственной неоднородности коэффи-

циента возмущения в уравнении (7.3.1). Действительно, предположим, что в этом уравнении

g(x) ≡ g = const. Тогда интегральное уравнение (7.2.20) с учетом формул (7.3.4), (7.3.9)

имеет решение H(t, x) ≡ 0. Следовательно, уравнение на критическом многообразии (7.3.6)

приобретает вид

ẇ =
g sinωt

tρ
w(t).

Несложно показать, что все решения этого уравнения имеют следующее асимптотическое

представление при t→∞:

w(t) = c
(
1 +O(t−ρ)

)
,

где c — произвольная действительная постоянная.
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Заключение

В работе предложена методика построения асимптотических представлений для реше-

ний некоторых классов динамических систем при стремлении независимой переменной к

бесконечности. Рассмотрены случаи как конечномерных, так и бесконечномерных систем.

Основным характеристическим свойством изучаемых задач является наличие среди коэффи-

циентов систем колебательно убывающих функций. Как оказывается, подобного рода вели-

чины усложняют использование известных асимптотических результатов напрямую — тре-

буются дополнительные преобразования, позволяющие, в конечном итоге, упростить задачу

асимптотического интегрирования. Одним из такого рода упрощающих преобразований яв-

ляется аналог усредняющей замены переменных типа Штокало–Боголюбова–Крылова, раз-

работанный в данном исследовании. Существенная роль в работе отводится также понятию

критического многообразия — инвариантному многообразию типа центрального для линей-

ной динамической системы. Изложенная в исследовании схема редукции исходной системы

на критическое многообразие позволяет, в частности, применять результаты, известные для

конечномерных систем, для построения асимптотики решений в бесконечномерном случае.

Многочисленные примеры, рассмотренные в работе, иллюстрируют предложенные в ис-

следовании методы асимптотического интегрирования. Выбор изучаемых в диссертации за-

дач обусловлен, в первую очередь, их очевидной прикладной направленностью. Среди них

отметим различного рода возмущенные гармонические осцилляторы (в том числе, адиаба-

тический осциллятор) и системы таких осцилляторов, а также в определенном смысле их

бесконечномерные аналоги; неавтономный осциллятор Ван дер Поля; одномерный оператор

Дирака и возмущенное уравнение теплопроводности.

Несмотря на то что в работе рассматривались лишь непрерывные модели, аналоги пред-

ложенных в диссертации методов могут быть распространены и на дискретный случай. Соот-

ветствующие результаты не вошли в текст диссертации, но могут быть найдены, в частности,

в работах автора [82, 146, 147].

В этой работе, за исключением изложенных в разделах 1.3–1.5 результатов, рассматри-

ваются только линейные задачи. Одно из возможных направлений дальнейшего развития

темы диссертации могло бы быть связано с более детальным изучением влияния убывающих

коэффициентов на динамику нелинейных систем. Отметим, что задачи в этой области уже

привлекают внимание исследователей (см. [163]).
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