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Общая характеристика работы

Актуальность темы. Исследование колебательно-волновой дина­
мики, закономерностей, связанных с формированием пространственно­
временных структур, явлений динамического хаоса и локализации в
неоднородных, нелинейных и нестационарных системах является актуаль­
ной задачей радиофизики. В последнее время большое внимание уделяется
динамике открытых многочастичных квантовых систем (нано- и опто­
механические системы, сверхпроводящие системы), в которых, помимо
достаточно хорошо изученных в рамках гамильтоновского формализма
эффектов многочастичного взаимодействия (нелинейных эффектов), опре­
деляющую роль играют процессы взаимодействия с окружающей средой
(диссипативные эффекты). В контексте задач обработки сигналов подоб­
ными системами, а также управления их режимами, большой интерес
вызывает изучение эффектов периодической модуляции.

В силу трудоёмкости проведения физических экспериментов, особую
важность представляют теоретические результаты, получаемые при помо­
щи математического моделирования. Одним из самых распространённых
способов математического описания открытых квантовых систем явля­
ется уравнение Линдблада для матрицы плотности системы. Во многих
случаях в рамках приближения среднего поля удаётся перейти к математи­
ческим моделям в виде нелинейных дифференциальных уравнений. В этих
системах наблюдается богатая динамика: периодические колебания, дина­
мический хаос, бифуркационные переходы между различными режимами.
Вместе с тем, практически не изученной остаётся соответствующая дина­
мика и ее характеристики в исходном уравнении Линдблада, недостаточно
развиты методы и подходы к изучению сложной динамики диссипативных
квантовых систем, для которых среднеполевое приближение не примени­
мо (например, в силу небольшого числа квантовых частиц), и нелинейную
модель получить невозможно.

В настоящее время эти пробелы заполняются, и теория диссипатив­
ного квантового хаоса переживает активное развитие, в первую очередь,
в рамках обобщения методов и подходов классической теории бифурка­
ций и детерминированного хаоса (Г. Осипов, А. Храмов, А. Короновский,
А. Пиковский, П. Хэннги, Д. Полетти, Э. Отт, Ю. Куртц и др.). В рабо­
тах научной группы С. Денисова показана аналогия между некоторыми
классическими и квантовыми бифуркациями. В то же время остаются во­
просы о развитии других бифуркационных сценариев, а также о методах
исследования квантовых бифуркаций. Также остаётся нерешённой пробле­
ма количественной оценки диссипативного квантового хаоса.

Значительный вклад в развитие теории одного из основополагающих
явлений структурообразования – локализации в консервативных простран­
ственно-неоднородных системах внесли научные группы С. Флаха, А.
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Пиковского, С. Обри, Б. Файна и др. Локализацией в открытых кванто­
вых системах активно занимаются научные группы И. Лесановского, Б.
Альтшулера, И. Алейнера и др. Однако, в данном контексте существует
ряд нерешённых задач. В частности, недостаточно изучены свойства одно­
частичной и многочастичной локализации в асимптотических состояниях
открытых квантовых систем. В каких условиях эти явления могут прояв­
ляться, несмотря на эффекты диссипации? Какими численными методами,
критериями их можно обнаружить и охарактеризовать? Наконец, есть ли
взаимосвязь между локализацией и хаосом в квантовых диссипативных
системах?

Целью данной работы является обобщение ряда методов и подходов
теории колебаний и динамического хаоса на случай открытых (диссипа­
тивных) квантовых систем, в первую очередь – определение квантового
ляпуновского показателя, исследование динамических режимов в матема­
тических моделях таких систем, бифуркационных переходов между ними,
образование пространственных структур на примере явления локализа­
ции, а также развитие и программная реализация численных методов,
позволяющих получить и охарактеризовать явления квантового хаоса и
локализации в открытых квантовых системах.

Для достижения поставленной цели необходимо было решить следу­
ющие задачи:

1. Исследовать явление квантового диссипативного хаоса в мате­
матических моделях открытых квантовых систем. Обнаружить
новые квантовые аналоги классических бифуркаций, описать
их качественно и количественно. Разработать метод вычисления
старшего квантового показателя Ляпунова, позволяющего коли­
чественно оценить хаотизацию динамики открытой квантовой
системы. Определить качественные и приближенные аналитиче­
ские характеристики диссипативного квантового хаоса, которые
могут быть оценены в физическом эксперименте. Изучить способы
управления степенью хаотизации динамики открытых квантовых
систем на основе спин-фотонного взаимодействия.

2. Исследовать одночастичную и многочастичную локализацию в
асимптотических состояниях открытых квантовых систем. Раз­
работать методы управления свойствами локализации, а также
исследовать механизмы распространения волновых пакетов в
системах с одночастичной локализацией. Исследовать количе­
ственные характеристики многочастичной локализации. Изучить
взаимосвязь между режимами многочастичной локализации и
квантового диссипативного хаоса.

3. Разработать программный комплекс для численного моделирова­
ния динамики открытых квантовых систем с большим числом
состояний, включающий в себя возможность анализа отдельных
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квантовых траекторий, поиск асимптотических состояний системы
путём численного интегрирования или поиска собственных состо­
яний системы.

Научная новизна:

1. В математической модели открытого периодически модулируемого
квантового димера впервые обнаружен квантовый аналог клас­
сической бифуркации Неймарка—Сакера (рождение тора из-за
неустойчивости предельного цикла). Предложены качественные и
количественные характеристики данного явления [A1].

2. Впервые предложен новый численный метод нахождения старшего
квантового показателя Ляпунова, основанный на методе кванто­
вых траекторий. Данный подход позволяет исследовать структуру
регулярных и хаотических областей в пространстве параметров
открытой квантовой системы. Как и классический старший показа­
тель Ляпунова, его квантовый аналог становится положительным
в случае хаотической динамики системы [A2].

3. Впервые предложены новые количественные характеристики дис­
сипативного квантового хаоса, которые могут наблюдаться в
реальном физическом эксперименте [A3]. Для широкого класса
квантовых систем было показано, что в регулярном и хаотическом
режимах наблюдается качественно различная статистика распре­
деления времён между последовательными излучениями системой
отдельных фотонов. При переходе в режим квантового хаоса рас­
пределение времени ожидания фотона становится существенно не
пуассоновским, появляется степенная асимптотика.

4. В модели открытого квантового резонатора в результате взаимо­
действия между периодическими модуляциями, диссипативными
механизмами и взаимодействием между фотонной и спиновой
подсистемами, возникает сложная динамика [A4]. Данное взаимо­
действие при определённых параметрах может приводить систему
как в хаотическое, так и регулярное состояние.

5. Обнаружены следы одночастичной локализации в асимптотиче­
ских состояниях открытых квантовых систем [A5]. Предложен ме­
тод управления структурой квантового аттрактора с признаками
локализации, использующий фазовые свойства экспериментально
реализуемой и управляемой диссипации. Установлена устойчи­
вость локализации к дефазирующей диссипации [A6]. Исследована
зависимость типа распространения волновых пакетов в открытых
квантовых системах с локализацией от типа управляемой диссипа­
ции [A7].

6. Обнаружено явление многочастичной локализации в асимпто­
тических состояниях открытых квантовых систем. Установлено,
что следы многочастичной локализации сохраняются даже в
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присутствии дефазирующей диссипации. Показано, что свойства
многочастичной локализации находят отражение в статистике
дисбаланса, энтропии запутанности операторного пространства
и статистике спектра асимптотической матрицы плотности [A8].
Впервые обнаружена связь между переходом к многочастичной
локализации и переходом от квантового диссипативного хаоса к
регулярной динамике [A9].

7. Разработан программный комплекс на языке C++, осуществ­
ляющий численное моделирование открытых квантовых систем.
Асимптотические состояния находятся путём численного интегри­
рования уравнения Линдблада схемами высоких порядков или
путём решения задачи по поиску собственных векторов и значе­
ний для матрицы оператора Линдблада. Программный комплекс
предусматривает возможность моделирования и анализа отдель­
ных квантовых траекторий. В программном комплексе реализован
новый численный алгоритм, осуществляющий вычисление старше­
го квантового показателя Ляпунова.

Практическая значимость. В последние годы наблюдается бур­
ное развитие в области прикладных квантовых вычислений. Квантовые
чипы, разработанные компаниями Google, Intel, IBM, и D-Wave, состоят
из сверхпроводящих кубитов, которые являются открытыми квантовыми
системами и взаимодействуют с окружающей средой. Данные технологии
могут быть использованы не только для выполнения квантовых вычис­
лений, но и для изучения многочастичной локализации [1] и других
сложных состояний в открытых квантовых системах [2]. Исследование дис­
сипативного квантового хаоса и его механизмов позволит использовать
диссипативные эффекты (вместо того, чтобы бороться и подавлять их) для
создания принципиально новых режимов сверхпроводящих квантовых си­
стем, решающих задачу устойчивой обработки квантовой информации на
длительных временных масштабах.

Методология и методы исследования. Открытые квантовые си­
стемы описываются в рамках формализма Линдблада [3] для матрицы
плотности. Количественный анализ моделей осуществлялся посредством
прямого численного интегрирования уравнения Линдблада в случае, если
в системе есть модуляция или посредством поиска собственного вектора
матрицы оператора Линдблада, соответствующего нулевому собственно­
му числу (если модуляции нет). При этом для вычислений использовался
как классический базис гильбертова пространства состояний квантовой си­
стемы, так и специальный базис [A10], состоящий из обобщения матриц
Гелл-Манна на любое количество состояний (генераторы SU(N) групп).
Также применялось микроскопическое описание открытых квантовых
систем в терминах отдельных квантовых траекторий, что позволяло ана­
лизировать динамику в асимптотическом состоянии [4]. Для системы
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открытого периодически модулируемого квантового димера также исследо­
валась математическая модель в виде нелинейной динамической системы
второго порядка, полученная в рамках приближения среднего поля. В этом
случае применялись методы и подходы теории колебаний, бифуркационно­
го анализа и теории динамического хаоса. Эти методы получили обобщение
на случай квантовых диссипативных систем и были применены для их
исследования.

Основные положения, выносимые на защиту:

1. В математической модели открытого квантового димера реали­
зуется квантовый аналог классической бифуркации Неймарка—
Сакера, заключающейся в рождении инвариантного тора из-за
неустойчивости предельного цикла [A1].

2. Разбегание близких квантовых траекторий позволяет определить
квантовый аналог старшего показателя Ляпунова и использовать
его как характеристику диссипативного квантового хаоса [A2].

3. В определённом классе открытых квантовых систем можно полу­
чить количественные характеристики диссипативного квантового
хаоса, основанные на статистике распределения времён между
последовательными излучениями системой отдельных фотонов.
В распределении появляется степенная асимптотика при хаоти­
ческой динамике системы. Данная характеристика может быть
измерена в реальном физическом эксперименте [A3].

4. В системе открытого квантового резонатора со спином существует
возможность контролировать тип динамики системы за счёт изме­
нения силы спин-фотонного взаимодействия [A4].

5. В открытых квантовых системах можно наблюдать признаки од­
ночастичной локализации в асимптотических состояниях [A5]. В
таких системах волновые пакеты могут распространяться в ре­
жиме диффузии или баллистики [A7]. Существуют механизмы
управления локализационными свойствами асимптотического со­
стояния [A6].

6. В открытых квантовых системах можно наблюдать признаки
многочастичной локализации в асимптотических состояниях. Зна­
чения дисбаланса, энтропии запутанности операторного простран­
ства и статистика спектра асимптотической матрицы плотности
могут быть использованы для количественной характеристики
многочастичной локализации [A8]. Переход к многочастичной
локализации сопровождается переходом от квантового диссипатив­
ного хаоса к регулярной динамике [A9].

7. Реализованный программный комплекс позволяет моделировать
открытые квантовые системы, исследовать явления локализации
и хаоса, производить спектральный анализ, изучать динамику от­
дельных квантовых траекторий.
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Достоверность полученных результатов обеспечивается примене­
нием современных и принятых в научном сообществе методов теории
колебаний, бифуркационного анализа, теории динамического хаоса, ме­
тодов численного моделирования физики открытых квантовых систем,
сопоставлением полученных результатов с результатами исследования
нелинейных моделей, полученных в приближении среднего поля, а также
сравнением результатов с работами других авторов. Результаты численных
экспериментов полностью согласуются с теорией.

Апробация работы. Основные результаты работы докладыва­
лись на:

– 22-ая Нижегородская сессия молодых учёных (естественные, ма­
тематические науки) (Россия, Нижний Новгород, 23–26 мая 2017)
[A12];

– XXI научная конференции по радиофизике (Россия, Нижний Нов­
город, 15–22 мая 2017) [A13];

– Третий Всероссийский молодёжный научный форум «Наука буду­
щего – наука молодых» (Россия, Нижний Новгород, 12–15 сентября
2017) [A14];

– Международная конференция «Shilnikov WorkShop 2017» (Россия,
Нижний Новгород, 15–16 декабря 2017) [A15];

– 23-я Нижегородская сессия молодых учёных (технические, есте­
ственные, математические науки) (Россия, Нижний Новгород,
22–23 мая 2017) [A16];

– XXII научная конференция по радиофизике, посвященная
100-летию Нижегородской радиолаборатории (Россия, Нижний
Новгород, 15–29 мая 2018) [A17];

– XIII Всероссийская конференции молодых учёных «Наноэлектро­
ника, нанофотоника и нелинейная физика» (Россия, Саратов, 4–6
сентября 2018) [A18];

– 9th International Scientific Conference on Physics and Control
(PhysCon2019) (Россия, Иннополис, 8–11 сентября 2019) [A19];

– International Conference «Quantization of Dissipative Chaos: Ideas
and Means» (Germany, Bad-Honnef, 16–20 декабря 2019);

– XXIV научная конференция по радиофизике, посвященная
75-летию радиофизического факультета (Россия, Нижний Нов­
город, 13–31 мая 2020) [A20].

Личный вклад. Все представленные в работе результаты были либо
получены лично автором, либо при его непосредственном участии. Ав­
тор принимал прямое участие в постановке задач, получении и анализе
полученных результатов, а также в подготовке публикаций в научных жур­
налах и представлении докладов на тематических конференциях.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложе­
ны в 19 печатных изданиях, 10 — в периодических научных журналах,
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индексируемых Web of Science и Scopus, 9 — в тезисах докладов. Зареги­
стрирована 1 программа для ЭВМ.

Содержание работы

Во введении обосновывается актуальность исследований, прово­
димых в рамках данной диссертационной работы, формулируется цель,
ставятся задачи работы, излагается научная новизна и практическая зна­
чимость представляемой работы, приводятся положения, выносимые на
защиту. Введение содержит сведения о достоверности и апробации резуль­
татов.

Первая глава посвящена описанию качественных характеристик
объекта исследования— открытых квантовых систем и методов их числен­
ного моделирования.

Открытые квантовые системы являются неотъемлемой частью экс­
периментальной и технологической реальности. Практические реализации
нано- и оптомеханических систем, сверхпроводящих элементов не осуще­
ствимы в полной изоляции от окружающей среды. Описание динамики
таких систем через изолированные квантовые системы (например, при по­
мощи уравнения Шрёдингера) является грубым приближением реальных
физических процессов, потому что диссипация в данном случае являет­
ся полноправным генератором эволюции и способна привести систему в
совершенно новые состояния. Таким образом, асимптотические состояния
открытых квантовых систем определяются не только гамильтоновой дина­
микой, но взаимодействием с окружающей средой.

Физические эксперименты с открытыми квантовыми системами яв­
ляются трудоёмкими, поэтому особую важность имеет теоретическое
исследование и математическое моделирование таких систем. Получаемые
математические модели в виде систем дифференциальных уравнений име­
ют, как правило, чрезвычайно большую размерность. Из-за этого основным
подходом к изучению открытых квантовых систем является численное мо­
делирование.

Воздействие окружающей среды на систему заключается в индуци­
ровании стохастических переходов между уровнями энергии и внесении
неопределённости в разность фаз между состояниями системы. Таким
образом, состояние открытой квантовой системы описывается в терми­
нах усреднённых по ансамблю состояний с использованием формализма
матрицы плотности. Матрица плотности 𝜌 описывает распределение ве­
роятностей квантовых состояний |𝜓𝑛⟩ в матричном представлении 𝜌 =∑︀

𝑛 𝑝𝑛 |𝜓⟩ ⟨𝜓|, где 𝑝𝑛 - вероятность того, что система находится в квантовом
состоянии |𝜓⟩𝑛. Общепринятым подходом к описанию динамики открытых
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квантовых систем является уравнение Линдблада для матрицы плотности:

𝜕

𝜕𝑡
𝜌(𝑡) = −𝑖 [𝐻(𝑡), 𝜌(𝑡)] +

𝐾∑︁
𝑘=1

𝛾𝑘

(︂
𝑉𝑘𝜌(𝑡)𝑉

†
𝑘 − 1

2

{︁
𝑉 †
𝑘 𝑉𝑘, 𝜌(𝑡)

}︁)︂
, (1)

где первое слагаемое отвечает за когерентную эволюцию системы с гамиль­
тонианом 𝐻(𝑡), а второе слагаемое — диссипативная часть, отвечающая за
взаимодействие с окружающей средой. Диссипация осуществляется через
𝐾 каналов, каждый из которых определяется диссипативным оператором
𝑉𝑘 и скоростью диссипации 𝛾𝑘.

ьтониан
Окружающая 

среда

Димер

Гамильтониан 𝐻(𝑡)

𝑉𝑘

Диссипация

Рис. 1 — Cхематическое представление модели открытого квантового ди­
мера

На рисунке 1 изображено схематическое представление модели откры­
того квантового димера, описывающей процесс туннелирования квантовых
частиц в двуямном потенциале. Экспериментальная реализация, которая
описывается данной моделью, заключается в движении ультрахолодных
атомов конденсатов Бозе—Эйнштейна в эффективных оптических потен­
циалах, созданных за счёт интерференции лазерных пучков. Переход
от реального эксперимента к физической модели связан с физически­
ми допущениями: не учитывается неоднородность оптической решётки,
потенциальные ямы одинаковой глубины, учитывается только попарное
взаимодействие частиц. Затем для физической модели открытого кван­
тового димера формулируется математическая модель в виде уравнения
Линдблада (1) с указанием конкретного вида оператора Гамильтона 𝐻(𝑡)
и диссипативных операторов 𝑉𝑘. Для этой модели в среднеполевом прибли­
жении можно получить двуменую классическую нелинейную систему (4).
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Наряду с математической моделью открытого квантового димера,
описанного в главе 3, в работе рассматриваются математические модели от­
крытой системы Андерсона (глава 2), открытой системы с многочастичной
локализацией (глава 2), модель открытого квантового резонатора с фотон­
ной модой и добавлением спиновой подсистемы (глава 3). Некоторые из
рассматриваемых моделей впервые предложены в данной работе (откры­
тая система Андерсона, фотонная мода со спином), а для ранее известных
моделей (димер, модель с многочастичной локализацией) предложены но­
вые подходы к их численному анализу (вычисление квантового показателя
Ляпунова, микроскопический анализ динамики на квантовом аттракторе).

Различные открытые квантовые системы отличаются друг от дру­
га формой оператора Гамильтона 𝐻(𝑡) и диссипативных операторов 𝑉𝑘 в
уравнении Линдблада (1). Если конкретная система имеет 𝑆 состояний,
то уравнение Линдблада представляется в виде системы из 𝑆2 линейных
дифференциальных уравнений первого порядка для комплекснозначных
элементов матрицы плотности.

Для нахождения асимптотической матрицы плотности открытой
квантовой системы в работе используются три общепринятых метода:
спектральный метод, численное интегрирование и метод квантовых тра­
екторий. Стоит отметить, что метод квантовых траекторий позволяет
реализовать новый, разработанный в рамках данной работы, метод числен­
ного нахождения старшего квантового показателя Ляпунова, исследовать
статистику диссипативных событий (квантовых скачков) и изучать дина­
мические свойства системы в асимптотическом состоянии. С вычислитель­
ной точки зрения метод квантовых траекторий допускает эффективную
параллельную реализацию.

Вторая глава посвящена исследованию квантовых аналогов класси­
ческих бифуркационных сценариев в открытых квантовых системах.

Бифуркационный анализ является одним из основных подходов
изучения нелинейной динамики и ее приложений. Применение бифуркаци­
онного анализа в сфере квантовой физики долгое время рассматривалось
только в контексте изолированных систем. Активно исследовался гамиль­
тонов хаос (в изолированных системах), спектральные характеристики
которого являются очень хорошо изученными. Применение бифуркацион­
ного анализа к открытым квантовым системам обычно осуществляется в
связке с соответствующими классическими нелинейными среднеполевыми
моделями. Однако перечень обнаруженных в открытых квантовых систе­
мах типов бифуркаций все ещё остаётся небольшим: седлоузловая, типа
вилки, сценарий перехода к квантовому хаосу через каскад бифуркаций
удвоения периода.

В данной работе обнаружен новый тип бифуркации в открытых кван­
товых системах— квантовый аналог классической бифуркации Неймарка—
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Сакера (рождение тора из-за неустойчивости предельного цикла) [A1]. Мо­
дель открытого квантового димера, в которой обнаружена бифуркация,
является хорошо изученной и описывается уравнением Линдблада (1) с
гамильтонианом следующего вида:

𝐻(𝑡) = −
(︁
𝑏†1𝑏2 + 𝑏†2𝑏1

)︁
+

2𝑈

𝑁

∑︁
𝑔=1,2

𝑛𝑔 (𝑛𝑔 − 1) +𝐴 sin(Ω𝑡) (𝑛2 − 𝑛1) , (2)

где первое слагаемое отвечает за перемещение бозонов между двумя уз­
лами димера, второе слагаемое — за взаимодействие бозонов с силой 𝑈 ,
находящихся в одном и том же узле, и третье слагаемое — периодическая
модуляция с периодом 𝑇 . Всего в системе 𝑁 бозонов. Операторы 𝑏𝑗 и 𝑏†𝑗
соответствуют рождению и уничтожению бозона на сайте 𝑗, 𝑛𝑗 = 𝑏†𝑗𝑏𝑗 —
оператор числа частиц на сайте 𝑗. Каждое базисное состояние системы
определяется числом бозонов в первом сайте димера (размерность гиль­
бертова пространства 𝑆 = 𝑁 + 1).

Взаимодействие с окружающей средой в уравнении (1) определяется
диссипативным оператором:

𝑉 = (𝑏†1 + 𝑏†2) (𝑏1 − 𝑏2) , (3)

который синхронизирует динамику на сайтах димера за счёт рециркуляции
антисимметричных противофазных состояний в симметричные и синфаз­
ные.

Для данной модели существует среднеполевое приближение в преде­
ле бесконечного числа частиц, сводящееся к системе нелинейных диффе­
ренциальных уравнений на сфере:{︃

�̇� = −2𝒥 sin (𝜙) + 4𝛾 cos (𝜙) cos (𝜗)

�̇� = −2𝒥 cos (𝜗)
sin (𝜗) − 2𝜀 (𝑡) + 4𝑈 cos (𝜗)− 4𝛾 sin (𝜙)

sin (𝜗)

(4)

Число частиц в первом сайте димера в среднеполевой модели вычисля­
ется по формуле:

𝑛 =
𝑁

2
(1 + cos (𝜗)). (5)

Обе модели численно исследовались при одних и тех же значениях
параметров. В среднеполевой модели обнаружена классическая бифур­
кации Неймарка—Сакера. Соотвествующая бифуркационная диаграмма
для стробоскопического отображении числа частиц в потенциальной яме
представлена на рисунке 2а. На рисунке 2б представлены диагональные
элементы матрицы плотности для открытой квантовой системы при тех
же самых параметрах системы. Между двумя графиками наблюдается
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Рис. 2 — Бифуркация Неймарка—Сакера для модели открытого
квантового димера: (а) классическая бифуркация для среднеполевой ап­
проксимации, цветом обозначено относительное число частиц в первом
сайте димера; (б) квантовая бифуркация для открытой квантовой систе­
мы, цветом обозначены диагональные элементы асимптотической матрицы

плотности

структурное соответствие: при увеличении параметра 𝑈 происходит рожде­
ние инвариантного тора из унимодального распределения, переход к хаосу
и последующее резкое возвращение к унимодальному распределению. Та­
ким образом, был обнаружен квантовый аналог классической бифуркации
Неймарка—Сакера. Данный феномен также проявляется в спектральных
свойствах отображения Флоке: пара сопряжённых собственных значений
приближается к единичной окружности (в полной аналогии с классической
бифуркацией). В работе предлагаются дополнительные численные крите­
рии, характеризующие квантовую бифуркацию.

Также третья глава посвящена разработке новых численных кри­
териев квантового диссипативного хаоса, исследованию математических
моделей, описывающих реальные физические системы, в которых предло­
женные признаки хаоса могут быть измерены экспериментально.

Новое квантовое обобщение показателя Ляпунова основано на ко­
личественном определении расходимости изначально близких квантовых
траекторий [A2]. Как и в классическом случае, при хаотической динамике
системы старший квантовый показатель Ляпунова становится положи­
тельным. Данная разработка использовалась для выявления сложной
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структуры регулярных и хаотических областей в различных открытых
квантовых системах [A2—A4].

Для разработки численных критериев, которые могут быть измере­
ны экспериментально, в работе рассматривается математическая модель
открытого квантового резонатора с утечкой, в котором находится перио­
дически модулируемая фотонная мода. Модель описывается уравнением
Линдблада (1) с гамильтонианом:

𝐻(𝑡) =
1

2
𝜒𝑏†2𝑏2 + 𝑖𝐹 (𝑡)(𝑏† − 𝑏), (6)

где 𝜒— сила взаимодействия между фотонами, 𝑏† и 𝑏— операторы рожде­
ния и уничтожения фотонов. В системе есть кусочно-постоянная модуля­
ция с периодом 𝑇 :

𝐹 (𝑡) = 𝐹 (𝑡+ 𝑇 ) = 𝐴, 0 < 𝑡 <
𝑇

2
,

𝐹 (𝑡) = 𝐹 (𝑡+ 𝑇 ) = 0,
𝑇

2
< 𝑡 < 𝑇.

(7)

Фотоны могут испускаться из резонатора, а скорость накачки тепловых
фотонов равна нулю. Взаимодействие с окружающей средой в уравнении
Линдблада (1) задаётся единственным диссипативным оператором:

𝑉 = 𝑏, (8)

который описывает эмиссию фотонов из резонатора в окружающую сре­
ду с независимой от времени интенсивностью 𝛾. Для данной системы
существует среднеполевое приближение, описываемое двумя фазовыми пе­
ременными {Re(𝜉),Im(𝜉)} в соответствии с уравнением:

𝜉 = −1

2
𝛾𝜉 + 𝐹 (𝑡)− 𝑖𝜒|𝜉|2𝜉. (9)

Особенность данной модели состоит в том, что метод квантовых тра­
екторий имеет для неё простую физическую интерпретацию: совершаемый
траекторией квантовый скачок соответствует эмиссии одиночного фотона
из резонатора, что в свою очередь может быть зарегистрировано однофо­
тонным детектором [5]. То есть статистика эмиссии фотонов может быть
использована в реальном физическом эксперименте для анализа динамики
системы и обнаружения диссипативного квантового хаоса [A3].

Открытая квантовая система и ее среднеполевое приближение демон­
стрируют спектр различных асимптотических режимов, от периодических
орбит до хаотических аттракторов. Хаотические области в данной модели
определялись как классическими показателями Ляпунова для средне­
полевой аппроксимации (рисунок 2а), так и квантовыми показателями
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Рис. 3 — Динамика открытого квантового резонатора: (а) карта клас­
сического показателя Ляпунова для среднеполевой аппроксимации; (б)
карта квантового показателя Ляпунова; (в) распределение временных
интервалов между излучениями фотонов из квантового резонатора для
трёх выбранных точек на сетке параметров (синяя, голубая, зелёная); (г)
Двумерная диаграмма показателя степени для степенной аппроксимации
распределения временных интервалов между излучениями фотонов (появ­

ление степенной асимптотики соответствует квантовому хаосу)

Ляпунова (рисунок 2б), предложенными в данной работе. Хаотическая ди­
намика возникает при появлении степенной промежуточной асимптотики
во временной статистике эмиссии фотонов, которая согласуется с поло­
жительным старшим квантовым показателем Ляпунова (рисунок 2в,г).
В случае регулярной динамики статистика эмиссии фотонов является
пуассоновской. Данные результаты открывают новую перспективу для
количественной оценки режимов, возникающих в таких областях, как кван­
товая электродинамика, квантовая оптика и поляритонные устройства, где
статистика излучения фотонов является общепринятым инструментом.

При добавлении в данную модель спиновой подсистемы спин-фотон­
ное взаимодействие может существенно изменить динамику фотонной
моды [A4].
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Результаты данной главы опубликованы в работах [A1—A4;
A16—A20].

Третья глава посвящена изучению свойств одночастичной и мно­
гочастичной локализации в асимптотических состояниях открытых
квантовых систем. Предложены численные методы и характеристики,
позволяющие проанализировать локализационные свойства системы.

Основополагающей моделью является хорошо изученная изолирован­
ная модель Андерсона, к которой добавлено взаимодействие с окружающей
средой. В изолированной от внешней среды модели Андерсона явление
локализации является хорошо изученным. В открытых системах вопрос
локализации в асимптотических состояниях долгое время оставался от­
крытым. Итоговая открытая квантовая система описывается уравнением
Линдблада (1) со следующим гамильтонианом:

𝐻 =
∑︁
𝑛

𝜀𝑛𝑏
†
𝑛𝑏𝑛 −

(︁
𝑏†𝑛𝑏𝑛+1 + 𝑏†𝑛+1𝑏𝑛

)︁
, (10)

и диссипативными операторами:

𝑉𝑘 =
(︁
𝑏†𝑘 + 𝑒𝑖𝛼𝑏†𝑘+𝑙

)︁ (︀
𝑏𝑘 − 𝑒−𝑖𝛼𝑏𝑘+𝑙

)︀
, (11)

где 𝜀𝑛 ∈
[︀
−𝑊

2 ,
𝑊
2

]︀
— случайные некорреллированые значения энергий на

сайте 𝑛,𝑊 — сила пространственного беспорядка, 𝑏𝑛 и 𝑏
†
𝑛 — операторы рож­

дения и уничтожения бозона на сайте 𝑛. Модель описывает динамику
бозона на решётке с 𝑁 сайтами. Число состояний в квантовой системе
совпадает с размерностью решётки 𝑆 = 𝑁 . Диссипативные операторы
𝑉𝑘 [6] параметризованы фазой 𝛼 и индексом соседнего сайта 𝑙, на ко­
торый действуют. При 𝛼 = 0 диссипативный оператор синхронизирует
динамику на 𝑘-ом и (𝑘+ 𝑙)-ом сайте за счёт рециркуляции антисимметрич­
ных противофазных состояний в симметричные и синфазные. Данный тип
диссипаторов имеет экспериментальную реализацию на основе квантовых
резонаторов, соединённых сверхпроводящими кубитами (фаза варьирует­
ся относительным положением кубита).

В данной модели впервые обнаружены асимптотические состоя­
ния со следами локализации [A5]— матрица плотности имеет пятнистую
структуру с несколькими яркими областями локализации (рисунок 4а).
В решении доминируют несколько локализованных мод пространствен­
но неоднородного гамильтониана из классической модели Андерсона —
в базисе собственных состояний гамильтониана (10) матрица плотности
является диагональной с преобладанием собственных значений из ниж­
ней границы спектра (рисунок 4б). Был предложен метод управления
локализационными свойствами системы, основанный на изменении фазы
𝛼 диссипативных операторов [A6]. Формирующие решение андерсонов­
ские моды выбираются в соответствии с их пространственно-фазовыми
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свойствами, унаследованными от собственных состояний гамильтониана
в пределе нулевого беспорядка, в зависимости от фазы диссипативных
операторов.

A

а)

A

б)

Рис. 4 — Следы одночастичной локализации в асимптотических состояниях
открытой квантовой системы: (a) абсолютные значения асимптотической
матрицы плотности 𝜌𝐴 в базисе гильбертова пространства имеют пятни­
стую структуру с очагами локализации; (б) локализация в собственных
состояниях из нижней границы спектра Андерсоновских мод. Параметры

системы: 𝑁 = 100, 𝑊 = 1, 𝛼 = 0, 𝑙 = 1

При помощи метода квантовых траекторий изучена микроскопи­
ческая динамика волновых пакетов отдельных траекторий в асимпто­
тических состояниях с различной степенью локализации [A7]. Были
обнаружены нетривиальные режимы распространения волновых пакетов,
возникающие за счёт взаимодействия беспорядка и диссипации. Кванто­
вые траектории демонстрируют диффузионные (при которых циркуляция
в Андерсоновских модах прерывается квантовыми скачками) и баллистиче­
ские режимы. Управляя фазой 𝛼 неэрмитовых диссипаторов (11), можно
переключать данные режимы.

Помимо модели с одночастичной локализацией в главе рассмат­
ривается математическая модель открытой квантовой системы с много­
частичной локализацией (MBL) в асимптотических состояниях. Модель
описывается уравнением Линдблада (1) с многочастичным гамильтониа­
ном для 𝑁

2 бесспиновых фермионов на решётке размером 𝑁 :

𝐻 =

𝑁∑︁
𝑛=1

ℎ𝑛𝑏
†
𝑛𝑏𝑛 +

𝑁−1∑︁
𝑛=1

𝑏†𝑛𝑏𝑛𝑏
†
𝑛+1𝑏𝑛+1 −

𝑁−1∑︁
𝑛=1

(︁
𝑏†𝑛𝑏𝑛+1 + 𝑏†𝑛+1𝑏𝑛

)︁
, (12)
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где 𝑏𝑛 и 𝑏†𝑛 — операторы уничтожения и создания фермиона на 𝑛-ом сай­
те решётки соответственно, 𝑏†𝑛𝑏𝑛 — оператор числа частиц на сайте 𝑛. В
каждом узле решётки на фермионы действуют случайные потенциалы ℎ𝑛
(первое слагаемое в правой части). Фермионы, которые находятся в сосед­
них сайтах решётки, взаимодействуют между собой (второе слагаемое в
правой части). Третье слагаемое в правой части отвечает за перемещение
фермионов между сайтами решётки. Значения случайных потенциалов ℎ𝑛
равномерно распределены в интервале [−ℎ, ℎ]. Как и в одночастичной мо­
дели, рассматривается специальный тип диссипации:

𝑉𝑘 = (𝑏†𝑘 + 𝑏†𝑘+1) (𝑏𝑘 − 𝑏𝑘+1) , (13)

который приводит систему в состояние со следами многочастичной лока­
лизации в асимптотических состояниях.

Для численной оценки многочастичной локализации в асимптоти­
ческих состояниях предложены различные численные характеристики,
среди которых статистика дисбаланса (разница между числом частиц
на чётных и нечётных узлах решётки) и r-значение (статистическая харак­
теристика спектра матрицы плотности, распределение которой позволяет
классифицировать тип динамики системы).

Диссипация в системе пытается построить классические и квантовые
корреляции между далеко расположенными сайтами решётки, а механиз­
мы локализации, индуцированные гамильтонианом, напротив, пытаются
ограничить корреляции длиной локализации. В результате баланса меж­
ду этими факторами возникает асимптотическое состояние со следами
многочастичной локализации, которые можно численно детектировать
предложенными в работе характеристиками. Также в работе впервые
обнаружена связь между переходом к многочастичной локализации и пе­
реходом от квантового диссипативного хаоса к регулярной динамике [A9].

Результаты данной главы опубликованы в работах [A5—A9; A12; A13;
A15].

В заключении приведены основные результаты работы, которые со­
стоят в следующем:

1. Впервые обнаружен квантовый аналог классической бифуркации
Неймарка—Сакера (рождение тора из-за неустойчивости предель­
ного цикла) в математической модели открытого периодически
модулируемого квантового димера. Предложены качественные и
количественные характеристики данного явления [A1].

2. Впервые предложен и программно реализован [A11] новый чис­
ленный алгоритм нахождения старшего квантового показателя
Ляпунова, основанный на методе квантовых траекторий. Данный
подход позволяет выявить сложную структуру регулярных и хао­
тических областей, дать количественную оценку диссипативному
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квантовому хаосу. Как и классический старший показатель Ляпу­
нова, его квантовый аналог становится положительным в случае
хаотической динамики системы [A2].

3. Впервые предложены новые количественные характеристики дис­
сипативного квантового хаоса, которые могут наблюдаться в
реальном физическом эксперименте [A3]. Для широкого класса
квантовых систем было показано, что в регулярном и хаотическом
режимах наблюдается качественно различная статистика распре­
деления времён между последовательными излучениями системой
отдельных фотонов. При переходе в режим квантового хаоса рас­
пределение времени ожидания фотона становится существенно не
пуассоновским, появляется степенная асимптотика.

4. В модели открытого квантового резонатора со спином исследо­
вана сложная динамика, которая возникает в результате взаимо­
действия между периодическими модуляциями, диссипативными
механизмами и взаимодействием между фотонной и спиновой
подсистемами [A4]. Данное взаимодействие при определённых па­
раметрах может приводить систему как в хаотическое, так и
регулярное состояние.

5. Исследовано явление одночастичной локализации в асимптотиче­
ских состояниях открытых квантовых систем [A5]. Разработан
метод управления локализационными свойствами получаемого
квантового аттрактора [A6] — асимптотическое состояние может
быть локализовано в любом месте спектра гамильтониана за
счёт управляемой синтетической диссипации. В рассматриваемой
модели изучены механизмы распространения волновых пакетов от­
дельных квантовых траекторий в асимптотическом режиме [A7].

6. Исследовано явление многочастичной локализации в асимпто­
тических состояниях открытых квантовых систем. Было уста­
новлено, что следы многочастичной локализации сохраняются
даже в присутствии дефазирующей диссипации. Предложены но­
вые численные критерии для детектирования многочастичной
локализации— статистика дисбаланса, энтропия запутанности опе­
раторного пространства и соотношение последовательных уровней
для асимптотической матрицы плотности [A8]. Впервые обнару­
жена связь между переходом к многочастичной локализации и
переходом от квантового диссипативного хаоса к регулярной ди­
намике [A9].

7. Разработан программный комплекс [A10; A11], осуществляющий
численное моделирование открытых квантовых систем с боль­
шим числом состояний, включающий в себя возможность анализа
отдельных квантовых траекторий, поиск асимптотических со­
стояний системы путём численного интегрирования и поиска
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собственного состояния системы. В программном комплексе реа­
лизован новый численный алгоритм, осуществляющий вычисление
старшего квантового показателя Ляпунова.
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