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Общая характеристика работы

Актуальность темы исследования. Развитие тематики управля
ющих систем массового обслуживания имеет большую историю. Классиче
ские задачи теории массового обслуживания (теории очередей) были впер
вые рассмотрены в начале XX века. Данные работы были посвящены иссле
дованию функционирования телефонных станций, на которых телефони
сты вручную соединяли пользователей. От клиентов поступали заявки на
соединение с определенным номером. С тех пор закрепилась терминология
«заявка», «требование», «обслуживающее устройство». Первые исследова
ния в данной области были сделаны А.К. Эрлангом и Ф.В. Йохансеном.
В дальнейшем развитием теории систем массового обслуживания занима
лись такие исследователи как Ф. Поллачек, К. Пальм, А.Н. Колмогоров,
А.Я. Хинчин, Д.Р. Кокс, У.Л. Смит, Т.Л. Саати, Д.Дж. Кендалл, Л. Такач,
Б.В. Гнеденко, И.Н. Коваленко, В.С. Королюк, Г.П. Башарин, Г.П. Кли
мов, Ю.В. Прохоров, А.Д. Соловьев, Б.А. Севастьянов и др. В 1953 году
Д.Дж. Кендалл разработал классификацию систем массового обслужива
ния на основе трех символов, отвечающих за распределение интервалов
между поступлениями требований, распределение длительностей обслужи
вания и количество обслуживающих устройств. Классификацию Кенделла
расширил Г.П. Башарин.

В дальнейшем с помощью методов теории массового обслуживания
исследовались системы из различных сфер: управление транспортом, ав
томатические линии производства, медицинское обслуживание, системы
управления потоками данных, управление взлетом и посадкой самолетов в
аэропортах и т.д. При этом во всех системах выделялись обязательные эле
менты: входной поток заявок, дисциплина очереди, закон обслуживания
заявок, обслуживающее устройство. При исследовании систем ставилась
задача не только изучения свойств системы, но оптимизация по некоторо
му критерию. Например, уменьшение задержек, уменьшение очередей или
оптимизация количества обслуживающих устройств. При дальнейшем раз
витии теории массового обслуживания стали рассматриваться системы с
переменной структурой, в которых составляющие элементы могли изме
няться со временем. Например, в торговых центрах интенсивность потока
покупателей зависит от времени суток и дня недели.

Оптимизация системы массового обслуживания подразумевает под
бор оптимальных с некоторой точки зрения параметров и стратегии управ
ления. Таким образом, во второй половине XX века активное развитие
получает теория управляемых систем массового обслуживания (управля
ющих систем). В 1967 году О.И. Бронштейн и В.В. Рыков ввели термин
«управляемая система массового обслуживания».

Одним из основных элементов систем массового обслуживания явля
ется входной поток. Изначально в классических работах рассматривался
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простейший поток, или поток Пуассона. Простейший поток определяется
тремя свойствами: ординарность, стационарность и отсутствие последей
ствия. Данные три свойства обеспечивают независимость и показательное
распределение интервалов между соседними требованиями. Поток Пуас
сона возникает при некоторых ограничениях при суммировании большого
числа независимых малоинтенсивных потоков. При этом, часто реальные
потоки требований формируются из большого числа независимых требо
ваний. Например, такой механизм формирования потока применим к по
току телефонных вызовов или потоку обращений в сервисный центр. В
более сложных реальных потоках может нарушаться условие независимо
сти требований. Так, при однополосном движении транспорта обгон за
труднен и могут возникать транспортные группы (автоколонны) или при
отправке корпоративной почты возникает большое число электронных пи
сем, отправленных за небольшой промежуток времени. Разнотипность или
неоднородность требований приводит к тому, что моделью пуассоновского
потока нельзя описать все реальные потоки. Если в вызывающие моменты
(моменты поступления требований) могут поступить несколько требова
ний и размеры групп независимы и имеют одинаковое распределение, то
адекватной моделью может служить неординарный пуассоновский поток.
Необходимость выделения групп требований в исходном потоке привела
к появлению нелокального описания потоков. В отличие от классическо
го описания потоков при нелокальном описании рассматриваются только
моменты поступления первых требований в группах и количество требова
ний в группах. В потоках разной физической природы могут существовать
разные механизмы объединения требований в группы. Так, при рассмот
рении формирования транспортных потоков возникли следующие модели:
поток Бартлетта, поток Гнеденко-Коваленко. В данной диссертации рас
сматривается механизм образования транспортных групп при движении
по автомагистрали при условиях, препятствующих свободному обгону.

Существуют системы массового обслуживания, в которых входные
потоки являются управляемым элементом. Частным случаем таких по
токов являются MAP-потоки (Markovian Arrival Process), в которых про
цесс поступления заявок зависит от процесса Маркова. Часто марковским
управляющим процессом, влияющим на входной поток, является внешняя
среда. Влияние управляющего воздействия может заключаться в измене
нии структуры или интенсивности входного потока. Марковский поток
впервые был описан в работе М.Ф. Ньютса. Дальнейшее исследование и
расширение понятия марковского потока было проведено Д.М. Лукантони,
С. Асмуссеном, П.П. Бочаровым, Н.Х. Фонгом, А.А. Назаровым, А.М. Мо
исеевым и другими исследователями.

Один из вариантов исследования сложной системы массового обслу
живания заключается в представлении ее как кибернетической системы.
Понятие кибернетическая система и кибернетический подход предложе
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ны в работе А.А. Ляпунова и С.В. Яблонского. В работе А.А. Ляпунова
и С.В. Яблонского приведены примеры применения подхода к системам
различного рода, начиная с экономических и заканчивая биологическими.
Впервые применили кибернетический подход к системам массового обслу
живания М.А. Федоткин и М.Г. Теплицкий.

Цель диссертационной работы. Целями данной работы являют
ся: 1) построение и изучение математической модели потока неоднородных
требований; 2) построение и исследование математической модели системы
адаптивного управления потоками неоднородных требований; 3) численное
исследование управляющей системы с помощью имитационного моделиро
вания.

В рамках работы решены следующие задачи:
1. Изучение механизма образования транспортных групп, состоящих

из разнотипных автомобилей, при движении по автомагистрали.
Построение, исследование и обоснование корректности математи
ческой модели потока на основе потоков различной физической
природы.

2. Описание математической модели системы нециклического управ
ления потоками неоднородных требований в виде кибернетичекой
системы. Вывод и изучение как функциональных связей между
блоками системы, так и рекуррентных соотношений для распреде
лений состояний системы.

3. Получение условий существования стационарного распределения
для последовательности состояний системы.

4. Разработка имитационной модели системы, изучение переходного
процесса, поиск квазиоптимальных параметров системы.

Научная новизна. Результаты диссертации являются новыми и за
ключаются в следующем:

1. Построена модель потока неоднородных требований, в которой ин
тервалы между соседними требованиями зависимы и имеют раз
ное распределение. Для построения модели был применен кибер
нетический подход Ляпунова–Яблонского. Показана возможность
аппроксимации потока неоднородных требований неординарным
пуассоновским потоком с любым количеством требований в груп
пе. Корректность модели обоснована на реальных данных для по
токов различной физической природы.

2. Описана модель адаптивного управления потоками Кокса-Льюиса
с помощью кибернетического подхода. Определены функциональ
ные зависимости между блоками системы. Динамика состояний
системы описана в виде многомерной цепи Маркова, проведена
классификация состояний данной цепи Маркова.

3. Получены рекуррентные соотношения для одномерных распреде
лений векторной марковской последовательности. Также получе
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ны рекуррентные соотношения для производящих функций мар
ковской последовательности через один и через несколько шагов.
Используя указанные рекуррентные соотношения для производя
щих функций, получены необходимые и достаточные условия су
ществования стационарного распределения.

4. Проведен анализ пространства управляемых параметров системы.
Найдены области существования стационарного режима.

5. Разработана имитационная модель системы, изучен переходный
процесс. Проведен поиск квазиоптимальных параметров для си
стемы адаптивного управления неординарными потоками.

Теоретическая и практическая значимость. Научная значи
мость данной работы состоит в построении вероятностной модели фор
мирования потока неоднородных требований, когда интервалы между
соседними требованиями зависимы и имеют разное распределение. Приме
ненные методы исследования позволяют получать новые модели потоков
неоднородных требований. Предложен подход исследования адаптивно
го алгоритма управления потоками такого рода. Проведена численная
оптимизация управляющей системы.

Mетодология и методы исследования. В работе применяется ап
парат теории вероятностей и математической статистики, теории мас
сового обслуживания, теории функций комплексного переменного, тео
рии управляемых марковских процессов. Для описания управляемых си
стем массового обслуживания применяется кибернетический подход Ляпу
нова–Яблонского. Использование приведенных методов и подходов позво
лило математически описать и исследовать модель сложной недетермини
рованной системы управления неординарными потоками.

Имитационная модель управляющей системы реализована на языке
программирования C++ в среде разработки Microsoft Visual Studio. Визу
ализация некоторых результатов численных исследований производится с
помощью языка Python.

Основные положения, выносимые на защиту.
1. Применение аппарата кибернетического подхода Ляпунова-Яблон

ского к описанию потоков неоднородных требований, в которых
интервалы между соседними требования зависимы и имеют раз
ное распределение.

2. Синтез управляющих систем массового обслуживания конфликт
ных потоков с помощью кибернетического подхода в виде много
мерных марковских цепей.

3. Методика использования производящих функций для получения
условий существования стационарного распределения векторной
марковской цепи.

4. Метод определения момента окончания переходного процесса в
управляемой системе обслуживания неоднородных требований.
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5. Способ поиска квазиоптимальных параметров в управляемой си
стеме обслуживания неоднородных требований.

Степень достоверности и апробация результатов. Достовер
ность теоретических результатов работы обеспечивается применением
используемого математического аппарата. Результаты численных иссле
дований находятся в соответствии с теоретическими исследованиями.
Теоретические результаты исследований находятся в соответствии с ре
зультатами, полученными другими авторами при изучении подобных
систем управления конфликтными потоками.

Основные результаты диссертации были представлены на следую
щих семинарах и конференциях: Международный семинар «Распределен
ные компьютерные и телекоммуникационные сети: управление, вычисле
ние, связь» DCCN-2010 (Москва, 2010 г.), Международная научная кон
ференция «Современные вероятностные методы анализа и оптимизации
информационно-телекоммуникационных сетей» (Минск, Республика Бела
русь, 2011 г.), XVI Международная конференция «Проблемы теоретиче
ской кибернетики» (Н. Новгород, 2011 г.), Международный семинар «При
кладные методы статистического анализа. Имитационное моделирование
и статистические выводы» (Новосибирск, 2011 г.), 17-ая Международная
научная конференция «Распределенные компьютерные и коммуникацион
ные сети: управление, вычисление, связь» DCCN-2013 (Москва, 2013 г.),
XVII Международная конференция «Проблемы теоретической кибернети
ки» (Казань, 2014 г.), Международная научная конференция «Теория веро
ятностей, случайные процессы, математическая статистика и приложения»
(Минск, Республика Беларусь, 2015 г.), IX Международная научная кон
ференция «Дискретные модели в теории управляющих систем» (Москва
и Подмосковье, 2015 г.), Межрегиональная научно-практическая конфе
ренция «Статистика в современном обществе: её роль и значение в вопро
сах государственного управления и общественного развития» (Н. Новго
род, 2015 г.), 8-я Международная научная конференция «Распределенные
компьютерные и коммуникационные сети: управление, вычисление, связь»
DCCN-2015 (Москва, 2015 г.), Международная научная конференция «Ана
литические и вычислительные методы в теории вероятностей и её прило
жениях» АВМТВ-2017 (Москва, 2017 г.), 20-я Международная научная
конференция «Распределенные компьютерные и телекоммуникационные
сети: управление, вычисление, связь» DCCN-2017 (Москва, 2017 г.), XVI
Международная конференция имени А.Ф. Терпугова «Информационные
технологии и математическое моделирование» ИТММ-2017 (Казань, 2017
г.), X Международная конференция «Дискретные модели в теории управ
ляющих систем» (Москва и Подмосковье, 2018 г.), 12-я Международная
конференция «Computer Data Analysis and Modeling: Stochastics and Data
Science» (Минск, Республика Беларусь, 2019 г.), XVIII Международная на
учная конференция имени А.Ф. Терпугова «Информационные технологии
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и математическое моделирование» ИТММ-2019 (Саратов, 2019 г.), 22-ая
Международная научная конференция «Распределенные компьютерные
и коммуникационные сети: управление, вычисление, связь» DCCN-2019
(Москва, 2019 г.), Четвертая Международная конференция по стохасти
ческим методам МКСМ-4 (пос. Дивноморское, г. Новороссийск, 2019 г.),
XIII Международный семинар «Дискретная математика и ее приложения»
имени академика О.Б. Лупанова (Москва, 2019 г.), XIX Международная
конференция «Проблемы теоретической кибернетики» (Казань, 2020 г.),
XX Международная научная конференция имени А.Ф. Терпугова «Ин
формационные технологии и математическое моделирование» ИТММ-2021
(Томск, 2021 г.), Седьмая Международная конференция по стохастическим
методам МКСМ-7 (пос. Дивноморское, 2022 г.).

Личный вклад автора. В совместных публикациях научному руко
водителю принадлежит постановка задачи и общее редактирование работ.
Все исследования выполнены автором диссертации лично, все полученные
результаты принадлежат автору. В работах [12, 15] научному руководи
телю принадлежит постановка задачи, второму соавтору — результаты,
полученные для транспортного потока при относительно небольшой плот
ности машин с быстрым движением, автору диссертации — результаты,
полученные для транспортного потока при высокой плотности машин с
быстрым движением. В работах [1, 7] научному руководителю и второму
соавтору принадлежит постановка задачи, автору диссертации принадле
жат полученные в работе аналитические результаты. В работах [2, 8] науч
ному руководителю принадлежит постановка задачи, второму соавтору —
результаты, связанные с алгоритмами разбиения потока на группы неболь
шого размера, автору диссертации — результаты, связанные с алгоритмами
разбиения потока на группы большого размера, вывод оценок и численный
анализ данных. В работе [5] все научные результаты получены совместно.

Соответствие паспорту специальности. Диссертационная рабо
та выполнена в соответствии с паспортом специальности 01.01.09 «Дис
кретная математика и математическая кибернетика» и включает ориги
нальные результаты в области дискретной математики и математической
кибернетики. Исследование, приведенное в работе, соответствует пункту 2
(Теория управляющих систем) — построена и исследована математическая
модель управляющей системы массового обслуживания потоков неоднород
ных требований, представленной в виде абстрактной управляющей (кибер
нетической) системы Ляпунова–Яблонского.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены
в 29 работах, 7 из них — в журналах, рекомендованных ВАК, 6 — в библио
графической базе Scopus, 2 — в библиографической базе Web of Science,
16 — в библиографической базе РИНЦ, 19 — в тезисах докладов.
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Содержание работы

Введение содержит обзор научной литературы по исследуемой теме,
производится обоснование актуальности исследования, а также цели, зада
чи, методология и методы исследования, описана теоретическая и практи
ческая значимость, приведены сведения об апробации результатов иссле
дования и соответствие работы паспорту заявленной специальности.

Первая глава посвящена построению и изучению математической
модели потока неоднородных требований. В качестве примера реального
объекта рассматривается модель движения транспорта по автомагистра
ли в условиях затрудненного обгона. В этом случае быстрые автомобили
догоняют медленные и ждут возможности обгона. Таким образом, при ин
терпретации рассматриваемой модели в потоке образуются группы авто
мобилей (автоколонны или транспортные пачки).

В разделе 1.1 модель механизма формирования размера каждой
транспортной пачки реального потока неоднородных и точечных движу
щихся автомобилей представлена в виде эволюции управляющей киберне
тической системы обслуживания. Для такой системы на рис. 1 представле
ны следующие ее блоки: входной полюс, внешняя память, устройство \delta по
переработке информации внешней памяти, внутренняя память, устройство
\delta 0 по переработке информации внутренней памяти и выходной полюс.

Рис. 1. Схема управляющей системы.

Входным полюсом системы является пуассоновский поток требова
ний, например, автомобилей с быстрым движением. Интенсивность этого
потока равна \lambda 0 > 0. Интенсивность \lambda > 0 потока из требований с медлен
ным движением достаточно мала и такова, что расстояние между любыми
соседними требованиями с медленным движением велико. Обозначим при
t \geq 0 и t0 > 0 через \eta 0(\omega ; t, t0) \in \{ 0, 1, . . .\} число требований с быстрым дви
жением, которые поступают в очередь за промежуток времени [t, t+ t0).

Пусть случайная величина \chi (\omega ; t) \in \{ 1, 2, . . .\} измеряет число требо
ваний всех типов в группе в момент времени t \geq 0, то случайный процесс
\{ \chi (t) : t \geq 0\} является математическим описанием блока внешней памяти.
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Блок внутренней памяти отвечает за процесс обгона требований с
быстрым движением требования с медленным движением. Обозначим че
рез \mu  - 1

k,0, k = 1, 2, . . . , q, среднее время обгона в случае, когда пачка состоит
из одной медленной и k быстрых машин. Пусть среднее время \mu  - 1

q,0 обгона
не меняется, если в пачке находится не менее q быстрых машин.

Обозначим, через \xi 0(\omega ; t, t0) \in \{ 0, 1, . . .\} случайное число требований
с быстрым движением, которые совершат обгон требования с медленным
движением за промежуток времени [t, t + t0). Тогда семейство случайных
величин вида \{ \xi 0(\omega ; t, t0) : t \geq 0, t0 > 0\} определяет математическое описа
ние блока выходного полюса.

Так как в потоке не происходит потеря требований, то при ∆t > 0
устройство \delta по переработке информации внешней памяти можно матема
тически описать с помощью функционального соотношения

\chi (\omega ; t+∆t) = \chi (\omega ; t) + \eta 0(\omega ; t,∆t) - \xi 0(\omega ; t,∆t). (1)

В диссертации приведены условные вероятности вида

\bfP (\{ \omega : \xi 0(\omega ; t,∆t) = k\} | \{ \omega : \chi (\omega ; t) = l, \eta 0(\omega ; t,∆t) = v\} ) (2)

при малых ∆t > 0 и различных допустимых значениях k, l и v. Используя
соотношения (1), (2) и формулу полной вероятности, при ∆t \rightarrow 0 получим
бесконечную систему линейных дифференциальных уравнений Колмого
рова для вероятностей Q(t, l) = \bfP (\{ \omega : \chi (\omega ; t) = l\} )

dQ(t, 1)

dt
=  - \lambda 0Q(t, 1) + \mu 1,0Q(t, 2),

dQ(t, k)

dt
= \lambda 0Q(t, k  - 1) - (\lambda 0 + \mu k - 1,0)Q(t, k) + \mu k,0Q(t, k + 1),

k = 2, . . . , q,

dQ(t, k)

dt
= \lambda 0Q(t, k  - 1) - (\lambda 0 + \mu q,0)Q(t, k) + \mu q,0Q(t, k + 1),

k = q + 1, q + 2, . . .

(3)

В разделе 1.2 изучено эргодическое распределение числа неоднород
ных требований в группе. Это распределение получено как решение линей
ной системы уравнений с правыми частями из (3) равными нулю

0 =  - \lambda 0Q(1) + \mu 1,0Q(2),

0 = \lambda 0Q(k  - 1) - (\lambda 0 + \mu k - 1,0)Q(k) + \mu k,0Q(k + 1), k = 2, . . . , q,

0 = \lambda 0Q(k  - 1) - (\lambda 0 + \mu q,0)Q(k) + \mu q,0Q(k + 1), k = q + 1, q + 2, . . .

Далее рассматривается случай q = 3. Искомое распределение зависит от
трех существенных параметров. Обозначим их

\alpha =
\lambda 0

\mu 1,0
, \beta =

\lambda 0

\mu 2,0
, \gamma =

\lambda 0

\mu 3,0
.
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Окончательно распределение числа требований в группе в установившемся
режиме имеет вид

Q(1) = p =
1

1 + \alpha + \alpha \beta 
1 - \gamma 

, Q(2) = \alpha p =
\alpha 

1 + \alpha + \alpha \beta 
1 - \gamma 

,

Q(k) = \alpha \beta \gamma k - 3p =
\alpha \beta \gamma k - 3

1 + \alpha + \alpha \beta 
1 - \gamma 

, k \geq 3.

(4)

Для размера группы \chi (\omega ) при использовании метода производящих
функций вычислены числовые характеристики.

В разделе 1.3 обоснована возможность аппроксимации при некоторых
условиях потока неоднородных требований неординарным пуассоновским
потоком с распределением (4) числа требований в вызывающий момент.
Введем случайную величину \eta (t) = \eta (\omega ; t), равную числу всех требований,
поступивших в систему за промежуток времени [0, t). Теорема 1 в диссер
тации позволяет найти явный вид для вероятностей P (t; k)

P (t; k) = e - \lambda t
\Bigl[ \lfloor k

2 \rfloor \sum 
n=0

\alpha n (\lambda tp)k - n

n!(k  - 2n)!
+

+

\lfloor k
2 \rfloor \sum 

n=0

\alpha n

\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}\{ k - 2n,n\} \sum 
m=1

\beta m
k - 2n - m\sum 

l=0

\gamma l (\lambda tp)k - n - m - lCl
m+l - 1

(n - m)!m!(k  - 2n - m - l)!

\Bigr] 
,

(5)

где \lfloor k/2\rfloor обозначает целую часть числа k/2. Неординарные пуассоновские
потоки данного распределения будем называть потоками Кокса-Льюиса,
так как значительное число экспериментальных данных из работы Д. Кок
са и П. Льюиса «Статистический анализ последовательностей событий»
адекватно соответствует распределению (5). Методом производящих функ
ций получены формулы для основных и вспомогательных числовых харак
теристик случайной величины \eta (\omega ; t).

В разделе 1.4 описан нелокальный подход к описанию потоков. Со
гласно данному подходу в исходном потоке \{ \tau \prime i ; i \geq 1\} необходимо выделить
случайную последовательность моментов \{ \tau i; i \geq 0\} по некоторому задан
ному принципу. Обозначим через символ \eta i случайное число заявок, посту
пивших на интервале [\tau i, \tau i+1), i \geq 0. Суть нелокального подхода заключа
ется в выборе моментов \{ \tau i; i \geq 0\} таким образом, чтобы достичь незави
симости и одинакового распределения как интервалов \tau i+1  - \tau i, i \geq 0, так
и размеров групп \eta i, i \geq 0. Также в данном разделе приведено несколько
алгоритмов разбиения исходного потока на группы и критерии независимо
сти и одинакового распределения последовательности случайных величин.

В диссертации приведен вывод оценок параметров \alpha , \beta и \gamma распреде
ления (4) методом минимума хи-квадрат и методом максимального правдо
подобия. Разработана программа, которая позволяет разбивать исходные
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реальные потоки различной физической природы на потоки групп. Реали
зованы 5 алгоритмов разбиения и 4 критерия независимости и одинакового
распределения последовательности случайных величин. Показана возмож
ность аппроксимации реальных потоков неординарным пуассоновским по
током с распределением (5).

Таким образом, в первой главе введен и изучен новый тип входных
потоков — потоков Кокса-Льюса.

Во второй главе применен кибернетический подход к построению и
исследованию системы обслуживания неоднородных требований. В разде
ле 2.1 согласно кибернетическому подходу Ляпунова-Яблонского в схеме
управляющей системы обслуживания выделены следующие структурные
блоки: 1) входной полюс, который включает m \geq 2 входных неординар
ных пуассоновских потока Π1, Π2, . . . , Πm и m потоков насыщения Π\ast 

1,
Π\ast 

2, . . . , Π\ast 
m (выходные потоки системы при ее максимальной загрузке и

эффективном функционировании); 2) внешняя память — неограниченные
накопители очередей O1, O2, . . . , Om по входным потокам Π1, Π2, . . . , Πm;
3) блок по переработке внешней памяти — экстремальная стратегия обслу
живания, при которой из накопителя Oj (j = 1, 2, . . . , m) на обслуживание
выбирается максимально возможное число заявок; 4) внутренняя память —
обслуживающее устройство с r состояниями Γ(1),Γ(2), . . . ,Γ(r); 5) блок по
переработке информации внутренней памяти — алгоритм смены состояний
обслуживающего устройства.

Опишем случайные величины и элементы, входящие в математиче
скую модель. В качестве дискретной временной шкалы выберем случайные
моменты \tau i(\omega ), i = 0, 1, . . . , смены состояний обслуживающего устройства.
Обозначим через \eta j,i случайное число требований, поступивших по потоку
Πj на промежутке [\tau i, \tau i+1). Пусть \xi j,i — максимально возможное число за
явок потока Πj , которые система может обслужить на интервале [\tau i, \tau i+1).
Входной поток Πj будем описывать последовательностью \{ \eta j,i; i = 0, 1, . . .\} ,
а поток насыщения Π\ast 

j — с помощью последовательности \{ \xi j,i; i = 0, 1, . . .\} .
Введем вектора \eta i = (\eta 1,i, . . . , \eta m,i) и \xi i = (\xi 1,i, . . . , \xi m,i). Тогда математи
ческое описание входного полюса будем задавать в виде векторной после
довательности \{ (\eta i, \xi i); i = 0, 1, . . .\} .

Обозначим через \kappa j,i число заявок потока Πj , которые находятся в
накопителе Oj в момент \tau i, и через \kappa i вектор (\kappa 1,i, . . . , \kappa m,i). Последователь
ность \{ \kappa i; i = 0, 1, . . .\} является математическим описанием блока внешней
памяти.

В управляемых системах массового обслуживания имеется несколько
состояний (режимов) Γ(1), Γ(2), . . . , Γ(r), в каждом из которых используют
ся разные стратегии обслуживания и управления потоками. При этом Γ(1),
Γ(2), . . . , Γ(r) являются состояниями обслуживающего устройства. Обозна
чим через случайный элемент Γi \in Γ = \{ Γ(1),Γ(2), . . . ,Γ(r)\} состояние об
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служивающего устройства на промежутке [\tau i, \tau i+1). Тогда последователь
ность \{ Γi; i = 0, 1, . . .\} задает математическое описание внутренней памяти.

Динамика длины \kappa j,i+1 очереди Oj в момент \tau i+1 задается некоторой
функцией Vj(Γi, \kappa j,i, \eta j,i, \xi j,i), зависящей от состояния внутренней памяти
Γi на промежутке [\tau i, \tau i+1), длины очереди \kappa j,i в момент \tau i, количества
\eta j,i поступивших требований на промежутке [\tau i, \tau i+1) и максимально воз
можного количества \xi j,i обслуженных на промежутке [\tau i, \tau i+1) требований
потокаΠj .

Алгоритм смены состояний обслуживающего устройства учитывает
очередность поступления требований по входным потокам. Поэтому вве
дем случайный вектор \eta \prime i с m компонентами. Если на промежутке времени
[\tau i, \tau i+1) не пришло ни одной заявки по всем потокам, то вектор \eta \prime i будет
нулевым y0 = (0, . . . , 0). Если первой пришла заявка потока Πj , то \eta \prime i будет
равен вектору yj = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), у которого j-я компонента равна
единице, а все остальные компоненты нулевые. Стратегия смены состояний
Γi+1 обслуживающего устройства в момент \tau i+1 определяется функцией
U(\cdot , \cdot , \cdot ), зависящей от состояния Γi на предыдущем шаге, от вектора длин
очередей \kappa i в момент \tau i и от очередности \eta \prime i поступления требований на
промежутке [\tau i, \tau i+1):

Γi+1 = U(Γi, \kappa i, \eta 
\prime 
i). (6)

Соотношение (6) определяет математическое описание блока по переработ
ке информации внутренней памяти.

В разделе 2.2 рассмотрена система с двумя конфликтными входными
неординарным потоками Π1 и Π2, определяемыми параметрами \lambda 1, \alpha 1, \beta 1,
\gamma 1 и \lambda 2, \alpha 2, \beta 2, \gamma 2 соответственно. Здесь и далее будем обозначать номера
входных потоков и потоков насыщения символами j и s, где j, s = 1, 2 и
j \not = s. При этом обслуживание каждого потока разбито на 2 этапа, которые
отличаются интенсивностью обслуживания требований. На первом этапе
длительность обслуживания одной заявки потока Πj , поступившей из на
копителя Oj , равна постоянной величине \mu  - 1

j,1 . Первый этап обслуживания
потока Πj происходит в состоянии Γ(3j - 2). На втором этапе интенсивность
обслуживания увеличивается и длительность обслуживания одной заявки
становится равна величине \mu  - 1

j,2 < \mu  - 1
j,1 . Второй этап обслуживания потока

Πj происходит в состоянии Γ(3j - 1).
В диссертации подробно описаны состояния обслуживающего устрой

ства и алгоритм смены состояний. Обслуживающее устройство (внутрен
няя память) имеет 8 состояний Γ(1),Γ(2), . . . ,Γ(8). Изучаемый алгоритм
зависит от следующих параметров: длительностей T1, T2, . . . , T6 для со
стояний; критических длин очередей K1 и K2; максимального числа n1 и
n2 продлений в состояниях Γ(2) и Γ(5); параметров \theta 1 и \theta 2, отвечающих
за возможность одновременного обслуживания нескольких требований, и
величин l3j - 2 \in X = \{ 0, 1, 2, . . .\} , l3j - 1 \in \{ 1, 2, . . .\} , l3j \in \{ 1, 2, . . .\} , связыва
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ющих длительности состояний и длительности обслуживания требований
с помощью соотношений T3j - 2 = \mu  - 1

j,1 + l3j - 2\theta j\mu 
 - 1
j,1 , T3j - 1 = l3j - 1\theta j\mu 

 - 1
j,2 ,

T3j = l3j\theta j\mu 
 - 1
j,2 .

В этом случае функция U(\cdot , \cdot , \cdot ) из (6) для изучаемого алгоритма бу
дет представлена в следующем виде

Γi+1 = U(Γi, \kappa i, \eta 
\prime 
i) =

=

\left\{                         

Γ(3j - 2),

\Bigl\{ \Bigl[ 
Γi = Γ(3s)

\Bigr] 
& [(\kappa j,i > 0) \vee (\kappa s,i \geq Ks) \vee (\eta \prime i = yj)]

\Bigr\} 
\vee 

\vee 
\Bigl\{ \Bigl[ 

Γi = Γ(3j)
\Bigr] 
&[\kappa s,i = 0]&[\kappa j,i \leq Kj ]&[\eta \prime i = yj ]

\Bigr\} 
,

Γ(3j - 1),
\Bigl\{ 
Γi = Γ(3j - 2)

\Bigr\} 
\vee 
\Bigl\{ \Bigl[ 

Γi = Γ(6+j)
\Bigr] 
&[\eta \prime i = yj ]

\Bigr\} 
,

Γ(3j),
\Bigl\{ 
Γi = Γ(3j - 1)

\Bigr\} 
\vee 
\Bigl\{ \Bigl[ 

Γi = Γ(6+j)
\Bigr] 
&[\eta \prime i \not = yj ]

\Bigr\} 
,

Γ(6+j),
\Bigl[ 
Γi = Γ(3s)

\Bigr] 
&[\kappa j,i = 0]&[\kappa s,i < Ks]&[\eta \prime i = y0].

(7)

На рис. 1 приведен граф переходов состояний внутренней памяти.

Γ(1)
→→

Γ(7) →→

↘↘

Γ(2)

↓↓
Γ(6)

↑↑ ↗↗

↘↘

Γ(3)

↓↓↙↙

↖↖

Γ(5)

↑↑

Γ(8)

↖↖

←← Γ(4)←←
Рис. 1 — Граф смены состояний внутренней памяти

Алгоритм (7) управления конфликтными потоками не является цик
лическим. Смена состояний обслуживающего устройства зависит не только
от его текущего состояния, но и от длин очередей и очередности поступле
ния заявок. Таким образом, алгоритм управления (7) существенно зависит
от входных потоков и, соответственно, является адаптивным.

В качестве математической модели адаптивного управления кон
фликтными неординарными пуассоновскими потоками будем рассматри
вать векторную случайную последовательность \{ (Γi, \kappa i); i \geq 0\} . Для после
довательности \{ (Γi, \kappa i); i \geq 0\} имеют место следующие утверждения.

Лемма 1. Последовательность \{ (Γi, \kappa i); i \geq 0\} при заданном начальном
векторе (Γ0, \kappa 0) является марковской.
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Теорема 1. Пусть x = (x1, x2) \in X2 и множества G, G(3j - 2), G(3j - 1),
G(6+j), Gj определяются следующими равенствами

G = \{ (Γ(h), x) : Γ(h) \in Γ, x \in X2\} ,
G(3j - 2) = \{ (Γ(3j - 2), xsys) : xs < Ks  - l3s\} ,
G(3j - 1) = \{ (Γ(3j - 1), xsys) : xs < Ks  - l3s\} ,

G(6+j) = \{ (Γ(6+j), x) : xj > 0\} \cup \{ (Γ(6+j), x) : xs \geq Ks  - l3s\} ,

Gj =

\Biggl\{ 
G(6+j) \cup G(3j - 2) l3j - 2 > 0;

G(6+j) \cup G(3j - 2) \cup G(3j - 1) l3j - 2 = 0.

Тогда: 1) состояния из G1 и G2 являются несущественными;
2) класс G0 = G\setminus (G1\cup G2) является неразложимым апериодическим клас
сом существенных состояний.

В третьей главе предложен метод определения условий существо
вания предельного распределения последовательности состояний системы
управления конфликтными неординарными потоками. При выводе необхо
димых и достаточных условий существования стационарного распределе
ния использованы рекуррентные соотношения для производящих функций
одномерных распределений векторной марковской последовательности со
стояний. Приведем часть доказанных утверждений.

Теорема 2. Если существует предельное распределение марковской по
следовательности \{ (Γi,\kappa i); i \geq 0\} , то \theta 1\lambda 1M1\mu 1,2

 - 1 + \theta 2\lambda 2M2\mu 2,2
 - 1 < 1.

Следствие 1. Если существует предельное распределение марковской по
следовательности \{ (Γi,\kappa i); i \geq 0\} , то \theta j\lambda jMj < \mu j,2, j = 1, 2.

Теорема 3. Для существования предельного распределения последова
тельности \{ (Γi, \kappa i) i \geq 0\} необходимо выполнение неравенств

\lambda jMj
\widetilde Ts  - Lj < 0, j = 1, 2,

при T0 = T1 + T3 + T4 + T6, \widetilde Tj = T0 + \widetilde njT3j - 1 + nsT3s - 1,
Lj = l3j - 2 + nj l3j - 1 + l3j, \widetilde nj = e\lambda jT3j - 1(1 - (1 - e\lambda jT3j - 1)nj ).

Теорема 4. Для существования предельного распределения последова
тельности \{ (Γi, \kappa i); i \geq 0\} необходимо выполнение неравенства

\lambda 1M1T  - L1 +
\lambda 1M1T5

l5  - \lambda 2M2T5
(\lambda 2M2T  - L2) < 0.

Теорема 5. Для существования предельного распределения последова
тельности \{ (Γi, \kappa i); i \geq 0\} необходимо выполнение неравенства

\lambda 1M1T  - L1 +
l2  - \lambda 1M1T2

\lambda 2M2T2
(\lambda 2M2T  - L2) < 0.

15



Следствие 2. Для существования предельного распределения последова
тельности \{ (Γi, \kappa i); i \geq 0\} необходимо, чтобы хотя бы для какого-то
j = 1, 2 выполнялось неравенство \lambda jMjT  - Lj < 0.

Теорема 6. Для существования предельного распределения последова
тельности \{ (Γi, \kappa i); i \geq 0\} достаточно выполнения неравенств

\lambda jMjT  - Lj < 0, j = 1, 2.

В четвертой главе проведено численное исследование системы с по
мощью имитационного моделирования. Также проведено исследование об
ласти существования стационарного распределения в пространстве допу
стимых значений параметров (T , n)

T = (T1, T2, T3, T4, T5, T6), Tr > 0, r = 1,6;

n = (n1, n2), n1 \in \{ 1, 2, . . .\} , n2 \in \{ 1, 2, . . .\} .

Области существования предельного распределения, приведенные в
теоремах 4-6 и следствии 2, задаются следующими множествами

Dj,0 = \{ (T , n) : \lambda jMj
\widetilde Ts  - Lj < 0\} , j, s = 1, 2; j \not = s,

D1,1 = \{ (T , n) : \lambda 1M1T  - L1 +
\lambda 1M1T5

l5  - \lambda 2M2T5
(\lambda 2M2T  - L2) < 0\} ,

D2,1 = \{ (T , n) : \lambda 1M1T  - L1 +
l2  - \lambda 1M1T2

\lambda 2M2T2
(\lambda 2M2T  - L2) < 0\} ,

Dj,2 = \{ (T , n) : \lambda jMjT  - Lj < 0\} , j = 1, 2.

На рисунке 2 приведено совместное расположение границ множеств
D1,2, D2,2, D1,0, D2,0, D1,1, D2,1 на плоскости n1On2.

Для изучения среднего времени пребывания требований в системе и
средних длин очередей по потокам была реализована имитационная модель
системы в виде программы, написанной на языке C++. Каждая реализа
ция задается с помощью следующих входных данных: 1) параметров \alpha j ,
\beta j , \gamma j , \lambda j входных потоков; 2) параметров T1, T2, . . . , T6, \mu j,1, \mu j,2, \theta j , Kj ,
nj системы; 3) начальных значений Γ(r), x1, x2 случайных элементов Γ0,
\kappa 1,0, \kappa 2,0.

В работе приведен алгоритм поиска момента окончания переходно
го процесса. При имитационном моделировании будем рассматривать две
реализации процесса адаптивного управления потоками Кокса-Льюиса с
начальными условиями двух типов:

1) нулевых Γ(r) = Γ(1), x1 = 0, x2 = 0;
2) смещенных Γ(r) = Γ(1), x1 = K \prime 

1 > K1, x2 = K \prime 
2 > K2.

При этом используем одну и ту же реализацию входных потоков. Опре
делим момент окончания переходного процесса следующим образом. Обо
значим через \gamma 0

j (l) и \gamma +
j (l) время пребывания в системе заявки с номером
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Рис. 2 — Границы множеств D1,2, D2,2, D1,0, D2,0, D1,1, D2,1

l = 1, 2, . . . потока Πj , поступившей в систему после начала имитации, при
нулевых начальных условиях и при смещенных начальных условиях второ
го типа. Величины \gamma 0

j (n) =
1
n

\sum n
l=1 \gamma 

0
j (l), \gamma 

+
j (n) =

1
n

\sum n
l=1 \gamma 

+
j (l) определяют

выборочные средние времена пребывания в системе первых n требований
потока Πj при начальных условиях первого и, соответственно, второго ти
па. Если для параметра близости \delta > 0 выполнено условие\bigm| \bigm| \gamma +

j (n) - \gamma 0
j (n)

\bigm| \bigm| \leq \delta \gamma 0
j (n), (8)

то на содержательном уровне можно считать, что начальные условия пе
рестали влиять на выборочное среднее время пребывания для требований
потока Πj . В случае существования в системе стационарного режима вели
чина nj(d) определяет номер требования, при котором условие (8) впервые
выполнилось d раз подряд, где d — заданное натуральное число. Пусть tj —
момент окончания обслуживания требования с номером nj(d) потока Πj и
t\ast = max(t1, t2). Будем считать, что t\ast определяет момент окончания пе
реходного процесса в системе для данной реализации входных потоков.
Оценку \gamma \ast среднего времени пребывания произвольного требования будем
вычислять по формуле среднего взвешенного \gamma \ast =

\lambda 1M1\gamma 
\ast 
1+\lambda 2M2\gamma 

\ast 
2

\lambda 1M1+\lambda 2M2
.

Определим выборочную среднюю длину очереди для потока Πj сле
дующим образом. Пусть имитация работы системы длилась в течение вре
мени t. При этом по потоку Πj очередь длины k = 0, 1, . . . наблюдалась t

(k)
j

единиц времени. Тогда выборочную среднюю длину очереди \kappa \ast 
j по потоку

Πj будем вычислять по следующей формуле \kappa \ast 
j = 1

t

\sum \infty 
k=0 kt

(k)
j . Выбороч
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ную среднюю длину очереди \kappa \ast для всей системы определим как среднее
арифметическое выборочных длин всех очередей \kappa \ast = 1

2 (\kappa 
\ast 
1 + \kappa \ast 

2). Выбо
рочные средние времена пребывания и выборочные средние длины очереди
могут служить оценками для соответствующих характеристик.

Приведем пример результатов имитационного моделирования при
следующем наборе параметров: 1) параметры входных потоков \alpha 1 = 0,8,
\beta 1 = 0,7, \gamma 1 = 0,5, \lambda 1 = 0,6, \alpha 2 = 0,6, \beta 2 = 0,5, \gamma 2 = 0,2, \lambda 2 = 0,3; 2) пара
метры системы T1 = 1, T2 = 2, T3 = 1, T4 = 1, T5 = 3, T6 = 1, \mu 1,1 = 0,5,
\mu 2,1 = 1, \mu 1,2 = 0,3, \mu 2,2 = 0,6, \theta 1 = 1, \theta 2 = 0,5, K1 = 10, K2 = 10, n1 = 10,
n2 = 10 системы; 3) начальные значения Γ(r) = Γ(1), x1 = 0, x2 = 0 случай
ных элементов Γ0, \kappa 1,0, \kappa 2,0.

На рис. 3 приведена динамика длины очереди по потоку Π1 при усло
вии, что стационарный режим существует. По оси абсцисс отложен номер
шага алгоритма, а по оси ординат — отслеживаемая характеристика. При
этом очереди имеют установившиеся колебания, не зависящие от началь
ных условий.

Рис. 3 — Динамика длины очереди по потоку Π1 при условии
существования стационарного режима

Рассмотрим высокую интенсивность входных потоков \lambda 1 = 0,8 и
\lambda 2 = 0,7. В данном случае стационарного режима в системе не существует.
При отсутствии стационарного режима очереди имеют тенденцию неогра
ниченного роста при увеличении длительности моделирования.

При параметрах 1), 2) и 3) управляющей системы получаем следую
щие оценки средней длительности ожидания обслуживания

\gamma \ast 
1 = 7,1684, \gamma \ast 

2 = 12,8481, \gamma \ast = 8,6625,

и оценки для средних длин очередей

\kappa \ast 
1 = 10,4691, \kappa \ast 

2 = 6,7333, \kappa \ast = 8,6012.

Далее приведем пример поиска квазиоптимальных значений парамет
ров. В силу физических ограничений зафиксируем значения T1 = 1, T3 = 1,
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T4 = 1 и T6 = 1. Для оптимизации доступны следующие параметры T2, T5,
n1, n2, K1, K2. Оптимизация производится поэтапно по парам парамет
ров (T2, T5), (n1, n2) и (K1,K2) путем сокращенного перебора. Используя
алгоритм сокращенного перебора были получены следующие квазиопти
мальные параметры

T \ast 
2 = 5, T \ast 

5 = 1, n\ast 
1 = 3, n\ast 

2 = 10,K\ast 
1 = 1,K\ast 

2 = 4.

Этим квазиоптимальным параметрам соответствуют следующие оценки:

\gamma \ast 
1 = 2.47241, \gamma \ast 

2 = 5.13818, \gamma \ast = 3.17367

среднего времени ожидания обслуживания по потокам Π1, Π2 и, соответ
ственно, оценка среднего времени ожидания обслуживания произвольного
требования.

В заключении приведены основные результаты работы.
1) Поток неоднородных требований представлен в виде кибернетической
системы. Показана возможность описания такого рода потоков (потоков
Кокса-Льюиса) в виде неординарных пуассоновских. Проведено аналити
ческое исследование таких потоков.
2) Проведено численное исследование реальных потоков разной физиче
ской природы. Исследование с помощью статистических критериев показа
ло хорошую согласованность нелокального описания реальных потоков и
построенной модели.
3) Построена математическая модель адаптивного нециклического алго
ритма управления и обслуживания требований потоков Кокса-Льюиса. Мо
делью системы является многомерная цепь Маркова.
4) Получены рекуррентные соотношения для одномерных распределений
марковской цепи и для производящих функций одномерных распределе
ний. С помощью итеративно-мажорантного метода получены условия су
ществования стационарного режима в системе.
5) Описанная система также исследована с помощью имитационного моде
лирования. Приведен способ определения момента окончания переходного
процесса в системе. Проведена численная оптимизация по критерию мини
мума среднего времени ожидания обслуживания.
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