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ВВЕДЕНИЕ

Актуальность темы исследования и степень ее разработанности.
Многие современные технологии получения высокопрочных конструкционных
материалов основаны на применении больших пластических деформаций. К
таким технологиям относятся различные виды обработки металлов давлением:
прокатка, штамповка, ковка, волочение, прессование, экструзия, которые в на-
стоящее время получили широкое распространение для изготовления заготовок
и изделий различных форм и размеров. В ходе больших пластических дефор-
маций структура обрабатываемых материалов существенно меняется, а вместе
с ней меняются и физико-механические свойства материала.

При этом наиболее характерной структурной трансформацией поликри-
сталлического материала является фрагментация зерен. Многолетние экспе-
риментальные исследования показали, что формирование фрагментированной
структуры начинается с зарождения в приграничных областях зерен оборван-
ных дислокационных границ деформационного происхождения. По мере увели-
чения пластической деформации, оборванные границы ветвятся и постепенно
разбивают исходные зёрна поликристалла на взаимно разориентированные об-
ласти – фрагменты, размер которых постепенно уменьшается и достигает пре-
дельных значений порядка 0.2− 0.3 мкм.

Согласно современным представлениям, процессы структурообразования,
происходящие в поликристаллах при больших пластических деформациях, тес-
но связаны с накоплением на границах и в стыках зерен несовместностей пла-
стической деформации в виде ротационно-сдвиговых мезодефектов: стыковых
дисклинаций и планарных мезодефектов. Мощные упругие поля от этих ме-
зодефектов, возмущая ламинарные потоки дислокаций, создают условия для
формирования областей с большой плотностью дислокационного заряда и их
трансформации по мере дальнейшей деформации сначала в малоугловые, а за-
тем и в большеугловые границы зёрен. На большеугловых границах зёрен де-
формационного происхождения вновь накапливаются несовместности пласти-
ческой деформации, формирующие системы вторичных мезодефектов. Таким
образом, по мере деформации и измельчения зёренной структуры материала
мезодефекты занимают все большие объемы исходных зерен, в то время как
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плотность дислокаций внутри фрагментов падает. Предельно высокая концен-
трация мезодефектов является характерной особенностью структуры сильно
деформированных материалов.

Несовместности пластической деформации, формирующиеся по границам
зерен, играют важную роль не только в структурообразовании, но и в разру-
шении поликристаллов. В случае сильно фрагментированных структур, когда
концентрация мезодефектов предельно высока, их роль в процессах зарожде-
ния и накопления микропор и микротрещин становится определяющей. Исходя
из вышесказанного, исследование закономерностей формирования мезодефект-
ной структуры и её влияния на процессы зарождения и накопления микропор и
микротрещин являются важными задачами физики прочности и пластичности.

Следует отметить, что приоритет в открытии и исследовании закономер-
ностей протекания процессов структурообразования и разрушения материалов
при больших пластических деформациях принадлежит отечественным ученым.
Большой вклад в экспериментальное изучение фрагментитованных структур
внесли отечественные ученые: Рыбин В. В, Лихачёв В. А, Золоторевский Н.
Ю., Колобов Ю. Р., Ценёв Н. К. и зарубежные ученые: Хансен Н., Пантелеон
У. и др. Вклад в развитие технологий получения мелкозернистых материалов
с применением методов больших пластических деформаций внесли Валиев Р.
З, Мулюков Р. Р., Копылов В. И., Чувильдеев В. Н., Лэнгдон Т., Эстрин Ю.З.,
Виноградов А.Ю. и др. Математические модели мезодефектов были развиты в
работах Эшелби Дж., Кренера Э., Романова А. Е., Владимирова В. И., Индебо-
ма В. Л., Рыбина В. В., Перевезенцева В. Н., Зисмана А. А., Муры T.. Процессы
структурообразования и разрушения при больших пластических деформациях
теоретически исследовались в работах Рыбина В. В, Перевезенцева В. Н., Са-
рафанова Г. Ф., Глезера А. М., Назарова А. А., Зисмана А. А., Овидько И.
А., Гуткина М. Ю., Панина В. Е., Трусова П. В. и других ученых. Настоящая
работа посвящена разработке теоретических моделей структурообразования на
начальных стадиях фрагментации и моделей зарождения и накопления микро-
трещин в упругих полях мезодефектов в сильно-фрагментированных структу-
рах.

Цели и задачи диссертационной работы. Целью диссертационной ра-
боты является теоретическое исследование мезодефектов, формирующихся в
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ходе пластической деформации поликристаллических материалов, и их роли в
процессах структурообразования и разрушения. В соответствии с поставленной
целью определены основные задачи научного исследования:

1. Провести анализ ротационно-сдвиговых мезодефектов, которые формиру-
ются по границам зерен и фрагментов в ходе пластической деформации
и разработать методы вычисления полей упругих напряжений от систем
этих мезодефектов.

2. Исследовать механизмы накопления первичных мезодефектов на больше-
угловых границах зерен деформируемого поликристалла и механизмы их
пластической аккомодации.

3. Методами компьютерного моделирования определить условия формиро-
вания и характеристики (морфологию) оборванных дислокационных гра-
ниц, формирующихся в упругих полях ротационно-сдвиговых мезодефек-
тов на начальных стадиях фрагментации.

4. Разработать адекватные физические модели зарождения микротрещин в
полях упругих напряжений мезодефектов.

5. Определить взаимосвязь характеристик микротрещин с параметрами ме-
зодефектной структуры деформированного поликристалла и условия, при
которых возможно накопление стабильных трещин в очагах разрушения.

Научная новизна и результаты, выносимые на защиту. Представ-
ленные ниже основные результаты диссертационной работы являются новыми.
На защиту выносятся следующие результаты:

1. Проведен систематический анализ ротационно-сдвиговых мезодефектов,
образующихся на границах и в стыках зёрен при пластической деформа-
ции поликристаллов. Получены аналитические выражения, описывающие
основные полевые и энергетические характеристики базовых мезодефек-
тов. Разработаны методы расчёта упругих полей более сложных систем
мезодефектов в двухмерной и трехмерной постановках задачи.

2. Исследованы механизмы накопления мезодефектов в условиях локали-
зованной пластической деформации. Предложены модели формирования
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деформационной фасетки на большеугловой границе наклона при её вза-
имодействии с плоским скоплением решёточных дислокаций и полосой
скольжения. Проведен численный анализ взаимосвязи параметров дефор-
мационных фасеток и мезодефектной структуры, формирующейся на ней,
с кристаллогеометрией пластического течения.

3. В рамках 2D-модели дискретных дислокаций проведено моделирование
процессов формирования оборванных дислокационных границ, результа-
ты которого позволили объяснить особенности их морфологии на началь-
ных стадиях фрагментации поликристаллических материалов.

4. Предложена модель аккомодационной пластической деформации и релак-
сации упругой энергии планарных сдвиговых мезодефектов, возникающих
на границах зёрен в процессе пластической деформации поликристаллов.

5. Определены условия существования стабильных микротрещин, формиру-
ющихся в упругих полях систем ротационно-сдвиговых мезодефектов.

6. Предложена модель зарождения микротрещины путём атермического про-
скальзывания по границе зерна, которая содержит планарный сдвиговый
мезодефект. Получены зависимости критического напряжения зарожде-
ния микротрещины от длины мезодефекта, его мощности и порогового
напряжения атермического проскальзывания.

7. Рассмотрены механизмы блокировки распространяющихся под действи-
ем внешних и внутренних напряжений дислокационных трещин упруги-
ми полями ротационных и сдвиговых мезодефектов. Определены области
существования устойчивых трещин в конфигурационном пространстве па-
раметров системы мезодефектов.

Теоретическая и практическая значимость работы. Полученные
в работе результаты важны для построения физической теории разрушения
и разработки методов диагностики прочностного состояния поликристалличе-
ских металлов и сплавов, которые подверглись большим пластическим дефор-
мациям. Выявленные при исследовании качественные и количественные зако-
номерности могут быть использованы при разработке статистических и много-
уровневых моделей пластической деформации.
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Методология и методы исследования. Рассматриваемые в диссерта-
ции модели структурообразования и разрушения поликристаллов базируются
на экспериментально и теоретически обоснованных представлениях о физиче-
ской природе фрагментации материалов при больших пластических деформа-
циях. В рамках этих представлений ключевая роль в развитии процессов фраг-
ментации и разрушения принадлежит ротационно-сдвиговым мезодефектам,
формирующимся в процессе пластической деформации на границах и стыках
зерен.

Для моделирования структурных перестроек при больших пластических
деформациях использованы следующие методы компьютерного моделирования:
метод динамики дискретных дислокаций, методы континуальной теории дисло-
каций, методы механики сплошной среды и механики разрушения, адаптиро-
ванные к кристаллическим телам. Эти методы хорошо себя зарекомендовали
при изучении различных процессов пластической деформации. Для анализа
условий зарождения и стабилизации микротрещин на участках фрагментиро-
ванной структуры применялись классические подходы микромеханики разру-
шения.

Степень достоверности и апробация результатов. Достоверность ре-
зультатов определяется строгостью используемого в работе математического
аппарата теории дислокаций и сравнением результатов с экспериментальными
данными. Компьютерные модели, разработанные в рамках исследования, были
верифицированы путем их применения к задачам с известными решениями.

По тематике, связанной с диссертационной работой, опубликовано 22 ра-
боты. Среди них 11 статей – непосредственно по материалам диссертации в
журналах, рекомендованных ВАК и входящих в международные базы цити-
рования WOS и Scopus. Основные результаты диссертационного исследования
были представлены на 5 международных конференциях:

• 12-я Международная научно-техническая конференция «Современные ме-
таллические материалы и технологии», 3 – 7 июля 2017, Санкт-Петербург.

• 4-я Международная научно-техническая конференция, посвященная 80-
летию ИМАШ РАН «Живучесть и конструкционное материаловедение
ЖивКоМ», 4 – 6 декабря 2018, Москва.
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• Международная научная конференция «Проблемы прочности, динамики
и ресурса», 25 – 29 ноября 2019, Нижний Новгород.

• XXXI Международная инновационная конференция молодых ученых и
студентов по проблемам машиноведения «МИКМУС – 2019», 4 – 7 декабря
2019, Москва.

• Международная инновационная конференция молодых учёных и студен-
тов по современным проблемам машиноведения «МИКМУС-2021», 30 но-
ября – 2 декабря 2021, Москва.

Личный вклад автора. Разработка математических и компьютерных
моделей, а также численные расчеты, представленные в диссертации, были про-
ведены лично автором работы. Предметная постановка задач и формулировка
физических моделей проводились вместе с научным руководителем профессо-
ром В. Н. Перевезенцевым. Некоторые работы выполнены в соавторстве с Ю. В.
Свириной и А. С. Пупыниным, которые внесли вклад в тестирование и отладку
численных алгоритмов, а также в оформление и перевод научных публикаций.

Структура и объём диссертации. Диссертационная работа изложена
на 123 страницах печатного текста, состоит из введения, трех глав, основных
выводов и списка цитируемой литературы, который содержит 126 наименова-
ний.
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ГЛАВА 1.

АНАЛИЗ РОТАЦИОННО–СДВИГОВЫХ МЕЗОДЕФЕКТОВ И
МЕТОДОВ РАСЧЁТА ИХ УПРУГИХ ПОЛЕЙ И

ЭНЕРГЕТИЧЕСКИХ ХАРАКТЕРИСТИК

1.1 Масштабные уровни моделирования процессов пластической де-
формации

В ходе деформирования, особенно в случае больших пластических дефор-
маций, происходит существенное изменение структуры материала, которое про-
является в эволюции кристаллографической текстуры, образовании субзерен,
формировании фрагментированной структуры, накоплении дефектной струк-
туры в виде мезодефектов и микронесплошностей [1]. Такие изменения при-
водят к тому, что механические и физические свойства материала меняются
с деформацией. Создание «идеальной» модели пластической деформации, ко-
торая бы учитывала структурные превращения на всех масштабных уровнях
сразу, является сложной пока не решенной задачей. Поэтому все существующие
модели пластической деформации [2] имеют четкие границы своей применимо-
сти и необходимы для описания некоторой совокупности явлений и процессов,
происходящих на определенном масштабном уровне.

Рисунок 1.1 — Масштабные уровни моделирования пластической деформации

Один из способов классификации моделей пластической деформации свя-
зан с разделением имеющихся теоретических моделей по масштабному уровню,
на котором рассматриваются те или иные процессы, происходящие во время де-
формирования материала. Выделяют макро-, мезо-, микро- и субмикро- уровни
моделирования (рис. 1.1). При этом каждый из этих уровней характеризует-
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ся определенным набором величин, которые описывают кристалло-геометрию
пластического течения, структуру и свойства материала.

На макроуровне поликристалл рассматривается как пластически изотроп-
ная сплошная среда, которая характеризуется некоторой системой макропа-
раметров: модулями упругости, коэффициентом упрочнения, коэффициентом
вязкости и т.д. В зависимости от выбора определяющего соотношения, которое
связывает деформацию (или скорость деформации) и внешнее напряжение, вы-
деляют теории течения, теории, учитывающие упрочнение [3], и градиентные
теории пластичности [4, 5]. Небольшое количество внутренних параметров, ха-
рактеризующих состояние материала, позволяет использовать данные модели
в различного рода инженерных и прикладных расчетах реальных конструкций.

Известно, что большинство конструкционных материалов имеет поликри-
сталлическую структуру. В случае, когда распределение кристаллографических
ориентаций зерен не является случайным, механические и физические свой-
ства материла могут обладать существенной анизотропией. Вследствие этого
протекание пластической деформации происходит иначе, чем в случае пласти-
чески изотропного тела. В результате на мезоуровене рассматриваются модели
кристаллической пластичности, в которых модельный поликристалл состоит из
пластически анизотропных зерен, а пластическая деформация протекает только
по физически выделенным плоскостям скольжения. Как правило, эти модели
реализуются с учетом результатов, полученных на других масштабных уров-
нях [6]. При моделировании реальных конструкций необходимо знание допол-
нительных внутренних параметров материала: распределение функции ориен-
тировок зерен и разориентировок границ зерен, статистические данные по мор-
фологии зерен, что значительно усложняет применение данных методов при
инженерных расчетах конструкций. К основным направлениям моделирования
на данном масштабном уровне можно отнести: моделирование эволюции кри-
сталлографической текстуры при больших пластических деформациях, как с
учетом [7,8] так и без учета фрагментации зерен [9,10], исследования простран-
ственного распределения микро- и макро- деформаций и напряжений [11] в
материалах и т.д.

Моделирования пластического течения на микроуровне осуществляется
расчетом движения огромного количества сильновзаимодействующих решеточ-
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ных дислокаций. Впервые идея данного подхода была предложена в работах
[12–14], а реализация в виде численного алгоритма в работе [15] для 3D и
для [16] 2D моделей. Математическое описание эволюции дислокационного ан-
самбля базируется на методах, используемых в молекулярной динамике [17,18].
Однако применения данного подхода для моделирования пластической дефор-
мации напрямую возможно лишь тогда, когда характерный размер деформи-
руемой области достаточно мал [20,21]. Так же данный подход используют для
моделирования процессов пластической деформации, связанных с эволюцией
дислокационного ансамбля (когда нельзя пренебречь дискретностью дислока-
ций) таких как: процессы упрочнения [22], структурообразования [82] и вза-
имодействия дислокаций с микронесплошностями [24]. При этом результаты
моделирования, полученные на микроуровне, используются для описания пла-
стической деформации на более крупных масштабных уровнях.

На субмикроуровне структуру поликристаллического материала рассмат-
ривают на атомном масштабе. При этом один из основных подходов к моде-
лированию процессов пластической деформации связан с применением мето-
дов молекулярной динамики [17, 18]. Суть этого метода сводится к тому, что
эволюция конфигурации взаимодействующих атомов кристаллической решет-
ки отслеживается с помощью интегрирования их уравнений движения, которые
могут иметь как классическую, так и квантово-механическую природу. В дан-
ный момент вычислительные ресурсы позволяют моделировать поведение ис-
следуемых объектов, состоящих из нескольких миллионов атомов на временных
интервалах порядка нескольких наносекунд. Вследствие чего спектр рассмат-
риваемых задач на данном масштабном уровне ограничивается либо короткими
временами, например исследование высокоскоростных и ударных нагрузок [25],
либо малыми пространственными размерами (порядка несколько нанометров)
рассматриваемых объектов: например, исследование наноматериалов [26], моде-
лирование наноиндентирования [27], исследования тонких пленок [28], а также
исследование элементарных процессов пластической деформации: генерации,
аннигиляции и движения дислокаций [29,30] и т.д..
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1.2 Общие уравнения теории упругости применительно к задачам о
собственных деформациях

Далее всюду по тексту в тензорных обозначениях и выражениях будет
использована разновидность бескоординатного подхода, приведенная в рабо-
те [31]. Как отмечалось ранее, при моделировании процессов пластической де-
формации на микроуровне пластические сдвиги дискретизируются, а именно
представляются в виде движения решеточных дислокаций. Для моделирова-
ния данных дефектов удобно воспользоваться аппаратом механики сплошных
сред, а именно аппаратом континуальной теории дефектов. Несмотря на то, что
приближение сплошной среды, как правило, используют для описания макро-
скопического поведения поликристаллических материалов, при определенных
допущениях и модернизации от данного подхода можно ожидать хорошего ко-
личественного совпадения и на микроуровне. Чтобы от кристаллической ре-
шетки с дефектами перейти к ее континуальной модели, необходимо поставить
в соответствие каждому виду дефектов определенное состояние континуума с
внутренними напряжениями. Развитие этой теории и ее современное состояние
связано с работами Вольтерры, Сомилианы, Эшелби, Муры, Кренера, Кроупы,
Де Вита и других [32–39].

Введение источников внутренних напряжений в сплошную среду осуществ-
ляется разными способами [40,41], но одним из наиболее часто встречающихся
и хорошо разработанных является подход, основанный на задании собствен-
ных дисторсий или собственных деформаций. Под собственной деформацией
принято понимать разного рода неупругие типы деформаций, такие как, на-
пример, пластическая деформация или деформация при тепловом расширении
или фазовом превращении. В ответ на несовместность собственных деформа-
ций, возникает собственное напряжение – самоуравновешивающееся внутреннее
напряжение, вызванное одной или несколькими собственными деформациями в
телах, которые свободны от любых внешних сил и поверхностных ограничений.
При этом стоит отметить, что собственная деформация является необходимой
и достаточной характеристикой для задания дефекта.

Опишем модельную процедуру задания собственной деформации в упру-
гом теле. Вначале в теле выбирается некоторая криволинейная и замкнутая
двухмерная поверхность, вдоль которой производится разрез. Верхний край
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разреза пластически сдвигается относительно неподвижного нижнего края, при
этом в случае необходимости материал можно извлекать или наоборот добав-
лять. Далее под действием усилий верхний берег подводится к нижнему и скле-
ивается (отождествляется). После склейки берегов разреза силы снимаются, в
результате в теле появляются внутренние напряжения. Похожий способ полу-
чение полей упругих напряжений от включений предложил Эшелби [42]. После
того как сделан разрез, часть материала, которая ограничена замкнутой по-
верхностью, изымается и неупруго трансформируется (без возникновения внут-
ренних напряжений). К этому материалу прикладываются силы, таким обра-
зом чтобы вставить его обратно. Далее граница деформированного материала
склеивается (отождествляется) с границей разреза и усилия снимаются. Таким
образом получается некоторый трехмерный источник внутренних напряжений
(рис. 1.2).

Рисунок 1.2 — Схема задания источников внутренних напряжений по Эшелби

Расчет внутренних напряжений от такого рода дефектов σ(r) основан на
решении уравнения равновесия для упругого тела неподверженного каким-либо
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внешним поверхностным нагрузкам или ограничениям:⎧⎨⎩∇ · σ(r) = 0,

σ(r) ·N(r) = 0.
(1.1)

В случае малых деформаций, полная деформация εΣ(r) в точке сплошной сре-
ды рассматривается как сумма упругой деформации ε𝑒𝑙(r) и собственной де-
формации ε*(r):

εΣ(r) = ε𝑒𝑙(r) + ε*(r). (1.2)

Получившиеся тензорное поле εΣ(r) должно удовлетворять уравнениям сов-
местности и может быть представлено как симметричная часть градиента век-
торного поля полных смещений uΣ(r):

εΣ(r) =
1

2
(∇⊗ uΣ(r) +∇⊗ uΣ(r)

T). (1.3)

При этом упругая часть тензора деформации ε𝑒𝑙(r) связана с напряжением σ(r)
законом Гука:

σ(r) = C(r):ε𝑒𝑙(r) = C(r):(εΣ(r)− ε(r)), (1.4)

где C(r) – тензор модулей упругости, : – двойное скалярное умножение в про-
странстве тензоров второго ранга.

Далее подставляя уравнения (1.2) в (1.4) и (1.4) в (1.1), получаем уравнение
равновесия в смещениях:⎧⎨⎩∇ · [C(r):∇⊗ uΣ(r)] = ∇ · [C(r):ε*(r)],

[C(r):∇⊗ uΣ(r)] ·N(r) = [C(r):ε*(r)] ·N(r).
(1.5)

Видно, что вклад правой части первого выражения в уравнения равновесия
(1.5) аналогичен вкладу объемной силы F(r) = ∇ · [C(r):ε*(r)]. Точно так же
правая часть второго выражения может восприниматься как внешняя поверх-
ностная сила P(r) = [C(r):ε*(r)] · N(r). Таким образом, можно сказать, что
поле упругих перемещений, вызванное в свободном теле собственной дефор-
мацией ε*(r), эквивалентно полю, вызванному объемной и поверхностной сила-
ми. Для бесконечно протяженных тел граничные условия заменяются условием
limr→∞ uΣ(r) = 0 . Если на упругое тело действует некоторая сила или оно за-
креплено, то суммарное упругое поле в такой среде может быть построено как



16

суперпозиции собственных напряжений для свободного тела и решения соответ-
ствующей краевой задачи для тела без дефектов. Способы вычисления полей
упругих смещений, деформаций и напряжений для заданных собственных де-
формаций подробно излагаются в работe [37].

1.3 Основные соотношения теории пластической деформации с ис-
точниками внутренних напряжений

Особо важный случай применения теории собственных деформаций связан
с теорией дислокаций и дисклинаций. Большинство внутренних источников на-
пряжений, которые представляют физический интерес, можно получить через
дислокации Вольтерры [32] (рис. 1.3), которые есть частный случай дислокаций
более общего типа – дислокаций Сомилианы [33]. Для построения сингулярных
дислокаций в упругом цилиндрическом теле вдоль поверхности 𝑆 проводит-
ся разрез. Далее каждой паре соседних точек, лежащих на противоположных
краях разреза, сообщается относительное смещение, при этом там, где нужно
материал изымается или наоборот добавляется. В случае если вектор смещения
вдоль поверхности 𝑆 постоянный либо линейно увеличивается вдоль какой-то
из осей (поворот), то получается дислокация Вольтерры. В случае если век-
тор смещения распределен по поверхности более сложным образом, то полу-
чается дислокация Сомилианы. Как правило, дислокацию Сомилианы удобно
представлять как распределение некоторой плотности дислокаций Вольтерры.
В свою очередь дислокации Вольтерры подразделяются на два основных типа.
Первый тип – трансляционные дислокации Вольтерры, получающиеся путем
относительного смещения недеформированных берегов разреза на постоянный
вектор b. Второй тип – поворотные дислокации Вольтерры, получающиеся вза-
имным поворотом берегов разреза на вектор поворота w. Согласно современ-
ной терминологии, трансляционные дислокации Вольтерры в случае если b ‖ 𝜉

принято называть винтовыми дислокациями, а в случае b ⊥ 𝜉 краевыми дис-
локациями. Поворотные дислокации Вольтерры в случае если w ⊥ 𝜉 называют
дисклинациями кручения, а в случае w ‖ 𝜉 клиновыми дисклинациями.

Особый интерес к дислокациям возник в 40-е годы прошлого столетия, так
как было установлено что они являются самостоятельными дефектами кри-
сталлической решетки и определяют пластические свойства кристаллических
тел [43–46]. Интерес к дисклинациям проявился гораздо позже, что было свя-
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зано с вопросом о возможности их существования в кристаллических средах.
Однако в дальнейшем было установлено, что подобного рода дефекты возни-
кают в ходе пластической деформации в поликристаллических металлах и в
значительной степени влияют на процессы структурообразования и разруше-
ния в них [47–49].

Рисунок 1.3 — Схематичное представление дислокаций Вольтерры

Рассмотрим движение сплошной среды, подверженной пластической де-
формации. Пусть дано материальное тело, которое в недеформируемом состоя-
нии отождествляется с некоторой областью пространства Ω0 в R3, которую ча-
сто называют отсчетной конфигурацией тела. Со временем тело деформируется
под действием сил, и в момент времени 𝑡 занимает новую область Ω𝑡, которую
называют актуальной конфигурацией тела (рис. 1.4). Описание процесса дефор-
мирования может быть проведено путем введения вектор-функции r(x, 𝑡) (или
функции u(x, 𝑡) – вектор-функция смещений) положения точек материальной
среды, которую далее согласно [50] будем называть трансформацией:

r = r(x, 𝑡) = x+ u(x, 𝑡), (1.6)

где r – радиус-вектор точки материальной среды в момент времени 𝑡, x – радиус
вектор той же точки в отсчетной конфигурации (является индексом точки). При
этом для адекватного описания процесса деформирования материального тела
от функции r(x, 𝑡) следует потребовать, чтобы она являлась диффеоморфизмом
(или кусочно-гладким диффеоморфизмом). Для локального описания процесса



18

деформирования необходимо ввести градиент трансформации F(x, 𝑡):

F(x, 𝑡) = ∇⊗ r(x, 𝑡) = I+∇⊗ u(x, 𝑡) ⇒ 𝑑r = 𝑑x · F(x, 𝑡), (1.7)

где градиент берется по переменной x, I – единичный тензор второго ранга
(тождественный оператор).

При исследовании конечных упругопластических деформаций материалов
широкое распространение получило предположение о мультипликативном раз-
ложение тензора градиента трансформаций (рис. 1.4, б) на упругую Fel и пла-
стическую Fpl составляющие [51–53]:

F = Fel · Fpl = (I+∇⊗ uel(x, 𝑡)) · (I+∇⊗ upl(x, 𝑡)) . (1.8)

а) б)

Рисунок 1.4 — Схематичное представление а) полной трансформации б) разло-
жения градиента трансформации на упругую и пластическую составляющие

Следует отметить, что пластическая трансформация не меняет кристал-
лическую структуру металла, в то время как упругая деформация приводит к
искривлению и поворотам кристаллической решетки. Предположение о муль-
типликативном разложение F постулирует тот факт, что в окрестности каж-
дой точки материальной среды существует локальная упруго-ненапряженная
промежуточная конфигурация, определяемая градиентом пластической дефор-
мации Fpl и получаемая упругой разгрузкой из полностью деформированного
состояния:

Fpl = F · Fel
−1. (1.9)

Несмотря на то, что Fpl и Fel называются градиентами упругой и пластической
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трансформаций, данные тензорные поля не обязательно должны быть интегри-
руемыми, то есть не обязательно должны быть истинными градиентами вектор-
ных полей, взятых относительно любых пространственных или материальных
координат.

Физика пластичности кристаллов устанавливает, что пластическая дефор-
мация осуществляются путем консервативного движения решеточных дисло-
каций по кристаллографическим плоскостям скольжения. При этом решеточ-
ные дислокации, по своей сути являются заторможенными локализованными
пластическими сдвигами, которые индуцируют внутренние напряжения экви-
валентные трансляционным дислокациям Вольтерры. При этом движение дис-
локаций приводит к пластическому сдвигу 𝛾 = 𝜌𝜆 в плоскости скольжения,
по которой они двигались, где 𝜌 – средняя плотность подвижных решеточных
дислокаций, принадлежащих данной плоскости скольжения, 𝜆 – средний про-
бег решеточных дислокаций. Плоскости скольжения характеризуются единич-
ным вектором нормали n и единичным вектором в направлении скольжения τ.
Найдем градиент пластической трансформации для некоторого малого объема,
который за время 𝛿𝑡 подвергся 𝑘 последовательным однородным пластическим
сдвигам 𝛿𝛾𝑗 = 𝛾𝑗𝛿𝑡: (𝛾𝑗 – скорость 𝑗 пластического сдвига) по соответствую-
щим плоскостям скольжения (n𝑗,τ𝑗). Градиент пластической трансформации
для данного случая выражается в виде мультипликативной комбинации:

Fpl =
𝑘∏︁
𝑗=1

(I+∇⊗ upl(x, 𝑡))𝑗 =
𝑘∏︁
𝑗=1

(I+ 𝛿𝛾𝑗n𝑗 ⊗ τ𝑗) . (1.10)

Если приращение времени 𝛿𝑡 достаточно мало, величины 𝛿𝛾𝑗, ∇ ⊗ upl(x, 𝑡)𝑗,
∇ ⊗ uel(x, 𝑡)𝑗 так же будут малы, вследствие чего выражения определяющие
величины F и Fpl можно подвергнуть процедуре линеаризации и перейти к
«малым трансформациям»:

F = I+
𝑘∑︁
𝑗=1

∇⊗ upl(x, 𝑡)𝑗 +
𝑘∑︁
𝑗=1

∇⊗ uel(x, 𝑡)𝑗, (1.11)

Fpl = I+
𝑘∑︁
𝑗=1

𝛿𝛾𝑗n𝑗 ⊗ τ𝑗. (1.12)
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Величину градиента поля смещений в механике сплошной среды приня-
то называть тензором дисторсии β, в результате β𝑝𝑙 = ∇ ⊗ upl(x, 𝑡) и β𝑒𝑙 =
∇⊗ uel(x, 𝑡) . Симметричная и антисимметричная части тензора дисторсии β
определяют тензор малых деформаций ε и тензор малых поворотов ω.

Когда тело испытывает произвольную пластическую дисторсию β𝑝𝑙, по-
следняя не удовлетворяет условиям совместности, в результате чего возникают
внутренние источники напряжений, которые порождают β𝑒𝑙. Причем полная
дисторсия будет уже совместной β = β𝑝𝑙 + β𝑒𝑙. В случае известной пластиче-
ской дисторсии β𝑝𝑙 можно определить распределение континуальной плотности
дислокаций, которая характеризуется тензором Ная α(x, 𝛿𝑡) [54]:

α(x, 𝛿𝑡) = −∇× β𝑝𝑙(x, 𝛿𝑡). (1.13)

В отличие от часто используемой в экспериментальных исследованиях вели-
чины плотности дислокаций, которая имеет размерность 1/𝑙2 и характеризует
удельную длину дислокационных линий, компоненты тензора α характеризуют
суммарный вектор Бюргерса дислокаций, пересекающих элемент произвольно
ориентированной бесконечно малой поверхности:

α(x) =
3∑︁
𝑖=1

ξ𝑖 ⊗ ρ𝑖(x), (1.14)

где ρ𝑖(x) – плотность вектора Бюргерса дислокаций в точке x, линии которых
направлены вдоль вектора ξ𝑖. Зная α можно рассчитать упругие напряжения
и упругие деформации.

Вместо тензора Ная в механике сплошных сред часто используют связан-
ный с ним тензор несовместности η [35], определяемый как:

η(x, 𝛿𝑡) = −∇× (∇× ε𝑝𝑙(x, 𝛿𝑡))𝑇 . (1.15)

В этом случае задача нахождения распределений упругих деформации и внут-
ренних напряжений сводится к решению уравнения (1.16) совместно с уравне-
ниями равновесия и законом связи упругих деформаций и напряжений:

∇× (∇× ε𝑒𝑙(x, 𝛿𝑡))𝑇 = η(x, 𝛿𝑡). (1.16)
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Решение динамической задачи теории пластичности сводится к тому, что
определяющее соотношение должно учитывать внутренние напряжения в каж-
дый момент времени, которые могут быть найдены путем решения соответству-
ющей статической задачи континуальной теории дефектов (1.16).

1.4 Дефекты, возникающие на границах зерен в ходе пластической
деформации поликристаллических твердых тел

В силу того, что ориентировки плоскостей скольжения в разных зернах
поликристалла различны, силы, действующие на дислокации со стороны внеш-
него напряжения, так же отличаются. Это приводит к тому, что потоки реше-
точных дислокаций на границы сопряженных зерен будут несогласованны, что
приведет к накоплению дислокаций ориентационного несоответствия и фор-
мированию скачка пластической дисторсии [β𝑝𝑙] = β

(1)
𝑝𝑙 − β(2)

𝑝𝑙 (здесь и далее
по тексту у всех полей для краткости будем опускать аргументы (x, 𝛿𝑡)). При
этом поверхностная плотность дислокаций на границе характеризуется анало-
гом тензора Ная, тензором поверхностной плотности B. Взаимосвязь скачка
пластической дисторсии на границе сопряженных зерен с нормалью N (внеш-
няя по отношению к первому зерну) и тензором плотности вектора Бюргерса
дислокаций ориентационного несоответствия на этой границы B дается форму-
лой Баллоу-Билби [55,56]:

B = −N× [β𝑝𝑙]. (1.17)

Зная тензор плотности вектора Бюргерса для границы с нормалью N, мож-
но определить ее наведенную разориентировку θ и тензор рассогласования S,
который соответствует разности пластических деформаций пограничных обла-
стей, спроектированной на плоскость границы и следовательно характеризует
относительную деформацию двух ее берегов:

θ = B ·N− 1

2
(I:B)N, S = (B×N)𝑠. (1.18)

Можно выделить другую классификацию дислокаций ориентационного несо-
ответствия, возникающих на границе зерна, которая важна для приложений
теории пластической деформации. Данная классификация связана с разложе-
нием скачка тензора пластической дисторсии [β𝑝𝑙] на симметричную часть [ε𝑝𝑙],
характеризующую скачок пластической деформации на границе и антисиммет-
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ричную часть [ω𝑝𝑙], которая характеризует скачок разворотов на этой границе.
В результате выделяются следующие составляющие тензора B: B[ε] – дислока-
ции ориентационного несоответствия, связанные со скачком пластической де-
формации и B[ω] – дислокации ориентационного несоответствия, связанные со
скачком пластического поворота на границе зерна с нормалью N:

B[ε] = −N× [ε𝑝𝑙], B[ω] = −N× [ω𝑝𝑙]. (1.19)

Аналогично можно выделить части для θ и S:

θ[ε] = N× [ε𝑝𝑙] ·N, S[ε] = −N× [ε𝑝𝑙]×N,

θ[ω] =
1

2
(E:[ω𝑝𝑙]) , S[ω] = 0.

(1.20)

где E – тензор Леви-Чевиты третьего ранга.

При рассмотрении внутренних источников напряжений образующихся на
границах зерен в ходе пластической деформации помимо чисто дислокацион-
ной дефектной структуры границ, полезным оказалось рассмотрение эквива-
лентной дислокационно-дисклинационного представления. Подробный обзор по
теории дефектов дисклинационного типа дается в работах [35,57,58]. Интерес к
использованию дисклинаций в теории пластичности поликристаллических тел
резко возрос в 70-х годах прошлого столетия, благодаря работам Лихачева,
Рыбина и Владимирова с сотрудниками, посвященным эволюции структуры
при больших пластических деформациях. Оказалось, что дисклинации игра-
ют важную роль в процессах структурообразования и фрагментации. В рабо-
тах было показано, что некоторые составляющие дислокационной плотности
на границе зерна удобно представлять в виде дефектов ротационного типа –
стыковых дисклинаций [59–61]. Согласно (1.20), наведенная в ходе деформации
разориентировка определяется не только скачком поворотов [ω𝑝𝑙], но и скач-
ком пластических деформаций [ε𝑝𝑙] сопрягающихся кристаллов. Составляющая
разориентировки θ[ω] определяет, однородный поворот зерна как целого. В то
же время вклад в разориентировку за счет [ε𝑝𝑙], как видно из (1.20), зависит
от ориентации плоскости границы, что приводит к тому, что в стыке кристал-
лов возникает отличная от нуля невязка разориентировок, другими словами,
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образуется стыковая дисклинация [62] с вектором Франка wd:

wd =
∑︁
𝑖

(︀
θ[ε]

)︀
𝑖
. (1.21)

1.5 Классификация мезодефектов, возникающих на плоских участ-
ках границ зерен и в их объеме в 2D и 3D постановках

Подробная классификация типичных конфигураций мезодефектов, кото-
рые образуются на межфазных границах и границах зерен в результате проте-
кания пластической деформации в поликристаллическом твердых телах, была
проведена в работах [63,64] (под мезодефектом здесь и далее понимается упоря-
доченное распределение дислокаций). Показано, что данные мезодефекты об-
разуют двумерную совокупность дислокаций Сомилианы (плоских источников
напряжений) и дисклинационных диполей. Ниже приведена модификации дан-
ной классификации и введены обозначения удобные с точки зрения моделиро-
вания данных мезодефектов при численных расчетах.

2D-модель. Рассмотрим 2D случай накопления дислокационной плотности
на малом участке границы зерна, в ходе пластического деформирования по-
ликристаллического материала. Так как участок достаточно мал, то можно
считать, что он плоский и накопившаяся на нем дислокационная плотность
однородна. В двухмерном приближении дислокации представляются как бес-
конечные линии, вытянутые вдоль одной из осей, и имеют только краевую
компоненту вектора Бюргерса (винтовые компоненты не учитываются так как
рассматривается случай плоской деформации). Каждая дислокация характе-
ризуется вектором направления дислокации ξ (перпендикулярен плоскости ри-
сунка и одинаков для все рассматриваемых дислокаций), вектором Бюргерса
b, и своим радиус-вектором x. Проведем классификацию мезодефектов, возни-
кающих на малых участках границы с точки зрения задания скачка тензора
пластической дисторсии[β𝑝𝑙], который в случае 2D приближения имеет вид:

[β𝑝𝑙] = [𝛽11](e1 ⊗ e1 − e2 ⊗ e2) + [𝛽12]e1 ⊗ e2 + [𝛽21]e2 ⊗ e1. (1.22)

Теперь с учетом того, что нормаль к границе зерна имеет вид:

N = 𝑁1e1 +𝑁2e2,
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и пользуясь выражением (1.17) для расчета тензора плотности вектора Бюр-
герса B наведенных пластической деформацией на границу зерна получаем:

B = (𝑁2[𝛽11]−𝑁1[𝛽21])e3 ⊗ e1 + (𝑁1[𝛽11] +𝑁2[𝛽12])e3 ⊗ e2. (1.23)

Далее согласно (1.19), составляющие тензора Ная B[ε], B[ω] выражаются как:

B[ε] = (𝑁2[𝜀11]−
1

2
𝑁1[𝜀12])e3 ⊗ e1 + (𝑁1[𝜀11] +

1

2
𝑁2[𝜀12])e3 ⊗ e2,

B[ω] = [ω12](𝑁1e3 ⊗ e1 +𝑁2e3 ⊗ e2).
(1.24)

В результате на малых участках границы образуются некоторые континуаль-
ные равномерно распределенные плотности дислокаций, которые в дальнейшем
будем именовать планарными мезодефектами, а плотности их вектора Бюргер-
са, согласно принятой в литературе терминологии, назовем мощностями этих
мезодефектов.

Планарным сдвиговым мезодефектом назовем однородное континуальное
распределение скользящих краевых дислокаций. Такой мезодефект будем ха-
рактеризовать длиной прямолинейного участка границы 2𝑎, на которой он рас-
положен и его мощностью wτ, которая определяется как:

wτ = (ξ ·B · τ)τ, (1.25)

где τ = N × ξ – единичный вектор, лежащий в плоскости рисунка и направ-
ленный вдоль участка границы (для правой тройки векторов).

Планарным нормальным мезодефектом назовем однородное континуаль-
ное распределение сидячих дислокаций. Такой мезодефект будем характеризо-
вать длиной прямолинейного участка границы, на которой он расположен 2𝑎 и
его мощностью wN, которая определяется как:

wN = (ξ ·B ·N)N. (1.26)

Нормальный мезодефект, с точки зрения полей упругих напряжений (смеще-
ний), эквивалентен диполю клиновых дисклинаций – линейных ротационных
дефектов [58], вектор Франка каждой из которых определяется согласно сле-
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дующих выражений:

w△(r1) =
wN × (r1 − r2)

|r1 − r2|
, w△(r2) =

wN × (r2 − r1)

|r1 − r2|
, (1.27)

где w△(r1) – вектор Франка дисклинации, находящейся в точке с радиусом
вектором r1, w△(r2) – вектор Франка дисклинации, находящейся в точке с
радиусом вектором r2. Нетрудно получить и обратную связь wN(w△). На рис.
1.5 приведены обозначения введенных планарных мезодефектов.

Рисунок 1.5 — Схематическое представление планарных мезодефектов, форми-
рующихся на участках границ и в объеме зерен при пластической деформации
в двумерной постановке задачи

Планарным комбинированным мезодефектом назовем совокупный мезоде-
фект, состоящий из планарного сдвигового мезодефекта и планарного нормаль-
ного мезодефекта, находящихся на одном участке границы 2𝑎. Мощность такого
мезодефекта определяется как:

wcomb = wτ +wN. (1.28)

Для характеристики дислокационной плотности в теле зерен используется
система планарных дисклинационных мезодефектов, каждый из которых пред-
ставляет однородное континуальное распределение клиновых дисклинаций. По-
лигональная область материала, которая содержит однородную плотность кон-
тинуальных дислокаций, может быть представлена в виде системы планарных
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дисклинационных мезодефектов, расположенных вдоль граней полигона. Плот-
ность вектора Бюргерса этих дислокаций ρ и мощность дисклинационного мезо-
дефекта wmd

(𝑖), расположенного на 𝑖-ой границе полигона с внешней нормалью
N(𝑖), связаны соотношением:

wmd
(𝑖) = ρ×N(𝑖). (1.29)

Планарным дисклинационным мезодефектом назовем однородное конти-
нуальное распределение клиновых дисклинаций. Такой мезодефект будем ха-
рактеризовать длиной прямолинейного участка, на котором он расположен 2𝑎

и его мощностью wmd. На рис. 1.6 приведен простой пример представления од-
нородно распределенной в объеме прямоугольника системы дислокаций через
эквивалентную систему планарных дисклинационных мезодефектов располо-
женных на двух сторонах прямоугольника.

Рисунок 1.6 — Представление однородно распределенной в объеме прямоуголь-
ника системы дислокаций через эквивалентную систему планарных дисклина-
ционных мезодефектов

В результате любую систему дислокаций однородно распределенных по
некоторой полигональной области можно представить как совокупность пла-
нарных дисклинационных дефектов.

3D-модель. Рассмотрим прямоугольный сегмент с нормалью N и двумя тан-
генциальными векторами τ и ξ, такими что (τ,N,ξ) образуют правую трой-
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ку векторов. Пусть сегмент содержит некоторую однородную континуальную
плотность дислокаций ориентационного несоответствия, накопленных в ходе
пластической деформации, и характеризуется тензором плотности вектора Бюр-
герса B. В общем случае тензор B содержит 9 ненулевых компонент, но при
переходе в базис, связанный с сегментом (выбираемый базис таким образом,
что один из его ортов равен N, два других параллельны сторонам сегмента)
количество таких компонент уменьшается до 6. При этом любое однородное
распределение дислокаций на нем можно представить в виде двух семейств кон-
тинуально распределенных по сегменту дислокационных отрезков, ориентиро-
ванных вдоль сторон сегмента и, как следствие, повернутых друг относительно
друга на 90∘ (рис. 1.7).

Рисунок 1.7 — Схема представления однородной дислокационной плотности на
сегменте границы с помощью двух семейств дислокаций

При этом семейства отрезков, направленных вдоль ξ будет характеризо-
ваться плотностью вектора Бюргерса w

(τ)
comb, а семейство направленное вдоль

τ плотностью вектора Бюргерса w
(τ)
comb. Введем следующие определения для

дефектов в трехмерной постановке задачи:

Планарным сдвиговым мезодефектом назовем однородное континуальное
распределение отрезков скользящих краевых дислокаций, расположенных на
прямоугольном сегменте и ориентированных вдоль одной из сторон сегмента.
Такой мезодефект будем характеризовать длиной дислокационных отрезков 𝑙,
длиной плеча 2𝑎 и плотностью вектора Бюргерса этих отрезков wτ, которую
назовем его мощностью.
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Планарным винтовым мезодефектом назовем однородное континуальное
распределение отрезков винтовых дислокаций, расположенных на прямоуголь-
ном сегменте и ориентированных вдоль одной из сторон сегмента. Такой ме-
зодефект будем характеризовать длиной дислокационных отрезков 𝑙, длиной
плеча 2𝑎 и плотностью вектора Бюргерса этих отрезков wξ, которую назовем
его мощностью.

Планарным нормальным мезодефектом назовем однородное континуаль-
ное распределение отрезков сидячих краевых дислокаций, расположенных на
прямоугольном сегменте и ориентированных вдоль одной из сторон сегмента.
Такой мезодефект будем характеризовать длиной дислокационных отрезков 𝑙,
длиной плеча 2𝑎 и плотностью вектора Бюргерса этих отрезков wN, которую
назовем его мощностью.

Планарным комбинированным мезодефектом назовем однородное конти-
нуальное скопление дислокационных отрезков, расположенных на прямоуголь-
ном сегменте и ориентированных вдоль одной из сторон сегмента. Такой де-
фект можно представить в виде совокупности планарного сдвигового мезоде-
фекта, планарного нормального мезодефекта и планарного винтового мезоде-
фекта (рис. 1.8).

Рисунок 1.8 — Схематичные представления комбинированного мезодефекта

В результате два семейства однородно распределенных дислокационных
отрезков приведенных на рис. представляются в виде двух комбинированных
дефектов с мощностями w(ξ) и w(τ) Формулы для определения мощностей де-
фектов приведены в таблице:
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Таблица 1.1 – Выражения для мощностей мезодефектов

Семейство (𝜉) Семейство (𝜏)

Сдвиговой
мезодефект w

(ξ)
τ = (ξ ·B · τ)τ w

(τ)
τ = (τ ·B · τ)τ

Нормальный
мезодефект w

(ξ)
N = (ξ ·B ·N)N w

(τ)
N = (τ ·B ·N)N

Винтовой
мезодефект w

(ξ)
ξ = (ξ ·B · ξ)ξ w

(τ)
ξ = (τ ·B · ξ)ξ

1.6 Мезодефекты сложной структуры

Будем считать, что в 2D приближении зерна имеют форму полигонов.
Тогда отдельные ребра полигона будут моделировать прямолинейные участ-
ки границы зерна. Дефектное содержание такого участка будем описывать с
помощью базовых планарных мезодефектов. Рассмотрим грань зерна, содер-
жащую некоторую в общем случае неоднородную дислокационную плотность,
накопленную в ходе пластической деформации. Разобьём данную грань на до-
статочно большое количество отрезков {𝐼1, · · · , 𝐼𝑛} (рис. 9, а), причем масштаб
разбиения выберем таким образом, чтобы распределение дислокаций внутри
каждого из отрезков было примерно однородным. Далее вычислив значение
средней плотности вектора Бюргерса ρ(𝑘) для каждого отрезка и заменив эти
дислокации на соответствующие комбинированные мезодефекты с мощностью
равной w

(𝑘)
comb = ρ(𝑘), получим эквивалентное представление дислокационной

плотности в терминах мезодефектов.

Аналогичным образом поступим при рассмотрении 3D модели. При этом
будем считать, что форма зерен в этом случае моделируются произвольными
полиэдрами, отдельные грани которого представляют плоские участки границы
зерна. Дефектное содержание такого плоского участка будем описывать с по-
мощью совокупности планарных комбинированных мезодефектов, введенных
выше. Для этого покроем данную грань набором брусов {𝑆1, · · · , 𝑆𝑛} (будем
рассматривать покрытия без наложений за исключением множеств меры нуль)
(рис. 1.9, б). Далее проводя аналогичные рассуждения, что и в 2D приближении
получим представление дефектной структуры плоского участка границы зерна
в терминах планарных мезодефектов.
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а) б)

Рисунок 1.9 — Разбиение (покрытие) плоской грани зерна системой отрезков
(брусов)

В общем случае количественное описание пространственного распреде-
ления дислокационной плотности, формирующейся на границах зерен в ходе
пластических деформаций, требует привлечения достаточно сложных методов
компьютерного моделирования, что ограничивает область их применения от-
носительно небольшими деформациями. Однако некоторые закономерности и
механизмы процессов, происходящих при больших пластических деформациях,
таких как структурообразование, упрочнение, разрушение можно понять, ис-
пользуя упрощенные дефектную структуру плоских участков границы, напри-
мер моделируя их однородными распределениями дислокаций – планарными
мезодефектами, вдоль представительных участках границ зерен. Далее в главе
приведены аналитические выражения для полей упругих напряжений от таких
планарных мезодефектов в 2D и 3D постановках задачи.

1.7 Поля упругих напряжений, создаваемые планарными мезодефек-
тами

В данном параграфе диссертации использованы материалы статьи:
Кириков С. В., Перевезенцев В. Н. К расчету внутренних напряжений от
мезодефектов, накапливающихся на границах раздела при пластической де-
формации твердых тел // Проблемы прочности и пластичности. – 2019. –
Т. 81. – № 2. – С. 212-221.
Kirikov S. V., Pupynin A. S., Svirina Yu. V. Analysis of local fields of elastic stress
generated by rotational-shear mesodefects near the junctions of grains // Problems
of strength and plasticity. – 2021. – V. 83. – № 2. – P. 235-244.

Известно, что создаваемые мезодефектами неоднородные поля внутренних
напряжений существенно влияют на процессы структурообразования и реоло-



31

гию пластического течения поликристаллических металлов. Поэтому построе-
ние моделей механического поведения пластически деформируемых материа-
лов: модели эволюции структуры, реологии пластического течения, разруше-
ния, требует создания методов расчета внутренних полей напряжений от мезо-
дефектов, накапливающихся на межзеренных и межфазных границах. Подроб-
ный обзор методов расчета внутренних полей напряжений дан в работе [65].
Для вычисления полей напряжений от зернограничных источников напряже-
ний наиболее удобным является метод «виртуальных дислокаций» [66], где в
качестве элементарных источников напряжений выступают планарные комби-
нированные мезодефекты. Следующий параграф посвящен расчету полей на-
пряжений от таких элементарных источников. Поля упругих напряжений от
планарных мезодефектов будем представлять в системе координат, связанной с
этим мезодефектом. Такую систему координат будем называть локальной систе-
мой координат для заданного мезодефекта. Выражения для компонент тензора
упругих напряжений от краевой дислокации и клиновой дисклинации приве-
дены в работах [39, 58]. Локальные системы координат для планарных мезоде-
фектов представлены на рис. 1.10.

а) б) в)

Рисунок 1.10 — Локальные системы координат для а) планарного сдвигового
мезодефекта, б) планарного нормального мезодефекта, в) планарного дискли-
национного мезодефекта

Интегрируя соответствующие компоненты от эквивалентной системы ли-
нейных дефектов с плотностью 𝜌(𝑥′) найдем поля напряжений от сдвигового,
нормального и дисклинационного мезодефектов (1.31).

σ(𝑥, 𝑦) =

𝑎∫︁
−𝑎

𝜌(𝑥′)G(𝑥− 𝑥′, 0)𝑑𝑥′, (1.30)
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где G(𝑥−𝑥′, 0) – функция напряжений от дислокации (дисклинации), располо-
женной в точке (𝑥−𝑥′, 0) с единичным вектором Бюргерса (вектором Франка).

Планарный сдвиговой мезодефект:

𝜎(𝜏)𝑥𝑥 =
𝐺𝑤𝜏

2𝜋(1− 𝜈)

[︂
2

(︂
arctg

𝑥− 𝑎

𝑦
− arctg

𝑥+ 𝑎

𝑦

)︂
+

𝑦(𝑥+ 𝑎)

(𝑥+ 𝑎)2 + 𝑦2
− 𝑦(𝑥− 𝑎)

(𝑥− 𝑎)2 + 𝑦2

]︂
;

𝜎(𝜏)𝑦𝑦 =
𝐺𝑤𝜏𝑦

2𝜋(1− 𝜈)

(︂
𝑥− 𝑎

(𝑥− 𝑎)2 + 𝑦2
− 𝑥+ 𝑎

(𝑥+ 𝑎)2 + 𝑦2

)︂
;

𝜎(𝜏)𝑥𝑦 =
𝐺𝑤𝜏

2𝜋(1− 𝜈)

(︂
𝑦2

(𝑥+ 𝑎)2 + 𝑦2
− 𝑦2

(𝑥− 𝑎)2 + 𝑦2
+

1

2
ln

[︂
(𝑥+ 𝑎)2 + 𝑦2

(𝑥− 𝑎)2 + 𝑦2

]︂)︂
.

Планарный нормальный мезодефект:

𝜎(𝑁)
𝑥𝑥 =

𝐺𝑤𝑁
2𝜋(1− 𝜈)

(︂
𝑦2

(𝑥+ 𝑎)2 + 𝑦2
− 𝑦2

(𝑥− 𝑎)2 + 𝑦2
+

1

2
ln

[︂
(𝑥+ 𝑎)2 + 𝑦2

(𝑥− 𝑎)2 + 𝑦2

]︂)︂
;

𝜎(𝑁)
𝑦𝑦 =

𝐺𝑤𝑁
2𝜋(1− 𝜈)

(︂
𝑦2

(𝑥− 𝑎)2 + 𝑦2
− 𝑦2

(𝑥+ 𝑎)2 + 𝑦2
+

1

2
ln

[︂
(𝑥+ 𝑎)2 + 𝑦2

(𝑥− 𝑎)2 + 𝑦2

]︂)︂
;

𝜎(𝑁)
𝑥𝑦 =

𝐺𝑤𝑁
2𝜋(1− 𝜈)
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(𝑥− 𝑎)𝑦

(𝑥− 𝑎)2 + 𝑦2
− (𝑥+ 𝑎)𝑦

(𝑥+ 𝑎)2 + 𝑦2

)︂
.

Планарный дисклинационный мезодефект:

𝜎(𝑚𝑑)𝑥𝑥 =
𝐺𝑤𝑚𝑑

2𝜋(1− 𝜈)

[︃
2𝑦
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𝑥− 𝑎
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;

𝜎(𝑚𝑑)𝑦𝑦 =
𝐺𝑤𝑚𝑑

2𝜋(1− 𝜈)
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1
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(𝑥− 𝑎) ln

[︂
(𝑥− 𝑎)2 + 𝑦2
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;

𝜎(𝑚𝑑)𝑥𝑦 =
𝐺𝑤𝑚𝑑

2𝜋(1− 𝜈)
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1
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.

(1.31)

Аналогичные выражения компонент тензора упругих напряжений для сдви-
гового мезодефекта были получены в работе [67] с помощью функции напря-
жений Эри. Изолинии компонент полей упругих напряжений от планарных ме-
зодефектов представлены на рис. 1.11.

В ряде задач физики пластичности необходимо знать структуру поля упру-
гих напряжений в окрестности стыков и изломов границ зерен, содержащих
ротационно-сдвиговые мезодефекты деформационного происхождения. Опреде-
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а) б) в)

г) д) е)

ж) з) и)

Рисунок 1.11 — Изолинии полей упругих напряжений от: планарного сдвигового
мезодефекта мощности 𝑤𝜏 = 0.01 и длиной 2𝑎 = 1 мкм а) 𝜎(𝜏)𝑥𝑥 , б) 𝜎(𝜏)𝑦𝑦 , в)
𝜎
(𝜏)
𝑥𝑦 ; нормального мезодефекта мощности 𝑤𝑁 = 0.01 и длиной 2𝑎 = 1 мкм г)
𝜎
(𝑁)
𝑥𝑥 , д) 𝜎(𝑁)

𝑦𝑦 , е) 𝜎(𝑁)
𝑥𝑦 ; от планарного дисклинационного мезодефекта мощности:

𝑤𝑚𝑑 = 0.01 и длиной 2𝑎 = 1 мкм ж) 𝜎(𝑚𝑑)𝑥𝑥 , з) 𝜎(𝑚𝑑)𝑦𝑦 , и) 𝜎(𝑚𝑑)𝑥𝑦 в локальных
системах координат

лим асимптотические выражения для полей напряжений от одиночного планар-
ного сдвигового мезодефекта и одиночного планарного нормального мезодефек-
та. Для расчета полей упругих напряжений выберем систему координат начало
которой расположено на одном их концов планарного мезодефекта. Процедуру
вывода выражений продемонстрируем на примере планарного сдвигового ме-
зодефекта. Получение выражений для планарного нормального мезодефекта



34

проводится аналогично.

а) б)

Рисунок 1.12 — Система координат для расчета локальных полей упругих на-
пряжений вблизи одного из концов планарного мезодефекта, расположенного
в начале координат от а) планарного сдвигового мезодефекта, б) планарного
нормального мезодефекта

Рассмотрим планарный сдвиговый мезодефект мощности wτ и плечом 2𝑎

и найдем выражения, описывающие поля упругих напряжений от него, лока-
лизованные вблизи одного из его концов, в области с характерным размером
𝑟 << 2𝑎 (рис. 1.12). Используя выражения (1.31), сдвинем систему координат
в точку с координатами (𝑎, 0) и учтем, что 𝑟 << 2𝑎, следовательно 𝑥 << 2𝑎 и
𝑦 << 2𝑎. В результате асимптотические выражения для полей напряжений от
планарного сдвигового мезодефекта принимают вид:

𝜎(𝜏)𝑥𝑥 =
𝐺𝑤𝜏

2𝜋(1− 𝜈)

(︂
𝜋 sgn(𝑦)(sgn(𝑥)− 1)− 2 arctg

(︁𝑦
𝑥

)︁
− 𝑦𝑥

𝑥2 + 𝑦2

)︂
;

𝜎(𝜏)𝑦𝑦 =
𝐺𝑤𝜏

2𝜋(1− 𝜈)

(︂
𝑦𝑥

𝑥2 + 𝑦2

)︂
;

𝜎(𝜏)𝑥𝑦 =
𝐺𝑤𝜏

2𝜋(1− 𝜈)

(︂
− 𝑦2

𝑥2 + 𝑦2
+

1

2
ln

[︂
4𝑎2

𝑥2 + 𝑦2

]︂)︂
.

(1.32)

Переведем данные выражения в полярную систему координат. В результате
асимптотические выражения для компонент тензора упругих напряжений, со-
здаваемых одиночным планарным сдвиговым мезодефектом и одиночным пла-
нарным нормальным мезодефектов в окрестности одного из концов этого мезо-
дефекта в полярной системе координат, имеют вид:
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Планарный сдвиговой мезодефект:

𝜎(𝜏)𝑟𝑟 =
𝐺𝑤𝜏

4𝜋(1− 𝜈)

(︂
2 cos2 𝜙(𝐶(𝜙)− 2𝜙) + sin 2𝜙

(︂
ln

[︂
4𝑎2

𝑟2

]︂
− 1

)︂)︂
;

𝜎(𝜏)𝜙𝜙 =
𝐺𝑤𝜏

4𝜋(1− 𝜈)

(︂
2 sin2 𝜙(𝐶(𝜙)− 2𝜙)− sin 2𝜙

(︂
ln

[︂
4𝑎2

𝑟2

]︂
− 1

)︂)︂
;

𝜎(𝜏)𝑟𝜙 =
𝐺𝑤𝜏

4𝜋(1− 𝜈)

(︂
1− sin 2𝜙(𝐶(𝜙)− 2𝜙) + cos 2𝜙

(︂
ln

[︂
4𝑎2

𝑟2

]︂
− 1

)︂)︂
.

Планарный нормальный мезодефект:

𝜎(𝑁)
𝑟𝑟 = − 𝐺𝑤𝑑

4𝜋(1− 𝜈)

(︁
1− cos 2𝜙− 2 ln

[︁ 𝑟
2𝑎

]︁)︁
;

𝜎(𝑁)
𝜙𝜙 =

𝐺𝑤𝑑
4𝜋(1− 𝜈)

(︁
1− cos 2𝜙+ 2 ln

[︁ 𝑟
2𝑎

]︁)︁
;

𝜎(𝑁)
𝑟𝜙 = − 𝐺𝑤𝑑

4𝜋(1− 𝜈)
sin 2𝜙.

(1.33)

где 𝑤𝑑 – проекция вектора Франка стыковой дисклинации на ось 𝑂𝑧.

Изолинии компонент тензора напряжений, определяемые этими выраже-
ниями приведены на рис. 1.13.

а) б) в)

г) д) е)

Рисунок 1.13 — Изолинии полей компонент тензора упругих напряжений в
окрестности конца мезодефекта: от сдвигового мезодефекта мощности 𝑤𝜏 =

0.02 и длиной 2𝑎 = 0.5 мкм а) 𝜎(𝜏)𝑟𝑟 , б) 𝜎(𝜏)𝜙𝜙 , в) 𝜎(𝜏)𝑟𝜙 ; нормального мезодефекта
мощности 𝑤𝑁 = 0.02 и длиной 2𝑎 = 0.5 мкм г) 𝜎(𝑁)

𝑟𝑟 , д) 𝜎(𝑁)
𝜙𝜙 , е) 𝜎(𝑁)

𝑟𝜙
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Из представленных эпюр видно, что компоненты тензора упругих напря-
жений от планарного сдвигового мезодефекта вблизи стыка существенно неод-
нородны, однако проводя анализ полученных выражений, можно убедится что
тензор функция σ(𝑟, 𝜙) обладает определенной степенью симметрии – нечет-
ностью по аргументу 𝜙. Для определенного круга задач физики пластичности
можно ограничиться усредненным полем вблизи стыка и в случае сдвигового
мезодефекта усреднение по круговой области дает нулевое значение среднего
поля напряжений. Из приведенных выражений и эпюр для полей упругих на-
пряжений от нормального мезодефекта, видно, что они отличаются от изотроп-
ного поля одиночной дисклинации. Величина вклада экранирующей дисклина-
ции при вариации значений 2𝑎/𝑟 = 103 − 106 составляет порядка 10%− 15%.

Далее найдем выражения компонент полей напряжений от планарного
комбинированного мезодефекта в локальной системе координат в трехмерной
постановке задачи. Система координат выбирается таким образом, чтобы ось
𝑂𝑧 была направлена вдоль линии отрезков, 𝑂𝑦 перпендикулярна сегменту, а
𝑂𝑥 направлена так чтобы получилась правосторонняя система координат. На-
чало системы координат расположим в центре рассматриваемого мезодефекта,
рис. 1.14.

Рисунок 1.14 — Локальная системы координат для комбинированного планар-
ного мезодефекта
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В выражения для полей упругих напряжений от комбинированного мезо-
дефекта в качестве параметров будут входить мощности мезодефектов wcomb,
длина дислокационных отрезков 𝑙 и плечо сегмента 𝑎, по которому распреде-
лены эти отрезки. Компоненты поля упругих напряжений от планарных мезо-
дефектов найдем, интегрируя соответствующие компоненты от эквивалентной
системы равномерно распределенных дислокационных отрезков [39]. Результа-
ты расчета представлены в выражении (1.34).

В качестве примера проведем расчет полей упругих напряжений от од-
нородной плотности дислокационных отрезков, накопившихся на прямоуголь-
ном сегменте со сторонами 𝑎 = 2.5 мкм, 𝑙 = 4.0 мкм. Зададимся следующи-
ми параметрами сегмента: количество распределенных дислокационных отрез-
ков 𝑛 = 75, угол между линией дислокационного отрезка и стороной сегмента
𝛼 = 30∘, вектор Бюргерса дислокационных отрезков 𝑏 = (2, 3, 1) · 10−4 мкм,
𝐺 = 45000 МПа, 𝜈 = 0.3 (рис. 15, a). На рис. 1.15, б представлены изолинии
компоненты 𝜎𝑦𝑧 поля напряжений от сегмента в сечении 𝑧 = 3 мкм.

а) б)

Рисунок 1.15 — а) Схематичное представление дислокационных отрезков, рас-
пределенных по сегменту, б) изолинии компоненты 𝜎𝑦𝑧 полей упругих напря-
жений от данного сегмента
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σ

𝜎0
=
σ̃

𝜎0
(𝑧𝑘 =

𝑙

2
)− σ̃

𝜎0
(𝑧𝑘 = − 𝑙

2
), 𝜎0 = 𝐺/4𝜋(1− 𝜈) :

Планарный сдвиговой мезодефект:

�̃�
(𝜏)
𝑥𝑥

𝜎0
= 𝑤𝜏

(︂
2 arctg

[︂
(𝑥− 𝑎)𝜆

𝑦𝑅2

]︂
− 2 arctg

[︂
(𝑥+ 𝑎)𝜆

𝑦𝑅1

]︂
+
𝑦𝜆(𝑥+ 𝑎)

𝜌12𝑅1
− 𝑦𝜆(𝑥− 𝑎)

𝜌22𝑅2

)︂
;

�̃�
(𝜏)
𝑦𝑦

𝜎0
=

𝑤𝜏𝑦𝜆

𝑦2 + 𝜆2

(︂
(𝑥− 𝑎)(𝑅2

2 + 𝑦2)

𝜌22𝑅2
− (𝑥+ 𝑎)(𝑅1

2 + 𝑦2)

𝜌12𝑅1

)︂
;

�̃�
(𝜏)
𝑧𝑧

𝜎0
= 𝑤𝜏

(︂
𝑦𝜆

𝑦2 + 𝜆2

[︂
𝑥+ 𝑎

𝑅1
− 𝑥− 𝑎

𝑅2

]︂
+ 2𝜈

(︂
arctg

[︂
𝜆
𝑥− 𝑎

𝑦𝑅2

]︂
− arctg

[︂
𝜆
𝑥+ 𝑎

𝑦𝑅1

]︂)︂)︂
;

�̃�
(𝜏)
𝑥𝑦

𝜎0
= 𝑤𝜏

(︂
𝑦2𝜆

𝜌12𝑅1
− 𝑦2𝜆

𝜌22𝑅2
+

1

2
ln

[︂
(𝜆+𝑅2)(𝜆−𝑅1)

(𝜆−𝑅2)(𝜆+𝑅1)

]︂)︂
;

�̃�
(𝜏)
𝑥𝑧

𝜎0
= 𝑤𝜏𝑦

(︂
1

𝑅1
− 1

𝑅2

)︂
;

�̃�
(𝜏)
𝑦𝑧

𝜎0
= 𝑤𝜏

(︂
𝑦2

𝑦2 + 𝜆2

[︂
𝑥− 𝑎

𝑅2
− 𝑥+ 𝑎

𝑅1

]︂
+ 𝜈 ln

[︂
𝑥+ 𝑎+𝑅1

𝑥− 𝑎+𝑅2

]︂)︂
.

Планарный нормальный мезодефект:

�̃�
(𝑁)
𝑥𝑥

𝜎0
= 𝑤𝑁

(︂
𝑦2 + 𝜆2

𝜆

(︂
1

𝑅2
− 1

𝑅1

)︂
+
𝑦2

𝜆

(︂
𝑅1

𝜌12
− 𝑅2

𝜌22

)︂
+

1

2
ln

[︂
(𝑅2 + 𝜆)(𝑅1 − 𝜆)

(𝑅2 − 𝜆)(𝑅1 + 𝜆)

]︂)︂
;

�̃�
(𝑁)
𝑦𝑦

𝜎0
= 𝑤𝑁

(︂
𝑦2𝜆

(︂
1

𝜌22𝑅2
− 1

𝜌12𝑅1

)︂
+

1

2
ln

[︂
(𝑅2 + 𝜆)(𝑅1 − 𝜆)

(𝑅2 − 𝜆)(𝑅1 + 𝜆)

]︂)︂
;

�̃�
(𝑁)
𝑧𝑧

𝜎0
= 𝑤𝑁

(︂
𝜆

𝑅1
− 𝜆

𝑅2
+ 𝜈 ln

[︂
(𝑅2 + 𝜆)(𝑅1 − 𝜆)

(𝑅2 − 𝜆)(𝑅1 + 𝜆)

]︂)︂
;

�̃�
(𝑁)
𝑥𝑦

𝜎0
= 𝑤𝑁𝑦𝜆

(︂
𝑥− 𝑎

𝜌22𝑅2
− 𝑥+ 𝑎

𝜌12𝑅1

)︂
;
�̃�
(𝑁)
𝑦𝑧

𝜎0
= 𝑤𝑁𝑦

(︂
1

𝑅2
− 1

𝑅1

)︂
;

�̃�
(𝑁)
𝑥𝑧

𝜎0
= 𝑤𝑁

(︂
𝑥− 𝑎

𝑅2
− 𝑥+ 𝑎

𝑅1
+ (1− 𝜈) ln

[︂
𝑥+ 𝑎+𝑅1

𝑥− 𝑎+𝑅2

]︂)︂
;

Планарный винтовой мезодефект:

�̃�
(𝜉)
𝑥𝑧

𝜎0
= (1− 𝜈)𝑤𝜉

(︂
arctg

[︂
(𝑥− 𝑎)𝜆

𝑦𝑅2

]︂
− arctg

[︂
(𝑥+ 𝑎)𝜆

𝑦𝑅1

]︂)︂
;

�̃�
(𝜉)
𝑥𝑦

𝜎0
=

1− 𝜈

2
𝑤𝜉 ln

[︂
(𝜆+𝑅2)(𝜆−𝑅1)

(𝜆−𝑅2)(𝜆+𝑅1)

]︂
;
�̃�
(𝜉)
𝑥𝑥

𝜎0
=
�̃�
(𝜉)
𝑦𝑦

𝜎0
=
�̃�
(𝜉)
𝑧𝑧

𝜎0
=
�̃�
(𝜉)
𝑥𝑦

𝜎0
= 0.

(1.34)
где 𝑅1,2 =

√︀
(𝑥± 𝑎)2 + 𝑦2 + (𝑧𝑘 − 𝑧)2, 𝜌1,22 = (𝑥± 𝑎)2 + 𝑦2, 𝜆 = 𝑧𝑘 − 𝑧.
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1.8 Упругая энергия планарных мезодефектов

Для многих задач физики пластичности помимо знания упругих полей на-
пряжений, создаваемых планарными мезодефектами необходимо знание упру-
гой энергии этих мезодефектов и упругой энергии взаимодействии между ними
в некоторой области. В общем случае процедура вычисления упругой энергии
сводится к интегрированию упругого потенциала по некоторой двумерной или
трехмерной области. В данном параграфе проведены вычисления собственной
упругой энергии и энергии взаимодействия для планарных мезодефектов для
упруго-изотропного бесконечного тела с изотропной экранировкой по углу на
расстоянии 𝑅𝑎. Вначале приведем известные выражения для энергии упругого
поля линейных дефектов.

а) б)

Рисунок 1.16 — Случай взаимодействия двух а) краевых дислокаций б) клино-
вых дисклинаций

Собственная энергия краевой дислокации 𝐸⊥ и клиновой дисклинации 𝐸△

[39, 58] имеет вид:

𝐸⊥ =
𝐺𝑏2

4𝜋(1− 𝜈)
ln
𝑅𝑎

𝑟0
, 𝐸△ =

𝐺𝑤𝑑
2𝑅𝑎

2

16𝜋(1− 𝜈)
, (1.35)

где 𝑟0 – размер ядра дислокации. Энергия упругого взаимодействия краевых
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дислокаций 𝑊⊥,⊥ [39] (рис. 1.16, а):

𝑊⊥,⊥ = − 𝐺

2𝜋(1− 𝜈)

(︂
(b1 × ξ) · (b2 × ξ) ln

[︂
𝑅

𝑅𝑎

]︂)︂
−

− 𝐺

2𝜋𝑅2(1− 𝜈)
((b1 × ξ) ·R) ((b2 × ξ) ·R) .

(1.36)
Энергия упругого взаимодействия клиновых дисклинаций 𝑊△,△ [58] (рис. 1.16,
б):

𝑊△,△ =
𝐺w

(1)
△ ·w(2)

△

8𝜋(1− 𝜈)

(︂
𝑅𝑎

2 − 𝑙2 − 2𝑙2 ln

[︂
𝑅𝑎

𝑙

]︂)︂
, (1.37)

где R – радиус вектор между взаимодействующими дислокациями, ξ – единич-
ный вектор вдоль линии дислокации, l – радиус вектор между взаимодейству-
ющими дисклинациями .

Получим выражения для энергии взаимодействия 𝑊⊥,△ между краевой
дислокацией с вектором Бюргерса b и клиновой дисклинацией с вектором Фран-
ка w△ . Систему координат свяжем с дислокацией, расположенной в начале ко-
ординат (рис. 1.17). Энергию взаимодействия дислокации и дисклинации най-
дем, используя представление краевой дислокации с однородно распределенным
ядром через эквивалентную систему клиновых дисклинаций (диполя дискли-
наций). Дислокация с однородной плотностью вектора Бюргерса wN, распред-
ленной вдоль оси 𝑂𝑦 по ядру с размером 𝑟0 = 2𝑎 представляется как диполь
клиновых дисклинаций, вектора Франка которых определяются согласно вы-
ражениям (1.27). Далее энергию взаимодействия диполя с дисклинацией 𝑊𝑁,△

представим как сумму энергий взаимодействия исходной дисклинации с поло-
жительной 𝑊△,△+ и отрицательной 𝑊△,△− дисклинацией стенки. В результате
получим:

𝑊𝑁,△ =
𝐺𝑤𝑁𝑤△

8𝜋(1− 𝜈)

(︂
𝑙−

2 − 𝑙+
2 + 2𝑙−

2 ln

[︂
𝑅𝑎

𝑙−

]︂
− 2𝑙+

2 ln

[︂
𝑅𝑎

𝑙+

]︂)︂
, (1.38)

где 𝑤△ – величина проекции w△ на ось 𝑂𝑧 (направлена перпендикулярно плос-
кости рисунка), 𝑤𝑁 – величина проекции wN на ось 𝑂𝑥 . В рассматриваемой си-
стеме координат имеем следующие компоненты для векторов: 𝑙− = (𝑥△, 𝑦△), 𝑙+ =

(𝑥△, 𝑦△ − 2𝑎), где 𝑟 = (𝑥△, 𝑦△) – радиус вектор дисклинации в заданной си-
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стеме координат (направленный от дислокации к дисклинации). Подставляя
компоненты 𝑙−, 𝑙+) в выражение (1.38) получим:

𝑊𝑁,△ =
𝐺𝑤△𝑤𝑁
8𝜋(1− 𝜈)

(︃
4𝑎𝑦△ − 4𝑎2 + 2

(︀
𝑥△

2 + 𝑦△
2
)︀
ln

[︃
𝑅𝑎√︀

𝑥△2 + 𝑦△2

]︃
−

−2
(︁
𝑥△

2 + (𝑦△ − 2𝑎)2
)︁
ln

[︃
𝑅𝑎√︀

𝑥△2 + (𝑦△ − 2𝑎)2

]︃)︃
.

(1.39)

Разложим выражение (1.39) в ряд по степеням 𝑎 вблизи точки 0 и, переходя к
пределу 2𝑎→ 0 и 𝑤𝑁 = 𝑏/2𝑎→ ∞ при этом произведение 2𝑎𝑤𝑁 → 𝑏, получим:

𝑊𝑁,△ =
𝐺𝑤△(2𝑎𝑤𝑁)𝑦△

2𝜋(1− 𝜈)
ln

[︃
𝑅𝑎√︀

𝑥△2 + 𝑦△2

]︃
+ 𝑜(𝑎). (1.40)

Рисунок 1.17 — Система координат для расчета энергии взаимодействия дис-
локации с дисклинацией и дислокации с однородно размазанным ядром (дис-
клинационного диполя) с дисклинацией

Очевидно, что все слагаемые порядка 𝑜(𝑎) при вышеуказанном условии
будут равны 0. Тогда получаем следующее выражение для энергии взаимодей-
ствия дислокации и дисклинации:

𝑊⊥,△ =
𝐺𝑤△𝑏𝑦△
2𝜋(1− 𝜈)

ln

[︃
𝑅𝑎√︀

𝑥△2 + 𝑦△2

]︃
. (1.41)

Несложно получить инвариантное относительно систем координат выражение
для энергии взаимодействия дислокации с вектором Бюргерса b и дисклинации
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с вектором Франка w△:

𝑊⊥,△ =
𝐺(w△ × b) · r
2𝜋(1− 𝜈)

ln

[︂
𝑅𝑎

𝑟

]︂
, (1.42)

где r – радиус вектор, направленный от дислокации к дисклинации.

Далее получим выражения для собственных энергий планарных мезоде-
фектов, изображенных на рис. 1.18. Разберем метод вычисление на примере
планарного сдвигового мезодефекта (рис.1.18, а).

а) б) в)

Рисунок 1.18 — Схематичное изображение планарных мезодефектов для рас-
чета собственной энергии а) планарный сдвиговый мезодефект, б) планарный
нормальный мезодефект, в) планарный дисклинационный мезодефект

По определению сдвиговый мезодефект есть система континуально распре-
деленных по плоской границы краевых скользящих дислокаций с однородной
плотностью вектора Бюргерса wτ. Суммарная энергия такой системы состоит
из собственной энергии дислокаций c бесконечно малым вектором Бюргерса
𝛿b и энергии их взаимодействия. Нетрудно заметить, что первое слагаемое ли-
нейно зависит от количества дислокаций, в то время как второе квадратично,
вследствие чего получаем что слагаемое, связанное с собственной энергией бес-
конечно малых дислокаций, стремится к нулю при стремлении к нулю 𝛿𝑏. При-
нимая во внимание, что в выбранной системе координат 𝛿b = wτ𝑑𝑥

′, получаем
выражение для расчета собственной энергии сдвигового мезодефекта 𝐸𝜏 :

𝐸𝜏 = lim
𝜀→0

2𝑎∫︁
0

2𝑎∫︁
𝑥′+𝜀

𝑤𝜏
2𝑊 (𝑥′, 𝑥′′)𝑑𝑥′𝑑𝑥′′, (1.43)

где 𝑊 (𝑥′, 𝑥′′) – энергия взаимодействия двух скользящих дислокаций с еди-
ничными векторами Бюргерса, которые расположены соответственно в точках
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(𝑥′, 0) и (𝑥′′, 0). Подставляя выражение (1.36) для энергии взаимодействия
дислокаций в (1.43) получаем:

𝐸𝜏 = − lim
𝜀→0

2𝑎∫︁
0

2𝑎∫︁
𝑥′+𝜀

𝐺𝑤𝜏
2

2𝜋(1− 𝑣)
ln

[︂
𝑥′′ − 𝑥′

𝑅𝑎

]︂
𝑑𝑥′𝑑𝑥′′. (1.44)

Переходя в (1.44) от двойного интеграла к повторному и устремляя 𝜀→ 0, полу-
чаем выражение для собственной энергии планарного сдвигового мезодефекта
с модулем мощности 𝑤𝜏 и длиной 2𝑎:

𝐸𝜏 =
𝐺𝑤𝜏

2𝑎2

2𝜋(1− 𝜈)

(︂
2 ln

[︂
𝑅𝑎

2𝑎

]︂
+ 3

)︂
. (1.45)

Собственная энергии планарного нормального мезодефекта с модулем мощно-
сти 𝑤𝑁 и длиной 2𝑎 равна:

𝐸𝑁 =
𝐺𝑤𝑁

2𝑎2

2𝜋(1− 𝜈)

(︂
2 ln

[︂
𝑅𝑎

2𝑎

]︂
+ 1

)︂
. (1.46)

Собственную энергию нормального мезодефекта, можно получить другим спо-
собом – использовав его эквивалентность диполю клиновых дисклинаций 𝐸𝑑𝑝:

𝐸𝑁 = 𝐸𝑑𝑝 = 2𝐸△ +𝑊△+,△−. (1.47)

где 𝐸△ – собственная энергия положительной или отрицательной дисклинации
диполя, 𝑊△+,△− – энергия взаимодействия дисклинаций диполя. Подставляя в
(1.47) выражения соответсвующие выражения для слагаемых (1.35,1.37) полу-
чим:

𝐸𝑁 =
𝐺𝑤△

2𝑅𝑎
2

8𝜋(1− 𝜈)
− 𝐺𝑤△

2

8𝜋(1− 𝜈)

(︂
𝑅𝑎

2 − 4𝑎2 − 8𝑎2 ln

[︂
𝑅𝑎

2𝑎

]︂)︂
. (1.48)

Упрощая данную формулу, получаем выражение (1.46).

Собственная энергии планарного дисклинационного мезодефекта с моду-
лем мощности 𝑤𝑚𝑑 и плечом 2𝑎 равна:

𝐸𝑚𝑑 =
𝐺𝑤𝑚𝑑

2𝑎2

12𝜋(1− 𝜈)

(︂
4𝑎2
(︂
ln

[︂
2𝑎

𝑅𝑎

]︂
− 1

)︂
+

(︂
3𝑅𝑎

2 − 𝑎2

3

)︂)︂
. (1.49)

На рисунках 1.19 представлена зависимость полной энергии системы дискретно
распределенных дислокаций (дисклинаций) эквивалентной соответствующему
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планарному мезодефекту от количества дислокаций (дисклинаций) в системе.
Видно, что при уменьшении маштаба разбиения их полная энергия асимптоти-
чески стремится к величине собственной энергии соответствующего планарного
мезодефекта.

а) б) в)

Рисунок 1.19 — Зависимости энергии системы дискретных дислокаций (дискли-
наций), эквивалентной: a) планарному сдвиговому мезодефекту с мощностью
𝑤𝜏 = 0.01 и длиной 2𝑎 = 1 мкм, б) планарному нормальному мезодефекту с
мощностью 𝑤𝑁 = 0.01 и длиной 2𝑎 = 1 мкм, в) планарному дисклинационно-
му мезодефекту 𝑤𝑚𝑑 = 0.05 и длиной 2𝑎 = 1 мкм от количества дислокаций
(дисклинаций) в системе

Найдем энергии взаимодействия планарного сдвигового мезодефекта с ли-
нейными дефектами в локальной системе координат (рис. 1.20). Очевидно, что в
случае планарного нормального мезодефекта наиболее просто воспользоваться
дисклинационным представлением этого мезодефекта и найти соответствующие
выражения для энергий взаимодействия. Здесь же, в качестве примера, вычис-
лим энергию взаимодействия планарного сдвигового мезодефекта и клиновой
дисклинации. Для этого представим сдвиговой мезодефект системой контину-
ально распределенных по плоской границы краевых дислокаций с однородной
плотностью вектора Бюргерса wτ. В результате энергия взаимодействия в си-
стеме координат, связанной с планарным мезодефектом (рис. 1.20, б), запишется
как:

𝑊𝜏,△ =
𝐺𝑤𝜏𝑤△𝑦△
2𝜋(1− 𝜈)

𝑎∫︁
−𝑎

ln

[︃
𝑅𝑎√︀

(𝑥△ − 𝑥′)2 + 𝑦△2

]︃
𝑑𝑥′. (1.50)
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а) б)

Рисунок 1.20 — Система координат для расчета энергии взаимодействия а) пла-
нарного сдвигового мезодефекта и краевой дислокации б) планарного сдвиго-
вого мезодефекта и клиновой дисклинации

Интегрируя данное выражение, получаем:

𝑊𝜏,△ = 𝐷𝑤𝜏𝑤△𝑦△

(︃
2𝑎+ 𝑦△

(︂
arctg

[︂
𝑥△ − 𝑎

𝑦△

]︂
− arctg

[︂
𝑥△ + 𝑎

𝑦△

]︂)︂
+

+(𝑥△ + 𝑎) ln

[︃
𝑅𝑎√︀

(𝑥△ + 𝑎)2 + 𝑦△2

]︃
− (𝑥△ − 𝑎) ln

[︃
𝑅𝑎√︀

(𝑥△ − 𝑎)2 + 𝑦△2

]︃)︃
.

(1.51)

Энергия взаимодействия планарного сдвигового мезодефекта и краевой дисло-
кации в системе координат, связанной с планарным мезодефектом, имеет вид:

𝑊𝜏,⊥ = 𝐷𝑤𝜏𝑏𝑦𝑦𝑏 ln

[︂
𝑟1
𝑟2

]︂
+𝐷𝑤𝜏𝑏𝑥

(︃
(𝑥𝑏 + 𝑎)

(︂
ln

[︂
𝑅𝑎

𝑟1

]︂
+ 1

)︂
−

(𝑥𝑏 − 𝑎)

(︂
ln

[︂
𝑅𝑎

𝑟2

]︂
+ 1

)︂
+ 2𝑦𝑏

(︂
arctg

[︂
𝑥𝑏 − 𝑎

𝑦𝑏

]︂
− arctg

[︂
𝑥𝑏 + 𝑎

𝑦𝑏

]︂)︂)︃
.

(1.52)

где 𝐷 = 𝐺/2𝜋(1−𝜈), rb = (𝑥𝑏, 𝑦𝑏), 𝑟1 =
√︀
(𝑥𝑏 + 𝑎)2 + 𝑦𝑏2, 𝑟2 =

√︀
(𝑥𝑏 − 𝑎)2 + 𝑦𝑏2

Процедура получения аналитических выражений для энергии взаимодей-
ствия планарных мезодефектов друг с другом получаются, аналогично проце-
дуре получения энергии взаимодействия планарных мезодефектов с линейны-
ми. Однако данные аналитические выражения (за исключением случая взаимо-
действия с нормальным мезодефектом) имеют достаточно внушительный вид,
поэтому здесь не приводятся.
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Выводы по главе I

1. Проведена классификация планарных источников напряжений, накапли-
вающихся на границах зерен и в приграничных областях при пластиче-
ской деформации поликристаллических материалов.

2. Получены аналитические выражения для компонент тензора упругих на-
пряжений от базовых планарных мезодефектов. Показано, что поле упру-
гих напряжений от произвольного мезодефекта, наведенного пластиче-
ской деформацией на границу зерна, можно представить в виде суперпо-
зиции полей напряжений от совокупности базовых мезодефектов.

3. Получены аналитические выражения для собственных упругих энергий
планарных мезодефектов, а также выражения для энергий взаимодей-
ствия данных мезодефектов с линейными дефектами: краевой дислока-
цией и клиновой дисклинацией.
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ГЛАВА 2.

МЕХАНИЗМЫ ФОРМИРОВАНИЯ МЕЗОДЕФЕКТОВ НА
НАЧАЛЬНЫХ СТАДИЯХ ПЛАСТИЧЕСКОГО
ДЕФОРМИРОВАНИЯ ПОЛИКРИСТАЛЛОВ

2.1 Механизмы накопления первичных мезодефектов на границах зе-
рен

Как известно, упругие деформации от ротационно-сдвиговых мезодефек-
тов, формирующихся в ходе пластической деформации, обеспечивают условия
совместности полной деформации. При этом эволюция мезодефектной струк-
туры продолжается до тех пор, пока действующее в каждой точке суммарное
поле упругих напряжений не станет таким, чтобы обеспечить во всех микро-
объемах поликристаллического материала, вне зависимости от их кристалло-
графической ориентации, равенство тензоров скорости пластической дистор-
сии β̇(x). На начальных этапах деформирования неоднородность протекания
пластической деформации в основном связана с разной кристаллографической
ориентацией соседних зерен. Вследствие этого при малых величинах пластиче-
ской деформации наиболее интенсивное накопление мезодефектов наблюдается
на границах зерен и в приграничных областях [68, 69]. Характеристики фор-
мирующейся на границе зерна дефектной структуры зависят от типа локали-
зации пластической деформации, величины прошедшего через границу сдвига
и ориентации относительно неё плоскостей скольжения дислокаций. В случае
примерно однородного протекания пластической деформации по объему зер-
на, на плоских участках границы накапливаются сдвиговые мезодефекты, а
ротационные мезодефекты наблюдаются на ранее сформированных морфоло-
гических особенностях: в стыках зерен, а также на ростовых фасетках и из-
ломах, возникающих на стадии рекристаллизационного отжига. В работе [70]
проведено исследование кинетики накопления первичных мезодефектов рота-
ционного и сдвигового типов, формирующихся на границах и стыках зерен
би- и три- кристаллов при пластической деформации. Показано, что по ме-
ре увеличения величины пластической деформации мощность мезодефектов
монотонно увеличивается и выходит на насыщение. В случае ярко выражен-
ной локализации пластической деформации, например в полосах сдвига или
в одиночных плоских скоплениях решеточных дислокаций, образование мезо-
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дефектной структуры будет сопровождаться изменением геометрии границы,
связанным с формированием деформационных фасеток. Согласно эксперимен-
тальным данным, в ходе пластического деформирования на границах форми-
руются довольно большие деформационные фасетки с характерным размером
порядка микрона [71–73]. Очевидно, что для образования фасеток такой длины
необходимо обеспечить условия прохождения через границу зерна значитель-
ного количества решеточных дислокаций. Различные аспекты взаимодействия
локализованной пластической деформации с исходной границей зерна рассмат-
ривались в работах [74–79]. В данных работах теоретический анализ этого взаи-
модействия ограничивался случаем прохождения одиночных дислокаций через
границы зерен специального типа, в результате чего на последних формирова-
лись ступеньки атомного размера [77]. Однако на данный момент теоретические
исследования, посвященные моделям формирования фасеток мезоскопического
масштаба, отсутствуют в научной литературе.

2.2 Механизмы формирования вторичных мезодефектов вблизи гра-
ниц зерен

Накапливающие на морфологических особенностях границ зерен первич-
ные ротационно-сдвиговые мезодефекты создают предпосылки для формирова-
ния субструктуры, которая является результатом протекания аккомодационной
пластической деформации, вызванной полями упругих напряжений от мезоде-
фектов. В имеющихся на данный момент теоретических и экспериментальных
работах подробно исследованы механизмы релаксации одиночных ротационных
мезодефектов: клиновых дисклинаций и диполей дисклинаций. В данных рабо-
тах было установлено, что одним из основных механизмов релаксации является
формирование вблизи клиновых дисклинаций субструктур, представляющих из
себя оборванные дислокационные стенки. В работах [80–82] методом компью-
терного моделирования исследованы этапы эволюции оборванных дислокацион-
ных границ, формирующихся вблизи клиновой дисклинации и дисклинацион-
ного диполя. Рассмотрены случаи формирования дислокационной границы как
под действием только внутреннего поля упругих напряжений, так и суммарно-
го внешнего и внутреннего полей напряжений. Получены распределения плот-
ности дислокаций, вблизи рассматриваемых дефектов и установлены условия
формирования оборванных дислокационных границ в стыках и изломах гра-
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ниц зерен. В работе [83] методом компьютерного моделирования изучен процесс
формирования оборванной дислокационной границы, формирующейся вблизи
отрицательной дисклинации при действии двух систем скольжения. Установле-
но, что ориентация сформированной малоугловой границы близка к ориентации
оси растяжения. В работе [84] исследовали влияние упругого поля дисклинации
на поведение дислокационного ансамбля и формирование оборванных дислока-
ционных границ при генерации петель решеточных дислокаций в объеме зерен
и зарождении дислокаций на границах зерна. Было показано, что во всех рас-
смотренных случаях вблизи дисклинации образуются области локализованного
дислокационного заряда. Рассмотрены условия трансформации этих областей
в устойчивые к снятию нагрузки оборванные дислокационные субграницы. Од-
нако в том, что касается формы и размеров дислокационных границ, а также
особенностей их дальнейшего роста, согласия между теорией и экспериментом
достичь пока не удавалось. Проведенные в перечисленных работах теоретиче-
ские исследования показывают, что вблизи дисклинаций образуются прямоли-
нейные дислокационные границы длиной примерно равной половине диаметра
зерна. Эксперименты же свидетельствуют о том, что оборванные границы на
порядок короче, образуются не только на тройных стыках, но и на фасетиро-
ванных участках межзеренных границ и, наконец, по мере роста ветвятся или
резко меняют плоскость залегания (рис. 2.1).

а)
б)

Рисунок 2.1 — EBSD карты, иллюстрирующие фрагментированную структуру
деформированного поликристалла альфа-железа: a) одноосное сжатие, 𝜀𝑝𝑙 = 1,
скорость деформации 10 c−1 при 400∘C, б) 2D ковка, 𝜀𝑝𝑙 = 1, скорость дефор-
мации 10 c−1 при 200∘C

Поэтому разработка физической и математической модели, позволяющих
хотя бы качественно объяснить наблюдаемые особенности морфологии оборван-
ных дислокационных границ, является важной фундаментальной задачей фи-
зики фрагментированных структур.
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Стоит отметить, что стыковые мезодефекты не всегда ограничиваются
только ротационной составляющей. Известно, что при высокотемпературной
деформации в материале может присутствовать дополнительная мода пласти-
ческой деформации, связанная с зернограничным проскальзыванием. Наличие
данной моды приводит к тому, что в тройных стыках помимо клиновых дискли-
наций, формируются достаточно мощные дефекты сдвигового типа, которые
могут приводить к зарождению микроскопических трещин [85] и последующе-
му разрушению материала. Однако одновременно с зернограничным проскаль-
зыванием в материале могут развиваться аккомодационные процессы, которые
релаксируют напряжения от данных дефектов. Анализу и построению теорети-
ческих моделей таких процессов посвящены работы [86–93]. К числу основных
механизмов аккомодации зернограничного скольжения относят эмиссию реше-
точных дислокаций из тройных стыков, ротационную деформацию, стимулиро-
ванное деформацией расщепление и миграцию границ зерен.

а)
б)

Рисунок 2.2 — Схематическое изображение аккомодационной полосы пласти-
ческой деформации, формирующейся при релаксации мезодефектов, образо-
ванных на фасетке при прохождении через границу зерна а) дислокационного
скопления, б) полосы сдвига

Что касается механизмов релаксации полей упругих напряжений от пла-
нарных сдвиговых мезодефектов за счет аккомодационной пластической дефор-
мации, то в настоящее время они изучены недостаточно. Например, не рассмот-
рен один из часто встречающихся в экспериментальных наблюдениях [94, 95]
случаев, когда релаксация сдвигового мезодефекта связана с формированием
вблизи границы зерна аккомодационной полосы скольжения. Наиболее вероят-
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но, что формирование таких полос происходит под действием полей упругих
напряжений от сдвигового мезодефекта, которое инициирует испускание гра-
ницей в тело зерна решеточных дислокаций. К примеру, такой механизм может
работать для мезодефектов, формирующихся на фасетках при прохождении
через границу зерна дислокационного скопления или полосы сдвига (рис. 2.2).
Поэтому представляет интерес рассмотреть его более подробно.

2.3 Характеристики мезодефектов, образующихся на деформацион-
ных фасетках в результате прохождения через границу зерна по-
лосы сдвига или полосы скольжения

Рассмотрим кристаллогеометрические аспекты формирования деформа-
ционной фасетки, возникающей при прохождении через границу зерна полосы
сдвига или полосы скольжения (рис. 2.3). Параметры полосы сдвига опреде-
ляются следующими величинами: шириной полосы ℎ в первом зерне, углом
падения на границу зерна 𝛼1 ∈ (0, 𝜋/2) и углом выхода полосы во второе зер-
но 𝛼2 ∈ (−𝜋/2, 𝜋/2) и величиной сдвиговой деформации в первом зерне 𝜀. При
взаимодействии локализованного сдвига с границей зерна может реализоваться
один из следующих вариантов: сдвиг полностью тормозится на границе зерна,
часть сдвига проходит во второе зерно, а часть остаётся на границе, сдвиг про-
ходит полностью. В результате на границе зерна формируется фасетка, повёр-
нутая относительно исходного положения на некоторый угол 𝜓 и содержащая
мезодефекты. В общем случае данные мезодефекты состоят из системы реше-
точных дислокаций и системы дислокаций ориентационного несоответствия. В
зависимости от энергетических условий реализуется конкретный из вышепере-
численных случаев.

Величины прошедшего через границу зерна сдвига 𝜀𝑝𝑙 и заторможенного
на границе сдвига 𝜀 − 𝜀𝑝𝑙 рассматриваются как параметры модели. Далее рас-
смотрим случай, когда исходная граница зерна является границей наклона. При
этом накопившиеся на границе дислокации (решеточные дислокации и дисло-
кации ориентационного несоответствия) можно представить как комбинирован-
ный планарный мезодефект, состоящий из планарного сдвигового мезодефекта
и планарного нормального мезодефекта.

Рассмотрим два случая: в первом из них, деформация в полосе осуществ-
ляется движением решеточных дислокаций в параллельных плоскостях сколь-
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жения, во втором, деформация рассматривается как движение континуально и
однородно распределенных в полосе виртуальных дислокаций.

Рисунок 2.3 — Схема взаимодействия полосы сдвига с границей зерна (за поло-
жительное направление принято направление против часовой стрелки)

Дискретная модель. Процесс прохождения дислокаций через границу с нор-
малью N можно представить в виде следующей модели. При прохождения ре-
шеточной дислокации с вектором Бюргерса b1 во второе зерно происходит его
переориентация в вектор Бюргерса b2. В результате этого на границе зерна
возникает дислокация ориентационного несоответствия с разностным вектором
Бюргерса 𝛿b = b1 − b2 и перпендикулярная исходной границе ступенька вы-
сотой 𝑏𝑛, которая равна нормальной составляющей (по отношению к плоскости
фасетки) прошедшего через границу пластического сдвига (совместная часть
пластической деформации):

𝑏𝑛 = min (𝑏1𝑛, 𝑏2𝑛) , (2.1)

где 𝑏1𝑛, 𝑏2𝑛 – величины проекций векторов Бюргерса b1 и b2 на нормаль к
границе зерна N. Введем двухмерный базис (N, τ) как показано на рис. 2.4.
Векторы Бюргерса падающей b1 и прошедшей b2 дислокаций в этом базисе
выразятся как:

b1 = 𝑏(cos𝛼1N+ sin𝛼1τ), b2 = 𝑏(cos𝛼2N+ sin𝛼2τ). (2.2)
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При этом угол поворота 𝜓 фасетки удовлетворяет следующему соотношению:

tg𝜓 = − 𝑏𝑛
∆ℎ/ cos𝛼1

. (2.3)

Рисунок 2.4 — Схематичное представление прохождения дискретизированного
сдвига через границу зерна и формирование фасетки

Так как 𝑏𝑛 = min(𝑏 cos𝛼1, 𝑏 cos𝛼2) и 𝑏/∆ℎ = 𝜀𝑝𝑙 необходимо рассмотреть
два случая:
1) 𝑏𝑛 = 𝑏 cos𝛼1, тогда:

𝜓 = − arctg

[︂
𝑏 cos𝛼1

∆ℎ/ cos𝛼1

]︂
= − arctg

[︁
𝜀𝑝𝑙(cos𝛼1)

2
]︁
, (2.4)

2) 𝑏𝑛 = 𝑏 cos𝛼2, тогда:

𝜓 = − arctg

[︂
𝑏 cos𝛼2

∆ℎ/ cos𝛼1

]︂
= − arctg [𝜀𝑝𝑙 cos𝛼1 cos𝛼2] . (2.5)

В силу малости высоты ступеньки по сравнению с шириной полосы конечную
фасетку после прохождения сдвига, можно представить в виде прямого отрезка,
длина которого равна:

𝑙𝜓 =
ℎ

cos(𝛼1 − 𝜓)
. (2.6)

Используя (2.4 – 2.6), найдем мощности мезодефектов формирующихся на дан-
ной фасетке. Вначале выразим разностный суммарный вектор Бюргерса ∆B,
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формирующийся на границе зерна после прохождения сдвига и суммарный век-
тор Бюргерса заторможенных на границе решеточных дислокаций первого зер-
на B1:

∆B = 𝜀𝑝𝑙ℎ [(cos𝛼1 − cos𝛼2)N+ (sin𝛼1 − sin𝛼2)τ] ,

B1 = (𝜀− 𝜀𝑝𝑙)ℎ [cos𝛼1N+ sin𝛼1τ] .
(2.7)

В свою очередь вектор нормали Nψ и тангенциальный вектор τψ к фасетке
(рис. 2.4) в базисе (N, τ) выражаются следующим образом:

Nψ = cos𝜓N+ sin𝜓τ, τψ = − sin𝜓N+ cos𝜓τ. (2.8)

Соответствующие выражения для мощностей нормального и сдвигового мезо-
дефектов имеют вид:

wN =

(︂
(∆B+B1) ·Nψ

𝑙𝜓

)︂
Nψ, wτ =

(︂
(∆B+B1) · τψ

𝑙𝜓

)︂
τψ. (2.9)

Континуальная модель. Для описания характеристик деформационных фа-
сеток, формирующихся в результате прохождении через границу зерна полосы
скольжения можно воспользоваться континуальной моделью, в которой дефор-
мация в полосе рассматривается как результат движения однородно распреде-
ленных по полосе виртуальных дислокаций (рис. 2.5). При этом деформация
в полосе осуществляется одновременно с поворотом фасетки и каждая новая
порция сдвига взаимодействует уже с повернутой фасеткой. Бесконечно малый
вектор Бюргерса континуально размазанных дислокаций, который в себе несет
бесконечно малый сдвиг 𝑑𝜀𝑝𝑙 в первом 𝑑b1 и во втором зернах 𝑑b2 равен, соот-
ветственно:

𝑑b1 = ℎ𝑑𝜀𝑝𝑙(cos𝛼1N+ sin𝛼1τ), 𝑑b2 = ℎ𝑑𝜀𝑝𝑙(cos𝛼2N+ sin𝛼2τ). (2.10)

В результате этого фасетка поворачивается на угол 𝑑𝜓, для которого выполня-
ется следующее соотношение:

𝑑𝜓 = −min (𝑑b1 ·Nψ, 𝑑b1 ·Nψ)

𝑙𝜓
, (2.11)

где 𝑏𝑛 = min (𝑑b1 ·Nψ, 𝑑b1 ·Nψ) – характеризует нормальную составляющую
вектора Бюргерса дислокаций, осуществляющих сдвиг 𝑑𝜀𝑝𝑙. Учитывая выраже-
ния для текущей нормали к фасетке Nψ и ее текущей длины 𝑙𝜓 в базисе (N, τ)
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(2.6, 2.8) получим следующие дифференциальные соотношения для прираще-
ния угла 𝑑𝜓:

𝑑𝜓 =

{︃
−[cos(𝛼1 − 𝜓)]2𝑑𝜀𝑝𝑙, 𝑏𝑛 = b1 ·Nψ

− cos(𝛼1 − 𝜓) cos(𝛼2 − 𝜓)𝑑𝜀𝑝𝑙, 𝑏𝑛 = b2 ·Nψ

(2.12)

Рисунок 2.5 — Схематичное представление прохождения континуального сдвига
через границу зерна и формирование фасетки

Решая задачу Коши для первого и второго случаев с начальным условием
𝜓(𝜀𝑝𝑙 = 0) = 0, получаем:

𝜓 = 𝜓1(𝜀𝑝𝑙, 𝛼1) = 𝛼1 − arctg(𝜀𝑝𝑙 + tg𝛼1), 𝑏𝑛 = b1 ·Nψ

𝜓 = 𝜓2(𝜀𝑝𝑙, 𝛼1, 𝛼2), 𝑏𝑛 = b2 ·Nψ

(2.13)

где 𝜓2(𝜀𝑝𝑙, 𝛼1, 𝛼2) – неявно заданная функция:

1

sin(𝛼2 − 𝛼1)
ln

[︂
cos(𝛼1 − 𝜓2) cos𝛼2

cos(𝛼2 − 𝜓2) cos𝛼1

]︂
− 𝜀𝑝𝑙 = 0. (2.14)

Далее определим границы углов, где действительно первое и второе решения.
Углы перехода 𝜓𝑐𝑟 будут задаваться следующим соотношением:

𝑑𝑏1𝑛 = 𝑑𝑏2𝑛 → cos(𝛼1 − 𝜓𝑐𝑟) = cos(𝛼2 − 𝜓𝑐𝑟). (2.15)

Решая данное уравнение, получаем следующие значения угла 𝜓𝑐𝑟:

𝜓𝑐𝑟 =
𝛼1 + 𝛼2

2
, −𝜋

2
< 𝜓𝑐𝑟 <

𝜋

2
. (2.16)

Будем рассматривать углы поворота принадлежащие интервалу 𝜓𝑐𝑟 ∈ (0, 𝜋/2).
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В итоге аналитическое решение будет иметь следующий вид:

1). при cos𝛼1 < cos𝛼2 и 𝜀𝑝𝑙 < 𝜀𝑐𝑟
(1) = tg (𝛼1 − 𝜓𝑐𝑟)− tg𝛼1 :

𝜓 = 𝜓1(𝜀𝑝𝑙, 𝛼1);

2). при cos𝛼1 ≥ cos𝛼2 и 𝜀𝑝𝑙 < 𝜀𝑐𝑟
(2) =

1

sin(𝛼2 − 𝛼1)
ln

[︂
cos(𝛼1 − 𝜓2) cos𝛼2

cos(𝛼2 − 𝜓2) cos𝛼1

]︂
:

𝜓 = 𝜓2(𝜀𝑝𝑙, 𝛼1, 𝛼2);

3). при cos𝛼1 < cos𝛼2 и 𝜀𝑝𝑙 > 𝜀𝑐𝑟
(1) :

𝜓 = 𝜓𝑐𝑟 + 𝜓2(𝜀𝑝𝑙 − 𝜀𝑐𝑟
(1), 𝛼1 − 𝜓𝑐𝑟, 𝛼2 − 𝜓𝑐𝑟);

4). при cos𝛼1 ≥ cos𝛼2 и 𝜀𝑝𝑙 > 𝜀𝑐𝑟
(2) :

𝜓 = 𝜓𝑐𝑟 + 𝜓1(𝜀𝑝𝑙 − 𝜀𝑐𝑟
(2), 𝛼1 − 𝜓𝑐𝑟).

(2.17)
Подставляя выражение для угла поворота фасетки 𝜓, определяемое с помощью
(2.17), в выражения (2.6) и (2.9), легко найти характеристики мезодефектов.
На рисунке 2.6 приведены зависимости угла поворота фасетки 𝜓 от величи-
ны прошедшей пластической деформации 𝜀𝑝𝑙 для дискретной и континуальной
моделей.

а) б)

Рисунок 2.6 — Зависимость угла поворота фасетки 𝜓 от величины прошедшей
пластической деформации 𝜀𝑝𝑙 при а) 𝛼1 = 10∘, 𝛼2 = 40∘, ℎ = 0.2 мкм, б)
𝛼1 = 40∘, 𝛼2 = 10∘, ℎ = 0.2 мкм для дискретной и континуальной моделей

Как видно, при малых степенях деформирования зависимости 𝜓(𝜀𝑝𝑙) сов-
падают, однако при увеличении деформации скорость поворота фасетки в кон-
тинуальной модели замедляется, что связано с переориентацией ее нормали к
границе зерна.
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2.4 Характеристики мезодефектов, образующихся на деформацион-
ных фасетках в результате прохождения через границу зерна дис-
локационного скопления

В данном параграфе диссертации использованы материалы статьи:
Perevezentsev V. N., Kirikov S. V., Svirina Y. V. Conditions of Strain-Induced
Facet Formation during Interaction between a Lattice Dislocation Pile-Up and a
Grain Boundary // The Physics of Metals and Metallography. – 2020. – V. 121. –
№ 10. – P. 929-935.

Рассмотрим кристаллогеометрические аспекты формирования деформа-
ционной фасетки, возникающей при прохождении через границу зерна дисло-
кационного скопления. Пусть дислокационное скопление, дислокации которого
имеют вектор Бюргерса b1, располагается в первом зерне. На скопление дей-
ствует внешнее сдвиговое напряжение σ, в результате чего оно перемещается по
телу зерна и тормозится границей зерна с разориентировкой θ. Для простоты
будем рассматривать границу наклона. При прохождении дислокаций скопле-
ния через эту границу во второе зерно вектор Бюргерса b1 переориентируется в
вектор Бюргерса b2, а на границе остается дислокация ориентационного несоот-
ветствия с вектором Бюргерса 𝛿b = b1−b2. Помимо этого на границе формиру-
ется ступенька, направленная вдоль исходной плоскости скольжения дислока-
ций первого зерна. Длина ступеньки ∆𝑙 выражается через 𝑏 как ∆𝑙 = 𝑏𝑐𝑜𝑠𝜃. По
мере прохождения скопления и ухода дислокаций b2 во второе зерно, на грани-
це формируется фасетка с длиной 𝑙𝑓 = 𝑛∆𝑙, где 𝑛 – число ушедших во второе
зерно дислокаций. Дефектная структура этой фасетки состоит из сидячих и
скользящих планарных распределений дислокаций. В случае обычной границы
зерна с неупорядоченным атомным строением, ядра расположенных на фасет-
ке дислокаций делокализуются, в результате чего плотность таких дислокаций
описывается некоторой непрерывной функцией. Далее для упрощения расчётов,
будем представлять в виде континуально распределения не только дислокации,
попавшие на фасетку, но и остальные дислокации поджатого скопления. Сфор-
мированное сидячими дислокациями распределение удобно представить в виде
планарного нормального мезодефекта. В отличие от нормального мезодефек-
та, плотность вектора Бюргерса скользящих дислокаций распределена вдоль
фасетки неоднородно.

Проанализируем условия прохождения пластического сдвига через грани-
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Рисунок 2.7 — Схематичное представление процесса прохождения скопления
решеточных дислокаций через границу зерна

цу наклона и параметры формирующейся при этом фасетки. Рассмотрим слу-
чай, когда по мере ухода дислокаций во второе зерно заторможенное границей
зерна скопление дислокаций пополняется за счёт срабатывания дислокацион-
ного источника в первом зерне. При этом будем считать заданными расстояние
от источника до границы зерна 𝑅𝑠

0, критическое напряжение срабатывания
источника 𝜎𝑠, внешнее напряжение σ и разориентировку границы 𝜃. При даль-
нейших расчётах удобно также задать параметры, характеризующие систему на
каждом этапе формирования фасетки, а именно, текущий суммарный вектор
Бюргерса дислокаций скопления B = (𝐵, 0) и текущую длину фасетки 𝑙𝑓 . Вы-
берем систему координат, связанную с фасеткой зерна так, как показано на рис.
2.7 с началом координат, помещенным в центр дислокационного скопления. По-
скольку диполь дисклинаций расположен в плоскости фасетки, ориентирован-
ной вдоль плоскости скольжения дислокаций первого зерна и, следовательно,
не взаимодействует с дислокациями скопления, то длина скопления 𝐿 и распре-
деление модуля плотности вектора Бюргерса 𝜌(𝑥) определяются известными
выражениями [39]:

𝐿 =
𝐺𝐵

𝜋(1− 𝜈)𝜎1
, 𝜌(𝑥) =

2(1− 𝜈)𝜎1
𝐺

√︃
𝐿/2 + 𝑥

𝐿/2− 𝑥
, (2.18)

где 𝜎1 – сдвиговое напряжение в плоскости скольжения дислокаций b1, 𝐺 и 𝜈

– модуль сдвига и коэффициент Пуассона материала, соответственно. В рам-
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ках рассматриваемой модели процесс прохождения пластического сдвига через
границу зерна возможен при одновременном выполнении двух условий:

Критерий №1: энергетические затраты, необходимые для создания новых
участков границы (по мере увеличения длины фасетки) и формирования сколь-
зящей решёточной дислокации в плоскости скольжения второго зерна (будем
считать, что по завершению процесса отщепления дислокации, она расположе-
на на расстоянии от границы равном удвоенному радиусу ядра дислокации 𝑟𝑐)
должны компенсироваться работой внешних напряжений.

Критерий №2: при выполнении критерия №1 должны обеспечиваться усло-
вия ухода дислокации во второе зерно. Это возможно в том случае, когда сум-
марная сила отталкивания, действующая на эту дислокацию со стороны скоп-
ления дислокаций и внешнего сдвигового напряжения в плоскости скольжения
второго зерна, превышает силу притяжения между уходящей дислокацией и
расположенным на фасетке диполем дисклинаций.

Первый критерий запишем в виде:(︁
𝐸(2)
𝑝 + 𝐸𝑏2 + 𝐸𝑝,𝑏2 + 𝐸𝑑𝑝,𝑏2 + 𝐸𝑑𝑝,Δ𝑏 + 𝐸(2)

𝛾

)︁
−
(︁
𝐸(1)
𝑝 + 𝐸(1)

𝛾

)︁
− 𝐴𝑝𝑙 < 0, (2.19)

где

𝐸(𝑖)
𝑝 = lim

𝜀→0

𝐿/2∫︁
−𝐿/2

2𝜌(𝑥𝛼)
(𝑖)𝑑𝑥𝛼

𝐿/2∫︁
𝑥𝛼+𝜀

𝜌(𝑥𝛽)
(𝑖)𝑊𝛼,𝛽𝑑𝑥𝛽, (2.20)

упругая энергия скопления до (𝑖 = 1) и после (𝑖 = 2) осуществления процесса
отщепления дислокации во второе зерно,

𝜌(𝑥)(1) =

{︃
𝜌(𝑥), −𝐿

2 ≤ 𝑥 < 𝐿
2

0, 𝑥 < −𝐿
2 , 𝑥 ≥ 𝐿

2

; 𝜌(𝑥)(2) =

⎧⎪⎨⎪⎩
𝜌(𝑥),−𝐿

2 ≤ 𝑥 < 𝑥𝑏

2𝜌(𝑥) sin 𝜃
2 , 𝑥𝑏 ≤ 𝑥 < 𝐿

2

0, 𝑥 < −𝐿
2 , 𝑥 >

𝐿
2

(2.21)

В выражении (2.21) учтено то обстоятельство, что после отщепления дислока-
ции во второе зерно в области фасетки (𝑥𝑏, 𝐿/2) остается дислокация ориента-
ционного несоответствия с модулем плотности вектора Бюргерса 2𝜌(𝑥) sin 𝜃/2.
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Величина 𝑥𝑏 определяется из выражения:

𝑏 =

𝐿/2∫︁
𝑥𝑏

𝜌(𝑥)𝑑𝑥. (2.22)

В выражении (2.20) 𝑊𝛼,𝛽 – функция погонной энергии взаимодействия двух
единичных дислокаций с координатами (𝑥𝛼, 𝑦𝛼) и (𝑥𝛽, 𝑦𝛽) (1.36). 𝐸(1)

𝛾 , 𝐸(2)
𝛾 –

поверхностная энергия фасетки до и после осуществления процесса отщепления
дислокации во второе зерно:

𝐸(1)
𝛾 = 2𝛾𝑙𝑓 , 𝐸

(2)
𝛾 = 2𝛾(𝑙𝑓 + 𝑏 cos 𝜃), (2.23)

где 𝛾 – удельная поверхностная энергия. 𝐸𝑏2 – упругая энергия дислокации b2

с радиусом ядра 𝑟𝑐:

𝐸𝑏2 =
𝐷𝑏2

2
ln

[︂
𝑅𝑎

𝑟𝑐

]︂
, (2.24)

𝐸𝑝,𝑏2 – энергия упругого взаимодействия скопления и отщепившейся во второе
зерно дислокации. При численных расчетах эта дислокация рассматривается
как равномерно распределенное скопление континуальных дислокаций с плот-
ностью вектора Бюргерса 𝜌𝑏2 = 𝑏/2𝑟𝑐:

𝐸𝑝,𝑏2 =

𝐿/2∫︁
−𝐿/2

𝜌(𝑥𝑝)
(2)𝑑𝑥𝑝

2𝑟𝑐∫︁
0

𝜌𝑏2(𝑥𝑏2)𝑊𝑝,𝑏2𝑑𝑥𝑏2, (2.25)

𝐸𝑑𝑝,𝑏2 – энергия взаимодействия диполя дисклинаций и дислокации b2:

𝐸𝑑𝑝,𝑏2 =

𝐿/2∫︁
𝐿/2−𝑙𝑓

𝑤𝑑𝑝𝑑𝑥𝑑

2𝑟𝑐∫︁
0

𝜌𝑏2𝑊𝑑𝑝,𝑏2𝑑𝑥𝑏2, (2.26)

𝐸𝑝,𝑑𝑝 – энергия упругого взаимодействия диполя дисклинаций с дислокацией
ориентационного несоответствия ∆b:

𝐸𝑑𝑝,Δ𝑏 =

𝐿/2∫︁
𝐿/2−𝑙𝑓

𝑤𝑑𝑝𝑑𝑥𝑑

2𝑟𝑐∫︁
0

𝜌(𝑥)(2)𝑊𝑑𝑝,Δ𝑏𝑑𝑥, (2.27)

𝐴𝑝𝑙 – работа пластической деформации, осуществляемая при смещении дисло-
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каций скопления на расстояние ∆𝑙 = 𝑏 cos𝜙 и перемещения дислокации b2 на
расстояние 2𝑟𝑐 вдоль плоскости скольжения второго зерна:

𝐴𝑝𝑙 = 𝜎1𝐵𝑏 cos 𝜃 + 2𝜎2𝑏𝑟𝑐, (2.28)

где 𝜎2 – сдвиговое напряжение в плоскости скольжения дислокации b2. Крите-
рий ухода дислокации во второе зерно (критерий 2) запишем в виде:

𝜎𝑝(𝑥, 𝑦) + 𝜎2 > 𝜎𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) + 𝜎𝑃 , (2.29)

где 𝜎𝑃 – напряжение Пайерлса, 𝜎𝑝(𝑥, 𝑦) – сдвиговое напряжение от скопления
в плоскости скольжения дислокации второго зерна:

𝜎𝑝(𝑥, 𝑦) =

𝐿/2∫︁
−𝐿/2

𝜌(𝑥′) (n2 ·G(𝑥− 𝑥′, 𝑦) · τ2)𝑑𝑥′, (2.30)

где τ2,n2 – единичные вектора, направленные вдоль и перпендикулярно b2,
соответственно, G(𝑥− 𝑥′, 𝑦) – функция напряжений от дислокации скопления,
расположенной в точке (𝑥′, 0) с единичным вектором Бюргерса, направленным
вдоль оси 𝑂𝑥,

𝜎𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) = n2 · σdp(𝑥, 𝑦) · τ2, (2.31)

где 𝜎𝑑𝑝(𝑥, 𝑦) – сдвиговое напряжение от диполя дисклинаций, σdp(𝑥, 𝑦) – функ-
ция тензора напряжений от диполя дисклинаций.

При расчёте длины фасетки считалось, что процесс её формирования пре-
кращался, как только переставал действовать один из рассмотренных выше
критериев. Численный анализ критериев прохождения дислокационного скоп-
ления через границу зерна и расчеты длины фасетки были проведены для сле-
дующих значений параметров и варьируемых величин:𝐺 = 45000 МПа, 𝜈 = 0.3,
𝑏 = 2.7 · 10−4 мкм, 𝑟𝑐 = 𝑏, 𝜎𝑠 = 3.8 · 10−3𝐺, 𝜎𝑃 = 6 · 10−5𝐺, 𝜃 ∈ [10∘, 60∘],
𝛾 = 𝐺𝑏/24, 𝐵 ∈ [10, 200] · 𝑏, 𝑅0

𝑠 ∈ [0.5, 10] мкм, внешнее напряжение:

σ = 𝜎 (τ1 ⊗ n1 + n1 ⊗ τ1) ,

где τ1,n1 – единичные вектора, направленные вдоль и перпендикулярно b1,
соответственно, 𝜎 ∈ [5, 8] · 10−3𝐺.

Результаты расчётов зависимости длины фасетки 𝑙*𝑓 от количества дисло-
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каций в скоплении 𝐵/𝑏 при различных значениях угла разориентировки гра-
ницы 𝜃 и внешнего напряжения 𝜎 представлены на рис. 2.8 (далее везде будем
опускать индекс у 𝜎1, обозначая 𝜎1 ≡ 𝜎).

а) б)

Рисунок 2.8 — Зависимости конечной длины фасетки 𝑙*𝑓 от количества дислока-
ций в скоплении 𝐵/𝑏 при различных значениях угла разориентировки границы
𝜃 и внешнего напряжения 𝜎

Как показывают результаты расчета, появление фасетки на границе зер-
на при взаимодействии границы с плоским скоплением дислокаций возможно
только при превышении суммарного вектора Бюргерса скопления некоторого
критического значения, величина которого зависит от внешнего напряжения и
разориентировки границы. В исследуемом диапазоне значений параметров кри-
тическое число дислокаций в скоплении относительно невелико (10 – 15 штук).
При увеличении числа дислокаций в скоплении увеличивается и длина фасет-
ки. Очевидно, что максимальное значение 𝐵 и, соответственно, максимальная
длина фасетки 𝑙*𝑓 связаны с расстоянием от дислокационного источника до гра-
ницы зерна 𝑅0

𝑠 и пороговым напряжением срабатывания источника 𝜎𝑠. Связь
этих величин можно определить из следующих соображений. Суммарный век-
тор Бюргерса 𝐵 скопления связан с его длиной 𝐿 соотношением (2.18), а сум-
марное сдвиговое напряжение 𝜎Σ, действующее в точке расположения дислока-
ционного источника, связано с длиной скопления и координатой источника 𝑥0
выражением:

𝜎Σ = 𝜎𝑠 = 𝜎 − 𝜎

(︃
1−

√︃
𝑥0 + 𝐿/2

𝑥0 − 𝐿/2

)︃
. (2.32)
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Выражая отсюда 𝑥0 и принимая во внимание что 𝑅0
𝑠 = |𝑥0|+ 𝐿/2 получим:

𝑅*
𝑠 =

𝜎2

𝜎2 − 𝜎𝑠2
𝐿, (2.33)

где 𝑅*
𝑠 – расстояние от границы до источника после того, как процесс прохож-

дения дислокаций через границу завершился. Найденная величина 𝑅*
𝑠 связана

с исходным расстоянием от источника до границы 𝑅0
𝑠 выражением:

𝑅0
𝑠 = 𝑅*

𝑠 − 𝑙*𝑓 =
𝜎2

𝜎2 − 𝜎𝑠2
𝐿− 𝑙*𝑓 . (2.34)

Для того чтобы получить зависимость длины фасетки 𝑙*𝑓 от 𝑅0
𝑠 при заданных 𝜎

и 𝜃, необходимо выразить 𝐿 через 𝑙*𝑓 . Это можно сделать, используя выражение
(2.18) и зависимости 𝑙*𝑓(𝐵), полученные при моделировании. При достаточно
большом количестве дислокаций в скоплении 𝑙*𝑓(𝐵) можно аппроксимировать
линейной функцией:

𝑙*𝑓 = 𝛼(𝜎, 𝜃)𝐵 + 𝛽(𝜎, 𝜃) = 𝛼(𝜎, 𝜃)
𝜎

2𝐷
𝐿+ 𝛽(𝜎, 𝜃), (2.35)

где коэффициенты 𝛼(𝜎, 𝜃) и 𝛽(𝜎, 𝜃) находятся с помощью метода регрессии.
Тогда:

𝐿 =
2𝐷

𝜎𝛼(𝜎, 𝜃)
𝑙*𝑓 +

−2𝐷

𝜎𝛼(𝜎, 𝜃)
𝛽(𝜎, 𝜃). (2.36)

Подставляя данное выражение в (2.34) получим:

𝑙*𝑓 =
𝜒

1− 𝜒
𝑅0
𝑠 +

𝛽

1− 𝜒
, где 𝜒 =

𝛼(𝜎, 𝜃)
(︀
𝜎2 − 𝜎𝑠

2
)︀

2𝐷𝜎
. (2.37)

Результаты расчета зависимости длины фасетки 𝑙*𝑓 от исходного расстоя-
ния источника до границы 𝑅0

𝑠 при различных значениях 𝜎 и 𝜃 приведены на
рис. 2.9.
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а) б)

Рисунок 2.9 — Зависимости конечной длины фасетки 𝑙*𝑓 от исходного расстояния
от источника до границы зерна 𝑅0

𝑠 при различных значениях угла разориенти-
ровки границы 𝜃 и внешнего напряжения 𝜎

В интервале использованных в расчётах значений 𝜎 и 𝜃 размер фасеток
составляет десятые доли 𝑅0

𝑠 (рис. 2.9). Поскольку величина 𝑅0
𝑠 не может пре-

вышать размер зерна поликристалла, то отсюда следует важный вывод о том,
что при измельчении зеренной структуры материала склонность границ зёрен
к деформационному фасетированию должна уменьшаться. Зависимость дли-
ны фасетки 𝑙*𝑓 от разориентировки границы 𝜃 при разной величине внешнего
напряжения 𝜎 и фиксированном суммарном векторе Бюргерса скопления 𝐵

показаны на рис. 2.10.

Рисунок 2.10 — Зависимости длины фасетки 𝑙*𝑓 от разориентировки границы 𝜃
при различных значениях внешнего напряжения 𝜎 и фиксированном 𝐵 = 90𝑏

Как видно из этого рисунка, длина фасетки уменьшается при увеличении
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разориентировки границы. Таким образом, наибольшую склонность к фасети-
рованию должны проявлять мало- и средне-угловые границы зёрен.

2.5 Релаксация полей упругих напряжений от мезодефектов за счет
формирования оборванных дислокационных границ

В данном параграфе диссертации использованы материалы статьи:
Rybin V. V., Perevezentsev V. N., Kirikov S. V. Formation of strain-induced broken
dislocation boundaries at faceted grain boundaries // The Physics of Metals and
Metallography. – 2018. – V. 119. – № 5. – P. 421-429.

Экспериментальные данные позволяют сформулировать качественную мо-
дель формирования оборванных дислокационных границ деформационного про-
исхождения (ОДГ ДП). Можно утверждать, что зарождение дислокационных
границ связано с процессами аккомодационной пластической деформации, ко-
торая протекает под действием полей внутренних напряжений от мезодефек-
тов, накопленных на границе в ходе пластической деформации. Когда интен-
сивность сдвиговых полей напряжений от мезодефектов в аккомодационной си-
стеме скольжения превысит некоторую критическую величину, в вершине фа-
сетки произойдёт зарождение оборванной дислокационной границы. Экспери-
ментальные данные показывают, что вначале ориентация подрастающей дисло-
кационной границы постоянна. Однако, по мере удаления от фасетированной
границы интенсивность полей внутренних напряжений от первичных мезоде-
фектов уменьшается и на некотором расстоянии, где становится актуальным
поле σ𝑒𝑥𝑡, плоскость залегания оборванной дислокационной границы испыты-
вает излом. Схематически данную модель можно представить как расщепление
первичной дисклинации (рис. 2.11), осуществляющееся посредством аккомада-
ционного пластического течения.

Проведем моделирование формирования оборванных дислокационных гра-
ниц деформационного происхождения методом динамики дискретных дисло-
каций. Рассмотрим модельный 2D бикристалл, содержащий фасетированный
участок границы зерна (рис. 2.12). Пусть данная граница состоит из некото-
рого достаточно большого количества симметричных фасеток, характеризую-
щихся длиной 𝑙 и углом 𝜓, при этом размеры расчетной области выберем таким
образом, чтобы было минимизировано влияние граничных условий на резуль-
таты моделирования. Систему координат 𝑂𝑥𝑦 и ассоциированный с ней базис
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Рисунок 2.11 — Схема дислокационно-дисклинационных превращений процесса
формирования оборванной дислокационной стенки на фасетированной границе
зерна

(e1, e2) расположим в вершине одной из фасеток, как показано на рис. 2.12.
Пусть пробный 2D кристалл имеет примитивную гексагональную решётку, ко-
торая содержит три системы скольжения. При этом будем рассматривать од-
ноосное сжатие вдоль оси e2:

σ𝑒𝑥𝑡 = −𝑃e2 ⊗ e2. (2.38)

Рисунок 2.12 — Схематическое изображение участка фасетированной границы

Распределение мезодефектной структуры на фасетированной границе за-
дадим параметрическим способом, используя скачок тензора пластической де-
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формации [ε𝑝𝑙] на границе зерна. Для упрощения расчетов, а также с учетом
симметрии морфологических особенностей границы зерна и схемы деформации
примем, что [ε𝑝𝑙] однороден по границе и имеет следующую структуру:

[ε𝑝𝑙] = [𝜀𝑝𝑙]e1 ⊗ e1 − [𝜀𝑝𝑙]e2 ⊗ e2. (2.39)

Мощности нормальных wN и сдвиговых wτ мезодефектов, сформированных на
𝑘-ой фасетки границы зерна определим с помощью выражений:

wN = (e3 ·B ·Nk)Nk, wτ = (e3 ·B · τk)τk, (2.40)

где B – тензор Ная, равный:

B = −B× [ε𝑝𝑙]. (2.41)

Для моделирования эволюции ансамбля дислокаций воспользуемся квази-
вязким приближением, согласно которому:

𝑑ṙ𝑖 = M𝑖 · F𝑖, (2.42)

где r𝑖,M𝑖,F𝑖 – радиус вектор, тензор подвижности и сила, действующая на i-ую
дислокацию, соответственно.

M𝑖 =𝑀e𝑏,𝑖 ⊗ e𝑏,𝑖, (2.43)

где e𝑏,𝑖 – единичный вектор, направленный вдоль b𝑖, 𝑀 – подвижность i-ой
дислокации. Сила, действующая на i-ую дислокацию, имеет вид:

F𝑖 =

⎛⎝σext +
∑︁
𝑗

σmes
𝑗 (r𝑖) +

∑︁
𝑘 ̸=𝑖

σd
𝑘 (r𝑖)

⎞⎠ · b𝑖, (2.44)

где σmes
𝑗 (r𝑖) – напряжение от j-ого мезодефекта в точке r𝑖, σd

𝑘 (r𝑖) – напряжение
от k-ой решеточной дислокации в точке r𝑖.

При этом предполагается, что размножение дислокаций происходит за счет
случайной по времени и однородной по объему генерации пар дислокаций про-
тивоположного знака. Аннигиляция противоположных дислокаций происходит,
если они сближаются на некоторое достаточно малое расстояние 𝑟𝑎.
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Численные расчёты проводились при следующих значениях параметров
модели: 𝐺 = 77 ГПа, 𝜈 = 0.3, 𝑃 = 0.7 ГПа, 𝜓 = 126∘, 𝑙 = 2.24 мкм, возмож-
ные плоскости скольжения расположены в верхнем зерне (GR1) под углами
{0∘, 60∘, 120∘}, а в нижнем (GR2) под углами {20∘, 80∘, 140∘} к направлению
базисного вектора e1.

В качестве примера на рис. 2.13 представлены распределение компонент
поля напряжений от мезодефектов σmes, сформированных на границе при ве-
личине разностной пластической деформации [𝜀𝑝𝑙] = 0.04. Видно, что вблизи
границы на расстоянии примерно равном размеру фасетки, возникает неод-
нородное поле внутренних напряжений, которое периодически меняется вдоль
плоскости границы. При удалении от границы зерна, на расстояниях много
больших размера фасетки, это поле становится пространственно-однородным.

а) б)

Рисунок 2.13 — Изолинии компонент поля напряжений а) σmes
xy и б) σmes

yy , ге-
нерируемых в окрестности фасетированной границы системой расположенных
на ней сдвиговых и нормальных мезодефектов при [𝜀𝑝𝑙] = 0.04

Численные расчеты показывают, что по мере увеличения [𝜀𝑝𝑙] происхо-
дит рост внутренних напряжений от наведенных на границу зерна сдвиговых
и нормальных мезодефектов. В результате чего в приграничной зоне акти-
вируется аккомодационное движение дислокаций, которое осуществляется в
плоскости (n1, b1) зерна GR1. При этом упругие поля от расположенных в
вершинах фасеток дисклинаций разделяют дислокационные потоки и создают
пространственно-локализованные области с повышенной плотностью дислока-
ционного заряда. Далее из них постепенно формируются уходящие от вершин
фасеток в тело зерна оборванные дислокационные границы. Характерная для
этой стадии дислокационная структура показана на рис. 2.14, а. Видно, что
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аккомодационная пластическая деформация приводит к формированию сопо-
ставимых по размеру с длиной фасетки оборванных дислокационных границ,
исходящих в тело зерна из вершин фасеток.

Согласно вышеизложенной схеме, процесс формирования оборванных дис-
локационных границ можно представить как отщепление от исходной дискли-
нации и уход в тело зерна частичных дисклинаций. Дисклинации упругими
полями возмущают потоки решеточных дислокаций, движущихся из объема
зерен по активным плоскостям скольжения по направлению к границе, вслед-
ствие чего на них могут зарождаться новые оборванные границы другой ори-
ентации. Результаты моделирования дислокационной структуры, возникающей
при взаимодействии потока решеточных дислокаций, движущихся в первичной
системе скольжения (n2, b2), с ранее сформированной оборванной дислокаци-
онной границей представлен на рис. 2.14, б.

а) б)

Рисунок 2.14 — Характерная дислокационная структура формирующаяся а) на
начальной стадии образования дислокационных границ вблизи фасетированной
границы в условиях одноосного сжатия бикристалла, б) на стыке фасеток при
действии двух (основной и аккомодационной) систем скольжения

В результате, дислокационную структуру, сформировавшуюся на стыке
фасеток при действии аккомодационной (n1, b1) и первичной (n2, b2) систем
скольжения можно представить как единую оборванную дислокационную гра-
ницу, состоящую из коротких участков, резко меняющих свое направление.
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2.6 Релаксация упругих полей от мезодефектов за счет формирова-
ния полосы сдвига

В данном параграфе диссертации использованы материалы статьи:
Кириков С.В., Перевезенцев В.Н., Пупынин А.С. Модель аккомодации сдви-
гового планарного мезодефекта // Деформация и разрушение материалов. –
2022. – № 5. – С. 2-10.

Рассмотрим процесс релаксации полей упругих напряжений от планарного
сдвигового мезодефекта путем формирования аккомодационной полосы сколь-
жения. Для этого в качестве модельного приближения возьмем сдвиговый ме-
зодефект, который имеет длину 2𝑎 и мощность wτ (рис. 2.15, а). Декартову
систему координат выберем таким образом, чтобы ее начало совпало с цен-
тром мезодефекта, а ось 𝑂𝑥 была направлена вдоль плоскости его залегания.
Проанализируем процесс аккомодации мезодефекта, осуществляемый путем от-
щепления дислокационных стенок с однородной плотностью вектора Бюргерса
w𝑤𝑎𝑙𝑙 под углом 𝜙 к оси 𝑂𝑥. Положим, что внешнее сдвиговое напряжение 𝜎𝜙
(≡ 𝜎𝑟𝜙) в полосе препятствует движению стенки. В рамках рассматриваемой
модели испускаемые дислокационные стенки представим в виде двухосных ди-
полей клиновых дисклинаций с модулем вектора Франка равным модулю плот-
ностью вектора Бюргерса исходных стенок.

При отщеплении дислокационные стенки под действием внутренних на-
пряжений уходят в тело зерна и формируют полосу скольжения. При этом на
месте исходного сдвигового мезодефекта формируется система комбинирован-
ных мезодефектов, характеристики которой зависят от положения, мощности
и количества отщепленных дислокационных стенок. Для дальнейшего упро-
щения численных расчетов положения дислокационных стенок будем характе-
ризовать обобщенными координатами 𝑞𝑖, которые будем представлять в виде
вектор-строки q = (𝑞1, 𝑞2 . . .), при этом будем считать, что 𝑞𝑖 ≥ 𝑞𝑗 при 𝑖 > 𝑗.
При отщеплении каждой новой дислокационной стенки в конец вектор-строки
будет добавляться обобщенная координата этой стенки.

Рассмотрим момент времени после отщепления 𝑛 дислокационных стенок
q = (𝑞1, 𝑞2 . . . , 𝑞𝑛) (рис. 2.15, б). Разделим стенки, на те которые отщепились
полностью (записаны в вектор-строку координат q′) и те, которые остались
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а) б)

Рисунок 2.15 — Схематичное представление сдвигового мезодефекта а) в исход-
ном состоянии, б) после релаксации

вблизи релаксирующего мезодефекта (записаны в вектор-строку координат q′′):

q′ = (𝑞𝑖 | 𝑞𝑖 ≥ 2𝑎 cos𝜙), dim(q′) = 𝑛′,

q′′ = (𝑞𝑖 | 𝑞𝑖 < 2𝑎 cos𝜙), dim(q′′) = 𝑛′′,
(2.45)

где 𝑛′ – количество отщепленных стенок, 𝑛′′ – количество стенок оставшихся
вблизи релаксирующего мезодефекта. При этом на месте исходного сдвигового
мезодефекта, сформируется система, состоящая из 𝑛′′ + 1 комбинированного
мезодефекта (рис. 2.15, б). Координаты и мощности дислокационных стенок и
комбинированных мезодефектов в лабораторной системе координат 𝑂𝑥𝑦 связа-
ны с обобщенными координатами 𝑞𝑖 следующим образом:
Плотность вектора Бюргерса дислокационной стенки:

wwall = 𝑤𝑤𝑎𝑙𝑙(cos𝜙 sin𝜙). (2.46)

Координаты границ дислокационных стенок:

(𝑥𝑢𝑝)𝑖 = −𝑎+ 𝑞𝑖 cos𝜙, (𝑦𝑢𝑝)𝑖 = 𝑞𝑖 sin𝜙;

(𝑥𝑑)𝑖 =

{︃
𝑎+ (𝑞𝑖 − 2𝑎 cos𝜙) cos𝜙, 𝑞𝑖 ≥ 2𝑎 cos𝜙,

−𝑎+ 𝑞𝑖/ cos𝜙, 𝑞𝑖 < 2𝑎 cos𝜙,

(𝑦𝑑)𝑖 =

{︃
(𝑞𝑖 − 2𝑎 cos𝜙) sin𝜙, 𝑞𝑖 ≥ 2𝑎 cos𝜙,

0, 𝑞𝑖 < 2𝑎 cos𝜙.

(2.47)

Мощности i-ого сдвигового и нормального мезодефектов (лежащих на одном
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участке границы):

(𝑤(𝑐)
𝜏 )𝑖 = 𝑤𝜏 − (𝑛′ + 𝑖− 1)𝑤𝑤𝑎𝑙𝑙 cos𝜙 sin𝜙,

(𝑤
(𝑐)
𝑁 )𝑖 = 𝑤𝑁 − (𝑛′ + 𝑖− 1)𝑤𝑤𝑎𝑙𝑙 sin𝜙 sin𝜙.

(2.48)

Координаты i-ого комбинированного мезодефекта:

(𝑥𝑙)𝑖 =

{︃
𝑞′′𝑖 , 𝑖 ̸= 𝑛′′ + 1

−𝑎, 𝑖 = 𝑛′′ + 1
, (𝑥𝑟)𝑖 =

{︃
𝑞′′𝑖−1, 𝑖 ̸= 1

𝑎, 𝑖 = 1
,

(𝑦𝑙)𝑖 = (𝑦𝑟)𝑖 = 0,

(2.49)

где (𝑥𝑟 𝑦𝑟)𝑖 и (𝑥𝑙 𝑦𝑙)𝑖 – координаты правой и левой границы i-ого комбиниро-
ванного мезодефекта.

Алгоритм поиска равновесной конфигурации представляет из себя итера-
ционную процедуру. Рассмотрим n-ый шаг этой процедуры, который состоит из
двух этапов. На первом этапе определяется возможность отщепления новой n-
ой стенки. Для этого от актуального релаксирующего мезодефекта отщепляется
дислокационная стенка и отводится на малую величину 𝛿𝑞𝑛. Далее рассчиты-
вается изменение упругой энергии 𝛿𝐸 с учетом работы внешнего напряжения
𝐴𝑒𝑥𝑡(𝛿𝑞𝑛):

𝛿𝐸 = 𝐸2(𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞𝑛−1, 𝛿𝑞𝑛)− 𝐸1(𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞𝑛−1)− 𝐴𝑒𝑥𝑡(𝛿𝑞𝑛), (2.50)

где 𝐸1(𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞𝑛−1), 𝐸2(𝑞1, 𝑞2, . . . , 𝑞𝑛−1, 𝛿𝑞𝑛) – упругая энергия актуаль-
ной системы мезодефектов до и после отщепления n-ой стенки. Если величина
𝛿𝐸 < 0, то происходит испускание n-ой стенки, иначе равновесное положение
системы стенок найдено. На втором этапе определяется равновесная конфигу-
рация системы дислокационных стенок с учетом новой отщепленной n-ой стен-
ки. Поиск равновесной конфигурации происходил методом последовательных
приближений, включавший в себя многократный перебор по всем стенкам и
поиск равновесного положения каждой из этих стенок при фиксированных по-
ложениях остальных стенок. Предполагалось, что равновесие системы стенок
найдено, если после итерации по всем дислокационным стенкам их местополо-
жение меняется незначительно, то есть выполняется условие:

𝑛∑︁
𝑗=1

|∆𝑞𝑗| ≤ 𝜀. (2.51)
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Величину упругой энергии 𝐸 определяли как:

𝐸 = 𝐸Σ
(𝑤) + 𝐸Σ

(𝑐) +𝑊Σ
(𝑤) +𝑊Σ

(𝑐) +𝑊Σ
(𝑤,𝑐), (2.52)

где 𝐸Σ
(𝑤) – сумма всех собственных энергий дислокационных стенок, 𝐸Σ

(𝑐) –
сумма всех собственных энергий комбинированных мезодефектов, 𝑊Σ

(𝑤) – сум-
марная энергия взаимодействия дислокационных стенок, 𝑊Σ

(𝑐) – суммарная
энергия взаимодействия комбинированных мезодефектов, 𝑊Σ

(𝑤,𝑐) – суммарная
энергия взаимодействия дислокационных стенок с комбинированными мезоде-
фектами. Выражения для этих энергий приведены в главе 1.

Численные расчеты были выполнены при следующих величинах парамет-
ров модели: 𝐺 = 45000 МПа, 𝜈 = 0.3, 𝑅𝑎 = 20 мкм. Перемещение дислокацион-
ных стенок происходило по дискретной сетки с шагом равным ∆𝑞 = 2.7 · 10−4

мкм. Длина сдвигового мезодефекта 2𝑎, его мощность 𝑤𝜏 , величина внешнего
напряжения 𝜎𝜙, мощность отщепляемой стенки 𝑤𝑤𝑎𝑙𝑙 варьировались в следу-
ющих диапазонах: 2𝑎 ∈ [0.2, 0.4] мкм, 𝑤𝜏 ∈ [0.03, 0.06], 𝜎𝜙 = 30 МПа или
𝜎𝜙 = 50 МПа, 𝑤𝑤𝑎𝑙𝑙 ∈ [0.01, 0.001].

На рис. 2.16 показана зависимость нормированной упругой энергии систе-
мы дефектов 𝐸/𝐸0 после процесса релаксации (𝐸0 – упругая энергия исходно-
го мезодефекта) от мощности испускаемых дислокационных стенок 𝑤𝑤𝑎𝑙𝑙 при
𝑤𝜏 = 3 · 10−2, 2𝑎 = 0.2 мкм, 𝜎𝜙 = 30 МПа, 𝜙 = 45∘. Из рисунка видно, что
зависимость 𝐸/𝐸0(1/𝑤𝑤𝑎𝑙𝑙) является монотонно убывающей функцией и при
𝑤𝑤𝑎𝑙𝑙 → 0 (или 1/𝑤𝑤𝑎𝑙𝑙 → ∞) имеет горизонтальную асимптоту. Аналогичное
поведения 𝐸/𝐸0(1/𝑤𝑤𝑎𝑙𝑙) проявляет и при других значениях параметров моде-
ли. В дальнейших расчетах будем считать, что величина 𝑤𝑤𝑎𝑙𝑙 достаточно мала
(𝑤𝑤𝑎𝑙𝑙 = 1.25 · 10−3).

На рис. 2.17 приведены зависимости нормированной упругой энергии си-
стемы дефектов после процесса релаксации 𝐸/𝐸0 от ориентации полосы сколь-
жения 𝜙 при различных значениях: (а, б) характеристик начального мезоде-
фекта, (в) внешнего запирающего напряжения. Видно, что релаксация мезоде-
фекта происходит в определенном интервале ориентаций полосы скольжения
𝜙 ∈ [𝜙0, 𝜋/2]. В случае если 𝜙 < 𝜙0, то аккомодационная пластическая дефор-
мация по механизму испускания дислокационных стенок оказывается невоз-
можной. При выбранном шаге дискретизации 2.7 · 10−4 мкм по координате 𝜙0
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слабо зависит от характеристик исходного планарного сдвигового мезодефекта
и примерно равна 36∘. При увеличении угла 𝜙 энергия релаксированной систе-
ме 𝐸/𝐸0 резко падает и при значении 𝜙𝑚𝑖𝑛 ≈ 38∘ достигает своего минимума.
Дальнейшее увеличение угла 𝜙 приводит к росту энергии системы и когда 𝜙
близки к 𝜋/2 мезодефект практически не релаксирует.

Рисунок 2.16 — Зависимость нормированной упругой энергии системы дефектов
𝐸/𝐸0 после процесса релаксации от мощности стенок 𝑤𝑤𝑎𝑙𝑙 при 𝑤𝜏 = 3 · 10−2,
2𝑎 = 0.2 мкм, 𝜎𝜙 = 30 МПа, 𝜙 = 45∘

а) б) в)

Рисунок 2.17 — Зависимости нормированной упругой энергии системы дефек-
тов 𝐸/𝐸0 после процесса релаксации от величины угла 𝜙 при различных вели-
чинах а) длины мезодефекта: 1 – 2𝑎 = 0.2 мкм, 2 – 2𝑎 = 0.4 мкм (𝑤𝜏 = 6 · 10−2,
𝜎𝜙 = 30 МПа), б) мощности мезодефекта: 1 – 𝑤𝜏 = 3 · 10−2 , 2 – 𝑤𝜏 = 6 · 10−2

(2𝑎 = 0.2 мкм, 𝜎𝜙 = 30 МПа), в) величины внешнего запирающего напряжения:
1 – 𝜎𝜙 = 30 МПа, 2 – 𝜎𝜙 = 50 МПа (𝑤𝜏 = 3 · 10−2, 2𝑎 = 0.2 мкм)

На рис. 2.18 приведены зависимости длины аккомодационной полосы сколь-



75

жения 𝑞𝑚𝑎𝑥 от угла 𝜙 при различных значениях: (а, б) характеристик началь-
ного мезодефекта, (в) внешнего запирающего напряжения. Как и следовало
ожидать при увеличение 𝑤𝜏 и 2𝑎, что соответствует увеличению суммарно-
го вектора Бюргерса мезодефекта, происходит увеличение длины полосы. При
увеличение внешнего запирающего напряжения, которое слабо влияет на поло-
жение и величину минимума функции 𝐸(𝜙𝑚𝑖𝑛)/𝐸0 , однако может существенно
изменять длину полосы скольжения 𝑞𝑚𝑎𝑥.

Отметим, что для появления явно выраженной полосы скольжения, ее
длина должна заметно превосходить длину исходного мезодефекта. Это обсто-
ятельство налагает ограничение на интервал углов 𝜙, в котором можно бы-
ло бы проводить сопоставление результатов расчетов с данными электронно-
микроскопических наблюдений аккомодационных полос скольжения. Верхнюю
границу интервала изменений угла наклона полосы скольжения можно условно
определить как величину угла 𝜙 , при котором 𝑞𝑚𝑎𝑥 ≈ 2𝑎. Следует отметить, что
стенки могут отщепляться и с противоположного конца мезодефекта. При этом
аккомодационная полоса скольжения будет располагаться под углом 𝜙 > 𝜋/2.
В силу симметрии исходной конфигурации мезодефекта все сделанные ранее
выводы будут справедливы и для этого случая.

а) б) в)

Рисунок 2.18 — Зависимости длины полосы скольжения 𝑞𝑚𝑎𝑥 от угла 𝜙 при
различных значениях а) длины исходного мезодефекта: 1 – 2𝑎 = 0.2 мкм, 2 –
2𝑎 = 0.4 мкм (𝑤𝜏 = 6 · 10−2, 𝜎𝜙 = 30 МПа), б) мощности мезодефекта: 1 –
𝑤𝜏 = 3 · 10−2, 2 – 𝑤𝜏 = 6 · 10−2 (2𝑎 = 0.2 мкм, 𝜎𝜙 = 30 МПа), в) внешнего
тормозящего напряжения: 1 – 𝜎𝜙 = 30 МПа, 2 – 𝜎𝜙 = 50 МПа (𝑤𝜏 = 3 · 10−2,
2𝑎 = 0.2 мкм)

Распределение аккомодационной пластической деформации 𝜀𝑝𝑙 в полосе
скольжения иллюстрирует рис. 2.19.
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Рисунок 2.19 — Распределение величины пластической деформации по длине
полосы скольжения при 𝜙 = 45∘, 𝑤𝜏 = 3 · 10−2, 2𝑎 = 0.2 мкм, 𝜎𝜙 = 30 МПа

Следует отметить, что в данной модели дислокационные стенки рассмат-
ривались в континуальном приближении как диполи клиновых дисклинаций. В
реальности в кристаллических твердых телах аккомодационная пластическая
деформация должна осуществляться движением стенок, состоящих из решеточ-
ных дислокаций, консервативное движение которых возможно лишь по опреде-
ленным кристаллографическим плоскостям (плоскостям скольжения). Поэтому
в каждом конкретном случае имеется дискретный набор плоскостей аккомода-
ционного решеточного скольжения, а, следовательно, и дискретный набор воз-
можных ориентаций полосы скольжения. При этом может оказаться, что ни
одна из них не соответствует найденному интервалу значений углов 𝜙, при ко-
торых такой механизм аккомодации может быть энергетически выгодным. Од-
нако статистически при случайном распределении ориентации зерен и ориента-
ции деформационных фасеток на границах, содержащих планарные сдвиговые
мезодефекты, можно ожидать, что всегда в ансамбле зерен пластически дефор-
мированного поликристалла найдутся зерна, в которых кристаллографические
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плоскости скольжения совпадают с наиболее энергетически выгодными ориен-
тациями аккомодационных полос скольжения. При этом наиболее выраженные
(наиболее протяженные) полосы скольжения будут появляться в окрестности
планарных сдвиговых мезодефектов достаточно большой мощности и протя-
женности. Отметим, что аккомодационные полосы скольжения наблюдаются
на электронно-микроскопических снимках структуры деформированных поли-
кристаллов.

2.7 Выводы по главе II

1. Рассмотрены модели образования ротационно-сдвиговых мезодефектов,
формирующихся на границах зерен поликристаллического материала, при
их взаимодействии с локализованной пластической деформацией: в поло-
сах сдвига (скольжения) и в плоскости скольжения.

2. В результате проведенного геометрического и энергетического анализа
процесса взаимодействия решеточных дислокаций с исходной границей
зерна получены аналитические выражения, позволяющие по заданным па-
раметрам решеточного скольжения рассчитать характеристики деформа-
ционных фасеток и ротационно-сдвиговых мезодефектов формирующихся
на них.

3. Проанализированы типичные конфигурации оборванных дислокационных
границ, формирующихся в ходе пластической деформации вблизи фасети-
рованных границ зерен. Установлены причины их возникновения. Показа-
но, что форма и размеры оборванных дислокационных границ деформаци-
онного происхождения определяются геометрией фасетированной грани-
цы и загрузкой актуальных систем скольжения решеточных дислокаций.

4. Предложена модель аккомодационной пластической деформации и релак-
сации упругой энергии планарных сдвиговых мезодефектов, возникающих
на фасетках границ зёрен в процессе пластической деформации. Показа-
но, что этот процесс может осуществляться путём последовательного от-
щепления от мезодефекта и ухода в тело зерна дислокационных стенок.
Проанализирована зависимость энергии релаксированного состояния си-
стемы от характеристик исходного сдвигового мезодефекта (его длины и
мощности), мощности отщепляемых стенок, величины запирающего внеш-
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него напряжения и угла наклона аккомодационной полосы скольжения
по отношению к плоскости мезодефекта. Показано, что аккомодационная
пластическая деформация по механизму испускания дислокационных сте-
нок возможна лишь в определённом интервале значений параметров рас-
сматриваемой системы. Рассчитаны зависимости длины аккомодационной
полосы скольжения от её угла наклона по отношению к границе зерна
при разных величинах запирающего внешнего напряжения и характери-
стиках исходного сдвигового мезодефекта. Рассчитано пространственное
распределение величины аккомодационной пластической деформации в
окрестности мезодефекта.
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ГЛАВА 3.

РОЛЬ МЕЗОДЕФЕКТОВ В ПРОЦЕССАХ ЗАРОЖДЕНИЯ И
РАСПРОСТРАНЕНИЯ МИКРОТРЕЩИН В

ФРАГМЕНТИРОВАННОЙ СТРУКТУРЕ

3.1 Релаксация упругих полей напряжений мезодефектов за счет фор-
мирования микротрещин

Согласно современным представлениям, высокие локальные напряжения,
которые инициируют процесс разрушения, связаны не с концентрацией внеш-
него напряжения на неоднородностях сплошной среды (включениях, порах), а
с протеканием неоднородной пластической деформации. Несовместность пла-
стической деформации приводит к накоплению дефектов и росту внутренних
растягивающих напряжений. В случае если их релаксация за счет протекания
аккомодационной пластической деформации по каким-то причинам невозмож-
на, то реализуется механизм сброса упругих напряжений, связанный с форми-
рованием микротрещин.

Первые модели зарождения трещин, связанные с несовместностью пласти-
ческой деформации, появились в середине XX века. Одна из основополагающих
идей в этом направлении была предложена Зинером, а математическая модель
разработана Стро [96–99]. Суть идеи состоит в том, что скопление решеточ-
ных дислокаций тормозится около барьера, например, межфазной границы или
границы зерна. В результате в голове скопления возникает высокая плотность
дислокаций и как следствие высокие растягивающие напряжения, что и приво-
дит к зарождению трещины. Однако данная модель имеет ряд недостатков: во-
первых, для зарождения трещины требуются очень большие скопления дисло-
каций, которые не наблюдаются на эксперименте, во-вторых, необходимы очень
прочные препятствия, способные затормозить скопления, не разрушившись, и
в третьих, модель Стро не описывает формирование стабильных микротрещин,
так как зародившиеся в соответствии с ней дислокационные трещины при дей-
ствующих внешних напряжениях сразу превращаются в магистральные. Впо-
следствии были предложены различные модификации модели Стро [100–106],
отчасти устраняющие недостатки последней.

В случае сильно фрагментированных структур, когда размер фрагментов
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не превышает 0.2 − 0.3 микрон, приведенные выше классические модели за-
рождения трещин, основанные на представлениях о заторможенных границами
зёрен плоских скоплениях решёточных дислокаций, становятся неприменимы
(размер скопления ограничен размером фрагментов + внутри фрагментов нет
дислокаций). При этом важной особенностью фрагментированной структуры
является наличие в границах и стыках фрагментов мезодефектов. В этой связи
в последние годы развиваются модели зарождения трещин в упругих полях ме-
зодефектов: супердислокаций [107], прямолинейных клиновых (стыковых) дис-
клинаций [108–110], их диполях [111, 112] и более сложных комбинаций кли-
новых дисклинаций [113]. На рис. 3.1 приведен электронно-микроскопический
снимок фрагментированной структуры, полученный в работе [114], с сформи-
ровавшейся в стыке фрагментов клиновидной микротрещиной.

Рисунок 3.1 — Электронно-микроскопическое изображение фрагментированной
структуры с микротрещиной, сформировавшейся в стыке границ фрагмента
зерен (Mo, 𝜀𝑝𝑙 = 1.08)

Известно, что разрушение металлов и сплавов при больших пластических
деформациях происходит путём накопления большого количества микротре-
щин в локальных областях материала – «очагах разрушения» и последующей
стадии квазихрупкого разрушения, связанного с ослаблением живого сечения
образца. Поэтому, наряду с моделями зарождения микротрещин, важным эта-
пом построения теории разрушения сильнофрагментированных структур явля-
ется вопрос о стабилизации зародившихся микротрещин. Ротационно-сдвиговые
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мезодефекты в этом случае играют двоякую роль: c одной стороны они способ-
ствуют зарождению трещин, а с другой могут препятствовать их дальнейшему
распространению, создавая условия для накопления стабильных трещин, огра-
ничивая их длины до размеров сопоставимых со средним размером фрагментов.

Как уже отмечалось, мезодефекты на границах и в стыках зерен могут
также возникать в следствие собственного зернограничного атермического про-
скальзывания. Экспериментальные доказательства возможности проскальзыва-
ния при относительно низких температурах, при которых влиянием диффузи-
онных процессов можно пренебречь, были получены в работах [115–120]. Ав-
торы работы [115], используя один из наиболее достоверных методов выявле-
ния зернограничного проскальзывания – по разрыву предварительно нанесен-
ных рисок, наблюдали проскальзывание при температуре ∼ 0.15𝑇𝑚 в нелеги-
рованном титане ВТ1–0 с субмикрокристаллической структурой, содержащей
высокую долю неравновесных большеугловых границ зерен деформационного
происхождения. Проскальзывание по границам зёрен наблюдалось при комнат-
ной температуре в цинке [116], магнии [117], сплавах на их основе [118, 119]
и титане [120]. Электронно-микроскопические исследования зернограничного
проскальзывания в деформированном одноосным растяжением при комнатной
температуре титановом сплаве Ti-6Al-4V [121] выявили его тесную связь с внут-
ризёренным скольжением. Теоретические модели зарождения трещин в резуль-
тате атермического зернограничного проскальзывания рассматривались в ра-
ботах [122, 123]. Анализ условий зарождения трещин вблизи тройных стыков
зёрен в поликристаллическом кремнии за счёт собственного зернограничного
проскальзывания был проведен в работе [122]. В работе [123] рассмотрена мо-
дель зарождения трещины в упругом поле диполя клиновых дисклинаций, воз-
никающего в стыке зёрен в процессе зернограничного проскальзывания.

Не смотря на обилие работ, посвященных тематике формирования микро-
трещин на мезодефектах, некоторые важные вопросы остались до сих пор не
исследованы. Например, не изучено влияние сдвигового мезодефекта, на фор-
мирующуюся в стыке с отрицательной дисклинацией микротрещину. Что ка-
сается, атермического проскальзывания то известно, что оно инициируется в
основном на тех участках границы, где происходит накопление решёточных
дислокаций, например в местах выхода полос скольжения. Из этого очевид-
но, что наведенные пластической деформацией на границу мезодефекты, могут
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влиять на интенсивность зернограничного проскальзывания и способствовать
зарождению микротрещины. Этот вопрос так же до сих пор не рассматривался.

Всвязи с этим, в данной главе проведен анализ условий формирования ста-
бильных микротрещин и их характеристик, образующихся во внутренних по-
лях напряжений от планарного комбинированного мезодефекта и суммарном
внешнем однородном поле и внутреннем поле от диполя дисклинаций. Далее
рассмотрена модель зарождения трещины на фасетке, содержащей комбиниро-
ванный мезодефект, путем атермического зернограничного проскальзывания.
Отдельно исследовано условие стабилизации микротрещин упругими полями
мезодефектов. Проведенный в работе анализ может быть полезен для постро-
ения более общих физических теорий накопления повреждений и разрушения
поликристаллических материалов.

3.2 Метод конфигурационной силы

Для проведения анализа условий существования стабильных микротрещин
и их характеристик воспользуемся энергетическим методом, согласно которому
распространение трещины происходит в случае, если:

𝑑𝐸𝑒𝑙

𝑑𝑙
+
𝑑Γ

𝑑𝑙
≤ 0, (3.1)

где 𝑑𝐸𝑒𝑙 – изменение (релаксация) упругой энергии системы при продвижении
микротрещины на величину 𝑑𝑙, 𝑑Γ – изменение энергии системы, связанное с
формированием берегов трещины, выделением тепла, формирование пластиче-
ской зоны и т.д при продвижении микротрещины на величину 𝑑𝑙.

Для расчета 𝐸 ′
𝑒𝑙 воспользуемся методом конфигурационной силы [107].

Для плоской деформации изотропного материала выражение для конфигура-
ционной силы 𝐹 , определяемой как величина упругой энергии, выделяющейся
при продвижении трещины на единичный отрезок, имеет вид:

𝐹 (𝑙) = −𝑑𝐸𝑒𝑙

𝑑𝑙
= 𝐹I(𝑙) + 𝐹II(𝑙), (3.2)

𝐹I(𝑙) =
𝑙

8𝐷
𝜒�̄�2𝜙𝜙; 𝐹II(𝑙) =

𝑙

8𝐷
�̄�2𝑟𝜙, (3.3)

𝐷 = 𝐺/2𝜋(1−𝜈), 𝐺 – модуль сдвига, 𝜈 – коэффициент Пуассона, 𝑙 – длина тре-
щины, 𝜙 – полярный угол, задающий ориентацию рассматриваемой трещины,
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�̄�𝜙𝜙, �̄�𝑟𝜙 – средневзвешенные суммарные напряжения в окрестности трещины:

�̄�𝜙𝜙 =
2

𝜋𝑙

𝑙∫︁
0

𝜎𝜙𝜙(𝑟, 𝜙)

√︂
𝑟

𝑙 − 𝑟
𝑑𝑟, �̄�𝑟𝜙 =

2

𝜋𝑙

𝑙∫︁
0

𝜎𝑟𝜙(𝑟, 𝜙)

√︂
𝑟

𝑙 − 𝑟
𝑑𝑟,

𝜒 =

⎧⎨⎩1, �̄�𝜙𝜙 > 0,

0, �̄�𝜙𝜙 ≤ 0,

(3.4)

где 𝜎𝜙𝜙(𝑟, 𝜙), 𝜎𝑟𝜙(𝑟, 𝜙) – компоненты напряжения в полярной системе коорди-
нат. Взаимосвязь составляющих конфигурационной силы с коэффициентами
интенсивности напряжений 𝐾I(𝑙) и 𝐾II(𝑙) дается следующими выражениями:

𝐾I(𝑙) =

√︂
2𝐺

𝐹I(𝑙)

1− 𝜈
, 𝐾II(𝑙) =

√︂
2𝐺

𝐹II(𝑙)

1− 𝜈
. (3.5)

Будем считать, что вкладом диссипативных процессов в изменение энергии
рассматриваемой системы при распространении трещины можно пренебречь.
Так же исходя из того, что при больших пластических деформациях протека-
ние пластической деформации внутри фрагмента затруднено, вследствие чего
затруднена и релаксации напряжений в кончике трещины, то будем предпо-
лагать, что микротрещина распространяется без формирование пластической
зоны. Тогда, 𝑑Γ запишется как:

𝑑Γ = 2𝛾𝑑𝑙, (3.6)

𝛾 – удельная энергия свободной поверхности (не зависит от длины микротре-
щины).

В результате сделанных предположений критерий распространения (схло-
пывания) микротрещины:

𝐹 (𝑙) > 2𝛾 – микротрещина растет,

𝐹 (𝑙) < 2𝛾 – микротрещина схлопывается.
(3.7)

Равновесные длины микротрещин для заданного направления 𝜙 будут
определяться из соотношения 𝐹 (𝑙𝑒𝑞, 𝜙) = 2𝛾. При этом равновесная длина
трещины 𝑙𝑠𝑡 называется стабильной или устойчивой, если выполняется усло-
вие 𝐹 ′(𝑙𝑠𝑡, 𝜙) < 0, то есть дальнейший рост трещины является энергетиче-
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ски невыгодным процессом. Равновесная длина трещины 𝑙𝑢𝑛 называется неста-
бильной или неустойчивой, если выполняется условие 𝐹 ′(𝑙𝑢𝑛, 𝜙) > 0. В случае
𝐹 ′(𝑙, 𝜙) = 0 (или существовании только односторонней производной) для иссле-
дования стабильности микротрещины необходимо проводить более детальный
анализ.

В работе [107] было показано, что в зависимости от типа расходимости
функции напряжений в месте локализации мезодефекта 𝑟−𝛼, (𝛼 > 0), могут
реализоваться три характерных случая (рис. 3.2):

• 1 тип – 𝛼 = 1/2: конфигурационная сила не зависит от длины трещи-
ны, при 𝐹 > 2𝛾 зарождение трещины и ее распространение происходит
беспрепятственно;

• 2 тип – 𝛼 > 1/2: конфигурационная сила спадает по мере роста трещины,
трещина достигает некоторой максимальной длины и останавливается;

• 3 тип – 𝛼 < 1/2: конфигурационная сила растет по мере увеличения роста
трещины, наиболее сложным этапом разрушения является зарождение
трещины.

Рисунок 3.2 — Схематичное представление зависимостей конфигурационной си-
лы 𝐹 от длины трещины 𝑙 при разных типах расходимости напряжений
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В результате с помощью данного критерия можно исследовать не только
условия устойчивости трещины, но и процесс ее зарождения. При этом крите-
рий зарождения трещин достаточно прост:

lim
𝑙→0

𝐹 (𝑙) > 2𝛾. (3.8)

С точки зрения физических воззрений предположение о том, что трещина
может быть сколь угодно малой длины и при этом 𝑙 >> 𝑢 неверно (𝑢 – мак-
симальное раскрытие трещины), однако с точки зрения формальной теории
принятой в механики разрушения это предположение ничему не противоречит.
Далее при анализе условий зарождения микротрещин помимо критерия (3.8) в
некоторых случая будем использовать критерий слияния решеточных дислока-
ций.

3.3 Анализ условий существования стабильных микротрещин и их
характеристик, формирующихся в полях напряжений от планар-
ного комбинированного мезодефекта

В данном разделе диссертации использованы материалы статьи:
Кириков, С. В., Перевезенцев В. Н. Анализ условий существования стабиль-
ных микротрещин в упругом поле напряжений от ротационно-сдвигового ме-
зодефекта // Письма о материалах. – 2021. – Т. 11. – № 1(41). – С. 50-54.
Kirikov S. V., Perevezentsev V. N., Pupynin A. S. On the Effect of External Stress
on the Stability of a Crack Located near a Wedge Disclination Dipole // The Physics
of Metals and Metallography. – 2021. – V. 122. – № 8. – P. 820-824.

Формирование микротрещины во внутреннем поле мезодефекта. Про-
ведем анализ условий существования стабильных микротрещин и их парамет-
ров, формирующихся на мезодефектах. Рассмотрим комбинированный мезоде-
фект мощностью wcomb = (𝑤𝜏 𝑤𝑁) (𝑤𝜏 – мощность планарного сдвигового
мезодефекта, 𝑤𝑁 – мощность планарного нормального мезодефекта) располо-
женный на фасетке длиной 2𝑎 (рис. 3.3).

Будем полагать, что микротрещина формируется вблизи отрицательной
дисклинации диполя, создающей вблизи себя благоприятные для ее появле-
ния высокие растягивающие напряжения. В отсутствие сдвигового мезодефек-
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та наиболее энергетически благоприятная ориентация совпадает с ориентацией
фасетки. В случае, когда 𝑤𝜏 ̸= 0, микротрещина может располагаться под углом
к фасетке. При этом будем исследовать только прямолинейное распространение
трещины.

Рисунок 3.3 — Схематическое изображение комбинированного мезодефекта в
системе координат, связанной с мезодефектом и микротрещиной, формирую-
щейся вблизи отрицательной дисклинации диполя

Численные расчеты проводились при следующих значениях параметров:
𝐺 = 45000 МПа, 𝜈 = 0.3, 𝛾 = 𝐺𝑏/8, 𝑏 = 3 · 10−4 мкм, 2𝑎 = 0.1 − 1 мкм.
Зависимости конфигурационной силы при фиксированных значениях парамет-
ров мезодефекта: 𝑤𝜏 = 𝑤𝑁 = 0.05, 2𝑎 = 0.4 мкм от длины микротрещины 𝑙,
рассчитанные при разных значениях угла 𝜙, задающего ориентацию трещины,
приведены на рис. 3.4. Как видно, зависимости конфигурационной силы имеют
более сложный характер, чем зависимости, приведенные на рис. 3.2. Это объ-
ясняется тем, что характер спадания полей упругих напряжений в этом случае
меняется. Как показано в главе 1, вблизи стыка поля от мезодефектов имеют
логарифмическую расходимость ∼ ln [𝑟], что верно как для диполя (или дис-
клинации), так и для сдвигового мезодефекта. Так как начиная с некоторого
момента при приближении к полюсу логарифм растет медленнее, чем любая
степенная функция, то в окрестности стыка вид конфигурационной силы будет
соответствовать 3 типу. Следовательно процесс зарождения трещины, то есть
ее роста до некоторой длины 𝑙𝑢𝑛 связан с дополнительной энергетической акти-
вацией 𝛿𝐸, которая при увеличении мощности мезодефектов может быть сколь
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угодно малой. Так как вдали от мезодефектов их поля эквивалентны полю дис-
локации, то зависимость спадания упругих напряжений постепенно меняется и
переходит в ∼ 1/𝑟. Это соответствует второму типу зависимости, и трещина
стабилизируется при некоторой длине 𝑙𝑠𝑡.

Рисунок 3.4 — Зависимости конфигурационной силы 𝐹 от длины формиру-
ющейся на мезодефекте трещины 𝑙, рассчитанные при разных значениях 𝜙.
Параметры мезодефекта: 𝑤𝜏 = 𝑤𝑁 = 0.05, 2𝑎 = 0.4 мкм

В первом приближении, можно предположить, что чем меньше длина тре-
щины 𝑙𝑢𝑛, тем меньше величина энергии активации 𝛿𝐸, и тем более вероятно
зарождение микротрещины. Как видно из рисунка, величина 𝑙𝑢𝑛 существенно
зависит от ориентации трещины. В дальнейшем будем полагать, что раскрытие
трещины происходит в направлении, совпадающем с такой ориентацией 𝜙, при
которой длина трещины 𝑙𝑢𝑛 минимальна и, следовательно, минимальны энерге-
тические затраты на ее образование. При дальнейших расчетах этот критерий
использовался для нахождения ориентации трещины при каждом конкретном
наборе остальных параметров системы.

При этом необходимое условие для формирования стабильной микротре-
щины вблизи рассматриваемого мезодефекта при заданных параметрах
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(𝑤𝜏 , 𝑤𝑁 , 2𝑎) можно записать в виде:

max
𝜙, 𝑙

[︂
𝐹 (𝑙, 𝜙)

⃒⃒⃒
𝑤𝜏 ,𝑤𝑁 ,2𝑎

]︂
≥ 2𝛾. (3.9)

Исходя из этого критерия, в конфигурационном пространстве (𝑤𝜏 , 𝑤𝑁 , 2𝑎) мож-
но найти области значений параметров мезодефекта, при которых такая трещи-
на может существовать. Граничная поверхность трехмерной области возмож-
ного существования трещины соответствует критическим параметрам мезоде-
фекта: 𝑤𝜏 (𝑐𝑟), 𝑤𝑁 (𝑐𝑟), 2𝑎(𝑐𝑟), при которых выполняется соотношение:

max
𝜙, 𝑙

[︂
𝐹 (𝑙, 𝜙)

⃒⃒⃒
𝑤𝜏

(𝑐𝑟), 𝑤𝑁
(𝑐𝑟), 2𝑎(𝑐𝑟)

]︂
= 2𝛾. (3.10)

На рис. 3.5, а показаны зависимости критического значения 𝑤
(𝑐𝑟)
𝑁 от длины

дисклинационного диполя 2𝑎, полученные при различных значениях мощно-
сти сдвигового мезодефекта: 𝑤𝜏 = 0, 𝑤𝜏 = 0.01, 𝑤𝜏 = 0.02. Области парамет-
ров, при которых возможно существование стабильных трещин, для каждого
из приведенных значений 𝑤𝜏 лежат выше соответствующих кривых 𝑤𝑁 (𝑐𝑟).

а) б)

Рисунок 3.5 — Зависимости а) критической мощности 𝑤𝑁 (𝑐𝑟)(2𝑎) от длины фа-
сетки 2𝑎, б) нормированной критической длины микротрещины 𝑙(𝑐𝑟)/2𝑎 от дли-
ны фасетки 2𝑎 при разных значениях 𝑤𝜏 : 𝑤𝜏 = 0, 𝑤𝜏 = 0.01, 𝑤𝜏 = 0.02

Видно, что величина критического значения 𝑤𝑁 (𝑐𝑟) уменьшается с ростом
длины фасетки и с увеличением мощности сдвигового мезодефекта. Влияние
сдвигового мезодефекта на величину критического значения 𝑤𝑁 (𝑐𝑟), тем замет-
нее, чем больше длина фасетки. Зависимости критической длины микротрещи-
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ны 𝑙(𝑐𝑟) от длины фасетки при тех же значениях мощности сдвигового мезоде-
фекта 𝑤𝜏 приведены на рис 3.5, б.

Формирование микротрещин в суммарном внешнем однородном поле
и внутреннем поле мезодефекта. Рассмотрим условия стабильности мик-
ротрещин в суммарном внешнем однородном поле и внутреннем поле мезоде-
фекта. При этом, так как нормальный и сдвиговой мезодефект имеют аналогич-
ные зависимости конфигурационной силы от длины микротрещины, за исклю-
чением того, что сдвиговой мезодефект может существенно изменять ориента-
цию микротрещины, без потери общности разберем случай, когда 𝑤𝜏 = 0. Пра-
востороннюю декартову систему координат выберем согласно рис. 3.6. Энерге-
тически наиболее благоприятная ориентация микротрещины обычно зависит от
напряженного состояния. Далее для простоты рассмотрим случай одноосного
растяжения вдоль оси 𝑂𝑦, при этом ориентация микротрещины будет совпадать
с ориентацией плеча диполя.

Проведем численные расчеты при следующих значениях параметров: 𝐺 =

45000 МПа, 𝜈 = 0.3, 𝛾 = 𝐺𝑏/8, 𝑏 = 3 · 10−4, 2𝑎 = 0.1− 1.5 мкм, 𝜎/𝐺 = (0− 4) ·
10−3. Зависимость конфигурационной силы 𝐹 (𝑙) при фиксированных значениях
длины мезодефекта 2𝑎 = 0.7 мкм и внешнего напряжения 𝜎/𝐺 = 2.2 · 10−3,
рассчитанная при разных значениях мощности диполя клиновых дисклинаций
𝑤𝑁 на рис. 3.7 (а, б).

Рисунок 3.6 — Схематическое изображение формирования микротрещины на
отрицательной дисклинации диполя
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а) б)

Рисунок 3.7 — Зависимости конфигурационной силы 𝐹 от длины трещины 𝑙,
рассчитанные для значений 2𝑎 = 0.7 мкм, 𝜎/𝐺 = 2.2 · 10−3 при различных
значениях мощности диполя клиновых дисклинаций 𝑤𝑁 : а) 1 – 𝑤𝑁 = 0.05, 2 –
𝑤𝑁 = 0.0549, 3 – 𝑤𝑁 = 0.058, 4 – 𝑤𝑁 = 0.062, 5 – 𝑤𝑁 = 0.064; б) 1 – 𝑤𝑁 = 0.056,
2 – 𝑤𝑁 = 0.06

Анализ зависимости конфигурационной силы от длины трещины показы-
вает, что при фиксированных значениях внешнего напряжения и длины диполя
дисклинаций существование устойчивых равновесных трещин возможно лишь
в определенном диапазоне значений 𝑤𝑁 . Нижнее значение границы этого ин-
тервала 𝑤𝑁 (𝑑) удовлетворяет соотношениям:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝐹 (𝑙(𝑑), 𝑤𝑁
(𝑑))
⃒⃒
2𝑎,𝜎

= 2𝛾,

𝐹 ′(𝑙(𝑑), 𝑤𝑁
(𝑑))
⃒⃒
2𝑎,𝜎

= 0,

𝐹 ′′(𝑙(𝑑), 𝑤𝑁
(𝑑))
⃒⃒
2𝑎,𝜎

< 0.

(3.11)

Кривая 2 на рис. 3.7, а показывает вид зависимости 𝐹 (𝑙) при 𝑤𝑁 = 𝑤𝑁
(𝑑).

Верхняя граница данного интервала 𝑤𝑁 (𝑢), удовлетворяет соотношениям:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝐹 (𝑙(𝑢), 𝑤𝑁

(𝑢))
⃒⃒
2𝑎,𝜎

= 2𝛾,

𝐹 ′(𝑙(𝑢), 𝑤𝑁
(𝑢))
⃒⃒
2𝑎,𝜎

= 0,

𝐹 ′′(𝑙(𝑢), 𝑤𝑁
(𝑢))
⃒⃒
2𝑎,𝜎

> 0.

(3.12)

Кривая 4 на рис. 3.7, а показывает вид зависимости 𝐹 (𝑙) при 𝑤𝑁 = 𝑤𝑁
(𝑢).

График зависимости 𝐹 (𝑙) для промежуточного значения 𝑤𝑁 из интерва-
ла (𝑤𝑁

(𝑑) 𝑤𝑁
(𝑢)) отображён на рис. 3.7, а в виде кривой 3. В этом случае по

мере увеличения длины трещины при достижении некоторого значения 𝑙 = 𝑙𝑢𝑛
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возникает положение неустойчивого равновесия трещины. При 𝑙 > 𝑙𝑢𝑛 трещина
самопроизвольно раскрывается и достигает положения устойчивого равновесия
𝑙 = 𝑙𝑠𝑡. При увеличении мощности диполя дисклинаций 𝑤𝑁 внутри рассматри-
ваемого интервала (𝑤𝑁

(𝑑) 𝑤𝑁
(𝑢)) происходит уменьшение длины зародышевой

трещины и увеличение длины стабильной трещины (рис. 3.7, б).

Проводя аналогичные расчёты зависимости конфигурационной силы 𝐹 (𝑙)

от длины трещины 𝑙 при разных значениях плеча диполя 2𝑎 (при заданном
значении внешнего напряжения) можно найти зависимости нижнего и верх-
него значений границ интервала (𝑤𝑁

(𝑑) 𝑤𝑁
(𝑢)) от длины диполя. Результаты

приведены на рис. 3.8. Верхняя и нижняя кривые на рисунке представляют со-
бой зависимости 𝑤𝑁

(𝑑)(2𝑎) и 𝑤𝑁
(𝑢)(2𝑎), соответственно. В конфигурационном

пространстве (𝑤𝑁 2𝑎) кривые 𝑤𝑁 (𝑑)(2𝑎) и 𝑤𝑁
(𝑢)(2𝑎) отсекают области суще-

ствования стабильных трещин (на рисунке они выделены серым фоном).

Проведенный анализ показывает, что при увеличении длины диполя про-
исходит сужение интервала (𝑤𝑁

(𝑑) 𝑤𝑁
(𝑢)) и стягивание его в точку при 𝑤𝑁* =

𝑤𝑁
(𝑑) = 𝑤𝑁

(𝑢) и некотором значении длины плеча диполя 2𝑎 = 2𝑎(*) .

а) б) в)

Рисунок 3.8 — Области существования стабильных трещин в конфигурацион-
ном пространстве параметров (𝑤𝑁 2𝑎) при a) 𝜎/𝐺 = 0.0, б) 𝜎/𝐺 = 2.2 · 10−3,
в) 𝜎/𝐺 = 3.3 · 10−3

На рис. 3.9 показана эволюция зависимостей 𝐹 (𝑙), рассчитанных при значе-
ниях мощности диполя 𝑤𝑁 = 0.5(𝑤𝑁

(𝑑)+𝑤𝑁
(𝑢)) при увеличении 2𝑎. Видно, что

при увеличении 2𝑎 разность между значениями локального максимума 𝐹𝑚𝑎𝑥

и локального минимума 𝐹𝑚𝑖𝑛 на кривых 𝐹 (𝑙) уменьшается и при 2𝑎 = 2𝑎(*)

кривая с локальными максимумом и минимумом вырождается в кривую с пе-
регибом (при этом 𝐹𝑚𝑎𝑥 = 𝐹𝑚𝑖𝑛 = 2𝛾 ). При дальнейшем увеличении длины
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мезодефекта существование стабильных трещин оказывается невозможным.

Рисунок 3.9 — Зависимости конфигурационной силы 𝐹 , рассчитанные при раз-
личных значениях мощности 𝑤𝑁 и плеча 2𝑎 нормального мезодефекта при
𝜎/𝐺 = 3.3 · 10−3 : 1 – 𝑤𝑁 = 0.12, 2𝑎 = 0.2, 2 – 𝑤𝑁 = 0.09, 2𝑎 = 0.3, 3 –
𝑤𝑁 = 0.07, 2𝑎 = 0.4, 4 – 𝑤𝑁 = 0.06, 2𝑎 = 0.5, 5 – 𝑤𝑁 = 0.056, 2𝑎 = 0.59

Сравнение диаграмм, приведённых на рис. 3.8, показывает, что последова-
тельное увеличение внешнего напряжения 𝜎 приводит к всё более выраженной
локализации области существования стабильных микротрещин, зарождающих-
ся в окрестности дисклинационного диполя, и её смещению в сторону меньших
значений длины диполя.

Как было показано выше, при фиксированных внешнем напряжении и
длине диполя длина стабильной трещины монотонно увеличивается с возраста-
нием мощности диполя. Поэтому все возможные значения длин стабильных тре-
щин оказываются заключены в некотором интервале (𝑙(𝑑) 𝑙(𝑢)), нижняя граница
которого 𝑙(𝑑) соответствует значению мощности мезодефекта 𝑤𝑁 (𝑑), а верхняя
𝑙(𝑢) значению 𝑤𝑁

(𝑢). Области значений возможных длин стабильных трещин,
рассчитанных при значениях внешнего напряжения: 𝜎/𝐺 = 0.0, 𝜎/𝐺 = 2.2·10−3,
𝜎/𝐺 = 3.3 · 10−3 приведены на рис. 3.10. Как и следовало ожидать, увеличе-
ние внешнего напряжения приводит к стягиванию интервалов значений длин
стабильных трещин при каждом фиксированном значении плеча диполя и сме-
щению верхней и нижней границ этого интервала в сторону меньших значений
𝑙. Проведенный анализ показывает, что появление стабильных микротрещин в
окрестности отрицательной дисклинации диполя при заданной величине внеш-
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него растягивающего напряжения возможно лишь в определенной области кон-
фигурационного пространства параметров рассматриваемого мезодефекта.

а) б) в)

Рисунок 3.10 — Области значений длин стабильных трещин рассчитанные при
а) 𝜎/𝐺 = 0.0, б) 𝜎/𝐺 = 2.2 · 10−3, в) 𝜎/𝐺 = 3.3 · 10−3

3.4 Зарождение трещины на комбинированном мезодефекте при по-
тере устойчивости сдвигового мезодефекта

В данном разделе диссертации использованы материалы статьи:
Perevezentsev V. N., Kirikov S. V., Svirina Ju. V. The role of a shear planar
mesodefect in the nucleation of a crack at a grain junction due to athermal grain
boundary sliding // Lett. Mater. – 2021. – V. 11. – № 4(44). – P. 467-472.

Из приведенного анализа следует, что самопроизвольное зарождение мик-
ротрещины на комбинированном мезодефекте невозможно. Однако в случае
больших пластических деформаций, и как следствие больших внешних напря-
жений может происходить потеря устойчивости сдвиговой компоненты мезоде-
фекта, связанная с атермическим зернограничным проскальзыванием.

Проанализируем условия необходимые для зарождения трещины в трой-
ном стыке зёрен при атермическом проскальзывании вдоль такой границы. Бу-
дем полагать, что взаимное смещение зёрен вдоль любого локального участ-
ка рассматриваемой границы возможно лишь в том случае, когда действую-
щее на нём сдвиговое напряжение превышает некоторое пороговое значение
𝜏0. Для равновесной большеугловой границы зерна обычного типа, не имею-
щей упорядоченного атомного строения за величину 𝜏0 можно принять теоре-
тическую прочность на сдвиг аморфной границы. Однако для неравновесных
границ зёрен деформационного происхождения, содержащих высокую концен-
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трацию деформационных вакансий или границ, содержащих примесные атомы,
вызывающие ослабление межатомных связей поперёк границы, пороговое на-
пряжение зернограничного проскальзывания может быть существенно меньше.
Поэтому при дальнейшем рассмотрении будем считать 𝜏0 варьируемым пара-
метром. Сдвиговое напряжение, действующее в произвольной точке границы,
будем искать как сумму внешнего напряжения и внутреннего напряжения от
дислокаций мезодефекта и от виртуальных дислокаций, возникающих в резуль-
тате собственного проскальзывания, осуществляющегося путём зарождения пар
скользящих виртуальных дислокаций противоположного знака. В результате
проскальзывания и торможения пластического сдвига вблизи тройных стыков
зёрен устанавливается равновесное распределение плотности вектора Бюргер-
са виртуальных скользящих дислокаций, при котором суммарное сдвиговое на-
пряжение в каждой точке границы меньше или равно пороговому напряжению
проскальзывания. Отметим, что диполь дисклинаций в рамках рассматривае-
мой конфигурации мезодефекта не создаёт сдвиговых напряжений в границе и
при расчёте его можно не учитывать.

Рисунок 3.11 — Система координат, связанная с комбинированным мезодефек-
том, наведенным на границу зерна пластической деформацией

В качестве условия появления микротрещины воспользуемся критерием
Стро, согласно которому микротрещина зарождается при слиянии двух голов-
ных дислокаций заторможенного скопления. В данном случае этот критерий
удобно сформулировать как условие, необходимое для накопления суммарного
вектора Бюргерса дислокаций равного 2𝑏 в примыкающей к тройному стыку



95

области границы протяжённостью 2𝑏 (𝑏 – величина вектора Бюргерса решёточ-
ной дислокации).

Описание метода поиска равновесного положения системы. Рассмот-
рим комбинированный мезодефект, расположенный на плоском участке грани-
цы зерна и состоящий из двухосного диполя стыковых дисклинаций мощности
wN и сдвигового мезодефекта wτ с плечом 2𝑎. Для моделирования атерми-
ческого проскальзывания представим сдвиговой мезодефект в виде системы 𝑛

дискретных эквидистантно распределенных виртуальный дислокаций с векто-
рами Бюргерса 𝛿b = 2𝑎wτ/𝑛. Предположим, что сдвиговое напряжения атер-
мического проскальзывания равно 𝜏0.

Рисунок 3.12 — Схематичное представление процедуры поиска равновесного по-
ложения дислокаций (темным цветом окрашены виртуальные дислокации сдви-
гового мезодефекта, серым цветом – виртуальные дислокации, осуществляющие
собственное проскальзывание)

Ниже указана процедура квазистатического численного расчета равновес-
ного положения.
Этап 1. Поиск равновесного положения виртуальных дислокаций методом по-
следовательных приближений сводился к итерационной процедуре, которая на
каждом шаге включает следующие операции:
1.1). Определение подвижных виртуальных дислокаций мезодефекта, то есть
таких дислокаций, действующая сила на которые больше порогового значения.
В случае если такие дислокации отсутствуют, положения равновесия для всех
дислокаций мезодефекта можно считать найденными.
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1.2). Определение равновесных положений для системы подвижных дислока-
ций, включающее в себя перебор подвижных дислокаций по степени убывания
величины действующей на них силы, и поиск равновесного положения каждой
из этих дислокаций при замороженных остальных.
Этап 2. В случае если дислокации мезодефекта в положении равновесия рас-
пределены не по всей длине границы, то на оставшийся ее части может реали-
зоваться собственное зернограничное проскальзывание.
2.1) Последовательное добавление пар виртуальных дислокаций противополож-
ных знаков той же дискретности, что и дислокации сдвигового мезодефекта, и
определение координат дислокаций, при которых действующая на них сила рав-
на 𝜏0 (рис. 3.12). Если таких координат не найдено, то итерационная процедура
завершена.
2.2) Поиск равновесия полной системы дислокаций, включающей в себя как
дислокации сдвигового мезодефекта, так и дислокации, реализующие собствен-
ное зернограничное проскальзывание, согласно процедуре, описанной в пунктах
1.1 и 1.2.

Аналогичные результаты получались и при динамическом подходе, при
этом уравнение движения виртуальных дислокаций задавали в квазивязком
приближении:

𝑑𝑥𝑖
𝑑𝑡

=𝑀(𝜏𝑖)𝐹 (𝜏𝑖) =𝑀(𝜏𝑖)𝛿𝑏𝜏𝑖, (3.13)

где 𝑥𝑖 – координата i-ой дислокации, 𝜏𝑖 – проекция суммарного сдвигового на-
пряжения на ось 𝑂𝑥, 𝐹𝑖 – проекция суммарной силы на ось 𝑂𝑥, действующие на
i-ую дислокацию, 𝑀(𝜏𝑖) – функция подвижности i-ой дислокации. Суммарное
сдвиговое напряжение 𝜏𝑖 имеет следующий вид:

𝜏𝑖 = 𝜏 𝑒𝑥𝑡 +
𝐺𝛿𝑏

2𝜋(1− 𝜈)

𝑛∑︁
𝑗=1
𝑗 ̸=𝑖

1

𝑥𝑖 − 𝑥𝑗
. (3.14)

Вследствие того, что при атермическом проскальзывании движение дислокаций
осуществляется только при сдвиговых напряжениях больших чем 𝜏0, то зададим
подвижность виртуальных дислокаций зависимостью в виде порога, которую
будем аппроксимировать гладкой функцией (рис. 3.13):

𝑀(𝜏𝑖) =𝑀0

[︂
1

2
+

1

𝜋
arctg

(︀
𝑘
(︀
𝜏𝑖

2 − 𝜏0
2
)︀)︀]︂

. (3.15)
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В итоге динамика системы виртуальных дислокаций на границе зерна опи-
сывается следующей системой дифференциальных уравнений:⎧⎨⎩�̇�𝑖 =𝑀0𝛿𝑏𝜏𝑖

(︀
1
2 +

1
𝜋 arctg

[︀
𝑘(𝜏𝑖

2 − 𝜏0
2
]︀)︀
,

𝑥𝑖(𝑡 = 0) = −𝑎+ 2𝑎(𝑖− 1)/(𝑛− 1).
(3.16)

Рисунок 3.13 — Зависимость подвижности дислокации от суммарного сдвиго-
вого напряжения для 𝜏0 = 0.8 · 10−2𝐺, 𝑘 = 500MПа−2

Эквивалентность полученных равновесных распределений виртуальных
дислокаций при динамическом и квазистатическом подходах свидетельствует
о том, что при заданных начальных условиях равновесное положение не зави-
сит от закона движения дислокаций и параметров подвижности.

Равновесную плотность проекции вектора Бюргерса 𝜌(𝑥) получали при
фиксированных значениях параметров (wτ, 2𝑎, 𝜏 𝑒𝑥𝑡), постепенно увеличивая
внешнее напряжения 𝜏 𝑒𝑥𝑡. Эту процедуру продолжали до тех пор пока внешнее
напряжение не становилось равным 𝜏 𝑒𝑥𝑡 = 𝜏𝑐𝑟, при котором суммарный век-
тор Бюргерса виртуальных дислокаций локализованных в интервале [𝑎− 2𝑏, 𝑎]

становился равным 2𝑏. Следовательно при любых напряжениях больше чем 𝜏𝑐𝑟

выполнялось условие Стро и зарождалась микротрещина.

Зависимости критического внешнего напряжения 𝜏𝑐𝑟, при достижении или
превышении которого выполняется силовой критерий Стро зарождения микро-
трещины в голове заторможенного сдвига от длины границы 2𝑎, рассчитанные
при различной мощности исходного планарного мезодефекта 𝑤𝜏 при значении
порогового напряжения 𝜏0 = 0.8 · 10−2𝐺 , приведены на рис. 3.14. Видно, что
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наличие в границе в исходном состоянии дислокаций сдвигового мезодефекта,
реализующих наведённое проскальзывание приводит к значительному умень-
шению 𝜏𝑐𝑟 по сравнению со случаем собственного проскальзывания в отсутствие
мезодефекта.

Рисунок 3.14 — Зависимости критического напряжения зарождения трещины
𝜏𝑐𝑟 от длины границы 2𝑎 при различных значениях мощности мезодефекта 𝑤𝜏
и фиксированном значении порогового напряжения 𝜏0 = 0.8 · 10−2𝐺

Отметим, что вид распределения плотности вектора Бюргерса виртуаль-
ных скользящих дислокаций, при достижении критической величины внешнего
напряжения, может изменяться в зависимости от параметров рассматриваемой
системы – рис. 3.15. Так, на рис. 3.15, а показан его вид при длине границы
2𝑎 = 0.3 мкм, значении порогового напряжения 𝜏0 = 0.8 · 10−2𝐺 и мощно-
сти исходного мезодефекта 𝑤𝜏 = 0.02 . В рассматриваемом случае равновесное
распределение дислокаций сдвигового мезодефекта, устанавливающееся в ре-
зультате наведённого проскальзывания, не обеспечивает выполнения условий,
при котором суммарное сдвиговое напряжение в каждой точке границы меньше
или равно пороговому напряжению проскальзывания. Дислокации мезодефек-
та концентрируются вблизи одного из стыков зёрен, вследствие чего на участке
границы зерна вблизи другого (противоположного) стыка напряжение от скоп-
ления дислокаций падает и создаются условия для инициации собственного про-
скальзывания. Появление вблизи одного из стыков отрицательной плотности
вектора Бюргерса дислокаций обусловлено накоплением в этой области гра-
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а) б)

в) г)

Рисунок 3.15 — Равновесные распределения плотности вектора Бюргерса 𝜌(𝑥),
полученные при следующих параметров системы: a) 𝜏 𝑒𝑥𝑡 = 𝜏𝑐𝑟 = 3.1 · 10−2𝐺,
2𝑎 = 0.3 мкм, 𝑤𝜏 = 0.02, б) 𝜏 𝑒𝑥𝑡 = 𝜏𝑐𝑟 = 2.1 · 10−2𝐺, 2𝑎 = 0.3 мкм, 𝑤𝜏 = 0.04,
в) 𝜏 𝑒𝑥𝑡 = 𝜏𝑐𝑟 = 8.5 · 10−4𝐺, 2𝑎 = 0.8 мкм, 𝑤𝜏 = 0.04, г) 𝜏 𝑒𝑥𝑡 = 𝜏𝑐𝑟 = 3.9 · 10−2𝐺,
2𝑎 = 0.3 мкм, 𝑤𝜏 = 0 (значение величины 𝜏0 для всех случаев одинаково и
равно 𝜏0 = 0.8 · 10−2𝐺)

ницы отрицательных дислокаций, возникающих в результате зарождения пар
скользящих виртуальных дислокаций разного знака (см. рис. 3.12). В отличие
от распределения, представленного на рис. 3.15, а распределение представлен-
ное на рис. 3.15, б, рассчитанное при большем значении мощности мезодефекта
образуется только за счет наведенного проскальзывания. При этом наблюдается
меньшее по интенсивности сгущение плотности вектора Бюргерса 𝜌(𝑥) вблизи
противоположного стыка с координатой 𝑥 = −0.15 мкм. На рис. 3.15, в пред-
ставлено распределение 𝜌(𝑥) для следующих параметров мезодефекта 2𝑎 = 0.8

мкм, 𝑤𝜏 = 0.04. В целом форма распределения повторяет форму распределе-
ния, представленного на рис. 3.15, б с тем отличием, что на участке границы



100

имеется «полочка», связанная с неподвижными виртуальными дислокациями.
Это связано с тем, что суммарное напряжение сдвига в любой точке на этом
участке на каждом этапе расчета было ниже порогового напряжения и, сле-
довательно, исходное равномерное распределение плотности вектора Бюргерса
остается неизменным. Наконец, на рис. 3.15, г показано распределение в случае
собственого проскальзывания (𝑤𝜏 = 0). Стоит отметить, что это распределе-
ние отличается от известного решения для двустороннего скопления дислока-
ций [39] из-за наличия порогового напряжения.

Рисунок 3.16 — Зависимости критического напряжения зарождения трещины
𝜏𝑐𝑟 от длины границы при различных значениях порогового напряжения (𝑤𝜏 =
0.04)

Влияние порогового напряжения проскальзывания 𝜏0 на величину крити-
ческого напряжения зарождения трещины 𝜏𝑐𝑟 показано на рис. 3.16. Видно, что
увеличение 𝜏0 и, следовательно, увеличение сопротивления проскальзыванию,
приводит к росту внешнего напряжения, необходимого для выполнения крите-
рия Стро и появления зародышевой трещины.

Отметим, что диполь клиновых дисклинаций не создаёт сдвиговых напря-
жений в границе и, следовательно, в рамках рассмотренной модели не влияет
на движение скользящих дислокаций и выполнение критерия Стро. Однако по-
ля напряжений от клиновых дисклинаций диполя могут влиять на энергетику
зарождения, а также на ориентацию и длину формирующейся вблизи тройного
стыка зёрен трещины.
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3.5 Блокировка трещин полями ротационно-сдвиговых мезодефектов

В данном разделе диссертации использованы материалы статьи:
Kirikov S.V., Perevezentsev V.N., Pupynin A.S., Svirina J.V. Crack arrest by the
elastic field of wedge disclination and planar shear mesodefect // Materials Physics
and Mechanics. – 2022. – № 1. – P. 33-39.

Рассмотрим случай торможения распространяющейся дислокационной тре-
щины в полях ротационного и сдвигового мезодефектов. В случае блокировки
трещины диполем клиновых дисклинаций, рассматривается элемент зёренной
структуры поликристалла, состоящий из двух тройных стыков зёрен с располо-
женными вдоль линий тройных стыков клиновыми дисклинациями противопо-
ложного знака. В совокупности эти дисклинации образуют двухосный диполь
клиновых дисклинаций, расположенный вдоль границы зерна так, как показано
на рис. 3.17, а.

а) б)

Рисунок 3.17 — Схема дислокационной трещины в случае ее блокировки а)
диполем клиновых дисклинаций, б) сдвиговым мезодефектом

Мощность дисклинационного диполя характеризуется величиной проек-
ции вектора 𝑤𝑁 на ось 𝑂𝑥. В случае если величина проекции 𝑤𝑁 > 0, микротре-
щина распространяется из стыка, содержащего положительную дисклинацию,
создающую в окрестности стыка сжимающие напряжения. При 𝑤𝑁 < 0 тре-
щина распространяется из стыка, содержащего отрицательную дисклинацию,
создающую растягивающие напряжения.

В случае торможения трещины упругим полем сдвигового мезодефекта,
рассматривается дислокационная трещина, распространяющаяся из стыка зё-
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рен по нормали к плоскости мезодефекта, расположенного на расстоянии ℎ

от стыка зёрен (рис. 3.17, б). Будем считать мощность этого мезодефекта по-
ложительной, если величина проекции вектора wτ на ось 𝑂𝑥 положительна
(𝑤𝜏 > 0), и отрицательной в противном случае (𝑤𝜏 > 0). Отметим, что в области
−ℎ < 𝑦 < 0 сдвиговый мезодефект с 𝑤𝜏 > 0 создаёт сжимающие напряжения,
а мезодефект с 𝑤𝜏 < 0 – растягивающие напряжения.

Анализ устойчивости трещин проведем с помощью метода конфигураци-
онной силы. Отметим, что для обоих рассматриваемых случаев сдвиговое на-
пряжение в плоскости распространения трещины от мезодефектов равно нулю
– 𝜎𝑥𝑦 = 0, следовательно конфигурационная сила определяется следующим вы-
ражением:

𝐹 (𝑙) =
𝑙

8𝐷
�̄�2𝑥𝑥, (3.17)

�̄�𝑥𝑥 =
2

𝜋𝑙

𝑙∫︁
0

(︀
𝜎𝑒𝑥𝑡 + 𝜎𝑑𝑖𝑠𝑥𝑥 (𝑦, 𝑥 = 0) + 𝜎𝑚𝑒𝑠𝑥𝑥 (𝑦, 𝑥 = 0)

)︀√︂ 𝑦

𝑙 − 𝑦
𝑑𝑦, (3.18)

где 𝜎𝑚𝑒𝑠𝑥𝑥 , 𝜎𝑑𝑖𝑠𝑥𝑥 , 𝜎
𝑒𝑥𝑡 – компоненты растягивающих напряжений вдоль оси 𝑂𝑥 от

мезодефекта, дислокации в голове трещины и внешнего напряжения, соответ-
ственно:

𝜎𝑑𝑖𝑠𝑥𝑥 (𝑥 = 0, 𝑦) = 𝐷
𝑏𝑇
𝑦
, 𝜎𝑁𝑥𝑥(𝑥 = 0, 𝑦) = 𝐷𝑤𝑁 ln

⃒⃒⃒⃒
𝑦

𝑦 + ℎ

⃒⃒⃒⃒
,

𝜎𝜏𝑥𝑥(𝑥 = 0, 𝑦) = 𝐷𝑤𝜏

(︂
ℎ(𝑦 + ℎ)

(ℎ/2)2 + (𝑦 + ℎ)2
− 4 arctg

[︂
ℎ

2(𝑦 + ℎ)

]︂)︂
.

(3.19)

Численный алгоритм поиска длины стабильной трещины 𝑙𝑠𝑡 заключался
в следующем. Вначале фиксировалась некоторая достаточно малая длина тре-
щины 𝑙0, при которой конфигурационная сила 𝐹 была заведомо больше чем 2𝛾.
Нетрудно показать, что такая длина всегда найдется, так как в случае дислока-
ционной трещины 𝐹 → ∞ при 𝑙 → 0. Далее задавалось малое приращение дли-
ны трещины 𝛿𝑙 = 𝑏 и вновь рассчитывалась конфигурационная сила 𝐹 (𝑙0 + 𝛿𝑙).
Эта процедура повторялась до тех пор пока на некотором i-ом шаге не выпол-
нялось неравенство 𝐹 (𝑙0 + 𝛿𝑙) < 2𝛾. Вследствие непрерывности функции 𝐹 (𝑙),
величина 𝑙𝑠𝑡 должна лежать в интервале (𝑙0+(𝑖−1)𝛿𝑙 𝑙0+𝑖𝛿𝑙), ее длина находи-
лась методом дихотомии. После этого итерационная процедура прекращалась.
Если в процессе итерационной процедуры неравенство 𝐹 (𝑙0) < 2𝛾 не выпол-
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нилось в заданном достаточно большом интервале значений длин трещины,
верхняя граница которого принималась равной 4ℎ, такие трещины относили к
нестабильным и расчет прекращался.

а) б)

Рисунок 3.18 — Зависимости конфигурационной силы от длины трещины при
𝜎𝑒𝑥𝑡/𝐺 = 0.02 и 𝑏𝑇 = 15𝑏 а) при разных по величине и знаку мощностях дис-
клинационного диполя с длиной ℎ = 0.2 мкм (1 – 𝑤𝑁 = 0, 2 – 𝑤𝑁 = −0.04; 3
– 𝑤𝑁 = 0.04); б) при разных величинах и знаках мощности сдвигового мезоде-
фекта с длиной ℎ = 0.2 мкм (1 – 𝑤𝜏 = 0, 2 – 𝑤𝜏 = −0.04, 3 – 𝑤𝜏 = 0.04)

Расчеты проводились при следующих значениях параметров: 𝐺 = 45000

МПа, 𝜈 = 0.3, 𝛾 = 𝐺𝑏/8, 𝑏 = 3·10−4 мкм, мощности дисклинационного диполя и
планарного сдвигового мезодефекта варьировалась в интервале [−0.08, 0.08], а
величина внешнего напряжения 𝜎𝑒𝑥𝑡/𝐺 в интервале [0, 0.03]. Величина вектора
Бюргерса дислокационной трещины 𝑏𝑇 зависит от конкретного механизма её
зарождения и далее рассматривалась как параметр, варьируемый в интервале
значений 𝑏𝑇 ∈ [2, 30]𝑏. Величины ℎ = 0.2 мкм и ℎ = 0.3 мкм выбирались
из соображений их корреляции со средним размером фрагментов на развитой
стадии фрагментации.

Вид зависимостей конфигурационной силы от длины трещины при 𝜎𝑒𝑥𝑡/𝐺 =

0.02 и 𝑏𝑇 = 15𝑏, рассчитанных при различных мощностях и знаках дисклина-
ционного диполя и планарного сдвигового мезодефектов, приведён на рис. 3.18.
В отсутствие мезодефектов 𝑤𝑁 = 𝑤𝜏 = 0 внешнее напряжение дестабилизиру-
ет трещины с векторами Бюргерса 𝑏𝑇 > 𝑏0 = 2𝛾/𝜎𝑒𝑥𝑡. При величине внешнего
напряжения 𝜎𝑒𝑥𝑡/𝐺 = 0.02 трещина с вектором Бюргерса 𝑏𝑇 = 15𝑏 неустойчива
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и может самопроизвольно раскрываться в магистральную трещину. Наличие
дисклинационного диполя или сдвигового мезодефекта с достаточно большой
(по абсолютной величине) мощностью стабилизирует микротрещину. Результа-
ты расчётов областей стабильности трещин в конфигурационном пространстве
параметров (𝑏𝑇 𝑤𝑁) и (𝑏𝑇 𝑤𝜏) и карты распределения в этом пространстве
длин стабильных трещин при различных значениях внешнего напряжения при-
ведены на рис. 3.19 и 3.20.

а) б) в)

Рисунок 3.19 — Карты распределения длин стабильных трещин в случае их
торможения дисклинационным диполем при различной величине внешних на-
пряжений а) 𝜎𝑒𝑥𝑡/𝐺 = 0.01, б) 𝜎𝑒𝑥𝑡/𝐺 = 0.02, в) 𝜎𝑒𝑥𝑡/𝐺 = 0.03

а) б) в)

Рисунок 3.20 — Карты распределения длин стабильных трещин в случае их
торможения сдвиговым мезодефектом при различной величине внешних на-
пряжений а) 𝜎𝑒𝑥𝑡/𝐺 = 0.01, б) 𝜎𝑒𝑥𝑡/𝐺 = 0.02, в) 𝜎𝑒𝑥𝑡/𝐺 = 0.03

Белым цветом на рисунках выделены те области, в которых стабильных
трещин не существует. Видно, что как в случае дисклинационного диполя, так
и в случае сдвигового мезодефекта, с увеличением внешнего напряжения обла-
сти нестабильности трещин сдвигаются в сторону меньших значений 𝑏𝑇 (в силу
уменьшения 𝑏0) и расширяются в сторону больших значений мощности мезоде-
фектов. При этом при фиксированных величинах 𝑏𝑇 и 𝜎𝑒𝑥𝑡 длины стабильных
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трещин оказываются больше в интервале отрицательных значений мощности
мезодефектов, чем в интервале их положительных значений.

Профиль одной из таких стабильных трещин, полученный при значениях
параметров 𝑏𝑇 = 20𝑏, 𝑤𝜏 = −0.04, 𝜎𝑒𝑥𝑡/𝐺 = 0.02, показан на рис. 3.21. Функцию
нормальных смещений берегов трещины 𝑢𝑁(𝑥) для произвольного напряжен-
ного состояния находили интегрированием выражения для функции смещений
𝑢(𝑥, 𝑎) [125], полученной для случая нормальной к разрезу сосредоточенной
силы 𝑑𝑃 = 𝜎𝑥𝑥(𝑎)𝑑𝑎, действующей в точке 𝑎:

𝑢𝑁(𝑦) =
2(1− 𝜈)

𝜋𝐺

𝑙∫︁
0

𝜎𝑥𝑥(𝑎) ln

[︃
(𝑙/2)2 − 𝑎𝑦 +

√︀
((𝑙/2)2 − 𝑎2)(𝑙/2)2 − 𝑦2)

𝑙/2|𝑦 − 𝑎|

]︃
𝑑𝑎.

(3.20)
Заметное сужение трещины при её переходе через границу зерна, содержащую
сдвиговый мезодефект с отрицательной мощностью, обусловлено тем обстоя-
тельством что из зоны растягивающих напряжений от мезодефекта она попа-
дает в зону сжимающих напряжений. Отметим, что такое характерное измене-
ние профиля трещины при её переходе через границу наблюдалось in situ при
деформации меди [126].

Рисунок 3.21 — Профиль стабильной дислокационной трещины, полученной
при следующих значениях параметров: 𝑏𝑇 = 20𝑏, 𝑤𝜏 = −0.04, 𝜎𝑒𝑥𝑡/𝐺 = 0.02,
𝑙𝑠𝑡 = 0.25 мкм

Как показывает проведённый анализ, диполи клиновых дисклинаций и
планарные сдвиговые мезодефекты могут блокировать распространение тре-
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щин в фрагментированной структуре, способствуя тем самым их накоплению и
созданию очагов разрушения в отдельных участках материала. При этом наи-
более эффективными в этом качестве оказываются те мезодефекты, которые
создают в области тройного стыка, в котором зарождается дислокационная
трещина, сжимающие напряжения. При типичных для стадии предразруше-
ния размерах фрагментов (ℎ = 0.2 мкм) и величинах внешнего напряжениях
(0.01−0.02)𝐺, длина таких трещин оказывается сопоставимой с размером фраг-
ментов и лежит в интервале значений 0.1− 0.3 мкм.

3.6 Выводы по главе III

1. Проведен анализ влияния сдвигового мезодефекта на формирующуюся
вблизи дисклинации микротрещину. Определены параметры системы (мощ-
ности мезодефектов и их длины), при которых могут появляться стабиль-
ные микротрещины. Рассчитаны зависимости критической мощности ди-
поля дисклинаций от длины мезодефекта для различных значений мощно-
сти сдвигового мезодефекта. Показано, что мезодефекты сдвигового типа
могут заметно влиять на ориентацию и длину стабильных микротрещин.

2. Проведён анализ условий существования равновесных устойчивых тре-
щин в суммарном упругом поле двухосного диполя клиновых дисклина-
ций и внешнего напряжения. В конфигурационном пространстве парамет-
ров рассматриваемой системы определены области, в которых возможно
появление таких трещин. Показано, что увеличение внешнего напряже-
ния приводит к существенной локализации области существования ста-
бильных микротрещин, зарождающихся в окрестности дисклинационного
диполя, и её смещению в сторону меньших значений длины диполя. Опре-
делены области возможных значений длин стабильных трещин. Показано,
что увеличение внешнего напряжения приводит к стягивания интервалов
значений длин стабильных трещин при каждом фиксированном значении
плеча диполя и смещении верхней и нижней границы этого интервала в
сторону меньших значений длин трещин.

3. Проведен анализ влияния комбинированного мезодефекта на зарожде-
ние микротрещины при атермическом зернограничном проскальзывании.
Данное исследование показывает, что наведённое атермическое проскаль-
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зывание, осуществляемое движением скользящих компонент дислокаций,
накапливающихся на границах зерен в ходе внутризёренной пластической
деформации, может рассматриваться как один из возможных механизмов
зарождения микротрещин в ультрамелкозернистых материалах, содержа-
щих большую долю неравновесных границ деформационного происхож-
дения. На этапе появления зародышевой трещины основную роль в этом
процессе играет планарный сдвиговый мезодефект. Зарождение трещины
возможно при достижении некоторой критической величины внешнего на-
пряжения, зависящей от параметров рассматриваемой системы.

4. Рассмотрены условия блокировки растущих под действием поля внешних
напряжений дислокационных трещин упругими полями диполя клиновых
дисклинаций и планарного сдвигового мезодефекта. С использованием
метода конфигурационной силы в конфигурационном пространстве пара-
метров: мощность мезодефекта – вектор Бюргерса трещины определены
области существования стабильных трещин и построены карты распреде-
ления в этом пространстве длин таких трещин при различных величинах
внешнего напряжения. При типичных для стадии пред-разрушения ма-
териала размерах фрагментов и величинах внешнего напряжениях длина
таких трещин оказывается сопоставимой с размером фрагментов и лежит
в интервале значений 0.1 – 0.3 мкм. Показано, что как в случае дискли-
национного диполя, так и в случае планарного сдвигового мезодефекта, с
увеличением внешнего напряжения области нестабильности трещин сдви-
гаются в сторону меньших значений дислокационного заряда трещины и
расширяются в сторону больших значений мощности мезодефектов. Сде-
лан вывод о том, что рассмотренные мезодефекты могут эффективно бло-
кировать распространение трещин в фрагментированной структуре, спо-
собствуя тем самым их накоплению в отдельных областях материала и
созданию очагов разрушения.
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей диссертационной работе получены следующие основные ре-
зультаты и выводы:

1. Проведён систематический анализ ротационно-сдвиговых мезодефектов,
формирующихся на границах зерен и в приграничных областях при пла-
стической деформации поликристаллических материалов. Для наиболее
типичных мезодефектов получены аналитические выражения для полей
упругих напряжений, собственных упругих энергий и энергии их взаимо-
действия.

2. Рассмотрены модели образования ротационно-сдвиговых мезодефектов,
формирующихся на границах зерен поликристаллического материала при
их взаимодействии с локализованной пластической деформацией. Получе-
ны аналитические выражения, позволяющие по заданным параметрам ре-
шеточного скольжения рассчитать характеристики деформационных фа-
сеток.

3. Методом динамики дискретных дислокаций проведено моделирование про-
цессов формирования оборванных дислокационных границ на начальных
стадиях фрагментации материала. Показано, что особенности морфоло-
гии и размеры оборванных дислокационных границ определяются геомет-
рией фасетированной границы и загрузкой актуальных систем скольже-
ния решеточных дислокаций.

4. Предложена модель аккомодационной пластической деформации и релак-
сации упругой энергии планарных сдвиговых мезодефектов, возникающих
на границах зёрен в процессе пластической деформации поликристаллов.
Показано, что аккомодационная подстройка структуры может осуществ-
ляться путём последовательного отщепления от мезодефекта и ухода в
тело зерна дислокационных стенок. Рассчитаны зависимости длины акко-
модационной полосы скольжения от её угла наклона по отношению к гра-
нице зерна при разных величинах запирающего внешнего напряжения и
характеристиках исходного сдвигового мезодефекта. Получено простран-
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ственное распределение величины аккомодационной пластической дефор-
мации в окрестности мезодефекта.

5. Определены характеристики комбинированного мезодефекта, при кото-
рых возможно существование стабильной микротрещины, формирующей-
ся вблизи мезодефекта. Проведен анализ влияния характеристик мезоде-
фекта на ориентацию и длину стабильной микротрещины.

6. Проведён анализ условий существования стабильных микротрещин в сум-
марном поле внешнего напряжения и напряжении от двухосного диполя
клиновых дисклинаций. В конфигурационном пространстве параметров
рассматриваемой системы определены области, в которых возможно по-
явление таких трещин. Показано, что увеличение внешнего напряжения
приводит к существенной локализации этих областей, а также к стягива-
нию интервалов значений длин стабильных микротрещин.

7. Предложена модель зарождения микротрещины в стыке зерен за счет
атермического проскальзывания по большеугловой границе зерен, содер-
жащей планарный сдвиговый мезодефект. Показано, что при превышении
величины внешнего напряжения некоторого порогового значения, сдви-
говой мезодефект теряет устойчивость. В результате наведенного про-
скальзывания, осуществляемого перемещением виртуальных скользящих
дислокаций мезодефекта, вблизи стыка зёрен возникает концентратор на-
пряжений, создающий условия для появления дислокационной трещины.
Получены зависимости величины критического напряжения зарождения
трещины от протяжённости границы зерна, мощности исходного сдвиго-
вого мезодефекта и величины порогового напряжения атермического про-
скальзывания зёрен вдоль границы.

8. Рассмотрены механизмы блокировки распространяющихся под действием
внешних и внутренних напряжений дислокационных трещин упругими по-
лями ротационных и сдвиговых мезодефектов. С использованием метода
конфигурационной силы в конфигурационном пространстве параметров
(мощность мезодефекта, вектор Бюргерса трещины, внешнее напряже-
ние) определены области существования стабильных трещин и построе-
ны карты распределения длин таких трещин. При типичных для стадии
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предразрушения материала размерах фрагментов и величинах внешнего
напряжениях длина таких трещин оказывается сопоставимой с размером
фрагментов и лежит в интервале значений 0.1− 0.3 мкм.
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[45] Polanyi M. Über eine Art Gitterstörung, die einen Kristall plastisch machen
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[121] Hémery S., Tromas C., Villechaise P. Slip-stimulated grain boundary sliding
in Ti-6Al-4 V at room temperature // Materialia. – 2019.– V.5. 100189

[122] Овидько И.А., Шейнерман А.Г. Зарождение нанотрещин в поликристал-
лическом кремнии под действием зернограничного скольжения // ФTT.
– 2007. – Т.49. – № 6. – С. 1056-1060.

[123] Ovid’ko I.A., Sheinerman A.G. Triple junction nanocracks in deformed
nanocrystalline materials // Acta Materialia. – 2004. – V.52. – № 5. – P.
1201-1209.

[124] Irwin G.R. Analysis of stresses and strains near the end of a crack traversing
a plate // Journal of Applied Mechanics. – 1957. – V.24. – P. 361-364.

[125] Kachanov M.L. Shafiro B., Tsurkov I. Handbook of elasticity solutions. –
Springer Science and business media, 2003. – 330 p.



123

[126] Kim S.W., Chew H.B., Kumar K.S. In situ TEM study of crack–grain
boundary interactions in thin copper foils // Scripta Materialia. – 2013. –
V.68. – P. 154-157.


