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Введение

В теории неравновесных систем, где макропеременные подчиняются некоторым нели
нейным уравнениям движения, шум играет ключевую роль. Только в присутствии шума, в
мультистабильных системах происходят так называемые индуцированные шумом переходы
из одного состояния в другое.

По этой причине изучение нелинейных систем, управляемых шумом, с последующими
междисциплинарными приложениями привлекает быстро растущий интерес.

Получение строгих аналитических результатов в этой области сопряжено с серьезными
трудностями: исходные уравнения являются нелинейными, а источники флуктуаций могут
иметь самую различную природу. В большинстве случаев удается ограничиться гауссовыми
белыми или цветными шумами, но часто случайные воздействия должны рассматриваться
как принципиально негауссовские. Например, в целом ряде экспериментов было обнару
жено явление аномальной диффузии, отличающееся от обычного броуновского движения
более быстрым, либо более медленным разбеганием облака частиц. Решение таких задач,
наряду с мощным аппаратом марковской теории случайных процессов, требует использо
вания специальных математических методов, таких как дробное исчисление, расцепление
корреляции стохастических функционалов, метод обратного дифференциального оператора
и т.д. Несмотря на большой интерес к изучению мультистабильности и метастабильности,
проблема, связанная с детальным пониманием процессов, происходящих в нелинейных ди
намических системах в условиях шума, и его теоретическим описанием, все еще остается
открытой проблемой.

Актуальным остается вопрос о влиянии шумов различной природы на поведение нели
нейных систем в задачах экологии и генетики. Экологические модели находят все большее
применение не только в различных естественнонаучных сферах (физике, химии и т.д.), но
и играют важную роль для понимания механизмов применения нелинейной динамики к
социальным и экономическим задачам. Заметим, что многие стохастические процессы, проис
ходящие в популяционной динамике, нейродинамике и экологии демонстрируют мгновенные
скачки, и поэтому не могут быть описаны возмущениями в виде гауссова шума.

Развитие методов статистической радиофизики применительно к задачам нелинейной
динамики и аномальной диффузии нашло свое отражение в работах последних лет веду
щих отечественных и зарубежных ученых (Metzler R., Klafter J., Chechkin A.V., Spagnolo B.,
Dybiec B., Gudowska—Nowak E., Sokolov I.M., Barkai E., Hänggi P., Дубков А.А., Панкра
тов А.Л., Агудов Н.В., Руденко О.В., Ряшко Л.Б., Башкирцева И.А., Учайкин В.В. и другие).

Мемристивные устройства и системы на их основе как элементы памяти в последнее
время активно исследуются как мультистабильные системы, обладающие большим потенци
алом для расширения фундаментальных основ теории нелинейной динамики. Наибольший
интерес вызывают такие подходы и модели, которые учитывают стохастичность поведения
мемристивных систем. Стохастичность мемристоров, наблюдаемая во многих экспериментах,
проявляется в значительных флуктуациях величин сопротивлений состояний при каждом
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переключении и в недостаточной предсказуемости отклика на импульсы управляющего на
пряжения. Стохастичное поведение в значительной степени имитирует биологические среды
в мозге. Поэтому использование мемристивных структур для обучения нейронных сетей
является очень перспективным. В настоящей работе уделяется внимание исследованию сто
хастичности мемристора, а именно, изучения влияния внешних и внутренних шумов на
поведение мемристивных систем, поиск и анализ явлений с конструктивной ролью шума.
Это необходимо для разработки адекватной физической модели мемристора, учитывающей
его стохастичность, использование которой позволит повысить предсказуемость поведения
и управляемость мемристивными устройствами.

Среди значимых работ можно выделить труды зарубежных и отечественных исследо
вателей (Демин В.А., Михайлов А.Н., Chua L., Strukov D.B., Ielmini D., Kim S., Savel’ev S.E,
Waser R., Pershin Y.V., Patterson G.A. и другие).

На основе сказанного можно сделать вывод о том, что актуальность научного направле
ния и тема настоящей диссертационной работы сочетается с научными нтересами широкого
круга специалистов в мировой науке и является востребованной и важной для исследований
в современной радиофизике.

Целью данной работы является дальнейшее развитие аппарата статистического анали
за нелинейных динамических систем со случайными воздействиями негауссовой природы и
его применение для исследования вероятностных, временных и спектрально-корреляционных
характеристик аномальной диффузии в форме полетов Леви и некоторых распространенных
моделей экологии и генетики, а также мемристивных системах.

Для достижения поставленной цели необходимо было решить следующие задачи:
1. Разработать методы статистического анализа систем с негауссовыми источниками

шума.
2. Получить новые точные результаты для установившихся вероятностных и времен

ных характеристик аномальной диффузии в форме полетов Леви в различных
потенциальных профилях.

3. Исследовать вероятностные характеристики в эволюционных моделях с негауссовы
ми случайными воздействиями.

4. На основе ранее развитых стохастических моделей исследовать конструктивную
роль внутренних и внешних шумов в мультистабильных мемристивных системах.

Научная новизна полученных результатов:
1. Впервые получено точное аналитическое выражение для времени корреляции устано

вившейся аномальной диффузии в форме полетов Леви с единичным индексом Леви
(𝛼 = 1) в симметричном бистабильном потенциале четвертой степени, на основе кото
рого проведена ревизия формулы Крамерса для темпа преодоления потенциального
барьера броуновской частицей.

2. Впервые найдены точные аналитические соотношения для установившихся вероят
ностных распределений координаты частицы при полетах Леви с индексом (𝛼 = 1)
в симметричном степенном потенциале вида 𝑈(𝑥) ∝ 𝑥2𝑚 с одним устойчивым со
стоянием, подтвердившие их бимодальность. В предельном переходе к бесконечно
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глубокой прямоугольной потенциальной яме результат стыкуется с ранее получен
ным в литературе.

3. Впервые найдено и подтверждено результатами численного моделирования асимп
тотическое выражение для спектральной плотности мощности координаты частицы
при установившейся супердиффузии Леви в симметричных степенных потенциаль
ных профилях для шума с произвольным индексом Леви 𝛼.

4. Впервые исследована эволюция вероятностного распределения плотности биоло
гической популяции, описываемой обобщенной моделью Мальтуса—Ферхюльста—
Бернулли с флуктуациями объема жизненных ресурсов в форме белого негауссова
шума с односторонним устойчивым распределением. Впервые обнаружена немоно
тонная релаксация средней плотности популяции к стационарному значению для
шума с односторонним устойчивым распределением Леви—Смирнова.

5. На основе интегро-дифференциального уравнение Колмогорова—Феллера впервые
получена точная формула для установившегося вероятностного распределения
плотности биологической популяции, описываемой уравнением Ферхюльста с флук
туациями объема жизненных ресурсов в форме одностороннего пуассоновского
белого шума, моделирующего быстрое уменьшение численности популяции в резуль
тате эпидемий или катастроф.

6. Впервые показано, что в генетической модели Хонглера при воздействии пуассонов
ской последовательности импульсов с экспоненциально распределенными амплиту
дами происходят индуцированные шумом переходы при изменении средней частоты
появления импульсов, а также их амплитуды. Трансформация плотностей вероят
ности от унимодальности к бимодальности свидетельствует о наличии мутаций в
рассматриваемой системе.

7. Впервые установлено, что в стохастической модели мемристивной системы, в кото
рой управляющим параметром выступает концентрация вакансий, время релаксации
концентрации вакансий к стационарному состоянию демонстрирует немонотонную
зависимость от интенсивности шума с характерным минимумом.

8. В стохастической модели мемристивной системы, в которой переменной состоя
ния является длина проводящего филамента, формирующегося внутри мемристора,
впервые аналитически обнаружено индуцированное шумом явление переходной би
модальности вероятностного распределения длины филамента.

Практическая значимость Предложенные в работе идеи и методы могут иметь боль
шое значение для понимания взаимовлияния флуктуаций, диссипации и нелинейности в
различных системах, а также при решении практических задач, связанных с правильным уче
том воздействия шумов с негауссовой статистикой на поведение нелинейных динамических
систем. Результаты для статистических характеристик времени резистивного переключения
позволят глубже понять физику происходящих внутри мемристора процессов и выработать
рекомендации по оптимизации работы этих устройств.

Результаты работы могут представлять интерес для ряда научно-исследовательских
учреждений таких как Институт прикладной физики РАН (ФИЦ ИПФ РАН, г. Нижний Нов
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город), Московский государственный университет (МГУ), Московский физико-технический
институт (МФТИ), Казанский федеральный университет (КФУ), Саратовский государствен
ный университет (СГУ), Уральский федеральный университет (УрФУ). часть полученных
результатов внедрены в содержание курса “Конструктивная роль шума в нелинейных нерав
новесных системах”, читаемого аспирантам радиофизического факультета.

Методология и методы исследования. Для решения поставленных в диссерта
ционной работе задач применялись методы статистической радиофизики, основанные на
аппарате теории марковских случайных процессов и функциональном подходе к анализу
стохастических систем, а также методы теории вероятностей и теории случайных процес
сов, выполнялось сравнение результатов аналитических расчетов с результатами численного
моделирования.

Основные положения, выносимые на защиту:
1. Развит математический аппарат анализа нелинейных динамических систем с негаус

совыми случайными воздействиями различной природы.
2. Установлена новая форма закона Крамерса для темпа преодоления потенциально

го барьера частицей при аномальной диффузии в форме полетов Леви на примере
симметричного бистабильного потенциала.

3. Определены эволюции вероятностного распределения и среднего значения плот
ности биологической популяции, описываемой обобщенной моделью Мальтуса—
Ферхюльста—Бернулли с негауссовыми флуктуациями темпа воспроизводства и объ
ема жизненных ресурсов.

4. Показано, что в генетической модели Хонглера при воздействии пуассоновской
последовательности импульсов с экспоненциально распределенными амплитудами
происходят индуцированные шумом переходы при изменении параметров шума.

5. Обнаружено индуцированное шумом явление переходной бимодальности вероятност
ного распределения в стохастической модели мемристивной системы, где переменной
состояния служит длина филамента.

Достоверность научных положений и выводов, полученных в диссертации, обеспечи
вается строгостью применяемого математического аппарата. Обоснованность большинства
результатов работы следует из получаемых точных соотношений в рамках рассматриваемых
моделей и их стыковки с ранее известными результатами, а в случае приближенных расчетов
подтверждается результатами численного моделирования.

Апробация работы. Основные результаты работы были представлены на 9-ти рос
сийских и 12-ти международных научных конференциях в 2013-2022 гг. в форме секционных
и стендовых докладов:

– XIX-XXIV научные конференции по радиофизике (Н.Новгород, ННГУ им. Н.И. Ло
бачевского)

– XX-XXII Нижегородские сессии молодых ученых (естественные, математические на
уки)

– International Conference on Statistical Physics – SigmaPhi (Greece, 2014, 2017)
– 27th Marian Smoluchowski Symposium on Statistical Physics (Poland, 2014)



8

– 23rd (China, 2015) and 25th (Switzerland, 2019) International Conferences on Noise and
Fluctuations

– 7th International Conferences “Unsolved Problems on Noise” (Spain, 2015)
– Summer school on Lévy processes (France, 2016)
– Summer School on Stochastic Processes with Applications to Physics and Biophysics

(Israel, 2017)
– International Conference “New Trends in Nonequilibrium Statistical Mechanics: Classical

and Quantum Systems” (Italy, 2018)
– 2nd International Workshop “From ReRAM and Memristors to new Computing Paradigms

(MEM-Q)” (Greece, 2018)
– International Conference “New Trends in Nonequilibrium Stochastic Multistable Systems

and Memristors” (Italy, 2019)
Материалы диссертации обсуждались на научных семинарах кафедры “Математи

ческие методы в радиофизике” радиофизического факультетат ННГУ и лаборатории
стохастических мультистабильных систем, организованной в рамках гранта Правительства
Российской Федерации (договор № 074-02-2018-330 (2)), а также на заседаниях межуниверси
тетской аспирантской комиссии на факультете физики и химии университета г. Палермо
(Италия).

Личный вклад. Все результаты, представленные в диссертационной работе, выпол
нены при непосредственном активном участии соискателя либо получены им лично. В
большинстве совместных работ автором выполнены аналитические расчеты. Постановка
задач, разработка подходов, объяснение и интерпретация результатов были осуществлены
совместно с соавторами научных работ, опубликованных соискателем.

Публикации. Основные результаты по теме диссертации изложены в 21 печатном
издании: 7 – в периодических научных журналах, индексируемых Web of Science и Scopus,
14 – в тезисах докладов.

Объем и структура работы. Научная работа состоит из введения, трех глав,
заключения и пяти приложений. Полный объём диссертации составляет 141 страницу с 48 ри
сунками и 1 таблицей. Список литературы содержит 184 наименования.
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Глава 1. Статистические характеристики аномальной диффузии в
форме полетов Леви

В последнее время непрерывно возрастает количество публикаций, в которых изу
чается так называемая аномальная (прыжковая) диффузия, отличающаяся от обычного
броуновского движения более быстрым, либо более медленным разбеганием облака частиц,
и наблюдаемая в различных физических и химических системах [1—6]. Медленная диффу
зия, называемая субдиффузией, проявляется в веществах со сложной геометрией – мутных
кристаллах и стеклах, аморфных полупроводниках, в то время как ускоренная диффузия
или супердиффузия встречается в хаотической динамике и турбулентности.

Особое внимание в литературе уделяется одной из форм аномальной диффузии – так
называемым полетам Леви, характеризуемым наличием в реализации наряду с обычными
непрерывными участками экстремально больших скачков. Подобный вид супердиффузии
наблюдается во многих физических системах, таких как диффузия потоков в плазме [7],
движение отдельного иона в одномерной оптической решетке [8—10], движение фотонов [11],
гидродинамика [12; 13], долговременные изменения климата [14] и мобильность людей [15;
16].

Большим плюсом для описания аномальной диффузии в форме полетов Леви яв
ляется то, что здесь применим хорошо разработанный аппарат марковских случайных
процессов. Это позволяет последовательно вывести уравнение Фоккера—Планка с дробной
пространственной производной непосредственно из ланжевеновского уравнения для коор
динаты прыгающей частицы с источником в форме устойчивого процесса Леви [17; 18].
На данный момент хорошо изучен вопрос о стационарных вероятностных распределениях
и конфайнменте аномальной диффузии в форме полетов Леви в различных потенциалах
[7; 19—22].

Аналитическое исследование корреляционных и спектральных свойств установивших
ся полетов Леви в удерживающих потенциалах остается открытой проблемой. В последнее
время наибольшее внимание в литературе уделяется анализу временных характеристик по
летов Леви, таких как среднее время первого достижения границ, среднее время прихода,
время пребывания в заданной области [14; 20; 23—29]. Стоит отметить, что большинство
результатов, полученных в данной области, являются либо приближенными аналитически
ми, либо численными.

Активно изучаются и известные нелинейные флуктуационные явления, в которых яв
ственно проявляется конструктивная роль шума: стохастический резонанс и резонансная
активация при диффузии в форме полетов Леви [30; 31], явление бимодальности [20] и
мультимодальности [32; 33], двойной стохастический резонанс [34]. Наконец, особенности
однонаправленного переноса частиц вдоль периодической структуры (рэтчет-эффект) при
наличии полетов Леви анализировались в работах [26; 35]. Хорошо разработанная теория
полетов Леви нашла приложение в задачах глобальной оптимизации [36—39].
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В разделе 1.1 изложены общие соотношения марковской теории для расчетов переход
ных и установившихся характеристик движения.

Раздел 1.2 посвящен эффекту задержки шумом распада нестабильных состояний
(ЗРШ) под действием шума Леви в полностью неустойчивой системе, а именно в обратном
симметричном параболическом потенциале.

В разделе 1.3 исследуются стационарные вероятностные и временные характеристики
аномальной диффузии в форме полетов в симметричном бистабильном потенциале четвер
той степени.

В разделе 1.4 теоретически и численными методами исследуются установившиеся
корреляционные характеристики супердиффузии в форме полетов Леви в симметричных
степенных потенциальных профилях для шума с произвольным индексом Леви 𝛼. Тео
ретические результаты, полученные для полетов Леви, сравниваются с результатами для
нормальной броуновской диффузии.

В разделе 1.5 рассматриваются вероятностные характеристики диффузии частицы для
произвольных статистически независимых источников белого шума в двумерном потенциале
произвольного вида, также проводится сравнение установившихся вероятностных характери
стик броуновской диффузии и аномальной диффузии в форме полетов Леви в потенциале
с радиальной симметрией.

Настоящая глава подготовлена по материалам, опубликованным в работах [A2—A4;
A8; A12—A14; A16—A18].

1.1 Общие соотношения марковской теории для расчета
статистических характеристик в переходном и установившемся

режимах

В данном вводном разделе представлен основной аппарат марковской теории для расче
та переходных и установившихся характеристик. Наряду с известными в нем представлены
новые результаты, являющиеся отправной точкой этой исследовательской работы.

Рассмотрим произвольный однородный во времени марковский процесс 𝑥(𝑡) с плот
ностью вероятностей переходов 𝑃 (𝑥,𝑡|𝑥0,𝑡0), которая зависит только от разницы времен
𝜏 = 𝑡 − 𝑡0 ⩾ 0. Условная плотность вероятности 𝑃 (𝑥,𝑡|𝑥0,𝑡0) = 𝑃 (𝑥,𝑡 − 𝑡0|𝑥0,0) удовлетво
ряет прямому уравнению Колмогорова [40]

𝜕𝑃 (𝑥,𝑡− 𝑡0|𝑥0,0)
𝜕𝑡

= �̂� (𝑥)𝑃 (𝑥,𝑡− 𝑡0|𝑥0,0) , (1.1)

где �̂� (𝑥) – кинетический оператор, не зависящий от времени. В то же время, плотность веро
ятности переходов 𝑃 (𝑥, 𝑡− 𝑡0|𝑥0, 0) может быть описана обратным уравнением Колмогорова

− 𝜕𝑃 (𝑥,𝑡− 𝑡0|𝑥0,0)
𝜕𝑡0

= �̂�+ (𝑥0)𝑃 (𝑥,𝑡− 𝑡0|𝑥0,0) , (1.2)



11

где �̂�+ (𝑥0) – сопряженный кинетический оператор.
В соответствии с определением, если случайный процесс 𝑥(𝑡) стартует с значения 𝑥0 в

момент времени 𝑡 = 0, время его пребывания 𝑇 (𝑥0) в заданной области 𝐺 для бесконечного
времени наблюдения выражается следующей формулой [41]

𝑇 (𝑥0) =

∫︁ ∞

0

1𝐺 (𝑥(𝑡)) 𝑑𝑡, (1.3)

где 1𝐺(𝑦) – индикаторная функция множества 𝐺, определяемая равенством

1𝐺(𝑦) =

{︃
1, 𝑦 ∈ 𝐺,

0, 𝑦 /∈ 𝐺.
(1.4)

Проводя усреднение по ансамблю обеих частей уравнения (1.3), находим среднее время пре
бывания случайного процесса 𝑥(𝑡) в области 𝐺

⟨𝑇 (𝑥0)⟩ =
∫︁ ∞

0

𝑑𝑡

∫︁
𝐺

𝑃 (𝑥,𝑡|𝑥0,0) 𝑑𝑥 =

∫︁ ∞

0

Pr(𝑡,𝑥0)𝑑𝑡, (1.5)

где Pr(𝑡,𝑥0) – это вероятность найти частицу в области 𝐺 в момент времени 𝑡. Для сходи
мости несобственного интеграла в уравнении (1.5) необходимо, чтобы условная плотность
вероятности 𝑃 (𝑥,𝑡|𝑥0,0) стремилась к нулю при 𝑡 → ∞. Это означает, что у марковского
процесса 𝑥(𝑡) отсутствует установишийся режим.

Меняя порядок интегрирования, можно записать уравнение (1.5) в следующем виде

⟨𝑇 (𝑥0)⟩ =
∫︁
𝐺

𝑌 (𝑥,𝑥0) 𝑑𝑥, (1.6)

где

𝑌 (𝑥,𝑥0) =

∫︁ ∞

0

𝑃 (𝑥,𝑡|𝑥0,0) 𝑑𝑡. (1.7)

Из определения (1.3) второй момент времени пребывания вычисляется как⟨︀
𝑇 2(𝑥0)

⟩︀
=

∫︁ ∞

0

𝑑𝑡

∫︁ ∞

0

𝑑𝜏 ⟨1𝐺 (𝑥(𝑡))1𝐺 (𝑥(𝜏))⟩ = (1.8)

=

∫︁ ∞

0

𝑑𝑡

∫︁ ∞

0

𝑑𝜏

∫︁
𝐺×𝐺

𝑃 (𝑥,𝑡; 𝑦,𝜏 |𝑥0,0) 𝑑𝑥 𝑑𝑦.

Используя свойство отсутствия последействия марковского случайного процесса 𝑥(𝑡)

𝑃 (𝑥,𝑡2; 𝑦,𝑡1|𝑥0,𝑡0) = 𝑃 (𝑥,𝑡2| 𝑦,𝑡1)𝑃 (𝑦,𝑡1|𝑥0,𝑡0) , (1.9)

где 𝑡0 < 𝑡1 < 𝑡2, имеем⟨︀
𝑇 2(𝑥0)

⟩︀
=

∫︁ ∞

0

𝑑𝑡

∫︁ ∞

𝑡

𝑑𝜏

∫︁
𝐺

𝑑𝑥

∫︁
𝐺

𝑃 (𝑦,𝜏 − 𝑡|𝑥,0) 𝑃 (𝑥,𝑡|𝑥0,0) 𝑑𝑦+ (1.10)

+

∫︁ ∞

0

𝑑𝜏

∫︁ ∞

𝜏

𝑑𝑡

∫︁
𝐺

𝑑𝑥

∫︁
𝐺

𝑃 (𝑥,𝑡− 𝜏 | 𝑦,0) 𝑃 (𝑦,𝜏 |𝑥0,0) 𝑑𝑦. (1.11)

Заменяя переменные под интегралами и принимая во внимание уравнения (1.6) и (1.7), окон
чательно находим⟨︀

𝑇 2(𝑥0)
⟩︀
= 2

∫︁
𝐺

𝑌 (𝑥,𝑥0) 𝑑𝑥

∫︁
𝐺

𝑌 (𝑦,𝑥) 𝑑𝑦 = 2

∫︁
𝐺

𝑌 (𝑥,𝑥0) ⟨𝑇 (𝑥)⟩ 𝑑𝑥. (1.12)
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Дисперсия времени пребывания подсчитывается по следующей формуле

Var (𝑥0) =
⟨︀
𝑇 2(𝑥0)

⟩︀
− ⟨𝑇 (𝑥0)⟩2 . (1.13)

Аналогично, 𝑛-ый момент времени пребывания (1.3) может быть записан в рекуррентной
форме

⟨𝑇 𝑛(𝑥0)⟩ = 𝑛

∫︁
𝐺

𝑌 (𝑥,𝑥0)
⟨︀
𝑇 𝑛−1(𝑥)

⟩︀
𝑑𝑥. (1.14)

Соотношения для моментов (1.6), (1.12) и (1.14) позволяют получить замкнутые урав
нения для характеристической функции случайного времени пребывания. В соответствии
с определением, имеем

𝜃 (𝑘,𝑥0) =
⟨︀
𝑒𝑖𝑘𝑇 (𝑥0)

⟩︀
= 1 +

∞∑︁
𝑛=1

(𝑖𝑘)𝑛

𝑛!
⟨𝑇 𝑛(𝑥0)⟩ . (1.15)

Подстановка (1.14) в (1.15) даёт

𝜃 (𝑘,𝑥0) = 1 +
∞∑︁
𝑛=1

(𝑖𝑘)𝑛

(𝑛− 1)!

∫︁
𝐺

𝑌 (𝑥,𝑥0)
⟨︀
𝑇 𝑛−1(𝑥)

⟩︀
𝑑𝑥 =

= 1 + 𝑖𝑘

∫︁
𝐺

𝑌 (𝑥,𝑥0)
∞∑︁

𝑚=0

(𝑖𝑘)𝑚

𝑚!
⟨𝑇𝑚(𝑥)⟩ 𝑑𝑥. (1.16)

Таким образом, из (1.15) и (1.16) получаем следующее интегральное уравнение для характе
ристической функции времени пребывания 𝑇 (𝑥0)

𝜃 (𝑘,𝑥0) = 1 + 𝑖𝑘

∫︁
𝐺

𝑌 (𝑥,𝑥0) 𝜃 (𝑘,𝑥) 𝑑𝑥. (1.17)

Интегро-дифференциальное уравнение для функции плотности вероятности 𝑊𝑥0 (𝜏) =

(1/2𝜋)
∫︀∞
−∞ 𝜃(𝑘,𝑥0)𝑒

−𝑖𝑘𝑡𝑑𝑘 времени пребывания (1.3) может быть получено обратным преоб
разованием Фурье соотношения (1.17)

𝑊𝑥0 (𝑡) = 𝛿 (𝑡)− 𝑑

𝑑𝑡

∫︁
𝐺

𝑌 (𝑥,𝑥0)𝑊𝑥(𝑡)𝑑𝑥. (1.18)

Выражения (1.17) и (1.18) описывают полную статистику времени пребывания случай
ного однородного во времени марковского процесса 𝑥(𝑡), который не имеет установившегося
режима. Конечно, для решения уравнений (1.17) и (1.18), как аналитически, так и численно,
необходимо знать условную плотность вероятности 𝑃 (𝑥, 𝑡|𝑥0, 0) марковского процесса.

В качестве примера однородного марковского процесса рассмотрим симметричный про
цесс Леви 𝐿(𝑡) с произвольным индексом 𝛼 (0 < 𝛼 ⩽ 2) и характеристической функцией вида

𝜗 (𝑘,𝑡) =
⟨︀
𝑒𝑖𝑘𝐿(𝑡)

⟩︀
= 𝑒𝑖𝑘𝑥0−𝜎𝛼|𝑘|𝛼𝑡, (1.19)

где 𝜎𝛼 – интенсивность шума [22; 42], 𝑥(0) = 𝑥0. Этот марковский случайный процесс не
имеет стационарного распределения и переходит в винеровский процесс при 𝛼 = 2. Приме
няя обратное преобразование Фурье к (1.19) для отыскания условной плотности вероятности
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𝑃 (𝑥, 𝑡|𝑥0, 0) и подставляя результат в (1.7), находим функцию 𝑌 (𝑥,𝑥0), включенную в ин
тегральное уравнение (1.17)

𝑌 (𝑥,𝑥0) =
1

𝜋𝜎𝛼

∫︁ ∞

0

cos 𝑘(𝑥− 𝑥0)

𝑘𝛼
𝑑𝑘. (1.20)

Интеграл в (1.20) расходится для индекса Леви 𝛼 ⩾ 1, что означает, что для этих случаев, в
том числе для винеровского процесса (𝛼 = 2), среднее время пребывания (1.3) бесконечно. В
то же время, для процессов Леви с индексом 𝛼 < 1 из (1.20) получаем конечное выражение

𝑌 (𝑥,𝑥0) =
|𝑥− 𝑥0|𝛼−1

2𝜎𝛼Γ(𝛼) cos (𝜋𝛼/2)
, (1.21)

где Γ(𝛼) – гамма-функция. В частности, из (1.6) и (1.21) следует, что для области 𝐺 в форме
интервала (−𝐿,𝐿) среднее время пребывания таково (см. для сравнения уравнение (31) в
работе [41])

⟨𝑇 (𝑥0)⟩ =
(𝐿− 𝑥0)

𝛼 + (𝐿+ 𝑥0)
𝛼

2Γ(𝛼 + 1)𝜎𝛼 cos (𝜋𝛼/2)
. (1.22)

Следует подчеркнуть, что задача нахождения асимптотического вероятностного распре
деления (𝑡→ ∞) времен пребывания марковских процессов со стационарными приращения
ми ранее рассматривалась в работе [43]. Основным результатом [43] является доказательство
того, что при подходящих, но довольно общих условиях, предельным распределением долж
но быть распределение Миттага—Леффлера.

Приведем далее соотношения для вычисления спектрально-корреляционных характе
ристик марковских процессов в установившемся режиме.

В соответствии с определением, корреляционная функция марковского процесса 𝑥(𝑡) в
установившемся состоянии вычисляется как

𝐾[𝜏 ] = ⟨𝑥(𝑡)𝑥(𝑡+ 𝜏)⟩𝑠𝑡 =
∫︁ +∞

−∞
𝑥0𝑃𝑠𝑡(𝑥0)𝑑𝑥0

∫︁ +∞

−∞
𝑥𝑃 (𝑥,𝜏 |𝑥0,0)𝑑𝑥. (1.23)

Здесь угловые скобки с индексом 𝑠𝑡 означают усреднение по установившемуся вероятностно
му распределению 𝑃𝑠𝑡(𝑥), удовлетворяющему уравнению (1.1),

�̂� (𝑥)𝑃𝑠𝑡 (𝑥) = 0. (1.24)

С учетом очевидного начального условия 𝑃 (𝑥,0|𝑥0,0) = 𝛿(𝑥 − 𝑥0), решение обратного
уравнения Колмогорова (1.2) может быть представлено в операторной форме

𝑃 (𝑥,𝜏 |𝑥0,0) = 𝑒�̂�
+(𝑥0)𝜏𝛿(𝑥− 𝑥0). (1.25)

Подставляя (1.25) в (1.23) и выполняя интегрирование, приходим к [44]

𝐾[𝜏 ] =
⟨
𝑥 𝑒�̂�

+(𝑥)𝜏𝑥
⟩
𝑠𝑡
. (1.26)
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Исходя из (1.26), корреляционная функция может быть представлена следующим ря
дом (см. [45])

𝐾[𝜏 ] = ⟨𝑥⟩2𝑠𝑡 +
∞∑︁
𝑛=1

𝛼2
𝑛 𝑒

−𝜆𝑛𝜏 , (1.27)

где 𝛼𝑛 = ⟨𝑥𝜓𝑛(𝑥)⟩𝑠𝑡, а 𝜓𝑛(𝑥) и 𝜆𝑛 > 0 – соответственно собственные функции и собственные
значения сопряженного кинетического оператора �̂�+(𝑥), определяемые из уравнения

�̂�+(𝑥)𝜓𝑛(𝑥) = −𝜆𝑛𝜓𝑛(𝑥). (1.28)

Время корреляции стационарного случайного процесса 𝑥(𝑡) может быть определено
через ширину эквивалентного прямоугольника (см., например, [46] и Рисунок 1.1)

𝜏𝑐 =
1

⟨𝑥,𝑥⟩

∫︁ ∞

0

(︀
𝐾[𝜏 ]− ⟨𝑥⟩2

)︀
𝑑𝜏 (1.29)

при условии сходимости интеграла.
Здесь корреляционная функция 𝐾[𝜏 ] изменяется от 𝐾[0] = ⟨𝑥2⟩ до 𝐾[∞] = ⟨𝑥⟩2, а

⟨𝑥,𝑥⟩ = ⟨𝑥2⟩ − ⟨𝑥⟩2 – дисперсия случайного процесса 𝑥(𝑡). Как видно из (1.27) и Рисунка
1.1, корреляционная функция любого стационарного марковского процесса является неотри
цательной и монотонно убывающей, что указывает на применимость определения (1.29) в
данном случае.

Рис. 1.1 — Иллюстрация к определению (1.29) времени корреляции 𝜏𝑐. Закрашенные области
должны иметь одинаковую площадь

Покажем, что расчет времени корреляции стационарного марковского процесса по
формуле (1.29) в ряде случаев может быть выполнен точно без отыскания плотности вероят
ностей переходов. Подставляя (1.26) в (1.29) и интегрируя под знаком среднего, приходим к

𝜏𝑐 = − 1

⟨𝑥,𝑥⟩𝑠𝑡

⟨
𝑥,

1

�̂�+(𝑥)
𝑥

⟩
𝑠𝑡

, (1.30)

где ⟨𝑓(𝑥),𝑔(𝑥)⟩ = ⟨𝑓(𝑥)𝑔(𝑥)⟩ − ⟨𝑓(𝑥)⟩ ⟨𝑔(𝑥)⟩. Применяя определение сопряженного операто
ра �̂�+(𝑥) ∫︁ ∞

−∞
𝑓 (𝑥) �̂�(𝑥)𝑔 (𝑥) 𝑑𝑥 =

∫︁ ∞

−∞
𝑔 (𝑥) �̂�+(𝑥)𝑓 (𝑥) 𝑑𝑥, (1.31)
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из (1.30) получаем

𝜏𝑐 =
1

⟨𝑥,𝑥⟩𝑠𝑡

∫︁ ∞

−∞
𝑥

1

�̂�(𝑥)
(⟨𝑥⟩𝑠𝑡 − 𝑥)𝑃𝑠𝑡(𝑥) 𝑑𝑥. (1.32)

Как следует из (1.32), сначала необходимо найти частное решение 𝜑(𝑥) следующего урав
нения

�̂�(𝑥)𝜑 (𝑥) = (⟨𝑥⟩𝑠𝑡 − 𝑥)𝑃𝑠𝑡 (𝑥) (1.33)

и затем вычислить время корреляции как

𝜏𝑐 =
1

⟨𝑥,𝑥⟩𝑠𝑡

∫︁ ∞

−∞
𝑥𝜑 (𝑥) 𝑑𝑥. (1.34)

Для разрывного марковского процесса 𝑥(𝑡) уравнение Колмогорова для плотности
вероятности становится интегро-дифференциальным [17], и для решения (1.33) обычно при
меняют преобразование Фурье. В этом смысле, время корреляции 𝜏𝑐 в (1.34) удобно выразить
через функцию 𝜑(𝑘), являющуюся Фурье-изображением 𝜑 (𝑥)

𝜑 (𝑘) =

∫︁ ∞

−∞
𝜑 (𝑥) 𝑒𝑖𝑘𝑥𝑑𝑥. (1.35)

С помощью первого замечательного предела можно записать (1.34) в более простом виде
(см. [47])

𝜏𝑐 =
1

⟨𝑥,𝑥⟩𝑠𝑡

∫︁ ∞

−∞
𝜑 (𝑥) lim

𝑘→0

sin 𝑘𝑥

𝑘
𝑑𝑥 =

1

⟨𝑥,𝑥⟩𝑠𝑡
lim
𝑘→0

𝜙(𝑘)− 𝜙(0)

𝑘
𝑑𝑥 =

𝜙′ (0)

⟨𝑥,𝑥⟩𝑠𝑡
, (1.36)

где, в соответствии с (1.35),

𝜙(𝑘) =

∫︁ +∞

−∞
𝜑(𝑥) sin 𝑘𝑥𝑑𝑥 = Im{𝜑(𝑘)}. (1.37)

Таким образом, для нахождения времени корреляции после Фурье-преобразования
уравнения (1.33) необходимо получить уравнение для мнимой части функции 𝜑(𝑘), решить
его и затем подставить результат в (1.36).

Исходя из общей операторной формулы (1.26) для корреляционной функции 𝐾[𝜏 ] ста
ционарного марковского процесса 𝑥(𝑡), можно найти его спектральные характеристики. В
соответствии с теоремой Винера—Хинчина, запишем выражение для спектральной плотно
сти мощности в следующем виде

𝑆(𝜔) =

∫︁ ∞

−∞
𝐾[𝜏 ] cos𝜔𝜏𝑑𝜏 = 2Re

{︂∫︁ ∞

0

𝐾[𝜏 ]𝑒−𝑖𝜔𝜏𝑑𝜏

}︂
= 2Re

{︁
�̃�[𝑖𝜔]

}︁
, (1.38)

где �̃�[𝑝] – изображение по Лапласу функции 𝐾[𝜏 ] и запись Re{�̃�[𝑖𝜔]} означает взятие ре
альной части выражения. Согласно (1.26), для �̃�[𝑝] имеем

�̃�[𝑝] =

⟨
𝑥

1

𝑝− �̂�+(𝑥)
𝑥

⟩
𝑠𝑡

. (1.39)



16

Как видно из (1.39), необходимо решить следующее уравнение для вспомогательной функ
ции 𝜙𝑝 (𝑥)

�̂�+(𝑥)𝜙𝑝 (𝑥)− 𝑝𝜙𝑝 (𝑥) = −𝑥 (1.40)

и затем вычислить среднее

�̃�[𝑝] = ⟨𝑥𝜙𝑝 (𝑥)⟩𝑠𝑡. (1.41)

В рамках данной исследовательской работы рассматриваются две модели марковских
случайных процессов, наиболее часто встречающихся в вычислениях.

Передемпфированное движение в потенциале 𝑈(𝑥) под действием негауссового белого
шума 𝜉 (𝑡) описывается следующим уравнением Ланжевена для координаты частицы 𝑥(𝑡)

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −𝑈 ′ (𝑥) + 𝜉 (𝑡) . (1.42)

Соответствующее уравнение Колмогорова для плотности вероятности марковского процесса
𝑥(𝑡) было получено в работе [17] и имеет вид

𝜕𝑃

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥
[𝑈 ′(𝑥)𝑃 ] +

∫︁ +∞

−∞

𝜌(𝑧)

𝑧2

[︂
exp

{︂
−𝑧 𝜕

𝜕𝑥

}︂
− 1 + sin 𝑧

𝜕

𝜕𝑥

]︂
𝑑𝑧𝑃, (1.43)

где функция 𝜌(𝑧) ⩾ 0.
В частности, для белого гауссова шума 𝜉 (𝑡) с нулевым средним и интенсивностью 2𝐷

функция 𝜌 является сингулярной 𝜌(𝑥) = 2𝐷𝛿(𝑥). Тогда из уравнение (1.43) переходит в
известное уравнение Фоккера—Планка

𝜕𝑃

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥
[𝑈 ′(𝑥)𝑃 ] +𝐷

𝜕2𝑃

𝜕𝑥2
, (1.44)

описывающее броуновскую диффузию.
В то же время, для негауссовой сторонней силы 𝜉𝛼 (𝑡) с симметричным устойчивым ве

роятностным распределением Леви (0 < 𝛼 < 2 – индекс Леви), функция 𝜌 является степенной
𝜌(𝑥) = 𝑄𝛼|𝑥|1−𝛼. В результате, уравненение (1.43) превращается в интегро-дифференциаль
ное уравнение Фоккера—Планка

𝜕𝑃

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥
[𝑈 ′ (𝑥)𝑃 ] +𝐷𝛼

𝜕𝛼𝑃

𝜕|𝑥|𝛼 (1.45)

с дробной пространственной производной

𝐷𝛼
𝜕𝛼𝑃 (𝑥,𝑡)

𝜕|𝑥|𝛼 = 𝑄𝛼

∫︁ +∞

−∞

𝑃 (𝑥− 𝑧,𝑡)− 𝑃 (𝑥,𝑡)

|𝑧|1+𝛼
𝑑𝑧, (1.46)

где параметр 𝐷𝛼 характеризует интенсивность воздействующего шума 𝜉𝛼(𝑡)

𝐷𝛼 =
𝜋𝑄𝛼

Γ(𝛼 + 1) sin (𝜋𝛼/2)
. (1.47)

Заметим, что уравнение (1.45) описывает так называемую аномальную диффузию в фор
ме полетов Леви.
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1.2 Среднее время пребывания частицы в нестабильном состоянии
под действием шума Леви

Эффект задержки шумом распада нестабильных состояний (ЗРШ) хорошо исследован
для систем с броуновской диффузией. Проанализируем в данном разделе, как обстоят дела в
системах с аномальной диффузией. Найдем среднее время пребывания частицы в заданной
области в случае полетов Леви в обратном параболическом потенциале вида 𝑈(𝑥) = −𝑏𝑥2/2
(𝑏 > 0) (см. Рисунок 1.2).

−L Lx0
x

U(x)

Рис. 1.2 — Обратный параболический потенциал

Подставляя потенциал 𝑈(𝑥) в уравнение Ланжевена (1.42) с негауссовым белошумовым
источником 𝜉𝛼(𝑡), обладающим симметричным распределением Леви, получаем следующее
линейное дифференциальное уравнение для координаты частицы

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑏𝑥+ 𝜉𝛼(𝑡). (1.48)

Решение уравнения (1.48) может быть записано в явном виде

𝑥(𝑡) = 𝑥0𝑒
𝑏𝑡 +

∫︁ 𝑡

0

𝑒𝑏(𝑡−𝜏)𝜉𝛼(𝜏)𝑑𝜏, (1.49)

где 𝑥0 – начальное положение частицы. Используя точное решение (1.49), можно найти ха
рактеристическую функцию координаты частицы 𝑥(𝑡) в соответствии с определением

𝜗 (𝑘,𝑡) =
⟨︀
𝑒𝑖𝑘𝑥(𝑡)

⟩︀
. (1.50)

Подставляя 𝑥(𝑡) из соотношения (1.49) в (1.50), получаем

𝜗 (𝑘,𝑡) = 𝑒𝑖𝑘𝑥0𝑒𝑏𝑡
⟨
𝑒𝑖𝑘

∫︀ 𝑡
0 𝑒𝑏(𝑡−𝜏)𝜉𝛼(𝜏)𝑑𝜏

⟩
. (1.51)

Для подсчета среднего в (1.51) воспользуемся выражением для характеристического функ
ционала 𝜉𝛼(𝑡) с параметром интенсивности 𝐷𝛼 = 𝜎𝛼 (см. формулу (4) в работе [22], а также
общий результат (8) в работе [17])⟨

exp

{︂
𝑖

∫︁ 𝑡

0

𝑢(𝜏) 𝜉𝛼(𝜏)𝑑𝜏

}︂⟩
= exp

{︂
−
∫︁ 𝑡

0

|𝜎𝑢(𝜏)|𝛼 𝑑𝜏
}︂
, (1.52)
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где 𝑢(𝑡) – произвольная детерминистическая функция. Заменяя в (1.52) 𝑢(𝜏) на 𝑘𝑒𝑏(𝑡−𝜏) и
подставляя в (1.51), окончательно приходим к

𝜗 (𝑘,𝑡) = exp

{︂
𝑖𝑘𝑥0 𝑒

𝑏𝑡 − 𝜎𝛼 |𝑘|𝛼
𝛼𝑏

(︀
𝑒𝛼𝑏𝑡 − 1

)︀}︂
. (1.53)

Далее проанализируем время пребывания частицы в симметричном интервале (−𝐿,𝐿)
для начальной позиции частицы 𝑥0 ∈ (−𝐿,𝐿). Применяя обратное преобразование Фурье
к (1.53), находим условную плотность вероятности переходов 𝑃 (𝑥,𝑡|𝑥0,0) и вероятность на
хождения частицы в интервале (−𝐿,𝐿)

Pr (𝑡,𝑥0) =

∫︁ 𝐿

−𝐿

𝑃 (𝑥,𝑡|𝑥0,0) 𝑑𝑥 =
2

𝜋

∫︁ ∞

0

sin 𝑘𝐿

𝑘
cos
(︀
𝑘𝑥0 𝑒

𝑏𝑡
)︀
exp

{︃
−(𝜎𝑘)𝛼

(︀
𝑒𝛼𝑏𝑡 − 1

)︀
𝛼𝑏

}︃
𝑑𝑘. (1.54)

В пределе 𝑡 → ∞ основной вклад в интеграл (1.54) дает область, близкая к 𝑘 = 0, так что,
используя приближение sin 𝑘𝐿 ≃ 𝑘𝐿 и условие 𝑒𝛼𝑏𝑡 ≫ 1, получаем из (1.54)

Pr (𝑡,𝑥0) ≃
2𝐿

𝜋

∫︁ ∞

0

cos
(︀
𝑘𝑥0 𝑒

𝑏𝑡
)︀
exp

{︃
−
(︀
𝜎𝑘 𝑒𝑏𝑡

)︀𝛼
𝛼𝑏

}︃
𝑑𝑘

или после замены переменной 𝑞 = 𝑘𝑒𝑏𝑡

Pr (𝑡,𝑥0) ≃
2𝐿

𝜋
𝑒−𝑏𝑡

∫︁ ∞

0

cos (𝑞𝑥0) exp

{︂
−(𝜎𝑞)𝛼

𝛼𝑏

}︂
𝑑𝑞. (1.55)

В силу экспоненциального убывания вероятности (1.55), интеграл в (1.5) сходится. Более
того, в соответствии с (1.55) все моменты времени пребывания (1.3) также конечны.

Подставляя (1.54) в (1.5), после некоторых преобразований получаем следующую
точную формулу для среднего времени пребывания как функцию начального положения
частицы, параметров системы и шума Леви

⟨𝑇 (𝑥0)⟩ =
2

𝜋𝑏

∫︁ ∞

0

cos (𝑞𝑥0)

𝑞
exp

{︂
−(𝜎𝑞)𝛼

𝛼𝑏

}︂
𝑑𝑞 ×

∫︁ 𝑞

0

sin 𝑘𝐿

𝑘
exp

{︂
(𝜎𝑘)𝛼

𝛼𝑏

}︂
𝑑𝑘

или

⟨𝑇 (𝑥0)⟩ =
2

𝜋𝑏

∫︁ ∞

0

sin 𝑘𝐿

𝑘
exp

{︂
(𝜎𝑘)𝛼

𝛼𝑏

}︂
𝑑𝑘 ×

∫︁ ∞

𝑘

cos (𝑞𝑥0)

𝑞
exp

{︂
−(𝜎𝑞)𝛼

𝛼𝑏

}︂
𝑑𝑞. (1.56)

Проверим, во что переходит результат (1.56) при отсутствии шума 𝜉𝛼(𝑡). Полагая в
(1.56) 𝜎 = 0, находим динамическое время пребывания частицы в интервале (−𝐿,𝐿)

𝑇𝑑𝑦𝑛 =
2

𝜋𝑏

∫︁ ∞

0

cos (𝑞𝑥0)

𝑞
𝑑𝑞

∫︁ 𝑞

0

sin 𝑘𝐿

𝑘
𝑑𝑘 =

2

𝜋𝑏

∫︁ ∞

0

cos (𝑞𝑥0) Si (𝑞𝐿)

𝑞
𝑑𝑞, (1.57)

где Si(𝑥) – интегральный синус [48]

Si (𝑥) =

∫︁ 𝑥

0

sin 𝑡

𝑡
𝑑𝑡.

Используя известный интеграл (𝛼, 𝛽 > 0)∫︁ ∞

0

cos (𝛽𝑥) Si (𝛼𝑥)

𝑥
𝑑𝑥 =

{︃
(𝜋/2) ln (𝛼/𝛽) , 𝛼 > 𝛽,

0, 𝛼 < 𝛽
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и принимая во внимание, что |𝑥0| < 𝐿, получаем

𝑇𝑑𝑦𝑛 =
1

𝑏
ln

𝐿

|𝑥0|
. (1.58)

Результат (1.58) соответствует динамике рассматриваемой системы. В самом деле, прямое
интегрирование уравнения (1.48) с 𝜉𝛼(𝑡) = 0 дает∫︁ 𝐿

𝑥0

𝑑𝑥

𝑥
=

∫︁ 𝑇𝑑𝑦𝑛

0

𝑏 𝑑𝑡,

откуда получаем соотношение (1.58).
Покажем, что в случае устойчивого шума Коши с индексом 𝛼 = 1, можно записать

результат (1.56) в виде одного интеграла. Подставляя 𝛼 = 1 в (1.56), приходим к

⟨𝑇 (𝑥0)⟩ =
2

𝜋𝑏

∫︁ ∞

0

sin 𝑘𝐿

𝑘
𝑒𝜎𝑘/𝑏𝑑𝑘

∫︁ ∞

𝑘

cos (𝑞𝑥0)

𝑞
𝑒−𝜎𝑞/𝑏𝑑𝑞. (1.59)

Дифференцируя соотношение (1.59) по параметру 𝑥0 и вычисляя внутренний интеграл, име
ем

𝑑 ⟨𝑇 (𝑥0)⟩
𝑑𝑡

= − 2

𝜋

∫︁ ∞

0

(𝑏𝑥0 cos 𝑘𝑥0 + 𝜎 sin 𝑘𝑥0) sin 𝑘𝐿

𝑘 (𝜎2 + 𝑏2𝑥20)
𝑑𝑘. (1.60)

Используя формулы для интеграла Дирихле∫︁ ∞

0

sin𝛼𝑥

𝑥
𝑑𝑥 =

𝜋

2
sgn (𝛼)

и интеграла Фруллани ∫︁ ∞

0

cos 𝑎𝑥− cos 𝑏𝑥

𝑥
𝑑𝑥 = ln

⃒⃒⃒⃒
𝑏

𝑎

⃒⃒⃒⃒
,

где sgn (𝑥) – знаковая функция, из (1.60) получаем

⟨𝑇 (𝑥0)⟩′ =
𝜎
𝜋
ln
⃒⃒⃒
𝐿−𝑥0

𝐿+𝑥0

⃒⃒⃒
− 𝑏𝑥01 (𝐿− 𝑥0)

𝜎2 + 𝑏2𝑥20
, (1.61)

где 1(𝑥) – единичная функция. В соответствии с (1.56),

lim
𝑥0→∞

⟨𝑇 (𝑥0)⟩ = 0.

Как следствие, из (1.61) находим

⟨𝑇 (𝑥0)⟩ =
∫︁ ∞

𝑥0

𝑏𝑧1 (𝐿− 𝑧) + 𝜎
𝜋
ln
⃒⃒
𝐿+𝑧
𝐿−𝑧

⃒⃒
𝜎2 + 𝑏2𝑧2

𝑑𝑧

или
⟨𝑇 (𝑥0)⟩ =

1

2𝑏
ln
𝜎2 + 𝑏2𝐿2

𝜎2 + 𝑏2𝑥20
+
𝜎

𝜋

∫︁ ∞

𝑥0

ln

⃒⃒⃒⃒
𝐿+ 𝑧

𝐿− 𝑧

⃒⃒⃒⃒
𝑑𝑧

𝜎2 + 𝑏2𝑧2
, (1.62)

где |𝑥0| < 𝐿. Очевидно, что в случае 𝜎 = 0 (1.62) совпадает с (1.58).
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Используя уравнения (1.12), (1.53) и (1.56), находим второй момент времени пребы
вания⟨︀

𝑇 2(𝑥0)
⟩︀
=

4

𝜋2𝑏2

∫︁ ∞

0

exp

{︂
(𝜎𝑘)𝛼

𝛼𝑏

}︂
𝑑𝑘

∫︁ ∞

𝑘

cos (𝑞𝑥0)

𝑞
exp

{︂
−(𝜎𝑞)𝛼

𝛼𝑏

}︂
𝑑𝑞 (1.63)

×
∫︁ ∞

0

sin (𝑘1𝐿)

𝑘1
exp

{︂
(𝜎𝑘1)

𝛼

𝛼𝑏

}︂
𝑑𝑘1

∫︁ ∞

𝑘1

[︂
sin (𝑞1 + 𝑘)

𝑞1 + 𝑘
+

sin (𝑞1 − 𝑘)

𝑞1 − 𝑘

]︂
𝑒−

(𝜎𝑞1)
𝛼

𝛼𝑏
𝑑𝑞1
𝑞1

.

Нормированное среднее время пребывания 𝜏(𝑥0) = ⟨𝑇 (𝑥0)⟩ /𝑇𝑑𝑦𝑛 как функция пара
метра интенсивности шума 𝜎 для различных значений начальной позиции частицы 𝑥0 и
различных значений индекса Леви 𝛼 изображено на Рисунке 1.3. Точки соответствуют чис
ленному моделированию уравнения Ланжевена (1.48) методом Монте—Карло, в то время
как сплошные линии – численному интегрированию точной аналитической формулы (1.56).
Видно, что метод Монте—Карло прекрасно подтверждает точные результаты.

На Рисунке 1.3 наблюдается немонотонное поведение с максимумом нормированного
среднего времени пребывания частицы в интервале (−𝐿,𝐿) как функции масштабного пара
метра 𝜎. Это признак эффекта задержки шумом распада нестабильных состояний, поскольку
шум увеличивает средний срок нахождения частицы в определенной области потенциально
го профиля [49—54]. Более того, порядок величины параметра 𝜎, при котором наблюдается
максимум, равен 𝜎 ≈ (∆𝑈)(1/𝛼), где ∆𝑈 – высота потенциального барьера и максимум по
тенциального профиля. Это находится в согласии с тем, что было найдено для броуновской
диффузии в метастабильных системах (см. работы [52; 54; 55] и ссылки в них). Эффект
ЗРШ нестабильных состояний усиливается по мере увеличения индекса Леви и приближе
ния начального положения частицы к границе интервала. Более того, значение параметра
𝜎, для которого наблюдается максимум, увеличивается с увеличением значения 𝑥0, т.к. в
тоже время увеличивается высота потенциального барьера и частице “необходима” большая
интенсивность шума для преодоления потенциального барьера во время ее пребывания в
заданном интервале. Снижение эффекта ЗРШ нестабильных состояний с уменьшением ин
декса Леви обусловлено увеличением вероятности появления больших скачков частицы под
действием шума Леви.

В случае броуновской диффузии (𝛼 = 2) (1.53) легко “обратить” и найти условную
плотность вероятности в аналитическом виде

𝑃 (𝑥,𝑡|𝑥0,0) = 𝑒−𝑏𝑡

√︃
𝑏

2𝜋𝐷 (1− 𝑒−2𝑏𝑡)
exp

{︃
−𝑏
(︀
𝑥0 − 𝑥 𝑒−𝑏𝑡

)︀2
2𝐷 (1− 𝑒−2𝑏𝑡)

}︃
, (1.64)

где 𝐷 = 𝜎2 – интенсивность белого гауссова шума. Как видно из (1.64), данное вероятностное
распределение имеет гауссову форму с максимумом, смещенным в сторону одного из стоков
𝑥𝑚𝑎𝑥 = 𝑥0𝑒

𝑏𝑡, и экспоненциально уменьшается во времени. В результате, используя (1.6) и
(1.7), можно переписать формулу (1.56) для среднего времени пребывания в следующем виде

⟨𝑇 (𝑥0)⟩ =
1√

2𝜋𝑏𝐷

∫︁ 𝐿

−𝐿

𝑑𝑥

∫︁ 𝜋/2

0

exp

{︃
−𝑏 (𝑥0 − 𝑥 sin 𝑦)2

2𝐷 cos2 𝑦

}︃
𝑑𝑦. (1.65)
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Рис. 1.3 — Нормированное среднее время пребывания ⟨𝑇 (𝑥0)⟩/𝑇𝑑𝑦𝑛 как функция параметра
интенсивности 𝜎 при различных значениях начальной позиции частицы: (а) 𝑥0 = 0,01, (б)
𝑥0 = 0,1 и (в) 𝑥0 = 0,5 и различных значений индекса Леви 𝛼. Значения остальных парамет
ров: 𝐿 = 1, 𝑏 = 1
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На Рисунке 1.3 кривые, соответствующие среднему времени пребывания в случае
броуновской диффузии (𝛼 = 2), обозначены перевернутыми треугольниками. Для рассматри
ваемого вида нестабильного потенциала эти кривые демонстрируют аналогичное поведение,
как и для полетов Леви, но эффект более выражен. Это объясняется особенностью полетов
Леви в рассматриваемом потенциальном профиле. Действительно, при аномальной диффу
зии в форме полетов Леви частице легче преодолеть барьер неустойчивого параболического
потенциала и она быстрее достигает границ интервала (−𝐿,𝐿) по сравнению с броуновской
диффузией.

Рисунок 1.4 демонстрирует зависимость второго момента времени пребывания от пара
метра интенсивности 𝜎 для различных значений начальной позиции частицы 𝑥0 и различных
значений индекса Леви 𝛼. Точки на рисунке соответствуют численному моделированию урав
нения Ланжевена (1.48) методом Монте—Карло, в то время как сплошные линии показывают
теоретические значения, заданные уравнением (1.63). Наблюдается хорошее согласие между
теоретическими предсказаниями и результатами численного моделирования. Кроме того, за
висимость среднего квадрата времени пребывания ⟨𝑇 2(𝑥0)⟩ от параметра 𝜎 демонстрирует то
же самое немонотонное поведение, что и среднее время пребывания. В частности, максимум
сдвигается вправо с увеличением значения 𝑥0 и уменьшается с уменьшением значения ин
декса Леви 𝛼.

1.3 Аномальная диффузия в форме полетов Леви в бистабильном
потенциале

Поскольку аномальная диффузия в форме полетов Леви может быть описана в рамках
теории марковских процессов, имеется хорошая возможность применить мощный аппарат
этой теории для исследования статистических характеристик полетов Леви в установившем
ся режиме. Следует заметить, что не любые потенциалы могут в этом случае обеспечить
конфайнмент диффузионного движения. Авторами статьи [56] было установлено, что для
степенных потенциалов вида |𝑥|𝑐 (𝑐 > 2) дисперсия координаты частицы становится конеч
ной при 𝑐 > 4 − 𝛼.

Поэтому рассмотрим установившиеся полеты Леви в асимметричном бистабильном по
тенциале четвертой степени

𝑈(𝑥) = 𝛾

(︂
𝑥4

4
− 𝑎𝑥2

2
− 𝑏𝑥

)︂
, (1.66)

где 𝛾 – крутизна потенциала и 𝑏 – параметр асимметрии (𝑎, 𝑏, 𝛾 > 0).
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(а)

(б)

(в)
Рис. 1.4 — Второй момент времени пребывания ⟨𝑇 2(𝑥0)⟩ как функция параметра интенсив
ности 𝜎 при 𝐿 = 1 и различных значениях начальной позиции частицы: (а) 𝑥0 = 0,01, (б)
𝑥0 = 0,1, (в) 𝑥0 = 0,5, для различных значений индекса Леви 𝛼
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1.3.1 Установившееся вероятностное распределение координаты
частицы

В асимптотике (𝑡 → ∞), после преобразования Фурье уравнения Фоккера—Планка с
дробной пространственной производной (1.45), получаем

𝑈 ′
(︂

𝑑

𝑑(𝑖𝑘)

)︂
𝜗𝑠𝑡 − 𝑖𝐷𝛼|𝑘|𝛼−1sgn(𝑘)𝜗𝑠𝑡 = 0, (1.67)

где 𝜗𝑠𝑡(𝑘) – характеристическая функция координаты частицы 𝑥(𝑡) в установившемся со
стоянии, являющаяся преобразованием Фурье стационарного вероятностного распределения
𝑃𝑠𝑡(𝑥)

𝜗𝑠𝑡(𝑘) =
⟨︀
𝑒𝑖𝑘𝑥
⟩︀
𝑠𝑡
=

∫︁ ∞

−∞
𝑒𝑖𝑘𝑥𝑃𝑠𝑡(𝑥)𝑑𝑥. (1.68)

Для асимметричного потенциала четвертой степени (1.66) уравнение (1.67) становится
однородным дифференциальным уравнением третьего порядка

𝑑3𝜗𝑠𝑡

𝑑𝑘3
+ 𝑎

𝑑𝜗𝑠𝑡

𝑑𝑘
+
[︀
𝑖𝑏− 𝛽𝛼|𝑘|𝛼−1sgn(𝑘)

]︀
𝜗𝑠𝑡 = 0, (1.69)

где 𝛽𝛼 = 𝐷𝛼/𝛾. Уравнение (1.69) может быть решено аналитически только для индекса
Коши 𝛼 = 1, когда оно принимает вид

𝑑3𝜗𝑠𝑡

𝑑𝑘3
+ 𝑎

𝑑𝜗𝑠𝑡

𝑑𝑘
+ [𝑖𝑏− 𝛽1 sgn(𝑘)]𝜗𝑠𝑡 = 0. (1.70)

Необходимо рассмотреть как положительные, так и отрицательные значения парамет
ра 𝑘 в (1.70). Для 𝑘 > 0, полагая в уравнении (1.70) 𝜗𝑠𝑡(𝑘) = 𝐶𝑒𝑧𝑘, получаем следующее
характеристическое уравнение

𝑧3 + 𝑎𝑧 + (𝑖𝑏− 𝛽1) = 0. (1.71)

Как показывает анализ, кубическое уравнение (1.71) имеет три комплексных корня, два из
которых (𝑧1 и 𝑧2) имеют отрицательную действительную часть и один (𝑧3) – положительную.
Тогда, учитывая, что 𝜗𝑠𝑡(𝑘) → 0 при 𝑘 → ∞, установившаяся характеристическая функция
для положительных значений 𝑘 записывается в виде

𝜗𝑠𝑡(𝑘) = 𝐶1𝑒
𝑧1𝑘 + 𝐶2𝑒

𝑧2𝑘. (1.72)

В соответствии со свойством 𝜗𝑠𝑡(−𝑘) = 𝜗*
𝑠𝑡(𝑘), вытекающим из определения (1.68), для от

рицательных значений 𝑘 из (1.72) имеем

𝜗𝑠𝑡(𝑘) = 𝐶*
1𝑒

−𝑧*1𝑘 + 𝐶*
2𝑒

−𝑧*2𝑘, (1.73)

где символ * означает комплексное сопряжение.
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Два неизвестных комплексных коэффициента 𝐶1 и 𝐶2 определяются из условия норми
ровки 𝜗𝑠𝑡(0) = 1 и условия непрерывности первой и второй производных функции 𝜗𝑠𝑡(𝑘)

в точке 𝑘 = 0, т.е.

𝑑𝜗𝑠𝑡(0
+)

𝑑𝑘
=
𝑑𝜗𝑠𝑡(0

−)

𝑑𝑘
,

𝑑2𝜗𝑠𝑡(0
+)

𝑑𝑘2
=
𝑑2𝜗𝑠𝑡(0

−)

𝑑𝑘2
. (1.74)

В результате из (1.72)–(1.74) находим: 𝐶1 = 𝑐1 + 𝑖𝑑1 и 𝐶2 = 𝑐2 + 𝑖𝑑2, где

𝑐1 =
𝑥2

𝑥1 + 𝑥2

[︂
1− 2𝑥1 (𝑥1 − 𝑥2)

(𝑦2 − 𝑦1)2 + (𝑥2 − 𝑥1)2

]︂
,

𝑐2 = 1− 𝑐1, (1.75)

𝑑1 =
2𝑥1𝑥2(𝑦2 − 𝑦1)

(𝑥1 + 𝑥2) [(𝑦2 − 𝑦1)2 + (𝑥2 − 𝑥1)2]
,

𝑑2 = −𝑑1

и 𝑧𝑘 = −𝑥𝑘 + 𝑖𝑦𝑘 (𝑘 = 1,2) – комплексные корни уравнения (1.71) с отрицательной действи
тельной частью (𝑥𝑘 > 0).

Применяя обратное преобразование Фурье к (1.72) и (1.73), находим установившееся
вероятностное распределение координаты частицы в потенциале (1.66)

𝑃𝑠𝑡(𝑥) =
1

2𝜋

∫︁ +∞

−∞
𝜗𝑠𝑡(𝑘)𝑒

−𝑖𝑘𝑥𝑑𝑘 =
1

𝜋
Re

{︂
𝐶1

𝑖𝑥− 𝑧1
+

𝐶2

𝑖𝑥− 𝑧2

}︂
=

=
1

𝜋

{︂
𝑑1(𝑥− 𝑦1) + 𝑐1𝑥1
(𝑥− 𝑦1)2 + 𝑥21

+
𝑑2(𝑥− 𝑦2) + 𝑐2𝑥2
(𝑥− 𝑦2)2 + 𝑥22

}︂
. (1.76)

Для симметричного случая (𝑏 = 0) формула (1.76) переходит в точный результат, получен
ный ранее в работе [57].

На Рисунке 1.5 приведены потенциал (1.66) и установившиеся вероятностные распреде
ления (1.76) для различных значений параметра интенсивности шума 𝐷1. Для выбранных
значений параметров (𝑎 = 7, 𝑏 = 6 и 𝛾 = 1) минимумы потенциала расположены в точках
𝑥1 = −2 и 𝑥2 = 3. Как и в случае симметричного бистабильного потенциала, положение ми
нимумов потенциала и максимумов стационарного вероятностного распределения (1.76) не
совпадают в отличие от распределения Больцмана для броуновской диффузии. В работе [57]
было показано, что расстояние между максимумами 𝑃𝑠𝑡(𝑥) и минимумами симметричного
потенциала 𝑈(𝑥) (𝑏 = 0) неограниченно возрастает при увеличении параметра 𝐷1, характе
ризующего интенсивность воздействующего шума (т. к. увеличивается длина полетов Леви)
и уменьшается с ростом высоты потенциального барьера.

Установившиеся вероятностные распределения 𝑃𝑠𝑡(𝑥) (1.76) для различных значений па
раметра асимметрии потенциала 𝑏 показаны на Рисунке 1.6. Максимумы смещаются вправо
и влево относительно положений минимумов потенциала с увеличением параметра асиммет
рии 𝑏. В то время как левый максимум уменьшается по величине и становится шире, правый
увеличивается и сужается.

Наличие двух максимумов в установившемся вероятностном распределении – особен
ность супердиффузионного движения. В случае моностабильного симметричного потенци
ала, т. е. при отсутствии потенциального барьера, из-за быстрой диффузии, вызванной
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Рис. 1.5 — Асимметричный бистабильный потенциал 𝑈(𝑥) (1.66) (красная кривая) и уста
новившиеся вероятностные распределения 𝑃𝑠𝑡(𝑥) (1.76) координаты частицы для различных
значений параметра интенсивности шума 𝐷1. Значения остальных параметров: 𝛾 = 1, 𝑎 = 7,
𝑏 = 6

Рис. 1.6 — Установившиеся вероятностные распределения 𝑃𝑠𝑡(𝑥) (1.76) для различных значе
ний параметра асимметрии потенциала 𝑏. Значения остальных параметров: 𝛾 = 1, 𝐷1 = 2 и
𝑎 = 7. Случай 𝑏 = 0 соответствует симметричному бистабильному потенциалу

полетами Леви, частица очень быстро достигает областей вблизи «стенок» потенциала слева
или справа по отношению к точке отсчета 𝑥 = 0. Затем частица диффундирует вокруг этой
позиции до тех пор, пока новый полет не перемещает ее в противоположном направлении и
она не достигает другой «стенки» потенциала. В результате частица проводит большую часть
времени в некоторых симметричных областях по отношению к положению состояния равно
весия системы 𝑥 = 0, в отличие от броуновской диффузии в моностабильном потенциальном
профиле. Эти симметричные области расположены вблизи максимумов бимодального уста
новившегося вероятностного распределения. В случае бистабильного потенциала большую
часть времени частица проводит в окрестности локальных минимумов потенциала. В фазе
полета частица достигает одной из внешних «стенок» потенциального барьера, затем потен
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циальная сила возвращает частицу в состояние равновесия. Поскольку система имеет два
потенциальных минимума, максимумы вероятностного распределения раздвигаются по от
ношению к максимумам для моностабильного потенциала, находятся между минимумами и
«стенками» потенциала и являются более узкими.

1.3.2 Получение точной формулы для времени корреляции в
установившемся состоянии

Системы с бистабильным потенциалом имеют два характерных временных масштаба:
один из них связан со случайными блужданиями частицы в окрестности одного из состоя
ний равновесия (внутренняя динамика), другой временной масштаб характеризует среднее
время перехода через потенциальный барьер (глобальная динамика). Проблема выхода из ме
тастабильного состояния в случае броуновской диффузии была исследована Крамерсом [58].
Согласно формуле Крамерса, характерное время перехода частицы через потенциальный
барьер имеет экспоненциальную зависимость от отношения высоты барьера ∆𝑈 к интен
сивности шума 𝐷

𝜏𝑘𝑟 = 𝐶 (𝐷) 𝑒Δ𝑈/𝐷.

Данное выражение было получено Крамерсом в приближении малости интенсивности
шума по сравнению с высотой барьера. В этом случае поток броуновских частиц через по
тенциальный барьер настолько незначителен, что распределение вероятностей в добарьерной
области можно аппроксимировать больцмановским распределением.

Для случайных процессов, существенно отличающихся от гауссова, поведение времени
Крамерса будет отличаться от обычного экспоненциального закона. Этот раздел посвящен
отысканию времени корреляции установившихся полетов Леви в симметричном бистабиль
ном потенциале, которое определяется переходами частицы из одного устойчивого состояния
в другое и поэтому имеет очевидную аналогию со временем Крамерса.

Подставляя кинетический оператор из (1.45) в уравнение (1.33), получаем

𝐷𝛼
𝑑𝛼𝜑

𝑑|𝑥|𝛼 +
𝑑

𝑑𝑥
[𝑈 ′(𝑥)𝜑] = (⟨𝑥⟩𝑠𝑡 − 𝑥)𝑃𝑠𝑡(𝑥). (1.77)

После преобразования Фурье уравнения (1.77) с дробной пространственной производной при
ходим к

𝑖𝑘𝑈 ′
(︂

𝑑

𝑖𝑑𝑘

)︂
𝜑+𝐷𝛼|𝑘|𝛼𝜑 = −

(︂
⟨𝑥⟩𝑠𝑡 + 𝑖

𝑑

𝑑𝑘

)︂
𝜗𝑠𝑡 (𝑘) , (1.78)

В случае 𝑏 = 0 потенциал четвертой степени (1.66) становится симметричным и может
быть записан в следующем виде

𝑈(𝑥) = ∆𝑈

(︂
1− 𝑥2

𝑎2

)︂2

, (1.79)
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где ∆𝑈 – высота потенциального барьера, разделяющего два устойчивых состояния в точ
ках ±𝑎.

В этой ситуации ⟨𝑥⟩𝑠𝑡 = 0, и (1.78) становится неоднородным линейным дифференци
альным уравнением третьего порядка

𝑑3𝜑

𝑑𝑘3
+ 𝑎

𝑑𝜑

𝑑𝑘
− 𝐷𝛼

𝛾
|𝑘|𝛼−1sgn(𝑘)𝜑 =

𝑖

𝑘𝛾

𝑑𝜗𝑠𝑡 (𝑘)

𝑑𝑘
, (1.80)

где 𝛾 = 4∆𝑈/𝑎4. Согласно (1.36), достаточно найти только мнимую часть решения уравнения
(1.80). В силу нечетности 𝜙(𝑘), являющейся следствием свойств синус-преобразования Фурье
и симметрии характеристической функции 𝜗𝑠𝑡 (𝑘), вытекающей из симметрии потенциала
(1.79), можно рассмотреть только случай 𝑘 ⩾ 0, т. е. найти частное решение следующего
уравнения

𝑑3𝜙

𝑑𝑘3
+ 𝑎2

𝑑𝜙

𝑑𝑘
− 𝐷𝛼

𝛾
𝑘𝛼−1𝜙 =

1

𝑘𝛾

𝑑𝜗𝑠𝑡 (𝑘)

𝑑𝑘
. (1.81)

Уравнение (1.81) может быть решено аналитически только для полетов Леви с индексом
𝛼 = 1, когда оно принимает вид

𝑑3𝜙

𝑑𝑘3
+ 𝑎2

𝑑𝜙

𝑑𝑘
− 𝐷1

𝛾
𝜙 =

1

𝑘𝛾

𝑑𝜗𝑠𝑡 (𝑘)

𝑑𝑘
. (1.82)

Воспользуемся выражением для характеристической функции 𝜗𝑠𝑡(𝑘), ранее найденной в ра
боте [57],

𝜗𝑠𝑡(𝑘) =
1

𝑧 − 𝑧*
(︀
𝑧𝑒𝑧

*|𝑘| − 𝑧*𝑒𝑧|𝑘|
)︀
. (1.83)

Здесь: 𝑧, 𝑧* и 𝑧3 = 𝑝−𝑞 – три корня характеристического уравнения: 𝑧3+𝑎2𝑧−𝐷1/𝛾 = 0 одно
родного дифференциального уравнения, соответствующего (1.82); 𝑧 = −(𝑝− 𝑞)/2 + 𝑖

√
3 (𝑝+

𝑞)/2 и

𝑝 =

⎛⎝√︃(︂𝑎2
3

)︂3

+

(︂
𝐷1

2𝛾

)︂2

+
𝐷1

2𝛾

⎞⎠1/3

, (1.84)

𝑞 =

⎛⎝√︃(︂𝑎2
3

)︂3

+

(︂
𝐷1

2𝛾

)︂2

− 𝐷1

2𝛾

⎞⎠1/3

(𝑝 > 𝑞).

Установившееся вероятностное распределение координаты частицы находится из (1.83) об
ратным преобразованием Фурье и имеет вид

𝑃𝑠𝑡(𝑥) = −2 |𝑧|2
𝜋

Re 𝑧(︀
𝑥2 − |𝑧|2

)︀2
+ 4 (Re 𝑧)2 𝑥2

. (1.85)

На Рисунке 1.7 представлены рассматриваемый бистабильный симметричный потенци
ал (1.79) (красная линия) и стационарное вероятностное распределение (1.85) для различных
значений параметра интенсивности шума 𝐷1 при фиксированных 𝑎 =

√
2, ∆𝑈 = 1. Как легко

установить из (1.85), максимумы стационарного вероятностного распределения 𝑃𝑠𝑡(𝑥) распо
ложены в точках ±𝑥𝑃 , где 𝑥𝑃 =

√︀
(𝑝2 + 4𝑝𝑞 + 𝑞2)/2.
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Рис. 1.7 — Симметричный бистабильный потенциал четвертой степени (1.79) (красная ли
ния) и соответствующие плотности вероятности (1.85) координаты частицы для различных
значений параметра интенсивности шума 𝐷1. Значения других параметров: 𝑎 =

√
2, ∆𝑈 = 1

Подставляя (1.83) в (1.82), приходим к

𝑑3𝜙

𝑑𝑘3
+ 𝑎2

𝑑𝜙

𝑑𝑘
− 𝐷1

𝛾
𝜙 =

|𝑧|2
𝑘𝛾 (𝑧 − 𝑧*)

(︀
𝑒𝑧

*𝑘 − 𝑒𝑧𝑘
)︀
. (1.86)

Общее решение линейного дифференциального уравнения (1.86) может быть найдено
методом обратного оператора и имеет вид (подробное решение приведено в Приложении А)

𝜙(𝑘) = 𝐶1 𝑒
𝑧𝑘 + 𝐶2 𝑒

𝑧*𝑘 + 𝐶3 𝑒
𝑧3𝑘+ (1.87)

+
|𝑧|2

𝛾 (𝑧 − 𝑧*)

(︂
1

𝑧 − 𝑧3
𝑒𝑧𝑘
∫︁ 𝑘

0

𝑒(𝑧
*−𝑧)𝑦 ln 𝑦 𝑑𝑦 − 1

𝑧 − 𝑧3
𝑒𝑧3𝑘

∫︁ 𝑘

0

𝑒(𝑧
*−𝑧3)𝑦 ln 𝑦 𝑑𝑦 −

− 1

𝑧* − 𝑧3
𝑒𝑧

*𝑘

∫︁ 𝑘

0

𝑒(𝑧−𝑧*)𝑦 ln 𝑦 𝑑𝑦 +
1

𝑧* − 𝑧3
𝑒𝑧3𝑘

∫︁ 𝑘

0

𝑒(𝑧−𝑧3)𝑦 ln 𝑦 𝑑𝑦

)︂
.

Три неизвестных коэффициента 𝐶1, 𝐶2 и 𝐶3 определяются из свойств преобразования Фурье
и нечетности функции 𝜙(𝑘) (см. (1.37))

lim
𝑘→∞

𝜙 (𝑘) = 0, 𝜙 (0) = 0, 𝜙′′ (0) = 0.

Используя эти условия в (1.87), приходим к

𝐶1 + 𝐶2 + 𝐶3 = 0,

𝐶1𝑧
2 + 𝐶2𝑧

*2 + 𝐶3𝑧
2
3 = 0, (1.88)

𝐶3 =
|𝑧|2

𝛾 (𝑧 − 𝑧*)

(︃
1

𝑧 − 𝑧3

∫︁ ∞

0

𝑒(𝑧
*−𝑧3)𝑦 ln 𝑦 𝑑𝑦 − 1

𝑧* − 𝑧3

∫︁ ∞

0

𝑒(𝑧−𝑧3)𝑦 ln 𝑦 𝑑𝑦

)︃
.

Из соотношения (1.87) находим первую производную функции 𝜙(𝑘) при 𝑘 = 0, входящую
в (1.36)

𝜙′(0) = 𝐶1𝑧 + 𝐶2𝑧
* + 𝐶3𝑧3. (1.89)
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Согласно определению кумулянтов, дисперсию процесса можно найти из (1.83) как

⟨𝑥,𝑥⟩𝑠𝑡 = − 𝑑2 ln𝜗𝑠𝑡(𝑘)

𝑑𝑘2

⃒⃒⃒⃒
𝑘=0+

= |𝑧|2 . (1.90)

После ряда преобразований из (1.88)-(1.90) и (1.36) получаем следующее выражение
для времени корреляции координаты частицы в установившемся состоянии

𝜏𝑐 =
1

𝛾 (𝑧2 − 𝑧*2)

[︃
(𝑧 − 𝑧3)

∫︁ ∞

0

𝑒(𝑧−𝑧3)𝑦 ln 𝑦 𝑑𝑦 − (𝑧* − 𝑧3)

∫︁ ∞

0

𝑒(𝑧
*−𝑧3)𝑦 ln 𝑦 𝑑𝑦

]︃
.

Интегрирование по частям выражения в скобках дает

𝜏𝑐 =
1

𝛾 (𝑧2 − 𝑧*2)

∫︁ ∞

0

𝑒𝑧
*𝑦 − 𝑒𝑧𝑦

𝑦
𝑒−𝑧3𝑦 𝑑𝑦. (1.91)

Выражая корни кубического уравнения 𝑧, 𝑧* и 𝑧3 в (1.91) через параметры 𝑝 и 𝑞, получаем

𝜏𝑐 =
2√

3 𝛾 (𝑝2 − 𝑞2)

∫︁ ∞

0

𝑒−
3
2
(𝑝−𝑞)𝑦 sin

√
3
2
(𝑝+ 𝑞)𝑦

𝑦
𝑑𝑦. (1.92)

Окончательно, из (1.92) находим точную формулу для времени корреляции ограни
ченных полетов Леви с единичным индексом 𝛼 в симметричном бистабильном потенциале
четвертой степени (1.79)

𝜏𝑐 =
2√

3 𝛾 (𝑝2 − 𝑞2)
arctg

(︂
1√
3

𝑝+ 𝑞

𝑝− 𝑞

)︂
. (1.93)

Интересно проанализировать зависимость времени корреляции от высоты потен
циального барьера и от положения потенциальных ям. В случае достаточно высокого
потенциального барьера (или малого параметра интенсивности шума 𝐷1) при фиксирован
ном положении ±𝑎 потенциальных ям

∆𝑈

𝑎𝐷1

≫ 1,

из (1.84) и (1.93) находим

𝜏𝑐 ≃
𝜋𝑎

2𝐷1

, (1.94)

т. е. время корреляции не зависит от высоты потенциального барьера.
Попытаемся объяснить этот результат, используя аналогию между временем выхо

да из метастабильного состояния и временем корреляции установившейся диффузии в
бистабильном потенциале. В самом деле, время корреляции установившейся диффузии в
симметричном двухъямном потенциале определяется быстрым внутриямным движением и
медленными переходами частицы через потенциальный барьер. При достаточно высоких
барьерах вклад во время корреляции редких событий пересечения становится доминирую
щим, и мы имеем дело с некоторой временной характеристикой, подобной времени выхода из
глубокой потенциальной ямы. Результаты работы [45], где характерный экспоненциальный
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Рис. 1.8 — Зависимость времени корреляции от высоты потенциального барьера ∆𝑈 при
фиксированном положении потенциальных ям (𝑎 = 1) для различных значений параметра
интенсивности шума 𝐷1

фактор Крамерса 𝑒Δ𝑈/𝐷 (см. [58]) был обнаружен в зависимости времени корреляции стаци
онарной броуновской диффузии в бистабильном потенциале, подтверждают эту аналогию.
В этой ситуации для преодоления потенциального барьера частица должна иметь бесконеч
ную энергию активации 𝐷, которая, по существу, является интенсивностью гауссова белого
шума. Формальная подстановка 𝐷 = ∞ в показатель Крамерса указывает на независимость
времени корреляции от высоты потенциального барьера для полетов Леви.

В контексте вышеупомянутой аналогии между двумя временами необходимо также
упомянуть результат для среднего времени перехода частицы Леви из одной потенциальной
ямы в другую в бистабильном потенциале четвертой степени (1.79) с 𝛾 = 1 (∆𝑈 = 𝑎4/4),
полученный в [27] в пределе малого параметра интенсивности шума 𝐷𝛼 с произвольным
индексом Леви 𝛼. Это выражение таково

⟨𝜏𝑡𝑟⟩ ≃
𝛼𝑎𝛼

𝐷𝛼

. (1.95)

Соотношение (1.95) подобно (1.94) в случае 𝛼 = 1.
Зависимость времени корреляции от высоты потенциального барьера ∆𝑈 при фикси

рованном положении потенциальных ям для различных значений параметра интенсивности
шума 𝐷1 представлена на Рисунке 1.8. Рисунок 1.8 подтверждает слабую зависимость време
ни корреляции от высоты потенциального барьера, с насыщением, даваемым соотношением
(1.94). Таким образом, можно говорить о новом законе Крамерса для аномальной диффузии
в форме полетов Леви в полиномиальных потенциалах, описываемой дробным уравнением
Фоккера—Планка (1.45).

Зависимость времени корреляции от расстояния 𝑎 между потенциальными ямами
и потенциальным барьером при фиксированной высоте барьера для различных значений
параметра интенсивности шума 𝐷1 показана на Рисунке 1.9 в обычном (а) и двойном
логарифмическом (б) масштабах. Как видно из Рисунка 1.9(б), для достаточно больших
расстояний 𝑎 наблюдается степенная зависимость.
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(а)
(б)

Рис. 1.9 — Зависимость времени корреляции от положения потенциальных ям в обычном
(а) и двойном логарифмическом (б) масштабах при фиксированной высоте потенциального
барьера ∆𝑈 = 0.1 для различных значений параметра интенсивности шума 𝐷1

Найдем показатель этой зависимости. В самом деле, для достаточно больших значе
ний 𝑎

𝑎≫ ∆𝑈

𝐷1

из (1.84) и (1.93) для времени корреляции получаем

𝜏𝑐 ≃
𝜋

3
√
3

3

√︃
𝑎4

4∆𝑈𝐷2
1

∼ 𝑎4/3. (1.96)

Таким образом, время корреляции координаты частицы возрастает с увеличением расстоя
ния между потенциальными ямами и барьером по степенному закону с показателем 4/3. Для
объяснения этого поведения заметим, что, как следует из (1.66), с увеличением параметра
𝑎 при фиксированной высоте потенциального барьера потенциальные ямы отдаляются от
начала координат одновременно с уменьшением их крутизны. В результате, внутриямное
движение частицы становится медленнее, и время корреляции увеличивается.

Как и следовало ожидать, Рисунок 1.10 показывает, что время корреляции уменьшается
с увеличением параметра интенсивности шума, но вид этой зависимости при фиксированной
высоте потенциального барьера изменяется от гиперболической (1.94) (см. также (1.95)) для
очень малых 𝐷1 до степенной 𝐷

−2/3
1 при больших 𝐷1 согласно (1.96).

Наконец, в отсутствии барьера: ∆𝑈 → 0, 𝑎 → 0, 𝛾 = 4∆𝑈/𝑎4 из (1.84) имеем 𝑝 =

(𝐷1/𝛾)
1/3, 𝑞 = 0, и соотношение (1.93) дает

𝜏𝑐 ≃
𝜋

3
√
3 3
√︀
𝛾𝐷2

1

. (1.97)

Выражение (1.97) совпадает с результатом, недавно полученным в [47] для моностабильного
симметричного потенциала четвертой степени, что доказывает правильность выполненных
расчетов.

Необходимо отметить, что предложенный метод может быть применен для аналити
ческих расчетов временных характеристик ограниченных полетов Леви в более крутых
потенциалах.
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Рис. 1.10 — Зависимость времени корреляции от параметра интенсивности шума 𝐷1 для
различных высот потенциального барьера ∆𝑈 . Положение потенциальных ям фиксировано:
𝑎 = 1

1.4 Спектральные характеристики установившихся полетов Леви в
удерживающих потенциалах с одним устойчивым состоянием

Аналитическое исследование корреляционных и спектральных свойств установивших
ся полетов Леви в удерживающих потенциалах является открытой проблемой. Здесь можно
отметить только точный результат, полученный в работе [47] для времени корреляции по
летов Леви в симметричном потенциале четвертой степени. В данном разделе теоретически
и численными методами исследуются установившиеся корреляционные и спектральные ха
рактеристики супердиффузии в форме полетов Леви в одномерных потенциалах с одним
устойчивым состоянием.

Рассмотрим аномальную диффузию в форме полетов Леви в симметричном удержива
ющем степенном потенциале следующего вида

𝑈(𝑥) =
𝛾

2𝑚

(︁𝑥
𝐿

)︁2𝑚
, (1.98)

где 𝐿 – ширина потенциальной ямы.
Для этого потенциального профиля, как показано в [22], стационарное вероятностное

распределение координаты частицы при аномальной диффузии в форме полетов Леви с
индексом 𝛼 = 1 имеет следующее выражение для нечетных 𝑚 = 2𝑛 + 1

𝑃𝑠𝑡(𝑥) =
𝛽4𝑛+1

𝜋(𝑥2 + 𝛽2)

𝑛−1∏︁
𝑙=0

1

𝑥4 − 2𝛽2𝑥2 cos [𝜋(4𝑙 + 1)/(4𝑛+ 1)] + 𝛽4
(1.99)

и для четных 𝑚 = 2𝑛

𝑃𝑠𝑡(𝑥) =
𝛽4𝑛−1

𝜋

𝑛−1∏︁
𝑙=0

1

𝑥4 − 2𝛽2𝑥2 cos [𝜋(4𝑙 + 1)/(4𝑛− 1)] + 𝛽4
, (1.100)
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Рис. 1.11 — Бесконечно глубокая прямоугольная потенциальная яма

где 𝛽 = 𝐿 2𝑚−1
√︀
𝐷1𝐿/𝛾, а 𝐷1 – параметр интенсивности шума с устойчивым распределени

ем Коши.
В случае предельно большого показателя 𝑚 потенциал (1.98) превращается в бесконеч

но глубокую прямоугольную потенциальную яму (см. Рисунок 1.11)

𝑈(𝑥) =

{︃
0, |𝑥| ⩽ 𝐿,

∞, |𝑥| > 𝐿.
(1.101)

Чтобы осуществить этот предельный переход в уравнениях (1.99) и (1.100), необходимо
преобразовать их к более удобной форме (см. Приложение Б)

𝑃𝑠𝑡(𝑥) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1
𝜋𝛽

exp

{︂ ∞∑︀
𝑘=1

1
2𝑘 cos 𝜋𝑘

2𝑚−1

(︁
𝑥
𝛽

)︁2𝑘}︂
, |𝑥| ⩽ 𝛽,

1
𝜋𝛽

(︀
𝛽
𝑥

)︀2𝑚
exp

{︂ ∞∑︀
𝑘=1

1
2𝑘 cos 𝜋𝑘

2𝑚−1

(︀
𝛽
𝑥

)︀2𝑘}︂
, |𝑥| > 𝛽.

(1.102)

В пределе 𝑚 → ∞ установившееся вероятностное распределение (1.102) переходит в
распределение арксинуса

𝑃𝑠𝑡(𝑥) =

{︃
1
𝜋

1√
𝐿2−𝑥2 , |𝑥| ⩽ 𝐿,

0, |𝑥| > 𝐿.
(1.103)

Справедливость результата (1.103) может быть подтверждена его сравнением с точным
результатом, полученным в [21] для шума с произвольным индексом Леви 𝛼

𝑃𝑠𝑡(𝑥) =
(2𝐿)1−𝛼 Γ(𝛼)

Γ2(𝛼/2)(𝐿2 − 𝑥2)1−𝛼/2
, (1.104)

где Γ(𝛼) – гамма-функция. Формула (1.104) была получена для бесконечно глубокой потен
циальной ямы путем применения специальных условий на непроницаемых границах 𝑥 = ±𝐿.

Установившиеся плотности вероятности (1.104) для различных значений индекса Леви
𝛼 показаны сплошными линиями на Рисунке 1.12. Точки соответствуют результатам моде
лирования методом Монте-Карло уравнения Ланжевена (1.42) для потенциального профиля
(1.98) с 𝑚 = 800 и шумом Леви. Кривая с 𝛼 = 2 соответствует обычному броуновскому
движению. В этом случае стационарная плотность вероятности описывается распределени
ем Больцмана 𝑃𝑠𝑡(𝑥) = 𝐶0 𝑒

−𝑈(𝑥)/𝐷 (𝐶0 – постоянная нормировки) и для бесконечно глубокой
прямоугольной потенциальной ямы (1.101) является равномерной.
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Рис. 1.12 — Установившиеся вероятностные распределения (1.104) для различных значений
индекса Леви 𝛼. Значения остальных параметров: 𝛾 = 1, 𝐷𝛼 = 1 и 𝐿 = 1

Рис. 1.13 — Установившиеся вероятностные распределения для 𝛼 = 1 и различных показа
телей 𝑚 (см. (1.98)–(1.100)). Значения других параметров системы те же самые, что и на
Рисунке 1.12

На Рисунке 1.13 приведены графики установившейся плотности вероятности для индек
са Леви 𝛼 = 1, полученные для различных показателей 𝑚 потенциального профиля (1.98).
Сплошные линии отвечают точным результатам, которые даются уравнениями (1.99) и
(1.100), в то время как точки соответствуют численному моделированию уравнения Ланже
вена (1.42) с потенциалом (1.98) и шумом Леви. В пределе 𝑚 → ∞ стационарная плотность
стремится к распределению арксинуса (1.103). Оно практически достигается уже для 𝑚 = 50.
Рисунок 1.13 показывает, как, стартуя со степенного потенциала, мы получаем бесконеч
но глубокую прямоугольную потенциальную яму без рассмотрения вопроса о граничных
условиях.

Установившиеся спектральные характеристики полетов Леви в потенциальном профиле
(1.98) не могут быть получены аналитически для произвольного индекса Леви 𝛼, в отличие
от асимптотической зависимости спектральной плотности мощности установившихся полетов
Леви от частоты. Из (1.26), (1.45), (1.98) и (1.102) находим первую производную корреляци
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онной функции в нуле

𝐾 ′ [︀0+]︀ = ⟨𝑥�̂�+ (𝑥)𝑥
⟩
= −⟨𝑥𝑈 ′(𝑥)⟩ = −𝛾

⟨(︁𝑥
𝐿

)︁2𝑚⟩
= −∞, (1.105)

что отличается от случая обычного броуновского движения (𝛼 = 2), для которого

𝐾 ′ [︀0+]︀ = −𝐷.

Рисунок 1.14 демонстрирует автокорреляционные функции 𝐾[𝜏 ] для различных зна
чений показателя 𝑚 (см. (1.98)) при фиксированном значении индекса 𝛼. Из Рисунка 1.14
видно, что с уменьшением значения индекса Леви 𝛼 спадание корреляционной функции уско
ряется, т.е. ее производная быстро уменьшается при приближении к точке 𝜏 = 0. Кроме того,
из Рисунка 1.14(в) видно, что для симметричного степенного потенциала 𝐾 ′[0+] = −∞, как
предсказывается формулой (1.105). Это асимптотическое поведение становится более замет
ным при меньших значениях индексах Леви 𝛼.

В соответствии с формулой (1.105), можно предположить наличие неаналитической
зависимости корреляционной функции вблизи точки 𝜏 = 0 в следующей форме

𝐾 [𝜏 ] ≃ 𝜎2 exp

{︂
−
(︂
𝜏

𝜏0

)︂𝜈}︂
≃ 𝜎2

[︂
1−

(︂
𝜏

𝜏0

)︂𝜈]︂
, 0 < 𝜈 < 1. (1.106)

Применяя преобразование Лапласа в (1.106), приходим к

�̃�[𝑝] ≃ 𝜎2

[︂
1

𝑝
− Γ(1 + 𝜈)

𝜏 𝜈0 𝑝
1+𝜈

]︂
, 𝑝→ ∞. (1.107)

Подстановка (1.107) в (1.39) дает ожидаемую асимптотическую зависимость спектральной
плотности мощности от частоты

𝑆(𝜔) ∼ 1

𝜔1+𝜈
, 𝜔 → ∞. (1.108)

Показатель 𝜈 является функцией показателя потенциала 𝑚, параметра интенсивности шума
𝐷𝛼 и индекса Леви 𝛼.

На верхнем и среднем Рисунках 1.14 показана также наилучшая подгонка нормиро
ванной корреляционной функции 𝐾[𝜏 ], полученная с помощью численного моделирования
уравнения Ланжевена (1.42) с потенциальным профилем (1.98) и 𝑚 = 100 к зависимости
(1.106). Полученные из процедуры подгонки значения параметров 𝜎2, 𝜏0 и 𝜈 приведены в
Таблице 1.

На Рисунке 1.15 приведены спектральные плотности мощности координаты части
цы, полученные численным моделированием уравнения Ланжевена (1.42) с потенциальным
профилем (1.98) и 𝑚 = 100 для различных значений 𝛼. Цветные линии представляют спек
тральные плотности мощности, оцененные из длинных траекторий 𝑥(𝑡). Сплошные черные
линии представляют спектральные плотности мощности для 𝛼 = 1,3; 1,5 и 1,9, оцененные как
преобразование Фурье подгоночной зависимости (1.106). Согласие между этими кривыми и
рассчитанными прямым моделированием уравнения Ланжевена (1.42) является удовлетво
рительным. Во всех расчетах бралось значение параметра интенсивности шума 𝐷𝛼 = 1.
Траектории были сконструированы из ланжевеновской динамики с шагом интегрирования
∆𝑡 = 10−6. Каждая траектория 𝑥(𝑡) состоит из 224 элементов. Полученные спектральные
плотности мощности были усреднены по 300 реализациям.
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Рис. 1.14 — Автокорреляционные функции 𝐾[𝜏 ] для (а) 𝛼 = 1,9, (б) 𝛼 = 1,5 и (в) 𝛼 =

1,1. Различные кривые соответствуют различным значениям показателя 𝑚 потенциального
профиля (1.98). Значения других параметров системы те же самые, что и на Рисунке 1.13
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𝛼 𝜎2 𝜏0 𝜈

1.0 0.342 ± 0.008 0.608 ± 0.062 0.686 ± 0.057
1.1 0.025 ± 3×10−5 0.790 ± 0.003 0.975 ± 0.005
1.3 0.950 ± 0.001 0.702 ± 0.003 0.987 ± 0.006
1.5 0.967 ± 0.001 0.622 ± 0.002 0.980 ± 0.004
1.9 0.999 ± 0.001 0.452 ± 0.002 0.984 ± 0.005

Табл. 1. Значения параметров зависимости (1.106), полученные подгонкой нормированной
корреляционной функции

Рис. 1.15 — Спектральные плотности мощности координаты частицы

1.5 Сравнительные вероятностные характеристики
диффузионного движения в двумерных потенциалах

В данном разделе изучаются установившиеся вероятностные характеристики диффу
зии в двумерных потенциалах. В частности, с помощью функциональных методов выводится
общее уравнение Колмогорова для совместной плотности вероятности координат частицы
непосредственно из уравнений Ланжевена с произвольными статистически независимыми
источниками белого шума. Также будет проведено сравнение установившихся вероятност
ных характеристик броуновской диффузии и аномальной диффузии в форме полетов Леви
на плоскости в потенциале с радиальной симметрией.

Согласно динамике Ньютона, движение частицы массы 𝑚 на плоскости в вязкой среде
под действием случайных внешних сил можно описать системой уравнений

𝑚�̈�+ 𝜈�̇� = −𝑈 ′

𝑥(𝑥,𝑦) + 𝜉1(𝑡),

𝑚𝑦 + 𝜈�̇� = −𝑈 ′

𝑦(𝑥,𝑦) + 𝜉2(𝑡), (1.109)

где 𝑥(𝑡) и 𝑦(𝑡) – координаты частицы на плоскости (𝑥,𝑦), 𝜈 – коэффициент вязкости, 𝑈(𝑥,𝑦) –
потенциал поля, а 𝜉1(𝑡) и 𝜉2(𝑡) – внешние случайные возмущения. Ускорением частицы (инер
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ционными эффектами) можно пренебречь, если коэффициент вязкости достаточно велик. В
этом случае приходим к следующей системе уравнений Ланжевена, описывающих диффузию
частицы в произвольном двумерном потенциальном профиле 𝑈(𝑥,𝑦)

�̇� = −𝑈 ′

𝑥(𝑥,𝑦) + 𝜉1(𝑡),

�̇� = −𝑈 ′

𝑦(𝑥,𝑦) + 𝜉2(𝑡), (1.110)

где коэффициент вязкости положен для простоты равным 1.
Предположим, что случайные воздействия 𝜉1(𝑡) и 𝜉2(𝑡) являются произвольными ста

тистически независимыми источниками белого шума с нулевыми средними значениями
⟨𝜉1(𝑡)⟩ = ⟨𝜉2(𝑡)⟩ = 0. В этой ситуации совокупность случайных процессов {𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)} в (1.110)
является марковской и для их совместной плотности вероятности

𝑃 (𝑥,𝑦,𝑡) = ⟨𝛿(𝑥− 𝑥(𝑡))𝛿(𝑦 − 𝑦(𝑡))⟩, (1.111)

можно записать замкнутое уравнение с помощью функционального метода, развитого в ста
тье [17].

Для начала продифференцируем обе части соотношения (1.111) по времени. В резуль
тате имеем

𝜕𝑃

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑡
⟨𝛿(𝑥− 𝑥(𝑡))𝛿(𝑦 − 𝑦(𝑡))⟩ =

=
⟨
𝛿
′

𝑡(𝑥− 𝑥(𝑡))𝛿(𝑦 − 𝑦(𝑡))
⟩
+
⟨
𝛿
′

𝑡(𝑦 − 𝑦(𝑡))𝛿(𝑥− 𝑥(𝑡))
⟩
=

= −
⟨
𝜕

𝜕𝑥
𝛿(𝑥− 𝑥(𝑡))�̇�(𝑡)𝛿(𝑦 − 𝑦(𝑡))

⟩
−
⟨
𝜕

𝜕𝑦
𝛿(𝑦 − 𝑦(𝑡))�̇�(𝑡)𝛿(𝑥− 𝑥(𝑡))

⟩
.

С учетом уравнений (1.110) получаем

𝜕𝑃

𝜕𝑡
= − 𝜕

𝜕𝑥

⟨[︁
−𝑈 ′

𝑥 + 𝜉1(𝑡)
]︁
𝛿(𝑥− 𝑥(𝑡))𝛿(𝑦 − 𝑦(𝑡))

⟩
−

− 𝜕

𝜕𝑦

⟨[︁
−𝑈 ′

𝑦 + 𝜉2(𝑡)
]︁
𝛿(𝑦 − 𝑦(𝑡))𝛿(𝑥− 𝑥(𝑡))

⟩
=

=
𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑥
𝑃

)︂
+

𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑦
𝑃

)︂
− 𝜕

𝜕𝑥
⟨𝜉1(𝑡)𝛿(𝑥− 𝑥(𝑡))𝛿(𝑦 − 𝑦(𝑡))⟩−

− 𝜕

𝜕𝑦
⟨𝜉2(𝑡)𝛿(𝑥− 𝑥(𝑡))𝛿(𝑦 − 𝑦(𝑡))⟩ .

Для расщепления корреляции между стохастическим функционалом и процессами 𝜉𝑖(𝑡) (𝑖 =
1,2), применяем следующую формулу (см. (10) в [17])

⟨𝜉𝑖(𝑡)𝛿(𝑥− 𝑥(𝑡))𝛿(𝑦 − 𝑦(𝑡))⟩ =

=

∫︁ +∞

−∞

𝜌𝑖(𝑧)

𝑧2
𝑑𝑧

∫︁ 𝑧

0

⟨(︁
𝑒
𝑘 𝛿
𝛿𝜉𝑖(𝑡) − 1

)︁
𝛿(𝑥− 𝑥(𝑡))𝛿(𝑦 − 𝑦(𝑡))

⟩
𝑑𝑘,

где 𝜌𝑖(𝑧) – функции, определяющие статистику белых шумов 𝜉𝑖(𝑡).

Используя эквивалентность операторов
𝛿

𝛿𝜉1(𝑡)
и
(︂
− 𝜕

𝜕𝑥

)︂
,

𝛿

𝛿𝜉2(𝑡)
и
(︂
− 𝜕

𝜕𝑦

)︂
по отноше

нию к произведению 𝛿(𝑥− 𝑥(𝑡))𝛿(𝑦− 𝑦(𝑡)), которая следует из уравнений Ланжевена (1.109),
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получаем общее интегро-дифференциальное уравнение Колмогорова для совместной плот
ности вероятности координат частицы

𝜕𝑃 (𝑥,𝑦,𝑡)

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑥
𝑃 (𝑥,𝑦,𝑡)

)︂
+

𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑦
𝑃 (𝑥,𝑦,𝑡)

)︂
+

+

∫︁ +∞

−∞

𝜌1(𝑧)

𝑧2

(︂
𝑒−𝑧 𝜕

𝜕𝑥 − 1 + 𝑧
𝜕

𝜕𝑥

)︂
𝑃 (𝑥,𝑦,𝑡)𝑑𝑧+ (1.112)

+

∫︁ +∞

−∞

𝜌2(𝑧)

𝑧2

(︂
𝑒−𝑧 𝜕

𝜕𝑦 − 1 + 𝑧
𝜕

𝜕𝑦

)︂
𝑃 (𝑥,𝑦,𝑡)𝑑𝑧.

Следующим шагом является нахождение из (1.112) установившегося совместного ве
роятностного распределения в потенциале с радиальной симметрией 𝑈(𝑟) (𝑟 =

√︀
𝑥2 + 𝑦2) в

случае шумов 𝜉1(𝑡) и 𝜉2(𝑡) с идентичными статистическими характеристиками: 𝜌1(𝑧) = 𝜌2(𝑧).

1.5.1 Случай гауссовых белых шумов

В случае двух гауссовых белых шумов с одинаковыми интенсивностями функции,
определяющие статистику шумов имеют вид 𝜌1(𝑧) = 𝜌2(𝑧) = 2𝐷𝛿(𝑧). При этом (1.112) пре
образуется в двумерное уравнение Фоккера—Планка

𝜕𝑃

𝜕𝑡
= div(𝑃grad𝑈) +𝐷∆𝑃, (1.113)

которое записывается в полярных координатах следующим образом

𝜕𝑃

𝜕𝑡
=

1

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︁
𝑟𝑈

′

𝑟𝑃
)︁
+

1

𝑟2
𝜕

𝜕𝜙

(︁
𝑈

′

𝜙𝑃
)︁
+
𝐷

𝑟

𝜕

𝜕𝑟

(︂
𝑟
𝜕𝑃

𝜕𝑟

)︂
+
𝐷

𝑟2
𝜕2𝑃

𝜕𝜙2
. (1.114)

В установившемся режиме (𝑡 → ∞) для потенциала с радиальной симметрией 𝑈(𝑟) ста
ционарное вероятностное распределение не зависит от полярного угла 𝜙, поэтому (1.114)
переходит в дифференциальное уравнение в обыкновенных производных

1

𝑟

𝑑

𝑑𝑟

(︁
𝑟𝑈

′

𝑟𝑃𝑠𝑡(𝑟)
)︁
+
𝐷

𝑟

𝑑

𝑑𝑟

(︂
𝑟
𝑑𝑃𝑠𝑡(𝑟)

𝑑𝑟

)︂
= 0. (1.115)

Из (1.115) следует, что совместное стационарное вероятностное распределение координат в
случае гауссовых шумов имеет вид распределения Больцмана

𝑃𝑠𝑡(𝑥,𝑦) = 𝐶𝑒−
𝑈(𝑟)
𝐷 , (1.116)

где постоянная нормировки 𝐶 может быть рассчитана как

𝐶 =

(︂
2𝜋

∫︁ ∞

0

𝑟 𝑒−
𝑈(𝑟)
𝐷 𝑑𝑟

)︂−1

.

В качестве примера потенциала с радиальной симметрией рассмотрим параболический
потенциал 𝑈(𝑥,𝑦) = 𝛾(𝑥2 + 𝑦2)/2 = 𝛾𝑟2/2. В этом случае совместное установившееся вероят
ностное распределение (1.116) примет вид

𝑃𝑠𝑡(𝑥,𝑦) =
𝛾

2𝜋𝐷
𝑒−

𝛾(𝑥2+𝑦2)
2𝐷 . (1.117)
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Рис. 1.16 — Топограмма стационарной совместной плотности вероятности координат частицы
для гармонического потенциала 𝑈(𝑥,𝑦) = 𝛾(𝑥2 + 𝑦2)/2 в случае гауссовых воздействующих
шумов. Значения параметров: 𝐷 = 5, 𝛾 = 2

Топограмма стационарной совместной плотности вероятности (1.117) в параболиче
ском потенциале 𝑈(𝑥,𝑦) представлена на Рисунке 1.16 и иллюстрирует свойство радиальной
симметрии установившегося совместного вероятностного распределения для броуновской
диффузии на плоскости.

1.5.2 Случай шумов с распределением Леви

Перейдем к рассмотрению случая двух идентичных источников шума с симметрич
ным 𝛼-устойчивым распределением Леви: 𝜌1(𝑧) = 𝜌2(𝑧) = 𝑄𝛼|𝑧|1−𝛼. Тогда уравнение (1.112)
примет вид

𝜕𝑃

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑥
𝑃

)︂
+

𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑦
𝑃

)︂
+

+𝑄𝛼

∫︁ +∞

−∞

1

|𝑧|𝛼+1
(𝑃 (𝑥− 𝑧,𝑦,𝑡) + 𝑃 (𝑥,𝑦 − 𝑧,𝑡) −2𝑃 (𝑥,𝑦,𝑡)) 𝑑𝑧 =

= div(𝑃grad𝑈) +𝐷𝛼▽
𝛼𝑃 (𝑥,𝑦,𝑡), (1.118)

где 𝐷𝛼 =
𝜋𝑄𝛼

Γ(𝛼 + 1) sin(𝜋𝛼/2)
и ▽𝛼 =

𝜕𝛼

𝜕|𝑥|𝛼 +
𝜕𝛼

𝜕|𝑦|𝛼 – лапласиан дробного порядка.

После двумерного преобразования Фурье уравнения (1.118) (см. Приложение В) при
ходим к следующему уравнению для совместной характеристической функции Θ(𝑘,𝑞,𝑡)
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координат частицы

𝜕Θ(𝑘,𝑞,𝑡)

𝜕𝑡
= −𝑖𝑘𝑈 ′

𝑥

(︂
−𝑖 𝜕
𝜕𝑘
,−𝑖 𝜕

𝜕𝑞

)︂
Θ(𝑘,𝑞,𝑡)− 𝑖𝑞𝑈

′

𝑦

(︂
−𝑖 𝜕
𝜕𝑘
,−𝑖 𝜕

𝜕𝑞

)︂
Θ(𝑘,𝑞,𝑡)−

−𝐷𝛼 (|𝑘|𝛼 + |𝑞|𝛼)Θ(𝑘,𝑞,𝑡). (1.119)

Уравнение (1.119) обобщает результаты, полученные ранее в работе [59] для конкретного
потенциала 𝑈(𝑥) в случае бивариантного шума с дискретной спектральной мерой, на случай
произвольного потенциала при воздействии шумов.

В установившемся режиме уравнение (1.119) принимает вид

𝑖𝑘𝑈
′

𝑥

(︂
−𝑖 𝜕
𝜕𝑘
,−𝑖 𝜕

𝜕𝑞

)︂
Θ𝑠𝑡(𝑘,𝑞) + 𝑖𝑞𝑈

′

𝑦

(︂
−𝑖 𝜕
𝜕𝑘
,− 𝑖

𝜕

𝜕𝑞

)︂
Θ𝑠𝑡(𝑘,𝑞)+

+𝐷𝛼 (|𝑘|𝛼 + |𝑞|𝛼)Θ𝑠𝑡(𝑘,𝑞) = 0. (1.120)

В качестве примера вновь рассмотрим параболический потенциал 𝑈(𝑥,𝑦) = 𝛾(𝑥2 +

𝑦2)/2 = 𝛾𝑟2/2, обладающий радиальной симметрией. В этом случае уравнения Ланжеве
на (1.110) принимают вид

�̇� = −𝛾𝑥+ 𝜉1(𝑡),

�̇� = −𝛾𝑦 + 𝜉2(𝑡) (1.121)

и становятся независимыми.
В силу статистической независимости переменных 𝑥(𝑡) и 𝑦(𝑡), вытекающей из ста

тистической независимости источников 𝜉1(𝑡) и 𝜉2(𝑡), совместная плотность вероятности
распадается на произведение отдельных плотностей, а совместная характеристическая функ
ция – на произведение отдельных характеристических функций. Поэтому ищем решение
уравнения (1.120) в факторизованном виде

Θ𝑠𝑡(𝑘,𝑞) = 𝜗𝑠𝑡(𝑘) · 𝜗𝑠𝑡(𝑞).

Это приводит нас к следующему дифференциальному уравнению

𝑘𝛾𝜗𝑠𝑡(𝑞)
𝑑𝜗𝑠𝑡(𝑘)

𝑑𝑘
+ 𝑞𝛾𝜗𝑠𝑡(𝑘)

𝑑𝜗𝑠𝑡(𝑞)

𝑑𝑞
+𝐷𝛼 (|𝑘|𝛼 + |𝑞|𝛼)𝜗𝑠𝑡(𝑘) · 𝜗𝑠𝑡(𝑞) = 0.

Применяя стандартный метод разделения переменных и принимая во внимание условие
𝜗𝑠𝑡(0) = 1, окончательно приходим к

Θ𝑠𝑡(𝑘,𝑞) = exp

{︂
−𝐷𝛼

𝛾𝛼
(|𝑘|𝛼 + |𝑞|𝛼)

}︂
. (1.122)

Как известно [1], весь класс устойчивых вероятностных распределений 𝑃𝛼,𝛽(𝑥) имеет
характеристическую функцию следующего вида

𝜗𝛼,𝛽(𝑘) = exp{−|𝑘|𝛼𝑒 𝑖𝜋𝛽
2

sgn𝑘}, (1.123)
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(а) 𝐷1 = 0,5 (б) 𝐷1 = 5
Рис. 1.17 — Топограммы стационарной совместной плотности вероятности координат части
цы для гармонического потенциала 𝑈(𝑥,𝑦) = 𝛾(𝑥2+𝑦2)/2 в случае полетов Леви на плоскости
для различных значений параметра 𝐷1. Значения параметров: 𝛼 = 1, 𝛾 = 2

где 𝛼 – индекс Леви (0 < 𝛼 < 2), 𝛽 – параметр асимметрии (|𝛽| ⩽ 1− |𝛼− 1|). В симметрич
ном случае (𝛽 = 0) соответствующее устойчивое вероятностное распределение может быть
вычислено с помощью обратного преобразования Фурье характеристической функции (1.123)

𝑃𝛼,0(𝑧) =
1

2𝜋

∫︁ +∞

−∞
𝑒−|𝑘|𝛼−𝑖𝑘𝑧𝑑𝑘. (1.124)

Установившееся совместное вероятностное распределение получаем из (1.122) путем
двойного преобразования Фурье

𝑃𝑠𝑡(𝑥,𝑦) =
1

4𝜋2

∫︁ +∞

−∞

∫︁ +∞

−∞
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−𝑖𝑘𝑥−𝑖𝑞𝑦𝑑𝑘𝑑𝑞 =

=
1

2𝜋

∫︁ +∞

−∞
𝑒−

𝐷𝛼
𝛾𝛼

|𝑘|𝛼−𝑖𝑘𝑥𝑑𝑘 · 1

2𝜋

∫︁ +∞

−∞
𝑒−

𝐷𝛼
𝛾𝛼

|𝑞|𝛼−𝑖𝑞𝑦𝑑𝑞.

С учетом (1.124) находим

𝑃𝑠𝑡(𝑥,𝑦) =

(︂
𝛾𝛼

𝐷𝛼

)︂2/𝛼

· 𝑃𝛼,0

(︃(︂
𝛾𝛼

𝐷𝛼

)︂1/𝛼

𝑥

)︃
· 𝑃𝛼,0

(︃(︂
𝛾𝛼

𝐷𝛼

)︂1/𝛼

𝑦

)︃
. (1.125)

В частности, для шумов Коши (𝛼 = 1) из (1.124)-(1.125) приходим к

𝑃𝑠𝑡(𝑥,𝑦) =

(︂
𝛾𝐷1

𝜋

)︂2
1

(𝐷2
1 + 𝛾2𝑥2)(𝐷2

1 + 𝛾2𝑦2)
. (1.126)

Топограммы стационарной совместной плотности вероятности координат (1.126) в гар
моническом потенциале 𝑈(𝑥,𝑦) = 𝛾(𝑥2 + 𝑦2)/2 для различных значений параметра 𝐷1

представлены на Рисунке 1.17. Видно, что в отличие от стационарного распределения для
гауссовых шумов (см. (1.117) и Рисунок 1.16) полеты Леви на плоскости не обладают свой
ством симметрии из-за независимости полетов в перпендикулярных направлениях.
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Следует отметить также следующее: если в качестве потенциала с радиальной сим
метрией рассмотреть потенциал четвертой степени 𝑈(𝑥,𝑦) = 𝛾𝑟4/4, система уравнений
Ланжевена (1.109) не распадется на независимые уравнения, как в случае гармонического по
тенциала. Это является естественным следствием того, что движения вдоль координатных
осей более не являются независимыми, несмотря на статистическую независимость источ
ников шума.

Нарушение радиальной симметрии совместного вероятностного распределения коор
динат частицы было впервые обнаружено авторами работы [59] для источников шума с
дискретной спектральной мерой путем численного моделирования. Авторы также показали,
что если источники скоррелированы специальным образом, полеты частицы будут изотроп
ны, и распределение сохранит симметрию, присущую исходному потенциалу.

1.6 Выводы по первой главе

Исследован эффект задержки шумом распада нестабильных состояний (ЗРШ) в полно
стью неустойчивой системе, а именно в обратном симметричном параболическом потенциале.
Изучена статистика времени пребывания для произвольного однородного по времени мар
ковского процесса в нелинейных системах, выведено замкнутое интегральное уравнение для
распределения вероятностей времени пребывания. В частном случае нестабильного параболи
ческого потенциала с источником шума Леви получены выражения для условной плотности
вероятности положения частицы и среднего времени пребывания в симметричном интервале.

Впервые получен и проанализирован точный аналитический результат для времени
корреляции координаты частицы в случае ограниченных полетов Леви с единичным индек
сом Леви (𝛼 = 1) в симметричном бистабильном потенциале четвертой степени. Показано,
что при достаточно высоких барьерах время корреляции перестает зависеть от высоты по
тенциального барьера, разделяющего два устойчивых состояния, что отличается от закона
Крамерса для броуновского движения. Кроме того, была обнаружена интересная степенная
зависимость с показателем 4/3 времени корреляции от положения потенциальных ям. По
лученные результаты хорошо стыкуются с предыдущими точными результатами и данными
численного моделирования. Наконец, необходимо отметить, что предложенный метод может
быть, в принципе, применен для аналитических расчетов временных характеристик ограни
ченных полетов Леви в более крутых потенциалах.

Получено точное аналитическое выражение для установившегося вероятностного рас
пределения в симметричной степенной потенциальной яме вида 𝑈(𝑥) ∝ 𝑥2𝑚 в случае шума
Леви с устойчивым распределением Коши (𝛼 = 1), позволяющее в предельном переходе
получить распределение в бесконечно глубокой прямоугольной яме без формулировки гра
ничных условий.

Впервые найдено и подтверждено результатами численных расчетов асимптотическое
выражение для спектральной плотности мощности координаты частицы при установившей
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ся супердиффузии Леви в симметричных степенных потенциальных профилях для шума с
произвольным индексом Леви 𝛼. Приведенный анализ, описывающий удерживаемые полеты
Леви, может быть полезен для описания распределения летающих объектов в пространствен
но ограниченных структурах, таких как удерживаемая плазма и турбулентные потоки.

Выведено общее уравнение Колмогорова для совместной плотности вероятности ко
ординат частицы в двумерном потенциале произвольного вида при диффузии, вызванной
статистически независимыми источниками белого шума. Проведено сравнение установивших
ся вероятностных характеристик броуновской диффузии и аномальной диффузии в форме
полетов Леви в потенциале с радиальной симметрией.
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Глава 2. Влияние шумов различной природы на поведение
нелинейных динамических систем

Мейнстримом современной науки являются различные нелинейные модели, и особен
но востребованными оказались возможности нелинейной науки в изучении и моделировании
живых систем в биологии и экологии. Экологические системы – это открытые для потоков
вещества и энергии системы, т.е. далекие от термодинамического равновесия. В них взаи
модействие между составными частями нелинейно, а взаимодействие с окружающей средой
является зашумленным. Эта внутренняя нелинейность может привести к сложному поведе
нию системы, которая становится очень чувствительной к начальным условиям, различным
детерминированным внешним возмущениям и флуктуациям, всегда присутствующим в при
роде.

Взаимодействие между шумом и нелинейным детерминизмом в экологической ди
намике добавляет дополнительный уровень сложности по сравнению со стохастической
динамикой, скажем, экономических систем или детерминированной динамикой многих фи
зических и химических процессов.

В последнее время исследователи проявляют растущий интерес к более глубокому
пониманию эффектов флуктуаций в биологических системах, начиная от неврологии и за
канчивая биологической эволюцией и динамикой популяций [60—70]. Поэтому для описания
сложных экосистем принципиально важно понимать взаимосвязь между шумом, параметра
ми окружающей среды и внутренней нелинейностью моделей экосистем. Даже небольшие
стохастические возмущения в биологических системах могут резко изменить их динамику
[71—73]. В частности, случайные возмущения в популяционных системах могут привести
к вымиранию, вызванному шумом [74; 75]. Следует отметить, что многие стохастические
процессы проявляют мгновенные дискретные скачки и поэтому не могут быть обеспечены
возмущением в виде белого гауссова шума, что затрудняет аналитический анализ таких нели
нейных динамических систем [76].

Таким образом, понимание роли шума в динамике нелинейных систем играет ключевой
аспект в изучении и дальнейшем моделировании сложных систем.

В разделе 2.1 аналитически исследуются два обобщенных уравнения Ферхюльста с
негауссовыми флуктуациями темпа воспроизводства и объема ресурсов (параметр насыще
ния).

В разделе 2.2 анализируются некоторые модели экологии и генетики на основе недав
но полученных из уравнения Колмогорова—Феллера точных аналитических результатов
для стационарной плотности вероятности нелинейных динамических систем с возмущени
ем в форме белого пуассоновского шума с экспоненциально распределенными амплитудами
импульсов. В частности, рассматривается известная модель Ферхюльста для плотности
изолированной биологической популяции с изменяющимся темпом роста. Модель с муль
типликативным белым шумом Пуассона, имеющим импульсы положительной полярности,
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адекватно описывает эффект эпидемий, стихийные бедствия и другие негативные явления,
приводящие к значительному сокращение численности популяции в короткие сроки. Далее
изучаются вероятностные характеристики модели Хонглера, являющейся подходящим при
ближением для описания процесса генетического отбора.

В разделе 2.3 изучается влияние коррелированных шумов на вероятностные свойства
нелинейной динамической системы, возбуждаемой шумом Орнштейна—Уленбека, являющий
ся гауссовым шумом с конечным временем корреляции.

В разделе 2.4 представлены основные выводы по данной главе.
Исследования и результаты второй главы опубликованы в работах [A1; A5; A10; A11;

A15; A19; A21].

2.1 Переходные и стационарные статистические характеристики
модели Мальтуса–Ферхюльста–Бернулли (МФБ)

Поведение некоторых нелинейных динамических систем в присутствии случайных воз
мущений может быть описано уравнением Мальтуса—Ферхюльста—Бернулли (МФБ)

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑟(𝑡)𝑥− 𝛽(𝑡)𝑥𝜇+1, (2.1)

которое является обобщением широко известной модели Ферхюльста [77] или логистического
уравнения (𝜇 = 1). Применительно к динамике популяции 𝑥(𝑡) – плотность популяции (из
биологического смысла следует, что 𝑥(𝑡) ⩾ 0 для всех 𝑡 ⩾ 0), 𝑟(𝑡) – это темп роста изолиро
ванной популяции, а нелинейный член с положительными параметрами 𝜇 и 𝛽(𝑡) отвечает за
ограничение роста, связанное с конечным количеством пищевых ресурсов, наличием хищ
ников и т.д.

Модель МФБ нашла широкое применение в различных областях науки, таких как дина
мика популяции фотонов в одномодовом лазере [78; 79], динамика биологических популяций
[76; 80], самовоспроизведение макромолекул [81], рост опухолевых клеток [82], стохастиче
ский резонанс в линейных системах [83; 84], социальные науки [85; 86].

В большинстве работ, посвященных рассмотрению модели (2.1), предполагается, что
один из коэффициентов 𝑟(𝑡) или 𝛽(𝑡) постоянен, а другой флуктуирует вокруг некоторого
среднего значения. Широко изучены основные свойства (как стационарные, так и зависящие
от времени) модели (2.1) с флуктуациями темпа роста 𝑟(𝑡) = 𝑟+𝜉(𝑡) и 𝛽(𝑡) = 𝛽 для различных
источников шума 𝜉(𝑡): белый гауссов шум (см. [87] и ссылки внутри), белый дробовой шум
[88; 89], марковский дихотомический шум (см. обзор [90]).

Случай флуктуаций параметра насыщения, когда 𝑟(𝑡) = 𝑟 и 𝛽(𝑡) = 𝛽 + 𝜉(𝑡), получил в
литературе меньшее освещение. Причина состоит в том, что условие 𝛽(𝑡) > 0 не может быть
удовлетворено для гауссова и для многих других видов шума. В работах [91; 92] получены
некоторые точные результаты для кинетических и установившихся характеристик уравнения
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МФБ (2.1) с флуктуирующим параметром 𝛽(𝑡) в форме марковского дихотомического шума
и периодических возмущений со случайной фазой.

Модель МФБ, возбуждаемая полностью коррелированными шумами (𝑟(𝑡) ∼ 𝛽(𝑡)), была
исследована в серии работ [5; 93—95]. Авторы [93] рассмотрели в качестве внешнего возму
щения процесс Орнштейна—Уленбека и получили точные результаты для вероятностного
распределения плотности популяции. Точное выражение для плотности вероятности 𝑥(𝑡) в
модели (2.1) с асимметричным марковским дихотомическим шумом было выведено в ра
боте [94]. В работе [95] была рассмотрена модель МФБ под воздействием симметричного
дихотомического шума с непуассоновской статистикой скачков и найдена кинетика вероят
ностного распределения. Также несколько случаев белого негауссова шума были детально
изучены в [5].

В данном разделе проводится анализ переходных и установившихся статистических
характеристик модели МФБ динамики популяций как с полностью коррелированными па
раметрами (негауссовым цветным шумом), так и отдельно с флуктуациями параметра
насыщения в форме белого шума с односторонним устойчивым вероятностным распреде
лением.

2.1.1 Модель МФБ с полностью коррелированными негауссовыми
источниками шума

Проанализируем модель МФБ, в которой оба параметра в уравнении (2.1) флуктуи
руют одинаково, т. е.

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= [𝑟 + 𝜉 (𝑡)]𝑥 (1− 𝑥𝜇) , (0 < 𝑥 < 1), (2.2)

где 𝑟 > 0 – средний темп роста популяции и 𝜉(𝑡) – негауссов шум с нулевым средним ⟨𝜉(𝑡)⟩ =
0 и ненулевым временем корреляции 𝜏𝑐. Далее используем тот факт, что точное решение
стохастического уравнения (2.2) имеет вид

𝑥(𝑡) =

(︂
1 +

1− 𝑥𝜇0
𝑥𝜇0

exp

{︂
−𝑟𝑡−

∫︁ 𝑡

0

𝜉(𝜏)𝑑𝜏

}︂)︂−1/𝜇

, (2.3)

где 𝑥0 = 𝑥(0) – начальное значение плотности популяции. В соответствии с центральной
предельной теоремой (ЦПТ) интеграл от шума 𝜉(𝑡) с конечным временем корреляции в урав
нении (2.3) становится квази-гауссовым процессом на достаточно больших временах 𝑡 ≫ 𝜏𝑐.
Используя формулу преобразования случайных величин из теории вероятностей из (2.3)
можно получить следующее приближенное выражение для вероятностного распределения
плотности популяции

𝑃 (𝑥,𝑡) =
𝜇√︀

2𝜋𝑆𝜉(0)𝑡 𝑥 (1− 𝑥𝜇)
exp

{︃
−
[︀
𝑟𝑡+ ln(𝑥−𝜇 − 1)− ln(𝑥−𝜇

0 − 1)
]︀2

2𝑆𝜉(0)𝑡

}︃
, (2.4)
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Рис. 2.1 — Вероятностное распределение 𝑃 (𝑥,𝑡) плотности популяции в случае марковского
дихотомического шума для 𝑡 = 100 (𝑡 ≫ 𝜏𝑐). Значения параметров: 𝜏𝑐 = 1; 𝜇 = 3; 𝑟 = 1;
∆ = 0,5; 𝑥0 = 0,2

где 𝑆𝜉 (𝜔) – спектральная плотность мощности случайного процесса 𝜉(𝑡). В соответствии с
выражением (2.4) для границ интервала 𝑥 = 0 и 𝑥 = 1 имеем

lim
𝑥→0+

𝑃 (𝑥,𝑡) = 0 , lim
𝑥→1−

𝑃 (𝑥,𝑡) = 0.

В качестве примера цветного негауссова шума рассмотрим далее марковский дихо
томический шум, переключающийся между двумя значениями ±∆ (∆ < 𝑟) со средней
частотой 𝜈. Этот шум, имеющий экспоненциально убывающую корреляционную функцию
𝐾 [𝜏 ] = ∆2𝑒−2𝜈|𝜏 |, дает хорошее понимание самой простой и наиболее распространенной фи
зической ситуации: переходов между двумя конфигурациями системы. Например, он может
описывать сезонные скачкообразные колебания рождаемости и смертности в биологических
системах.

Вероятностное распределение плотности популяции (2.4) в случае марковского дихо
томического шума для времен 𝑡 ≫ 𝜏𝑐 = 1/(2𝜈) изображено на Рисунке 2.1. Видно, что
максимум вероятностного распределения, расположенный рядом с левой границей 𝑥 = 0,
намного меньше максимума около правой границы 𝑥 = 1. Это означает, что биологическая
популяция выживает в случае негауссовского возбуждения с конечным времем корреляции.
Данный вывод также подтверждается результатами, ранее полученными в [93] для процесса
Орнштейна—Уленбека.

Для нахождения эволюции момента 𝑛-го порядка плотности популяции в случае мар
ковского дихотомического шума применим прямое усреднение с использованием точного
решения (2.3) [91]

⟨𝑥𝑛(𝑡)⟩ =
⟨(︂

1 +
1− 𝑥𝜇0
𝑥𝜇0

𝑒−𝑟𝑡−
∫︀ 𝑡
0 𝜉(𝜏)𝑑𝜏

)︂−𝑛/𝜇
⟩
. (2.5)



50

Применяя разложение в ряд Маклорена для произвольной дифференцируемой функции,
имеем ⟨

𝑓
(︁
𝑒−𝑟𝑡−

∫︀ 𝑡
0 𝜉(𝜏)𝑑𝜏

)︁⟩
=

∞∑︁
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(0)

𝑘!
𝑒−𝑘𝑟𝑡

⟨
𝑒−𝑘

∫︀ 𝑡
0 𝜉(𝜏)𝑑𝜏

⟩
. (2.6)

Для выполнения усреднения в (2.6) необходимо знать точное выражение для характеристи
ческого функционала марковского дихотомического шума 𝜉(𝑡)

Θ𝑡[𝑢] =

⟨
exp

{︂
𝑖

∫︁ 𝑡

0

𝑢(𝜏) 𝜉(𝜏) 𝑑𝜏

}︂⟩
, (2.7)

где 𝑢(𝑡) – произвольная детерминированная функция. Как показано в [96], функция Θ𝑡[𝑢]

удовлетворяет следующему дифференциальному уравнению второго порядка

Θ̈𝑡[𝑢] +

(︂
2𝜈 − �̇�

𝑢

)︂
Θ̇𝑡[𝑢] + ∆2𝑢2Θ𝑡[𝑢] = 0 . (2.8)

Полагая в (2.8) 𝑢(𝑡) = 𝑖𝑘 в соответствии с (2.6), получаем линейное дифференциальное
уравнение второго порядка

Θ̈𝑡 + 2𝜈Θ̇𝑡 −∆2𝑘2Θ𝑡 = 0, (2.9)

общее решение которого запишется в виде

Θ𝑡(𝑖𝑘) = 𝑒−𝜈𝑡
[︁
𝐶1sh

(︁√
𝜈2 +∆2𝑘2𝑡

)︁
+ 𝐶2ch

(︁√
𝜈2 +∆2𝑘2𝑡

)︁]︁
. (2.10)

Используя очевидные начальные условия Θ0[𝑢] = 1 и Θ̇0[𝑢] = 0, находим константы 𝐶1 и 𝐶2

𝐶1 =
𝜈√

𝜈2 +∆2𝑘2
, 𝐶2 = 1. (2.11)

Окончательное выражение для искомого среднего в (2.6) таково

Θ𝑡(𝑖𝑘) = 𝑒−𝜈𝑡

[︂
ch
(︁√

𝜈2 +∆2𝑘2𝑡
)︁
+

𝜈√
𝜈2 +∆2𝑘2

sh
(︁√

𝜈2 +∆2𝑘2𝑡
)︁]︂

, (2.12)

а итоговая общая формула (2.6) для среднего в случае марковского дихотомического шу
ма имеет вид⟨

𝑓
(︁
𝑒−𝑟𝑡−

∫︀ 𝑡
0 𝜉(𝜏)𝑑𝜏

)︁⟩
=

∞∑︁
𝑘=0

𝑓 (𝑘)(0)

𝑘!
𝑒−(𝑘𝑟+𝜈)𝑡× (2.13)

×
(︂
ch
√
𝜈2 +∆2𝑘2 𝑡+

𝜈√
𝜈2 +∆2𝑘2

sh
√
𝜈2 +∆2𝑘2 𝑡

)︂
.

В силу того, что

lim
𝑡→∞

𝑓
(︁
𝑒−

∫︀ 𝑡
0 [𝑟+𝜉(𝜏)]𝑑𝜏

)︁
= 𝑓 (0) , (2.14)

стационарное значение момента плотности популяции любого порядка в соответствии с (2.5)

⟨𝑥𝑛⟩𝑠𝑡 = lim
𝑡→∞

⟨𝑥𝑛(𝑡)⟩ = 1, (2.15)
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о чем свидетельствует Рисунок 2.1. Таким образом, в асимптотике процесс перестает быть
случайным, и все его моменты (в т. ч. среднее значение) равны 1.

Как следует из (2.5), (2.6) и (2.13), эволюция момента 𝑛-го порядка плотности попу
ляции будет описываться выражением

⟨𝑥𝑛(𝑡)⟩ =
∞∑︁
𝑘=0

(−1)𝑘
(︂
1− 𝑥𝜇0
𝑥𝜇0

)︂𝑘
Γ (𝑘 + 𝑛/𝜇)

Γ (𝑛/𝜇) 𝑘!
𝑒−(𝑘𝑟+𝜈)𝑡 ×

×
(︂
ch
√
𝜈2 +∆2𝑘2 𝑡+

𝜈√
𝜈2 +∆2𝑘2

sh
√
𝜈2 +∆2𝑘2 𝑡

)︂
. (2.16)

Необходимым условием сходимости ряда (2.16) является неравенство ∆ < 𝑟, однако данный
ряд сходится в абсолютном смысле только для времен

𝑡 >
1

𝑟 −∆
ln

1− 𝑥𝜇0
𝑥𝜇0

, (2.17)

в противном случае момент 𝑛-го порядка плотности популяции следует находить по опреде
лению через её вероятностное распределение.

Как видно из (2.17), эволюцию момента 𝑛-го порядка можно наблюдать для всех времен
𝑡 > 0 только для начальных значений плотности популяции 𝑥0 из диапазона

1
𝜇
√
2
< 𝑥0 < 1. (2.18)

Используя ЦПТ и точное решение (2.3) для произвольного цветного шума, приходим
к результату (2.15)

⟨𝑥𝑛⟩𝑠𝑡 = lim
𝑡→∞

1√
2𝜋 𝜎(𝑡)

∫︁ ∞

−∞

𝑒
− (𝑥−𝑟𝑡)2

2𝜎2(𝑡) 𝑑𝑥(︁
1 +

1−𝑥𝜇
0

𝑥𝜇
0
𝑒−𝑥
)︁𝑛/𝜇 = 1. (2.19)

Рисунок 2.2 демонстрирует релаксацию средней плотности популяции (𝑛 = 1) при раз
личных начальных значениях 𝑥0 и значениях параметра нелинейности 𝜇. Анализ выражения
(2.16) показывает, что время релаксации увеличивается с увеличением показателя 𝜇 при
фиксированном начальном значении плотности популяции 𝑥0. Как и следовало ожидать, все
кривые монотонно стремятся к установившемуся значению ⟨𝑥⟩𝑠𝑡 = 1.

2.1.2 Модель МФБ с флуктуирующим объемом ресурсов

Далее рассмотрим модель МФБ (2.1) для плотности популяции 𝑥(𝑡) с флуктуирующим
объемом ресурсов (параметр насыщения)

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑟𝑥− 𝜉(𝑡)𝑥𝜇+1, (2.20)

где 𝜉(𝑡) – белый негауссов шум с односторонним устойчивым распределением (𝜉(𝑡) ⩾ 0).
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Рис. 2.2 — Монотонная релаксация средней плотности популяции к установившемуся
значению для различных начальных значений: 𝑥0 = 0,52; 0,64; 0,8; 0,93 и показателя нели
нейности: 𝜇 = 1; 1,5; 3; 9. Значения параметров соответствуют области (2.17) и равны 𝑟 = 1,
𝜈 = 1, ∆ = 0,5

В соответствии с формулой (1.123), характеристическую функцию шума 𝜉(𝑡) в (2.20)
выберем в виде

𝜃𝜉 (𝑘) = 𝜃𝛼,−𝛼 (𝜎𝑘) = exp
{︁
− |𝜎𝑘|𝛼 𝑒− 𝑖𝜋𝛼

2
sgn 𝑘
}︁
, (2.21)

где 𝜎 – параметр интенсивности. Здесь учтено, что для 0 < 𝛼 < 1 и 𝛽 = −𝛼 вероятностное
распределение является ненулевым только для положительных аргументов.

Вероятностное распределение 𝑃 (𝑥,𝑡) марковского случайного процесса 𝑥(𝑡) можно най
ти непосредственно из стохастического уравнения (2.20), избегая сложности получения и
решения замкнутого интегро-дифференциального уравнения, как в работе [17].

Используя ту же технику, что и в [97], вводим вспомогательный случайный процесс

𝜂 (𝑡) =

𝑡∫︁
0

𝑒−𝜇𝑟(𝑡−𝜏)𝜉 (𝜏) 𝑑𝜏. (2.22)

В этих обозначениях точное решение стохастического уравнения (2.20) принимает вид

𝑥 (𝑡) =
[︀
𝜇𝜂 (𝑡) + 𝑒−𝜇𝑟𝑡/𝑥𝜇0

]︀−1/𝜇
. (2.23)

В первую очередь необходимо найти вероятностное распределение случайного про
цесса (2.22), а далее применить стандартную формулу преобразования вероятностного
распределения случайной величины после нелинейного преобразования (2.23).

Используем тот факт, что любые устойчивые вероятностные распределения при
надлежат классу безгранично делимых распределений с характеристической функцией,
представляемой формулой Леви—Хинчина [98]

Φ (𝑘) = exp

{︂∫︁ ∞

−∞

𝑒𝑖𝑘𝑧 − 1

𝑧2
𝜌 (𝑧) 𝑑𝑧

}︂
, (2.24)
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где 𝜌(𝑧) ⩾ 0. Представляя логарифм характеристической функции (2.21) в интегральной
форме как в (2.24)

ln 𝜃𝜉 (𝑘) =
𝛼𝜎𝛼

Γ(1− 𝛼)

∫︁ ∞

0

𝑒𝑖𝑘𝑧 − 1

𝑧1+𝛼
𝑑𝑧, (2.25)

получаем

𝜌(𝑧) =
𝛼𝜎𝛼

Γ(1− 𝛼)
𝑧1−𝛼 (𝑧 > 0). (2.26)

Для вычисления характеристической функции вспомогательного случайного процес
са (2.22)

𝜗𝜂 (𝑘, 𝑡) =
⟨︀
𝑒𝑖𝑘𝜂(𝑡)

⟩︀
=

⟨
exp

{︂
𝑖

∫︁ 𝑡

0

𝑘𝑒−𝜇𝑟(𝑡−𝜏)𝜉 (𝜏) 𝑑𝜏

}︂⟩
(2.27)

используем общее выражение для характеристического функционала белого негауссова шу
ма 𝜉(𝑡) с ненулевым средним и приращениями, распределенными по безгранично делимому
закону (см. [17])

Θ𝑡 [𝑢] =

⟨
exp

{︂
𝑖

∫︁ 𝑡

0

𝑢 (𝜏) 𝜉 (𝜏) 𝑑𝜏

}︂⟩
=

= exp

⎧⎨⎩
𝑡∫︁

0

𝑑𝜏

∫︁ ∞

−∞

𝑒𝑖𝑢(𝜏)𝑧 − 1

𝑧2
𝜌 (𝑧) 𝑑𝑧

⎫⎬⎭ . (2.28)

Подставляя, согласно (2.27), 𝑢 (𝜏) = 𝑘 𝑒−𝜇𝑟(𝑡−𝜏) и функцию 𝜌(𝑧) из (2.26) в (2.28), приходим к

𝜗𝜂 (𝑘,𝑡) = exp

{︂
−(1− 𝑒−𝜇𝑟𝛼𝑡) |𝑘|𝛼 𝜎𝛼

𝜇𝑟𝛼
𝑒−

𝑖𝜋𝛼
2

sgn 𝑘

}︂
. (2.29)

Сравнивая выражения (2.21) и (2.29), заключаем, что

𝜗𝜂 (𝑘, 𝑡) = 𝜃𝛼,−𝛼 (𝑘 𝜎 (𝑡)) , (2.30)

где

𝜎 (𝑡) = 𝜎

(︂
1− 𝑒−𝜇𝑟𝛼𝑡

𝜇𝑟𝛼

)︂1/𝛼

. (2.31)

Установившееся вероятностное распределение случайного процесса 𝜂(𝑡) получается об
ратным преобразованием Фурье характеристической функции (2.30) и имеет вид

𝑃𝜂 (𝑦,𝑡) =
1

𝜎 (𝑡)
𝑃𝛼,−𝛼

(︂
𝑦

𝜎 (𝑡)

)︂
, (2.32)

где 𝑃𝛼,−𝛼(𝑥) – устойчивое вероятностное распределение, соответствующее характеристиче
ской функции 𝜃𝛼,−𝛼(𝑘).

Используя известную формулу преобразования вероятностного распределения случай
ной величины после нелинейного преобразования, из (2.23) и (2.32) получаем окончательное
точное выражение для вероятностного распределения плотности популяции

𝑃 (𝑥,𝑡) =
1

𝑥𝜇+1𝜎 (𝑡)
𝑃𝛼,−𝛼

(︂
1

𝜇𝜎 (𝑡)

(︂
1

𝑥𝜇
− 𝑒−𝜇𝑟𝑡

𝑥𝜇0

)︂)︂
. (2.33)
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Рис. 2.3 — Эволюция вероятностного распределения плотности популяции (2.36). Значения
параметров: 𝜇 = 3; 𝑥0 = 0,8; 𝑟 = 1; 𝜎 = 𝜋

Выражение (2.33) определяет переходную динамику вероятностного распределения из
начального состояния 𝑃 (𝑥,0) = 𝛿(𝑥− 𝑥0) к установившемуся 𝑃𝑠𝑡 (𝑥) в асимптотике (𝑡 → ∞),
которое, исходя из (2.33), имеет вид

𝑃𝑠𝑡 (𝑥) =
(𝜇𝑟𝛼)1/𝛼

𝑥𝜇+1𝜎
𝑃𝛼,−𝛼

(︂
(𝜇𝑟𝛼)1/𝛼

𝜇𝑥𝜇𝜎

)︂
. (2.34)

Полученные точные результаты (2.33) и (2.34) могут быть проанализированы только
в некоторых частных случаях, так как устойчивые распределения 𝑃𝛼,𝛽(𝑥) имеют сложное
представление в виде рядов.

Далее рассмотрим пример белого негауссова шума 𝜉(𝑡) с односторонним устойчивым
распределением Леви—Смирнова (𝛼 = 1/2). В силу того, что данное распределение может
быть записано в простой аналитической форме (см., например, [1])

𝑃1/2,−1/2 (𝑥) =
1

2
√
𝜋 𝑥3/2

𝑒−1/(4𝑥) (𝑥 > 0), (2.35)

из (2.31) и (2.33) находим

𝑃 (𝑥,𝑡) =
1

𝑟

√︂
𝜎𝜇

𝜋

(︀
1− 𝑒−𝜇𝑟𝑡/2

)︀
𝑥𝜇/2−1

(1− 𝑥𝜇𝑒−𝜇𝑟𝑡/𝑥𝜇0)
3/2

exp

{︂
− 𝜎𝑥𝜇(1− 𝑒−𝜇𝑟𝑡/2)2

𝜇𝑟2 (1− 𝑥𝜇𝑒−𝜇𝑟𝑡/𝑥𝜇0)

}︂
(0 < 𝑥 < 𝑥0𝑒

𝑟𝑡). (2.36)

Эволюция вероятностного распределения плотности популяции (2.36) с параметром
нелинейности 𝜇 = 3 в (2.20) показана на Рисунке 2.3. Видно, что начальное распределение в
форме дельта-функции расширяется, оставаясь унимодальным для всех времен 𝑡.

Согласно выражению (2.36) установившееся вероятностное распределение (𝑡→ ∞) име
ет вид

𝑃𝑠𝑡 (𝑥) =
1

𝑟

√︂
𝜎𝜇

𝜋
𝑥𝜇/2−1 𝑒−𝜎𝑥𝜇/(𝜇𝑟2) (𝑥 > 0). (2.37)

На Рисунке 2.4 изображены графики установившегося вероятностного распределения
плотности популяции (2.37) для различных значений параметра нелинейности 𝜇, который
может быть как целым, так и дробным.



55

Рис. 2.4 — Установившееся вероятностное распределение плотности популяции (2.37) для
различных значений параметра нелинейности 𝜇. Значения параметров: 𝑟 = 1, 𝜎 = 𝜋

Нетрудно показать из (2.36), что для любых времен

lim
𝑥→0+

𝑃 (𝑥,𝑡) = ∞

в случае 0 < 𝜇 < 2 и

lim
𝑥→0+

𝑃 (𝑥,𝑡) = 0

для 𝜇 ⩾ 2, что также отчетливо видно из Рисунка 2.4. Согласно (2.37), если 0 < 𝜇 < 2

установившееся распределение не имеет экстремумов. В то же время, для значений пока
зателя 𝜇 ⩾ 2 наиболее вероятная величина плотности популяции не является нулевой, а
определяется выражением

𝑥* =

[︂
(𝜇− 2)𝑟2

2𝜎

]︂1/𝜇
, (2.38)

и максимум установившегося вероятностного распределения равен

𝑃𝑠𝑡(𝑥
*) =

√︂
𝜇 (𝜇− 2)

2𝜋𝑒

[︂
2𝜎𝑒

𝑟2 (𝜇− 2)

]︂1/𝜇
. (2.39)

Как видно из Рисунка 2.4 и соотношений (2.38), (2.39), максимум увеличивается по величине
и сдвигается вправо с увеличением показателя нелинейности 𝜇. Для модели Ферхюльста
(𝜇 = 1) соответствующая кривая совпадает с кривой, полученной в [97]. Это означает, что
в случае 0 < 𝜇 < 2 флуктуации ресурсов с бесконечным средним значением (см. (2.35))
приводят к уничтожению популяции по наиболее вероятному сценарию. Однако, для 𝜇 ⩾ 2

максимум установившегося распределения находится не в начале, и биологическая попу
ляция выживает.

Из (2.37) можно найти стационарное значение момента 𝑛-го порядка

⟨𝑥𝑛⟩𝑠𝑡 =
1√
𝜋

(︂
𝜇𝑟2

𝜎

)︂𝑛/𝜇

Γ

(︂
𝑛

𝜇
+

1

2

)︂
, (2.40)
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Рис. 2.5 — Немонотонная релаксация средней плотности популяции к установившемуся значе
нию для различных начальных значений 𝑥0 = 0,4; 0,5; 0,6; 0,8. Значения параметров: 𝜇 = 3,
𝑟 = 1, 𝜎 = 𝜋

и, в частности, установившееся среднее значение

⟨𝑥⟩𝑠𝑡 =
1√
𝜋

(︂
𝜇𝑟2

𝜎

)︂1/𝜇

Γ

(︂
1

𝜇
+

1

2

)︂
, (2.41)

а также дисперсию

𝜎2
𝑠𝑡 =

1√
𝜋

(︂
𝜇𝑟2

𝜎

)︂2/𝜇 [︂
Γ

(︂
2

𝜇
+

1

2

)︂
− 1√

𝜋
Γ2

(︂
1

𝜇
+

1

2

)︂]︂
. (2.42)

Найдем эволюцию средней плотности популяции для общего случая. Используя выра
жение (2.33), приходим к

⟨𝑥 (𝑡)⟩ = 1

𝜎 (𝑡)

∫︁ 𝑥0𝑒𝑟𝑡

0

𝑃𝛼,−𝛼

(︂
1

𝜇𝜎 (𝑡)

(︂
1

𝑥𝜇
− 𝑒−𝜇𝑟𝑡

𝑥𝜇0

)︂)︂
𝑑𝑥

𝑥𝜇
=

∫︁ ∞

0

𝑃𝛼,−𝛼(𝑧) 𝑑𝑧

[𝜇𝜎(𝑡)𝑧 + 𝑒−𝜇𝑟𝑡/𝑥𝜇0 ]
1/𝜇

. (2.43)

Релаксация средней плотности популяции, полученная численным вычислением инте
грала (2.43) для устойчивого распределения Леви—Смирнова (2.35) и различных начальных
значений плотности популяции 𝑥0, изображена на Рисунке 2.5. На Рисунке 2.5 все кривые
на больших временах сходятся к значению ⟨𝑥⟩𝑠𝑡 ≃ 0.627, что соответствует (2.41) с парамет
рами 𝜇 = 3, 𝑟 = 1, 𝜎 = 𝜋. Кроме того, кривые имеют немонотонное поведение в отличие
от модели (2.2) (см. Рисунок 2.2). Этот интересный факт был впервые обнаружен в работе
[91] для модели МФБ (2.20) с возбуждением в форме марковского дихотомического шума
и синусоидального сигнала со случайной фазой, а затем был подтвержден численным мо
делированием.



57

2.2 Установившиеся вероятностные характеристики моделей
Ферхюльста и Хонглера с мультипликативным белым

пуассоновским шумом

Рассмотрим нелинейную динамическую систему, описываемую следующим стохастиче
ским дифференциальным уравнением первого порядка

�̇� = 𝑓 (𝑥) + 𝑔 (𝑥) 𝜉 (𝑡) , (2.44)

где 𝜉(𝑡) – белый пуассоновский шум

𝜉 (𝑡) =
∑︁
𝑘

𝑎𝑘 𝛿 (𝑡− 𝑡𝑘) . (2.45)

Моменты появления импульсов 𝑡𝑘 образуют пуассоновский поток событий со сред
ней частотой 𝜈, а случайные “амплитуды” 𝑎𝑘 являются статистически независимыми от
𝑡𝑘 и одинаково распределенными с плотностью вероятности 𝑊𝑎 (𝑧). Случайный процесс
𝑥(𝑡) в (2.44) является марковским и его вероятностное распределение 𝑃 (𝑥,𝑡) удовлетворя
ет интегро-дифференциальному уравнению Колмогорова—Феллера [99]

𝜕𝑃

𝜕𝑡
= − 𝜕

𝜕𝑥
[𝑓 (𝑥)𝑃 ] + 𝜈

∫︁ ∞

−∞
𝑑𝑧 𝑊𝑎 (𝑧)

[︂
exp

{︂
−𝑧 𝜕

𝜕𝑥
𝑔 (𝑥)

}︂
− 1

]︂
𝑃 (𝑥,𝑡) , (2.46)

которое является частным случаем обобщенного уравнения Колмогорова (1.43) для про
извольного негауссова белого шума 𝜉(𝑡). Следует заметить, что уравнение (2.46) может
быть переписано в дифференциальной форме в терминах характеристической функции
𝜃𝑎(𝑢) = ⟨𝑒𝑖𝑢𝑎𝑘⟩ случайных амплитуд 𝑎𝑘 (см. (5) в [100])

𝜕𝑃

𝜕𝑡
= − 𝜕

𝜕𝑥
[𝑓 (𝑥)𝑃 ] + 𝜈

[︂
𝜃𝑎

(︂
𝑖
𝜕

𝜕𝑥
𝑔 (𝑥)

)︂
− 1

]︂
𝑃. (2.47)

В случае одностороннего экспоненциального вероятностного распределения амплитуд
(положительная полярность импульсов в (2.45))

𝑊𝑎 (𝑧) = 𝜆 𝑒−𝜆𝑧, 𝑧 ⩾ 0, (2.48)

уравнение (2.47) принимает следующий вид [88]

𝜕𝑃

𝜕𝑡
= − 𝜕

𝜕𝑥

[︂
𝑓 (𝑥) + 𝜈 𝑔 (𝑥)

1

𝜆+ (𝜕/𝜕𝑥) 𝑔 (𝑥)

]︂
𝑃. (2.49)

Используя условие нулевого вероятностного потока в установившемся состоянии
в (2.49), приходим к следующему дифференциальному уравнению первого порядка для ста
ционарного распределения

𝑑

𝑑𝑥
[𝑓(𝑥)𝑃𝑠𝑡] +

[︂
𝜈 + 𝜆

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)

]︂
𝑃𝑠𝑡 = 0. (2.50)
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Точное решение уравнения (2.50) может быть найдено в квадратурах

𝑃𝑠𝑡(𝑥) =
1

𝑓(𝑥)
exp

{︂
−
∫︁ [︂

𝜈

𝑓(𝑥)
+

𝜆

𝑔(𝑥)

]︂
𝑑𝑥

}︂
. (2.51)

В частном случае аддитивного шума (𝑔(𝑥) = 1) формула (2.51) переходит в форму
лу, полученную в [101]

𝑃𝑠𝑡(𝑥) =
𝑒−𝜆𝑥

𝑓(𝑥)
exp

{︂
−𝜈
∫︁

𝑑𝑥

𝑓(𝑥)

}︂
, 𝑥 ⩾ 0. (2.52)

С физической точки зрения больший интерес представляет двустороннее экспоненци
альное вероятностное распределение амлитуд импульсов

𝑊𝑎 (𝑧) =
𝛽

2
𝑒−𝛽|𝑧| (2.53)

с ⟨𝑎⟩ = 0 и ⟨𝑎2⟩ = 2/𝛽2. В этом случае уравнение Колмогорова—Феллера (2.47) записыва
ется следующим образом

𝜕𝑃

𝜕𝑡
= − 𝜕

𝜕𝑥
[𝑓 (𝑥)𝑃 ] + 𝜈

𝜕

𝜕𝑥

{︂
𝑔(𝑥)

𝜕

𝜕𝑥
𝑔(𝑥)

1

[(𝜕/𝜕𝑥) 𝑔 (𝑥)]2 − 𝛽2

}︂
𝑃. (2.54)

Уравнение для установившегося вероятностного распределения случайного процесса
𝑥(𝑡), соответствующее (2.54), принимает вид(︂

𝑔(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥

)︂2

[𝑓(𝑥)𝑃𝑠𝑡] + 𝜈 𝑔(𝑥)
𝑑

𝑑𝑥
[𝑔(𝑥)𝑃𝑠𝑡]− 𝛽2𝑓(𝑥)𝑃𝑠𝑡 = 0. (2.55)

Общее решение дифференциального уравнения (2.55) второго порядка, в отличие
от (2.50), не может быть записано в квадратурах для произвольных функций 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥).
Необходимо заметить, что для системы (2.44), возмущенной аддитивным белым пуассонов
ским шумом (𝑔(𝑥) = 1), уравнение (2.55) переходит в уравнение (11) из работы [100] (см.
также уравнение (13) в [102]).

2.2.1 Модель Ферхюльста с мультипликативным белым
пуассоновским шумом

Рассмотрим уравнение Ферхюльста для плотности изолированной биологической по
пуляции 𝑥(𝑡)

�̇� = 𝑟𝑥− 𝑏(𝑡)𝑥2, (2.56)

где 𝑟 – темп роста популяции и случайный процесс 𝑏(𝑡) описывает флуктуации объема ре
сурсов (см. [88; 91; 92; 97] и также [A1; 95; 103]). Устойчивость модели (2.56) обеспечивается
условием 𝑏(𝑡) > 0. Для сравнения с динамикой удобно представить случайный процесс 𝑏(𝑡)
в форме 𝑏(𝑡) = 𝑟/𝐾 + 𝜉(𝑡), где 𝐾 – установившаяся численность популяции в отсутствии
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флуктуаций (𝑏(𝑡) = 0) (данный параметр принято называть емкостью среды). В результате,
уравнение (2.56) переходит в

�̇� = 𝑟𝑥
(︁
1− 𝑥

𝐾

)︁
− 𝜉 (𝑡)𝑥2. (2.57)

Замена шума 𝜉 (𝑡) в уравнении (2.57) на белый пуассоновский (2.45) с импульсами поло
жительной полярности соответствует следующей ситуации. Во временных интервалах между
импульсами 𝜉(𝑡) (см. (2.45) биологическая популяция развивается в соответствии с обычной
моделью Мальтуса—Ферхюльста, стремясь достичь установившегося значения 𝐾, но проис
ходит резкое снижение её плотности в моменты возникновение импульсов. Эта эволюционная
модель может адекватно описать последствия внезапных эпидемий, стихийных бедствий и
других негативных явлений, которые приводят к значительному снижению плотности попу
ляции за короткий промежуток времени.

В силу того, что скачок плотности популяции в момент появления импульсов 𝑡𝑖 не дол
жен превышать ее текущую численность 𝑥𝑖, необходимо потребовать выполнение следующего
условия: 𝑎𝑖𝑥2𝑖 < 𝑥𝑖 или 𝑎𝑖 < 1/𝑥𝑖 (см. уравнения (2.45) и (2.57)). Учитывая вероятностное рас
пределение амплитуд (2.48) и тот факт, что случайный процесс 𝑥(𝑡) попадает в интервал
(0, 𝐾) в асимптотике, мы приходим к следующему ограничению на параметры рассматри
ваемой модели

𝜆/𝐾 > 1. (2.58)

Подставляя в (2.51), в соответствии с (2.57), 𝑓(𝑥) = 𝑟𝑥 (1− 𝑥/𝐾) и 𝑔(𝑥) = −𝑥2, находим
установившееся вероятностное распределение плотности популяции

𝑃𝑠𝑡(𝑥) =
𝜆𝜇 (1− 𝑥/𝐾)𝜇−1

Γ (𝜇) 𝑥𝜇+1
𝑒−𝜆(1/𝑥−1/𝐾) (0 ⩽ 𝑥 ⩽ 𝐾), (2.59)

где 𝜇 = 𝜈/𝑟.
Как уже отмечалось, в отсутствии флуктуаций 𝜉(𝑡) = 0 при любых начальных усло

виях, плотность популяции стремится к своему асимптотическому значению 𝐾. Тогда в
результате скачков плотности популяции, вызванных импульсным шумом, все реализации
случайного процесса 𝑥(𝑡) с начальным значением 𝑥(0) > 𝐾 в пределе 𝑡 → ∞ рано или позд
но пересекут границу 𝑥 = 𝐾 и попадут в интервал [0,𝐾].

Вероятностное распределение (2.59) для различных значений безразмерного темпа 𝜇

и фиксированных значений других параметров изображено на Рисунке 2.6. Как видно из
выражения (2.59) и Рисунка 2.6, вероятностное распределение спадает очень быстро, когда
𝑥 стремится к нулю, но наиболее вероятное значение плотности популяции стремится к нулю
для очень частых импульсов, которые могут привести к вымиранию биологического вида.

Из выражения (2.59) находим среднее значение плотности популяции

⟨𝑥⟩𝑠𝑡 = 𝐾

(︂
𝜆

𝐾

)︂𝜇

𝑒𝜆/𝐾Γ

(︂
1− 𝜇,

𝜆

𝐾

)︂
, (2.60)
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Рис. 2.6 — Установившееся вероятностное распределение плотности популяции (2.59) для
различных значений безразмерного темпа 𝜇. Значения параметров: 𝜆 = 5, 𝐾 = 1

Рис. 2.7 — Установившееся вероятностное распределение плотности популяции (2.59) для
различных значений средних амплитуд импульсов 1/𝜆. Значениях остальных параметров:
𝜇 = 1.5, 𝐾 = 1

где Γ (𝛼,𝑧) – неполная гамма-функция, и наиболее вероятное значение

𝑥𝑚𝑎𝑥 =

⎧⎨⎩ 𝐾
4

[︂
𝜆
𝐾
+ 𝜇+ 1−

√︁(︀
𝜆
𝐾
+ 𝜇+ 1

)︀2 − 8𝜆
𝐾

]︂
, 𝜇 > 1,

𝐾, 𝜇 ⩽ 1.
(2.61)

Вероятностное распределение (2.59) для различных значений средних амплитуд им
пульсов 1/𝜆 при фиксированных значениях остальных параметров показано на Рисунке 2.7.
Как следует из Рисунка 2.7, наиболее вероятное значение плотности популяции (2.61) умень
шается с увеличением средних амплитуд импульсов.
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2.2.2 Модель Хонглера с импульсными случайными возмущениями

Далее рассмотрим другую нелинейную систему, которая характеризуется изменением
числа максимумов вероятностного распределения с изменением параметров шума [90], т. е.
наличием индуцированных шумом переходов. Имеется в виду стохастическое уравнение Хон
глера [104]

�̇� = −𝛾 th𝑥+ 𝜉 (𝑡)

ch𝑥
, (2.62)

которое является удовлетворительной аппроксимацией модели генетического отбора
(𝛾 > 0). Рассмотрим белый пуассоновский шум с двусторонним экспоненциальным ве
роятностным распределением амлитуд импульсов (2.53) в качестве случайного процесса
𝜉(𝑡) в уравнении (2.62).

Поиск решения уравнения (2.55) для установившегося вероятностного распределения
𝑥(𝑡) с 𝑓(𝑥) = −𝛾th𝑥 и 𝑔(𝑥) = 1/ch𝑥 представляется затруднительным. Однако, проблему
можно решить, используя тот факт, что уравнение (2.62) линеаризуется заменой 𝑦 = sh𝑥

и превращается в следующее

�̇� = −𝛾𝑦 + 𝜉 (𝑡) . (2.63)

Решение уравнения (2.63) может быть записано в явном виде

𝑦 (𝑡) = 𝑦0 𝑒
−𝛾𝑡 +

∫︁ 𝑡

0

𝑒−𝛾(𝑡−𝜏)𝜉 (𝜏) 𝑑𝜏, (2.64)

где 𝑦0 = 𝑦(0).
В соответствии с определением и выражением (2.64), характеристическая функция слу

чайного процесса 𝑦(𝑡) имеет вид

𝜃𝑦 (𝑢,𝑡) =
⟨︀
𝑒𝑖𝑢𝑦(𝑡)

⟩︀
= 𝑒𝑖𝑢𝑦0 𝑒

−𝛾𝑡 ×
⟨
exp

{︂
𝑖𝑢

∫︁ 𝑡

0

𝑒−𝛾(𝑡−𝜏)𝜉 (𝜏) 𝑑𝜏

}︂⟩
. (2.65)

Дальнейшие вычисления связаны с нахождением характеристического функционала
белого пуассоновского шума, а именно среднего в (2.65).

Общее выражение для характеристического функционала произвольного белого негаус
сова шума 𝜉 (𝑡) было получено в [17] (см. (8)). Для белого пуассоновского шума оно становится
следующим (см. уравнение (A14) в [105])

Θ𝑡 [𝑢(𝜏)] =

⟨
exp

{︂
𝑖

∫︁ 𝑡

0

𝑢 (𝜏) 𝜉 (𝜏) 𝑑𝜏

}︂⟩
= exp

{︂
𝜈

∫︁ 𝑡

0

[𝜃𝑎 (𝑢 (𝜏))− 1] 𝑑𝜏

}︂
. (2.66)

Подставляя 𝑢(𝜏) = 𝑢 𝑒−𝛾(𝑡−𝜏) в. (2.66), а затем полученный результат в (2.65) и заменяя
переменную под интегралом 𝑧 = 𝑢 𝑒−𝛾(𝑡−𝜏), получаем

𝜃𝑦 (𝑢,𝑡) = 𝑒𝑖𝑢𝑦0 𝑒
−𝛾𝑡

exp

{︂
𝜈

𝛾

∫︁ 𝑢

𝑢 𝑒−𝛾𝑡

𝜃𝑎 (𝑧)− 1

𝑧
𝑑𝑧

}︂
. (2.67)
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Из (2.67) находим характеристическую функцию случайного процесса 𝑦(𝑡) в асимптотике
(𝑡 → ∞)

𝜃𝑠𝑡𝑦 (𝑢) = lim
𝑡→∞

𝜃𝑦 (𝑢,𝑡) = exp

{︂
𝜈

𝛾

∫︁ 𝑢

0

𝜃𝑎 (𝑧)− 1

𝑧
𝑑𝑧

}︂
. (2.68)

Характеристическая функция амлитуд импульсов 𝜃𝑎(𝑢), соответствующая двухсторон
нему экспоненциальному вероятностному распределению (2.53), такова

𝜃𝑎 (𝑢) =
𝛽2

𝛽2 + 𝑢2
. (2.69)

Подставляя (2.69) в (2.68), получаем

𝜃𝑠𝑡𝑦 (𝑢) =
1

(1 + 𝑢2/𝛽2)𝛼
, (2.70)

где 𝛼 = 𝜈/(2𝛾). Применяя обратное преобразование Фурье к (2.70), определяем установив
шееся вероятностное распределение случайного процесса 𝑦(𝑡), описываемого стохастическим
линейным дифференциальным уравнением (2.63),

𝑃 𝑠𝑡
𝑦 (𝑦) =

𝛽√
𝜋 Γ (𝛼)

(︂
𝛽 |𝑦|
2

)︂𝛼−1/2

𝐾𝛼−1/2 (𝛽 |𝑦|) , (2.71)

где 𝐾𝑝(𝑥) – модифицированная функция Бесселя второго рода (функция Макдональда).
Применяя, наконец, известную формулу преобразования вероятностного распределения

случайной величины после нелинейного преобразования, находим искомое установившееся
вероятностное распределение случайного процесса 𝑥(𝑡) в уравнении Хонглера (2.62)

𝑃𝑠𝑡 (𝑥) =
𝛽ch𝑥√
𝜋 Γ (𝛼)

(︂
𝛽 |sh𝑥|

2

)︂𝛼−1/2

𝐾𝛼−1/2 (𝛽 |sh𝑥|) , (2.72)

которое является решением уравнения (2.55) с 𝑓(𝑥) = −𝛾th𝑥 и 𝑔(𝑥) = 1/ch𝑥. Следует подчерк
нуть, что для целых значений параметра 𝛼 решение может быть записано в элементарных
функциях. Например, для 𝛼 = 1, используя хорошо известное выражение для функции Мак
дональда полуцелого порядка [106]

𝐾1/2 (𝑧) =

√︂
𝜋

2𝑧
𝑒−𝑧,

из (2.72) получаем

𝑃𝑠𝑡 (𝑥) =
𝛽ch𝑥

2
𝑒−𝛽|sh𝑥|. (2.73)

Графики установившихся вероятностных распределений случайного процесса 𝑥(𝑡) для
различных значений среднего темпа импульсов 𝛼 = 𝜈/(2𝛾) при заданном значении 𝛽 = 1

представлены на Рисунке 2.8. Как видно из Рисунка 2.8, индуцированный шумом переход к
бимодальности в системе (2.62) (см. [90]) наблюдается при изменении средней частоты появ
ления импульсов 𝜈. Установившееся вероятностное распределение с 𝛼 = 0,5 (𝜈 = 𝛾) является
унимодальным и становится бимодальным с увеличением параметра 𝜈. Более детальный
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Рис. 2.8 — Установившееся вероятностное распределение (2.72) случайного процесса 𝑥(𝑡) для
различных значений безразмерного среднего темпа стимулов 𝛼 = 𝜈/(2𝛾) при фиксированном
значении параметра 𝛽 = 1

Рис. 2.9 — Установившееся вероятностное распределение (2.72) случайного процесса 𝑥(𝑡) для
различных значений параметра 𝛽 при фиксированных значениях темпа 𝛼 = 𝜈/(2𝛾) = 0,5

анализ показывает, что первоначальное унимодальное установившееся вероятностное рас
пределение проходит через тримодальную фазу в диапазоне 𝛼 ∈ (1,85; 1,88) и только тогда
становится бимодальным. Для редких стимулов наиболее вероятное значение равно нулю,
а вероятностное распределение имеет сингулярную особенность интегрирования в нуле для
𝜈 ⩽ 𝛾 (𝛼 ⩽ 0.5). Для частых импульсов наиболее вероятны два противоположных по знаку
значения. Они увеличиваются по абсолютному значению с увеличением 𝜈 и остаются конеч
ными в пределе 𝜈 → ∞ при фиксированном значении параметра 𝛽.

Другое поведение вероятностного распределения можно наблюдать на Рисунке 2.9,
где изображены кривые для различных значений 𝛽 и фиксированного значения парамет
ра 𝛼 = 0,5.

Существует прямой переход от унимодального вероятностного распределения к тримо
дальному без бимодальной фазы, но с увеличением среднего квадрата амплитуд импульсов,
т.е. с уменьшением параметра 𝛽 (см. (2.53)). Это явно видно из распределения (2.73) при
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𝛼 = 1. Как показывает анализ, распределение имеет один максимум в нуле для 𝛽 ⩾ 0,5 и
два дополнительных максимума в точках

𝑥𝑚𝑎𝑥 = ± ln
1 +

√︀
1− 4𝛽2 +

√︁
2 (1 +

√︀
1− 4𝛽2)

2𝛽
(2.74)

для 𝛽 < 0,5. Как видно из (2.74), 𝑥𝑚𝑎𝑥 ≃ ± ln(2/𝛽) и стремится к бесконечности при 𝛽 → 0,
но значение плотности вероятности в максимуме остается конечной 𝑃𝑠𝑡(𝑥𝑚𝑎𝑥) ≃ 1/(2𝑒).

2.3 Динамическая мультимодальность, вызванная процессом
Орнштейна–Уленбека и дихотомическим шумом

Рассмотрим передемпфированное движение частицы с координатой 𝑥(𝑡) во внешнем
потенциале 𝑈(𝑥) под воздействием процесса Орнштейна—Уленбека 𝜂(𝑡) [46; 107]

�̇�(𝑡) = −𝑈 ′(𝑥) + 𝜂(𝑡),

�̇�(𝑡) = − 1

𝜏𝑐
𝜂(𝑡) +

√
2𝐷 𝜉(𝑡), (2.75)

где 𝜏𝑐 – время корреляции процесса Орнштейна—Уленбека, 𝜉(𝑡) – дельта-коррелированный
белый гауссовский шум с нулевым средним ⟨𝜉(𝑡)⟩ = 0 и единичной интенсивностью.

Соответствующее уравнение Фоккера—Планка для совместной плотности вероятности
𝑃2 (𝑥,𝜂,𝑡) может быть получено непосредственно из уравнений Ланжевена (2.75) функцио
нальными методами и имеет следующий вид (см. вывод в Приложении Г.1)

𝜕𝑃2

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥
[𝑈 ′(𝑥)− 𝜂]𝑃2 +

1

𝜏𝑐

𝜕

𝜕𝜂
(𝜂𝑃2) +𝐷

𝜕2𝑃2

𝜕𝜂2
. (2.76)

К сожалению, установившееся вероятностное распределение не может быть аналити
чески найдено из уравнения (2.76).

2.3.1 Бимодальность в моностабильном потенциале четвертой
степени

В работе [108] было продемонстрировано, что шум Орнштейна—Уленбека может произ
водить бимодальные вероятностные распределения фазовой переменной в потенциалах 𝑈(𝑥)
четвертой степени. Проанализируем это явление более подробно.

Установившееся вероятностное распределение может быть получено из уравнений Лан
жевена (2.75) в унифицированном приближении цветного шума (UCNA) [109] и имеет
следующий вид

𝑃𝑠𝑡(𝑥,𝜏𝑐) = 𝐶|1 + 𝜏𝑐𝑈
′′| · exp

{︂
− 1

𝐷

(︂
𝜏𝑐𝑈

′2

2
+ 𝑈

)︂}︂
, (2.77)
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где 𝐶 – константа нормировки.
Из уравнения (2.77) получаем следующее уравнение для нахождения экстремумов уста

новившегося вероятностного распределения (𝑈 ′′(𝑥) > 0)

𝐷𝜏𝑐𝑈
′′′(𝑥)− 𝑈 ′(𝑥) [1 + 𝜏𝑐𝑈

′′(𝑥)]
2
= 0. (2.78)

Для потенциала вида 𝑈(𝑥) = 𝑏𝑥2𝑚/(2𝑚) + 𝑎𝑥2/2 уравнение (2.78) демонстрирует на
личие экстремума в точке 𝑥 = 0. Условие существования минимума в этой точке имеет
следующий вид

6𝑏𝜏𝑐𝛿𝑚,2 −
𝑎

𝐷
(1 + 𝑎𝜏𝑐)

2 > 0. (2.79)

Из уравнения (2.79) видно, что для потенциалов с показателем 𝑚 > 2 вероятност
ное распределение всегда остается унимодальным. Условие бимодальности (2.79) становится
нетривиальным только в случае потенциала четвертой степени (𝑚 = 2) и принимает сле
дующий вид

𝑎 (1 + 𝑎𝜏𝑐)
2 < 6𝑏𝐷𝜏𝑐. (2.80)

Как следует из (2.80), для потенциала четвертой степени (𝑎 = 0) наблюдается бимо
дальность для всех значений параметров. В дополнение к работе [108] после замены 𝜌 = 1/𝜏𝑐

уравнение (2.80) преобразуется в следующее

𝜌𝑎 (𝜌+ 𝑎)2 < 6𝑏𝐷 (2.81)

и совпадает с уравнением (33) в [108].
На Рисунке 2.10 представлена эволюция вероятностного распределения 𝑃 (𝑥,𝑡), полу

ченная путем численного анализа модели, описываемой системой (2.75), для потенциала
четвертой степени с гармонической добавкой 𝑈(𝑥) = 𝑏𝑥4/4 + 𝑎𝑥2/2 (𝑚 = 2) при фиксиро
ванном времени корреляции и для двух значений амплитуды цветного шума 𝐷. Сравнение
левого и правого рисунков подтверждает, что для фиксированного времени корреляции шума
Орнштейна—Уленбека изменение амплитуды 𝐷 может индуцировать бимодальность стаци
онарных состояний.

Кроме того, интересно сравнить установившееся вероятностное распределение на Ри
сунке 2.10 (а) и Рисунке 2.11, поскольку они соответствуют одному и тому же значению
амплитуды 𝐷 и разным значениям параметра 𝜌. Очевидно, для фиксированного значения
амплитуды𝐷 изменение времени корреляции процесса Орнштейна—Уленбека может вызвать
бимодально-унимодальную трансформацию установившегося распределения.

2.3.2 Мультимодальность в потенциалах другого вида

Начнем с анализа возможных форм установившегося вероятностного распределения в
системе уравнений (2.75) для фиксированных одноямных потенциалов вида

𝑈(𝑥) =
1

𝑛
|𝑥|𝑛 (1 < 𝑛 < 4) (2.82)
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Рис. 2.10 — Эволюция плотности вероятности 𝑃 (𝑥,𝑡) для 𝐷 = 1 (а) и 𝐷 = 9 (б). Значения
остальных параметров: 𝜌 = 1,4; 𝑎 = 1; 𝑏 = 1

Рис. 2.11 — Эволюция плотности вероятности 𝑃 (𝑥,𝑡) для 𝐷 = 1; 𝜌 = 0,05; 𝑎 = 1; 𝑏 = 1

Как следует из (2.77) и (2.82), приближение унифицированного цветного шума приво
дит к неправильному результату для 𝑛 = 1, потому что этот случай соответствует белому
гауссову шуму, т.е. 𝑃𝑠𝑡 ∝ 𝑒−𝑉 (𝑥)/𝐷.

Для произвольного значения 𝑛 существует экстремум в точке 𝑥 = 0. В силу симметрии
вероятностного распределения для обнаружения мультимодальности достаточно проанали
зировать количество экстремумов в области положительных значений 𝑥. Восмпользовавшись
тем, что 𝑈 ′′(𝑥) > 0 для потенциала (2.82), можно исключить модуль в уравнении (2.77) и
получить следующее уравнение для нахождения экстремумов (𝑥 > 0)

𝑈 ′(𝑥)

𝑈 ′′′(𝑥)
=

𝐷𝜏𝑐

[1 + 𝜏𝑐𝑈 ′′(𝑥)]2
. (2.83)

Подставляя (2.82) в (2.83), приходим к

𝑥2

(𝑛− 1)(𝑛− 2)
=

𝐷𝜏𝑐

[1 + 𝜏𝑐(𝑛− 1)𝑥𝑛−2]2
. (2.84)

Для значений 1 < 𝑛 < 2 левая часть (2.84) отрицательна, в то время как правая часть
всегда положительная. В результате уравнение (2.84) не имеет решений и вероятностное
распределение является унимодальным с единственным максимумом в начале координат. В
то же время для 𝑛 > 2 графический анализ указывает на наличие корня уравнения (2.84)
в области 𝑥 > 0, что соответствует бимодальному вероятностному распределению с мини
мумом в точке 𝑥 = 0.
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Рис. 2.12 — Установившиеся вероятностные распределения в потенциале 𝑈(𝑥) = |𝑥|𝑛/𝑛

Рисунок 2.12 демонстрирует установившиеся вероятностные распределения в потенциа
ле (2.82) для различных наборов значений показателя 𝑛. Сплошная линия на Рисунках (а) и
(б) соответствует нормальному распределению. Рисунок 2.12 доказывает, что для значений
𝑛 ⩽ 2 ((а) и (б)) стационарные состояния унимодальны, а для 𝑛 > 2 (в) установившиеся
вероятностные распределения в одноямном потенциале (2.82) могут быть бимодальными.
Уже для 𝑛 = 2.01 стационарное распределение существенно отличается от нормального, в
частности, виден неглубокий минимум стационарного распределения. В то же время время,
для 𝑛 = 2.02 существует отчетливый минимум стационарной плотности вероятности в точке
𝑥 = 0. Результаты для 𝑛 ⩾ 3 демонстрируют сильную бимодальность (см. Рисунок 2.12 (в)).

Эта ситуация очень напоминает проблему стационарных состояний в одноямных потен
циалах под воздействием белого шума Леви [4; 7; 19; 23; 110]. В этом случае для потенциалов
вида (2.82) стационарные состояния существуют для достаточно больших значений показа
теля 𝑛 [111]. Для 𝑛 < 2, если они существуют, то являются унимодальными [7; 111]. В
предельном случае 𝑛 = 2 по аналогии с системами, управляемыми белым гауссовым шумом,
стационарное состояние воспроизводит распределение шума, т.е. задается 𝛼-стабильным рас
пределением. Следовательно, для 𝑛 = 2 стационарные состояния являются унимодальными
и имеют степенную асимптотику. Наконец, для 𝑛 > 2 стационарные состояния являются
бимодальными.

Для сравнения рассмотрим экспоненциальный одноямный потенциал вида

𝑈(𝑥) = 𝑈0 (ch𝛽𝑥− 1) , (2.85)
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Рис. 2.13 — Область бимодальности (2.87) для экспоненциального потенциала (2.85)

который имеет форму параболического потенциала для малых значений 𝑥

𝑈(𝑥) ≃ 𝑈0 𝛽
2𝑥2

2
.

В соответствии с (2.77) в точке 𝑥 = 0 гарантированно существует экстремум. Подстав
ляя (2.85) в (2.83), получаем следующее условие для нахождения остальных экстремумов
(𝑥 > 0)

1

𝛽2
=

𝐷𝜏𝑐

(1 + 𝑉0𝜏𝑐𝛽2ch𝛽𝑥)2

или

ch𝛼𝑥 =
𝛼
√
𝐷𝜏𝑐 − 1

𝑉0𝜏𝐶𝛼2
. (2.86)

Уравнение (2.86) имеет один положительный корень только в случае

𝛽
√
𝐷𝜏𝑐 − 1

𝑈0𝜏𝑐𝛽2
> 1

или

𝐷 >

(︂
𝑈0𝛽

√
𝜏𝑐 +

1

𝛽
√
𝜏𝑐

)︂2

. (2.87)

Таким образом, в унифицированном приближении цветного шума для экспоненци
ального потенциала (2.85) обнаружена бимодальность установившегося вероятностного
распределения в ограниченной области на плоскости время корреляции 𝜏𝑐, интенсивность
𝐷 (см. Рисунок 2.13).
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2.3.3 Мультимодальность в системе со случайно
переключающимся потенциалом

Продолжая исследование, начатое в [20] и расширенное в [112], проверим, может ли до
бавление марковского дихотомического шума индуцировать стационарные состояния с более,
чем двумя модальными значениями. Подставим в систему (2.75) одномерный переключаю
щийся потенциал

𝑈(𝑥,𝑡) =
𝑏

4
[𝑥− 𝜉𝐷𝑁(𝑡)]

4 +
𝑎

2
[𝑥− 𝜉𝐷𝑁(𝑡)]

2 , (2.88)

где 𝜉𝐷𝑁(𝑡) – симметричный марковский дихотомический шум, переключающийся между дву
мя значениями ±∆ со средней частотой 𝜈.

Эволюция совместного вероятностного распределения 𝑃 (𝑥,𝜂,𝑡) для совокупности слу
чайных процессов {𝑥(𝑡),𝜂(𝑡)} может быть получена аналитически и задается следующей
системой уравнений (см. вывод в Приложении Г.2)

𝜕𝑃

𝜕𝑡
= − 𝜕

𝜕𝑥

(︀
𝜂 − 𝑏𝑥3 − 3𝑏∆2𝑥− 𝑎𝑥

)︀
𝑃 +

1

𝜏𝑐

𝜕

𝜕𝜂
(𝜂𝑃 )−

− 𝜕

𝜕𝑥

(︀(︀
3𝑏𝑥2 + 𝑏∆2 + 𝑎

)︀
𝑄
)︀
+𝐷

𝜕2𝑃

𝜕𝜂2
, (2.89)

𝜕𝑄

𝜕𝑡
= −2𝜈𝑄− 𝜕

𝜕𝑥

(︀
𝜂 − 𝑏𝑥3 − 3𝑏∆2𝑥− 𝑎𝑥

)︀
𝑄+

1

𝜏𝑐

𝜕

𝜕𝜂
(𝜂𝑄)−

−∆2 𝜕

𝜕𝑥

(︀(︀
3𝑏𝑥2 + 𝑏∆2 + 𝑎

)︀
𝑃
)︀
+𝐷

𝜕2𝑄

𝜕𝜂2
,

где введена вспомогательная функция

𝑄(𝑥,𝜂,𝑡) = ⟨𝜉𝐷𝑁(𝑡)𝛿(𝑥− 𝑥(𝑡))𝛿(𝜂 − 𝜂(𝑡))⟩.

Установившиеся вероятностные распределения, полученные путем численного моде
лирования системы (2.75) с потенциалом (2.88), для различных темпов переключений 𝜈 и
различных значений дихотомического шума ∆ изображены на Рисунке 2.14. Левый столбец
соответствует чистому потенциалу четвертой степени (𝑎 = 0, 𝑏 = 1), в то время как правый
столбец – “смеси” параболического потенциала и потенциала четвертой степени (𝑎 = 1, 𝑏 = 1).
Из Рисунка 2.14 можно сделать вывод, что путем соответствующего выбора параметров
можно увеличить количество мод вероятностного распределения. В частности, наблюдают
ся бимодальные, тримодальные и четырехмодальные стационарные состояния, можно также
получить унимодальное распределение.

Одномерная модель с комбинированным действием симметричного марковского дихото
мического шума и шума Орнштейна—Уленбека может быть обобщена на двумерный случай.
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Рис. 2.14 — Установившиеся вероятностные распределения для различных средних темпов
переключений 𝜈 дихотомического шума с (а) ∆ = 1, (б) ∆ = 2 и (в) ∆ = 4. Левый столбец
соответствует случаю 𝑎 = 0, правый столбец – 𝑎 = 1. Значения остальных параметров:
𝜏𝑐 = 20, 𝐷 = 1, 𝑏 = 1

Движение частицы в потенциале 𝑈(𝑥,𝑦,𝑡) под воздействием двумерного процесса
Орнштейна—Уленбека �⃗�(𝑡) = (𝜂𝑥(𝑡),𝜂𝑦(𝑡)) описывается следующим набором уравнений Лан
жевена

˙⃗𝑟(𝑡) = −∇𝑈(�⃗�,𝑡) + �⃗�(𝑡),

˙⃗𝜂(𝑡) = − 1

𝜏𝑐
∇
[︂
1

2
�⃗�2
]︂
+
√
2𝐷𝜉(𝑡), (2.90)

где 𝜉(𝑡) – двумерный белый гауссов шум с корреляционной функцией

⟨𝜉𝑖(𝑡)𝜉𝑗(𝑡+ 𝜏)⟩ = 𝛿𝑖𝑗𝛿(𝜏).

Рассмотрим двумерный потенциал четвертой степени

𝑈(�⃗�,𝑡) = 𝑈(𝑥,𝑦,𝑡) =
1

4

[︀
(𝑥− 𝜉1𝐷𝑁(𝑡))

2 + (𝑦 − 𝜉2𝐷𝑁(𝑡))
2
]︀2
, (2.91)

где 𝜉𝑖𝐷𝑁(𝑡) – независимые симметричные марковские дихотомические шумы (𝑖 = 1,2), прини
мающие одинаковые значения ±∆ с одним и тем же средним темпом переключений 𝜈.
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На Рисунке 2.15 показаны результаты численного моделирования системы (2.90) для
потенциала (2.91) при ∆ = 1. Верхняя строка соответствует фиксированному одноямному
потенциалу 𝑈(𝑥,𝑦) = (𝑥2 + 𝑦2)2/4. Последующие строки соответствуют различным зна
чениям темпа переключений дихотомического шума 𝜈. В то же время разные столбцы
демонстрируют результаты для различных значений времени корреляции 𝜏𝑐 аддитивного
шума Орнштейна—Уленбека. Верхний ряд обобщает результаты работы [108] на двумерный
случай. Для 𝜉𝐷𝑁(𝑡) = 0 при 𝐷 = 1 стационарные состояния сферически симметрич
ные с минимумом установившегося вероятностного распределения в начале координат.
Дополнительное воздействие симметричного марковского дихотомического шума может
индуцировать динамическую мультимодальность. Для больших темпов переключений 𝜈 ста
ционарные состояния остаются унимодальными (см. нижний ряд Рисунка 2.15).

2.4 Выводы по второй главе

Для модели Мальтуса—Ферхюльста—Бернулли (МФБ) с полностью коррелированными
шумами найдено асимптотическое поведение вероятностного распределения плотности попу
ляции для произвольного негауссового цветного источника шума. Аналитически установлена
монотонная релаксация средней плотности популяции к установившемуся значению в слу
чае возмущения марковским дихотомическим шумом. Показано, что в асимптотике процесс
перестает быть случайным, и все моменты плотности популяции (в т.ч. среднее значение)
равны 1, что свидетельствует о выживании биологической популяции. Для модели МФБ
с флуктуирующим объемом ресурсов, имеющим одностороннее устойчивое вероятностное
распределение, изучена переходная динамика распределения плотности популяции и ста
тистические характеристики в установившемся режиме. Показано, что сценарий эволюции
популяции существенно зависит от показателя нелинейности 𝜇 в рассматриваемом стохасти
ческом уравнении. В отличие от первой рассмотренной модели, наблюдается немонотонная
релаксация средней плотности популяции к установившемуся значению. При анализе обеих
моделей не накладывалось ограничения на значение степени нелинейности 𝜇, кроме того,
что она должна быть положительной. Полученные результаты верны не только для целых
значений 𝜇, но и дробных.

На основе уравнения Колмогорова—Феллера получена точная формула для устано
вившегося вероятностного распределения плотности популяции, подчиняющейся уравнению
Ферхюльста с флуктуациями параметра насыщения в форме одностороннего пуассоновского
белого шума. Это распределение оказывается унимодальным, и положение его максимума
сдвигается к нулю с увеличением средней частоты пуассоновских импульсов. Для генети
ческой модели Хонглера при воздействии пуассоновской последовательности импульсов с
экспоненциально распределенными амплитудами обеих полярностей продемонстрировано
наличие индуцированных шумом переходов от унимодальности к бимодальности и даже
тримодальности в установившемся вероятностном распределении при изменении параметров
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Рис. 2.15 — Топограммы установившихся вероятностных распределений для двумерного
фиксированного (верхняя строка) и случайно переключающегося потенциала (2.91). Разные
строки соответствуют различным значениям темпа переключений дихотомического шума 𝜈.
Разные столбцы соответствуют различным значениям времени корреляции 𝜏𝑐 процесса Орн
штейна—Уленбека
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шума. Впервые показано, что в модели Хонглера переход от унимодальности к бимодально
сти вероятностного распределения с увеличением средней частоты появления пуассоновских
импульсов происходит через тримодальную фазу, а прямой переход от унимодальности к
тримодальности наблюдается при изменении среднего квадрата амплитуд импульсов.

Исследовано влияние коррелированных шумов на вероятностные свойства нелинейных
динамических систем. Проаналировано, при каких условиях воздействие шума Орнштей
на—Уленбека индуцирует мультимодальность стационарных состояний в фиксированных
одноямных степенных и экспоненциальных потенциалах. В частности, показан переход
от унимодальности к бимодальности для фиксированных одноямных потенциалов при
увеличении показателя степени. Кроме того, изучено, что дополнительное воздействие
симметричного марковского дихотомического шума может индуцировать динамическую
мультимодальность в потенциалах четвертой степени.
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Глава 3. Стохастические модели мемристора

Мемристор – это пассивный элемент электрических цепей, способный изменять свое
внутреннее сопротивление в зависимости от приложенного напряжения и, что наиболее
важно, запоминать свое состояние при отключении питания [113]. Это свойство делает мемри
сторы и мемристивные структуры наиболее перспективными кандидатами для следующего
поколения устройств энергонезависимой памяти RRAM (Resistive Random Access Memory) и
нейроморфных системах [114—116]. Среди преимуществ мемристора можно также выделить
его превосходную масштабируемость до нанометров, быстрое переключение, низкое энерго
потребление и простую структуру [117—131].

Более четверти века мемристор оставался гипотетическим элементом цепи [132], не
имеющим материальной реализации. Впервые эффект мемристивности был эксперименталь
но продемонстрирован в 2008 году группой исследователей из компании Hewlett Packard
во главе со Стэнли Уильямсом для системы металл-диэлектрик-металл Pt-TiO2-Ti𝑛O2𝑛−1-Pt
[113]. Показано, что мемристивный эффект возникает в наноразмерных структурах металл
диэлектрикметалл за счет перемещения зарядов в сверхтонком диэлектрическом слое при
приложении электрического поля, например, при движении вакансий кислорода в слое ди
оксида титана.

Типичная мемристивная структура (МС) представляет собой тонкий диэлектрический
слой, размещенный между двумя металлическими контактами – верхним электродом (ВЭ)
и нижним электродом (НЭ). С одной стороны слоя находится легирующая примесь (поло
жительные ионы металла). В качестве диэлектрика часто используют оксиды переходных
металлов (Ti, Ta, Hf, Zr и др.) [133] или оксид кремния (SiO2, SiOx) [134].

Мемристоры имеют, по крайней мере, два резистивных состояния: состояние с низ
ким сопротивлением (СНС) 𝑅𝑂𝑁 и состояние с высоким сопротивлением (СВС) 𝑅𝑂𝐹𝐹

(𝑅𝑂𝑁 ≪ 𝑅𝑂𝐹𝐹 ). Переход между этими состояниями происходит при подаче напряжения опре
деленной величины и знака. Для обеспечения нормального функционирования МС на основе
оксидов обычно подвергают так называемой электроформовке, при которой в диэлектриче
ской пленке образуется один или множество локальных проводящих каналов (филаментов),
разрушение которых вызывает переход в СВС, а восстановление – переход в СНС.

Полное сопротивление рассматриваемого устройства можно представить как сумму со
противлений двух переменных резисторов, соединенных последовательно [113]

𝑅𝑚 = 𝑅𝑂𝑁𝑠(𝑡) +𝑅𝑂𝐹𝐹 (1− 𝑠(𝑡)) , (3.1)

где 𝑠(𝑡) = 𝑦(𝑡)/𝐿 – нормированный размер легированной области (𝑠(𝑡) ∈ [0; 1]), 𝐿 – пол
ная длина мемристора. Когда к металлическим контактам прикладывается напряжение,
заряженные ионы начинают дрейфовать, и граница между двумя областями смещается. Схе
матическое изображение мемристора представлено на Рисунке 3.1.

Хотя исследования в области МС на основе оксидных диэлектриков интенсивно ве
дутся на протяжении последнего десятилетия, большинство работ носят эмпирический
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Рис. 3.1 — Схематическое изображение мемристора длины 𝐿. Легированная область с
нормированным размером 𝑠(𝑡) = 𝑦(𝑡)/𝐿 имеет сопротивление 𝑠(𝑡)𝑅𝑂𝑁 , в то время как со
противление нелегированной области задается выражением [1− 𝑠(𝑡)]𝑅𝑂𝐹𝐹

характер и ограничиваются качественными модельными соображениями. Количественные
расчеты, описывающие процессы, происходящие в мемристивных структурах, можно разде
лить на две категории. В работах первой категории предложены и реализованы численные
(компьютерные) модели, а в работах второй категории использован аналитический (фено
менологический) подход.

Раздел 3.1 посвящен обзору основных теоретических моделей мемристивных систем.
В разделе 3.2 проводится анализ двух макромоделей идеального мемристора с внешним

гауссовым шумом: управляемый зарядом и управляемый током мемристоры.
В разделе 3.3 рассматривается обобщенная стохастическая модель для мемристивной

системы. Данная модель учитывает флуктуации и позволяет получать точные аналитические
решения для концентрации дефектов, рассматриваемой как внутренний параметр системы.

В разделе 3.4 изучаются эффекты, возникающие в стохастической модели мемристора
на основе длины филамента в качестве переменной состояния.

В разделе 3.5 представлены выводы по главе.
Материалы третьей главы изложены в работах [A6; A7; A9; A20]. Настоящая работа

поддержана Правительством Российской Федерации, договор № 074-02-2018-330 (2).

3.1 Обзор теоретических моделей мемристивных систем

В литературе предложены различные теоретические модели мемристивных систем.
Можно выделить четыре основных подхода к построению модели: динамический, микро
структурный, термодинамический и стохастический.

Динамический подход основан на довольно простых динамических уравнениях, кото
рые отражают основные физические свойства поведения мемристора. К данному подходу
можно отнести модели, используемые в работах [113; 135—139], и модель роста проводяще
го филамента (ПФ) в [140]. Эти модели обычно включают по крайней мере два уравнения:
одно из них – соотношение омического типа между напряжением и током, а второе – диф
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ференциальное уравнение первого порядка для переменной состояния. При динамическом
подходе для построения модели используются только основные свойства мемристивной си
стемы и опускаются другие детали. Указанные свойства определяются выбором внутренней
переменной состояния, которая зачастую не может наблюдаться напрямую в эксперименте
[138]. Существуют модели мемристивных систем, описываемых различными переменными
состояния, такими как толщина ПФ [140], ширина области легирования [137], коэффици
ент легирования [138], концентрация вакансий в области разрыва [141], ширина туннельного
барьера [142] и др. Динамические модели широко используются для компьютерного модели
рования мемристора как части интегральной схемы в симуляторах электронных схем SPICE
(Simulation Program with Integrated Circuit Emphasis).

Микроструктурный подход обеспечивает более точные модели для всех физических
процессов, происходящих на микроуровне [143—145]. В то время как динамический подход
дает практическое соответствие абстрактной математической модели обобщенным экспе
риментальным данным процессов переключения, микроструктурные модели нацелены на
получение точного соответствия физической динамике изготовленных устройств. В этом слу
чае математическая сложность описания существенно возрастает, поскольку такая модель
должна включать в себя большое количество различных дифференциальных уравнений. Это
приводит к тому, что микроструктурные модели допускают только численное моделирование
с высокими затратами вычислительных ресурсов. Несмотря на эти сложности, смоделирован
ные значения иногда дают только качественное соответствие экспериментальным данным
[145]. Действительно, для моделирования микроструктурной модели могут потребоваться
десятки дополнительных физических параметров, и каждый из них может содержать неко
торые ошибки. В результате сохраняется значительная неопределенность в описании системы
в целом.

Термодинамические модели учитывают флуктуации естественным образом. Как и в
динамическом подходе, в термодинамической модели состояние мемристивной системы опи
сывается внутренней переменной состояния, системным параметром, репрезентативной или
конфигурационной координатой и т.д. Система стремится к состоянию с минимальным
значением термодинамического потенциала, например, свободной энергии 𝐹 как функции
переменной внутреннего состояния. Согласно работе [146], свободная энергия мемристивной
системы может иметь три локальных минимума, разделенных энергетическими барьерами
разной высоты. Термодинамическая система может менять локально стабильное состояние
под действием флуктуаций или вследствие изменения внешних параметров (например, под
действием внешнего электрического поля). В равновесии термодинамические модели имеют
вероятностное распределение Больцмана

𝑊 (𝑟) = 𝐴𝑒−
𝐹 (𝑟,𝑉 )
𝑘𝐵𝑇 , (3.2)

где 𝑟 – переменная внутреннего состояния, которой может быть радиус ПФ, 𝐴 – коэффици
ент нормировки, 𝑉 – напряжение на электродах мемристора, 𝑘𝐵 – постоянная Больцмана и
𝑇 – термодинамическая температура. Эволюция неравновесной термодинамической системы
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обычно описывается уравнением Фоккера—Планка (УФП) для вероятностного распреде
ления переменной состояния в поле термодинамической силы, определяемой профилем
свободной энергии [146; 147]. УФП описывает нелинейную релаксацию от начального нерав
новесного распределения к состоянию равновесия. Если существует постоянный поток, то
система может прийти к неравновесному стационарному состоянию [148—150].

В рамках стохастического подхода в математической модели используют случайные
переменные. Аналогично динамическому подходу в основе стохастических моделей лежат,
по крайней мере, два уравнения: соотношение омического типа и дифференциальное урав
нение первого порядка, но с источником шума [151—153]. Стохастическая часть модели –
это уравнение Ланжевена первого порядка, известное как модель сверхвязкого броуновского
движения в силовом поле [87]. Если вместо отдельной броуновской частицы мы рассматри
ваем ансамбль частиц, где каждая из них движется хаотично и независимо друг от друга
в соответствии с уравнением Ланжевена, то можно ввести среднюю концентрацию частиц
в единице объема [121; 154; 155]. Соответствующим уравнением для концентрации частиц
(или плотности вероятности, если выполнено условие нормировки) является УФП. Поэто
му уравнение Ланжевена первого порядка и УФП эквивалентны в том смысле, что они оба
описывают одну и ту же динамику броуновских частиц, но разными способами: на основе
стохастического уравнения, описывающего случайную траекторию движения частицы или
с использованием динамического уравнения описывающего усредненную эволюцию концен
трации частиц [87]. Поэтому термодинамический и стохастический подходы имеют общую
основу и могут рассматриваться как вариации одной и той же базовой математической мо
дели. Таким образом, флуктуации учитываются явным образом только в стохастических и
термодинамических моделях.

Стохастичность мемристоров, наблюдаемая во многих экспериментах проявляется как
их важное внутреннее свойство. Под стохастичностью мемристивных систем мы понимаем
внутренние флуктуации, присущие самой структуре, а также флуктуации значений химиче
ских и физических параметров, времен переключений, которые могут происходить на разных
пространственных и временных масштабах во время переключений или при нахождении си
стемы в одном из состояний. Для исследования свойств стохастичности и понимания того,
как она влияет на динамику системы, важно построить соответствующую теоретическую
модель, отражающую фундаментальные свойства мемристора.

3.2 Вероятностный анализ макромоделей идеального мемристора с
внешним источником шума

В этом разделе на основе анализа вероятностных характеристик простых макромоделей
изучается влияние гауссовых флуктуаций приложенного напряжения или тока на состояние
мемристора.



78

В простейшей модели идеальный мемристор Чуа [132] как нелинейный элемент элек
трической цепи описывается законом Ома и связанным с ним уравнением состояния

𝑉 (𝑡) = 𝑅(𝑞)𝐼(𝑡), 𝐼(𝑡) =
𝑑𝑞

𝑑𝑡
, (3.3)

где 𝑉 (𝑡), 𝐼(𝑡) и 𝑞(𝑡) – напряжение, ток и заряд на мемристоре соответственно. Уравнение (3.3)
описывает мемристор, управляемый зарядом (в этом случае сопротивление мемристора 𝑅(𝑞)
зависит от заряда). Как следует из уравнения (3.3), идеальный мемристор является интегри
руемой моделью и поэтому определяется эквивалентной алгебраической функцией

𝑤(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

𝑉 (𝑡)𝑑𝑡 =

∫︁ 𝑞(𝑡)

0

𝑅(𝑞)𝑑𝑞 = Φ(𝑞(𝑡)). (3.4)

Приложим к мемристору напряжение 𝑉 (𝑡) в форме стационарного гауссова шума со
средним значением 𝑉0 и ковариационной функцией 𝐾(𝜏). Согласно уравнению (3.4), слу
чайный процесс 𝑤(𝑡) является также гауссовым и обладает следующим вероятностным
распределением

𝑃𝑤(𝑦,𝑡) =
1√︀

4𝜋𝐷(𝑡)
· exp

{︂
−(𝑦 − 𝑉0𝑡)

2

4𝐷(𝑡)

}︂
, (3.5)

где

𝐷(𝑡) =

∫︁ 𝑡

0

(𝑡− 𝜏)𝐾(𝜏)𝑑𝜏. (3.6)

Теперь для вычисления из уравнений (3.4)-(3.6) плотности вероятности заряда, про
текающего через мемристор, можно применить известную теорему теории вероятностей о
нелинейном преобразовании случайных величин. Это дает следующий результат

𝑃𝑞(𝑧,𝑡) =
Φ

′
(𝑧)√︀

4𝜋𝐷(𝑡)
· exp

{︃
−(Φ(𝑧)− 𝑉0𝑡)

2

4𝐷(𝑡)

}︃
. (3.7)

В соответствии с (3.4), 𝑅(𝑞) = 𝑑Φ(𝑞)/𝑑𝑞, тогда, применяя указанную теорему еще раз, нахо
дим вероятностное распределение сопротивления мемристора

𝑃𝑅(𝑟,𝑡) =
𝑟√︀

4𝜋𝐷(𝑡)

∑︁
𝑘

1

|Φ′′(𝑞𝑘(𝑟))|
· exp

{︃
−(Φ(𝑞𝑘(𝑟))− 𝑉0𝑡)

2

4𝐷(𝑡)

}︃
, (3.8)

где 𝑞𝑘(𝑅) – 𝑘-ая ветвь однозначности обратной функции к 𝑅 = Φ
′
(𝑞). Путем экспе

риментального измерения плотности вероятности (3.8) можно восстановить неизвестную
алгебраическую функцию Φ(𝑞) и определить все интересующие нас статистические харак
теристики мемристора.

В качестве примера рассмотрим следующую физически обоснованную монотонную экс
поненциальную зависимость сопротивления мемристора от заряда [156]

𝑅(𝑞) = 𝑅𝑂𝑁 +
∆𝑅

𝑒−(𝑞+𝑞1)/𝑞0 + 1
, (3.9)

где ∆𝑅 = 𝑅𝑂𝐹𝐹 − 𝑅𝑂𝑁 (𝑅𝑂𝑁 ≪ 𝑅𝑂𝐹𝐹 ). Параметр 𝑞0 характеризует заряд, необходимый
для переключения мемристора, и определяет крутизну перехода между состоянием СНС и
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(а) (б)
Рис. 3.2 — Графики плотности вероятности сопротивления (3.10) в случае подачи на мемри
стор гауссова белого шума 𝑉 (𝑡) для различных моментов времени при (a) нулевом 𝑉0 = 0

и (б) положительном смещении 𝑉0 = 1. Значения остальных параметров: 𝑞0 = 1; 𝑞1 = 0,1;
𝑅𝑂𝑁 = 1; 𝑅𝑂𝐹𝐹 = 5; 𝐷 = 0,5

СВС, параметр 𝑞1 задает сопротивление мемристора в начальный момент времени 𝑡 = 0.
В рассматриваемом случае точное выражение для плотности вероятности сопротивления
𝑅(𝑡) имеет вид

𝑃𝑅(𝑟,𝑡) =
𝑞𝑜∆𝑅√︀
4𝜋𝐷(𝑡)

𝑟

(𝑅𝑂𝐹𝐹 − 𝑟)(𝑟 −𝑅𝑂𝑁)
· exp

{︃
−(Φ(𝑞(𝑟))− 𝑉0𝑡)

2

4𝐷(𝑡)

}︃
, (3.10)

где

Φ(𝑞(𝑟)) = −𝑞1𝑅𝑂𝑁 − 𝑞0∆𝑅 ln
(︀
𝑒𝑞1/𝑞0 + 1

)︀
+ 𝑞0𝑅𝑂𝐹𝐹 ln

(︂
∆𝑅

𝑅𝑂𝐹𝐹 − 𝑟

)︂
−

− 𝑞0𝑅𝑂𝑁 ln

(︂
∆𝑅

𝑟 −𝑅𝑂𝑁

)︂
(𝑅𝑂𝑁 < 𝑟 < 𝑅𝑂𝐹𝐹 ). (3.11)

Рассмотрим далее два вида подаваемого на мемристор случайного напряжения. Для
гауссова белого шума 𝑉 (𝑡) с интенсивностью шума 2𝐷 и ковариационной функцией

𝐾(𝜏) = 2𝐷𝛿(𝜏), (3.12)

необходимо подставить в формулу (3.10) в соответствии с уравнением (3.6), 𝐷(𝑡) = 𝐷𝑡.
Эволюция соответствующих вероятностных распределений сопротивления представлена на
Рисунке 3.2. Как видно из рисунка, в случае шума с нулевым средним значением наблю
даются переключения мемристора в два состояния (начиная с момента времени 𝑡 = 50), в
то время как случайное напряжение с положительным смещением переводит мемристор в
состояние с высоким сопротивлением.

Для цветного гауссова шума 𝑉 (𝑡) с экспоненциальной ковариационной функцией

𝐾(𝜏) = 𝜎2𝑒−|𝜏 |/𝜏𝑐 , (3.13)
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(а) (б)
Рис. 3.3 — Графики плотности вероятности сопротивления (3.10) в случае подачи на мемри
стор гауссова коррелированного шума 𝑉 (𝑡) для различных моментов времени при (a) нулевом
𝑉0 = 0 и (б) положительном смещении 𝑉0 = 5. Значения остальных параметров: 𝑞0 = 1;
𝑞1 = 0,1; 𝑅𝑂𝑁 = 1; 𝑅𝑂𝐹𝐹 = 5; 𝜎2 = 1; 𝜏𝑐 = 1

где 𝜎2 и 𝜏𝑐 – дисперсия и время корреляции соответственно, выражение (3.6) принимает вид

𝐷(𝑡) = 𝜎2𝜏𝑐
[︀
𝑡− 𝜏𝑐

(︀
1− 𝑒−𝑡/𝜏𝑐

)︀]︀
. (3.14)

Эволюция вероятностного распределения сопротивления мемристора (3.10) в случае
цветного гауссова шума приведена на Рисунке 3.3. Как видно, для коррелированного шу
ма наблюдается аналогичная эволюция плотности вероятности сопротивления, что и для
белого шума.

В качестве сопоставления с полученными результатами рассмотрим мемристор и про
текающий через него ток 𝐼(𝑡) в форме стационарного гауссова шума с нулевым средним
значением и корреляционной функцией 𝐾(𝜏). Согласно системе уравнений (3.3), заряд 𝑞(𝑡)

будет также гауссовым процессом с вероятностным распределением

𝑃𝑞(𝑟,𝑡) =
1√︀

4𝜋𝐷(𝑡)
· exp

{︂
− 𝑧2

4𝐷(𝑡)

}︂
. (3.15)

В соответствии с уравнениями (3.3) и (3.15), плотность вероятности сопротивления мемри
стора в этом случае такова

𝑃𝑅(𝑟,𝑡) =
1√︀

4𝜋𝐷(𝑡)

∑︁
𝑘

1

|𝑅′(𝑞𝑘(𝑟))|
· exp

{︂
− 𝑞2𝑘(𝑟)

4𝐷(𝑡)

}︂
. (3.16)

Здесь использованы те же самые обозначения, что и в уравнении (3.8). Для рассматрива
емого случая экспоненциальной зависимости сопротивления мемристора от заряда (3.9) из
уравнения (3.16) получаем

𝑃𝑅(𝑟,𝑡) =
1√︀

4𝜋𝐷(𝑡)

𝑞𝑜∆𝑅

(𝑅𝑂𝐹𝐹 − 𝑟)(𝑟 −𝑅𝑂𝑁)
· exp

{︃
− 1

4𝐷(𝑡)

(︂
𝑞1 + 𝑞0 ln

𝑅𝑂𝐹𝐹 − 𝑟

𝑟 −𝑅𝑂𝑁

)︂2
}︃
. (3.17)
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Рис. 3.4 — Плотность вероятности сопротивления мемристора (3.17) для случая гауссовых
флуктуаций тока с нулевым временем корреляции как функция двух переменных 𝑟 и 𝑡.
Значения остальных параметров: 𝑞0 = 1; 𝑞1 = 0,1; 𝑅𝑂𝑁 = 1; 𝑅𝑂𝐹𝐹 = 5; 𝐷 = 0,5

Пространственный график вероятностного распределения сопротивления мемристора
для флуктуаций тока в форме белого гауссова шума представлен на Рисунке 3.4. Как следует
из рисунка, начальное унимодальное вероятностное распределение с увеличением времени
наблюдения становится бимодальным. Два пика соответствуют состояниям мемристора с
низким и высоким сопротивлением и указывают на переключения между ними, вызванные
флуктуациями тока.

Далее рассмотрим управляемый током идеальный мемристор. Опираясь на ранее
описанную в [113] теоретическую модель, проанализируем те же самые статистические ха
рактеристики, что и для управляемого зарядом мемристора.

В рассматриваемой модели система управляющих уравнений такова

𝑉 (𝑡) = 𝑅𝑚𝐼(𝑡),

𝑑𝑠(𝑡)

𝑑𝑡
=
𝜇𝑉𝑅𝑂𝑁

𝐿2
𝐼(𝑡), (3.18)

где 𝐼(𝑡) и 𝑉 (𝑡) – ток и напряжение на мемристоре соответственно, 𝜇𝑉 – средняя подвижность
ионов, 𝑅𝑚 – полное сопротивление мемристора, заданное формулой (3.1).

Исследуем случай флуктуаций тока 𝐼(𝑡) в форме гауссова белого шума с ненулевым
средним значением 𝐼0 и интенсивностью 2𝐷1. Заряд 𝑞(𝑡), протекающий через мемристор, яв
ляется также гауссовым процессом, но в соответствии со вторым уравнением системы (3.18),
вероятностное распределение ограниченного процесса 𝑠(𝑡) является негауссовым и содержит
две дельта-функции

𝑃𝑠(𝑧,𝑡) = 𝑝1(𝑡)𝛿(𝑧) + 𝑝2(𝑡)𝛿(1− 𝑧) +
1√︀

4𝜋𝐷1𝑐20𝑡
· exp

{︂
−(𝑧 − 𝑐0𝐼0𝑡)

2

4𝐷1𝑐20𝑡

}︂
1(0,1)(𝑧), (3.19)
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где 𝑐0 = 𝜇𝑉𝑅𝑂𝑁/𝐿
2, 1𝐴(𝑧) – индикаторная функция множества 𝐴 и

𝑝1(𝑡) =

∫︁ 0

−∞

1√︀
4𝜋𝐷1𝑐20𝑡

· exp
{︂
−(𝑧 − 𝑐0𝐼0𝑡)

2

4𝐷1𝑐20𝑡

}︂
𝑑𝑧,

𝑝2(𝑡) =

∫︁ ∞

1

1√︀
4𝜋𝐷1𝑐20𝑡

· exp
{︂
−(𝑧 − 𝑐0𝐼0𝑡)

2

4𝐷1𝑐20𝑡

}︂
𝑑𝑧.

На основании вышеизложенной методики можно записать плотность вероятности сопротив
ления мемристора из уравнений (3.18) и (3.19) в следующем виде

𝑃𝑅(𝑟,𝑡) =
1

∆𝑅
· 𝑃𝑠

(︂
𝑅𝑂𝐹𝐹 − 𝑟

∆𝑅
, 𝑡

)︂
. (3.20)

Главным недостатком рассмотренных моделей является неспособность обеспечить
свойства реального мемристора (например, обнаружено отсутствие установившегося вероят
ностного распределения сопротивления мемристора) и учесть внутренние тепловые шумы.

3.3 Физическая макромодель мемристора с учетом влияния
внешних и внутренних шумов и её экспериментальная проверка

3.3.1 Описание макромодели

Сопротивление является ключевым физическим параметром, описывающим состоя
ние мемристора. Среди большого разнообразия резистивно-коммутационных запоминающих
устройств, изготовленных из различных материалов, значительная часть функционирует на
основе механизма образования и разрушения проводящего филамента в тонкой диэлектриче
ской пленке при подаче внешнего напряжения. Этот процесс обуславливает стохастичность
мемристоров [120; 151; 157]. Процесс образования и разрушения проводящего филамента ос
нован на случайных переходах ионов металла или положительно заряженных структурных
дефектов (вакансий кислорода) между ловушками в структуре диэлектрического материала.
Назовем эти ионы или вакансии диффузионными частицами. Процесс диффузии приводит,
в конечном итоге, к образованию или разрушению проводящего филамента в зависимости
от направления внешнего электрического поля, которое определяет среднее направление
дрейфа. Таким образом, проводящий филамент образуется через области, где концентра
ция частиц достаточно высока. Согласно [158], движение диффундирующих частиц может
быть описано уравнением Ланжевена

𝜂
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= −𝜕𝑈(𝑥, 𝑉 )

𝜕𝑥
+ 𝜉(𝑡), (3.21)

где 𝑥(𝑡) – координата частицы, 𝜂 – коэффициент вязкости, 𝑈(𝑥, 𝑉 ) – потенциальный профиль,
зависящий от напряжения 𝑉 на электродах мемристора и определяющий регулярную силу,
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действующую на частицу, 𝜉(𝑡) – белый гауссов шум с нулевым средним и интенсивностью
2𝜃. Если флуктуации имеют только тепловую природу, то, согласно соотношению Эйнштей
на—Сазерленда, их интенсивность пропорциональна температуре термостата 𝑇 : 𝜃 = 𝜂𝑘𝐵𝑇 .
В качестве переменной, определяющей состояние мемристора, используется средняя концен
трация случайно движущихся частиц, являющаяся функцией времени и пространственных
координат. Вслед за работами [154; 155; 159] для простоты анализа здесь рассматривается
одномерную модель, которую при необходимости можно обобщить на трехмерный случай.
Считаем, что верхний электрод (ВЭ) расположен в точке 𝑥 = 0, а нижний (НЭ) – в точ
ке 𝑥 = 𝐿. Стохастическая сила 𝜉(𝑡) позволяет описать неопределенности, обусловленные
самой моделью, неизбежные неточности при расчете макрофизических параметров (напри
мер, электро- и теплопроводность материала, вязкость, изменения энергий активации для
переноса дефектов и электронов), неидеальности структуры материала, неполную инфор
мацию о граничных и начальных условиях (например, начальная концентрация дефектов,
неоднородность начальных состояний и т. д.), наличие тепловых флуктуаций.

Потенциальный профиль 𝑈(𝑥, 𝑉 ) для скачкообразно перемещающихся частиц представ
лен потенциальными ямами, разделенными барьерами (см. Рисунок 3.5). Высота барьеров –
это энергия активации 𝐸𝑎, которую должна приобрести частица для преодоления барьера и
перехода в соседнюю яму в случайном направлении. Помимо периодической составляющей
Φ(𝑥) потенциальный профиль 𝑈(𝑥) имеет регулярный наклон 𝐹 , направленный на тот или
иной электрод в зависимости от полярности приложенного напряжения

𝑈(𝑥, 𝑉 ) = Φ(𝑥)− 𝐹𝑥, (3.22)

где 𝐹 = 𝑞𝑉/𝜀𝐿, 𝑞 – заряд частицы и 𝜀 – диэлектрическая постоянная.
Используя различные материалы электродов, можно менять энергетические свойства

этих участков, что влияет на форму потенциального профиля 𝑈(𝑥,𝑉 ) вблизи границ 𝑥 = 0 и
𝑥 = 𝐿, на значения сопротивления в состояниях СВС и СНС, а также на свойства динамики
переключения [160; 161]. Как правило, ВЭ легко окисляется и имеет низкое значение вели
чины работы выхода, а НЭ – высокое. В общем случае, это может быть учтено введением
дополнительной потенциальной ямы с глубиной 𝐸𝑡 вблизи ВЭ и потенциального барьера с
высотой 𝐸𝑏 вблизи НЭ, как показано на Рисунке 3.5 (г, д, е). В данном разделе рассмотре
но два частных случая: 𝐸𝑡 = 𝐸𝑏 = 𝐸𝑎 и случай идеально инертного материала НЭ, когда
𝐸𝑏 → ∞ при 𝐸𝑡 = 𝐸𝑎.

Уравнению Ланжевена (3.21) соответствует следующее уравнение Фоккера—Планка
для концентрации частиц 𝑛(𝑥,𝑡)

𝜕𝑛

𝜕𝑡
=

1

𝜂

𝜕

𝜕𝑥

[︂
𝜕𝑈(𝑥,𝑉 )

𝜕𝑥
𝑛

]︂
+𝐷

𝜕2𝑛

𝜕𝑥2
, (3.23)

где 𝐷 = 𝜃/𝜂2 – коэффициент диффузии. Броуновская диффузия в наклонном периодиче
ском потенциале (3.22), описываемая уравнением (3.23), может быть заменена диффузией в
наклонном потенциале 𝑈1 без барьеров [17; 87; 162—165]

𝑈1(𝑥, 𝑉 ) = −𝑣𝑒𝑓𝑓𝑥 (3.24)
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Рис. 3.5 — Вид потенциального профиля 𝑈(𝑥, 𝑉 ), определяющего регулярную силу, действую
щую на диффузионные частицы при нулевом внешнем смещении 𝑉 = 0 (а, г), положительном
𝑉 > 0, соответствующем СНС (б, д) и отрицательном 𝑉 < 0, соответствующем СВС (в, е)

с эффективным коэффициентом сноса 𝑣𝑒𝑓𝑓 , пропорциональным напряжению на электродах
мемристора 𝑉 . В результате уравнение (3.23) для концентрации частиц 𝑛1(𝑥,𝑡) принимает
следующий вид

𝜕

𝜕𝑡
𝑛1(𝑥,𝑡) =

𝜕

𝜕𝑥

[︂
𝑛1(𝑥,𝑡)

𝜕𝑈1(𝑥,𝑉 )

𝜕𝑥

]︂
+𝐷𝑒𝑓𝑓

𝜕2

𝜕𝑥2
𝑛1(𝑥,𝑡), (3.25)

где 𝐷𝑒𝑓𝑓 – эффективный коэффициент диффузии дефектов.
Точные выражения для эффективных коэффициентов сноса и диффузии, справедли

вые для произвольных значений 𝐹 = 𝑞𝑉/𝜀𝐿 и 𝜃, имеют следующий вид [163; 164]

𝑣𝑒𝑓𝑓 =
𝑙

𝑇1(𝑥0,𝑥0 + 𝑙)
, (3.26)

𝐷𝑒𝑓𝑓 =
𝑙2

2

∆𝑇2(𝑥0,𝑥0 + 𝑙)

[𝑇1(𝑥0,𝑥0 + 𝑙)]3
, (3.27)

где 𝑙 – период компоненты Φ(𝑥) потенциала (3.22), 𝑇1 – среднее время первого достиже
ния частицей границы 𝑥0 + 𝑙, когда она начинает движение из точки 𝑥0, ∆𝑇2 – дисперсия
времени первого достижения. Если для любого значения внешнего напряжения 𝑉 можно
считать, что результирующая энергия активации значительно больше, чем интенсивность
флуктуаций, т.е. 𝐸 ≈ 𝐸𝑎 − 𝐹𝑙/2 ≫ 𝜃, то можно использовать следующие приближенные



85

выражения для (3.26) и (3.27)

𝑣𝑒𝑓𝑓 =
2𝑙

𝜏𝑘𝑟
sh
𝐹𝑙

2𝜃
, (3.28)

𝐷𝑒𝑓𝑓 =
𝑙2

𝜏𝑘𝑟
ch
𝐹𝑙

2𝜃
, (3.29)

где 𝜏𝑘𝑟 – время Крамерса

𝜏𝑘𝑟 = 𝜏0 exp {𝐸𝑎/𝜃}. (3.30)

Здесь 𝐸𝑎 – энергия активации для нулевого смещения и 𝜏0(𝜃) определяется спецификой
формы периодического потенциала Φ(𝑥). Для тепловых флуктуаций 𝜃 = 𝑘𝐵𝑇 эффективные
коэффициенты сноса (3.28) и диффузии (3.29) связаны следующим соотношением [166]

𝐷𝑒𝑓𝑓 = 𝜃
𝑑

𝑑𝐹
𝑣𝑒𝑓𝑓 . (3.31)

Приближенные выражения для эффективных коэффициентов дрейфа (3.28) и диффу
зии (3.29) обеспечивают монотонную зависимость от параметров 𝜃 и 𝐹 и были получены при
некотором конкретном предположении о форме периодического потенциального профиля
Φ(𝑥). Ширина барьеров примерно равна ширине ям и верхняя часть каждого барьера нахо
дится посередине между двумя соседними ямами при любом значении 𝐹 . Реальная форма
потенциального профиля определяется специфической структурой диэлектрического мате
риала и может быть иной. В работах [17; 164; 167; 168] было показано, что функции 𝐷𝑒𝑓𝑓 (𝜃)

и 𝐷𝑒𝑓𝑓 (𝐹 ) могут быть немонотонными для некоторых конкретных форм потенциальных ям
и барьеров. Например, эти функции будут иметь максимум, если потенциальный профиль
Φ(𝑥) имеет широкие ямы и узкие барьеры или наоборот, как это показано на вставках а)
и б) на Рисунке 3.6.

Подобный потенциальный профиль может быть создан путем вставки рядов из ме
таллических наночастиц в диэлектрический слой [169]. Эта немонотонность с максимумом
является признаком явления ускорения диффузии в субкритически наклоненном периоди
ческом потенциале [17; 164; 168]. Чтобы принять это во внимание, необходимо использовать
точные выражения для эффективных коэффициентов дрейфа и диффузии (3.26) и (3.27).

Полная физическая модель мемристора, в дополнении к уравнению дрейфа-диффузии
(3.25) и соотношению омического типа, должна также включать уравнения, связывающие
концентрацию дефектов 𝑛1(𝑥, 𝑡) с сопротивлением 𝑅. Нужно учитывать, что ток 𝐼, протекаю
щий между электродами, нагревает материал локально и поэтому способствует увеличению
интенсивности шума. Кроме того, электрическое поле внутри мемристора может искажаться,
так как существуют области с различными проводимостями в зависимости от распределения
𝑛1(𝑥, 𝑡). Поэтому в общем случае можно рассмотреть потенциальное поле как функцию боль
шего числа параметров 𝑈1(𝑥, 𝑉, 𝐼, 𝑛1), подчиняющихся дополнительным уравнениям. В этом
случае уравнение Фоккер–Планка (3.25) может стать нелинейным по отношению к 𝑛1. Заме
тим, что дрейфовый член в уравнении (3.25) можно представить в виде следующей суммы

𝜕

𝜕𝑥

[︂
𝜕𝑈1(𝑥, 𝑉, 𝐼, 𝑛1)

𝜕𝑥
𝑛1

]︂
=
𝜕𝑈1(𝑥, 𝑉, 𝐼, 𝑛1)

𝜕𝑥

𝜕𝑛1

𝜕𝑥
+
𝜕2𝑈1(𝑥, 𝑉, 𝐼, 𝑛1)

𝜕𝑥2
𝑛1. (3.32)
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Рис. 3.6 — Эффективный коэффициент диффузии как функция безразмерной интенсивности
𝜃/𝐸𝑎 для профиля потенциала (в), показанного на вставке со значением 𝑎 = 0,8𝑙. Вставка:
примеры наклонных периодических потенциалов, для которых может наблюдаться ускоре
ние диффузии

Случай 𝑈1 = 𝑈1(𝑥, 𝑛1) был исследован в работе [154] для одномерного случая в предпо
ложении, что вторым членом в уравнении (3.32) можно пренебречь. Это справедливо, если
𝑈1(𝑥) является линейной функцией. В данном разделе анализируется наиболее простой слу
чай, когда джоулев разогрев и нелинейные эффекты в расчет не принимаются. Влияние
джоулевого нагрева было исследовано численно в работах [121; 143—145] для трехмерного
случая. Конкретный вид функции 𝑅(𝑛1) не является решающим для рассматриваемой мо
дели и зависит от свойств конкретных материалов. Далее рассматривается случай, когда
низкое значение 𝑛1 приводит к высокому сопротивлению и наоборот [170]. Предположим,
что данная зависимость сильно нелинейна и имеет порог: сопротивление резко уменьшается,
когда 𝑛1 становится больше порогового значения 𝑛1 = 𝑛𝑡ℎ. В этом упрощенном случае полное
сопротивление мемристора можно рассчитать, используя формулу (3.1).

Приведем результаты экспериментальной верификации стохастической модели мемри
стивного устройства, описываемой уравнениями (3.23) и (3.25). Эксперимент был выполнен
лабораторией стохастических мультистабильных систем, организованной в рамках гранта
Правительства Российской Федерации (договор № 074-02-2018-330 (2)). Используемое для
проверки экспериментальное мемристивное устройство было изготовлено на основе недавно
спроектированной многослойной структуры Au/Ta/ZrO2(Y)/Ta2O5/TiN/Ti, которая описа
на более подробно в работе [171].

Измеренные ВАХ представлены на Рисунке 3.7, где разные цвета соответствуют
различным циклам. Знак смещения на приборе соответствует потенциалу электрода Au от
носительно заземленного электрода TiN/Ti. Экспериментальное мемристивное устройство
демонстрирует типичное биполярное переключение анионного типа, связанного с образова
нием и разрушение проводящего филамента, состоящего из кислородных вакансий [172].
Переключение мемристора из СНС в СВС (так называемый процесс RESET на Рисун
ке 3.7) достигается путем разрыва филамента импульсом напряжения соответствующей
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Рис. 3.7 — Вольт-амперная характеристика мемристивного устройства. Период развертки
равен 4𝑠, а амплитуда развертки – 3 В. Значения остальных параметров: 𝐸𝑎/𝜃 = 23, ∆𝐸/𝜃 =
4,23, 𝑙2/𝜏0 = 6 · 10−13 см2 с−1, 𝐿 = 10 нм

полярности. Восстановление токонесущей способности филамента может быть реализова
но импульсом напряжения противоположной полярности, что приводит к переключению из
СВС в СНС (процесс SET на Рисунке 3.7). Результаты численного решения уравнений стоха
стической модели (3.24), (3.25), (3.28), (3.29) и (3.30) приведены в виде черной линии на
Рисунке 3.7.

Для моделирования были использованы следующие граничные условия

𝑛1(0,𝑡) = 𝑁1, 𝑛1(𝐿,𝑡) = 𝑁2, (3.33)

где 0 и 𝐿 – координаты ВЭ и НЭ, изготовленных из различных материалов. Относи
тельная концентрации дефектов (вакансий) на границах с электродами определяет вклад
соответствующего интерфейса в процесс резистивного переключения. Высокое значение 𝑁
соответствует легко окисляемому электроду и наоборот. В случае идеальной инертности ма
териала соответствующий электрод в модели рассматривается как отражающая граница.
Для моделирования выбраны следующие значения: 𝑁1 = 100% для легко окисляемого элек
трода TiN/Ti и 𝑁2 = 25% для противоположного электрода. Пороговое значение параметра
концентрации для переключения сопротивления составляет 𝑛𝑡ℎ = 50%.

Сравнивая экспериментальные и смоделированные результаты, представленные на Ри
сунке 3.7, можно заключить, что стохастическая прогнозная модель достаточно хорошо
описывает эксперимент и отражает ключевые фундаментальные свойства реальной ВАХ (ги
стерезисный тип, площадь и форма соответствуют тому, что наблюдалось в эксперименте).

Аналитические уравнения стохастической модели не моделируют цепи с ограничением
тока в режиме SET. Поэтому значение сопротивления в СНС, достигнутое в модели, меньше
по сравнению с экспериментальным. При необходимости можно добавить дополнительные
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Рис. 3.8 — Теоретическая вольт-амперная характеристика для различных значений часто
ты развертки управляющего напряжения: черная кривая соответствует 𝑓 = 0,25 Гц (та же
частота, что для черной кривой на Рисунке 3.7), зеленая – 2𝑓 , красная – 3𝑓 , синяя – 4𝑓 .
Остальные параметры те же, что для Рисунка 3.7

уравнения, моделирующие ограничение тока в экспериментальной системе, хотя это и не
является критичным для верификации.

Расчёты, выполненные в рамках модели показывают, что процесс перехода от СНС к
СВС начинается примерно при том же значении управляющего напряжения 𝑉 = −1,1 В, как
и в эксперименте. В то же время модель переходит в СВС немного быстрее. Это различие
может быть связано с выбором граничных условий. Условия (3.33) допускают уменьшение
концентрации дефектов при 𝑉 < 0 двумя способами: через обратный поток дефектов к ВЭ,
расположенному в точке 𝑥 = 0 и через границу НЭ, расположенного в точке 𝑥 = 𝐿, который
работает как приемник дефектов, когда 𝑛1(𝐿,𝑡) > 𝑁2. Если использовать условие отража
ющей границы при 𝑥 = 𝐿, соответствующее идеально инертному материалу, из которого
изготовлен электрод, то прохождение дефектов через такой электрод станет невозможным,
и мы будем наблюдать замедление процесса переключения. С другой стороны, в литературе
можно найти экспериментальные данные с ВАХ, которые показывают более быстрый про
цесс RESET, соответствующий результату приведенного выше моделирования с граничными
условиями (3.33) (см., например, статью [173]).

Еще одним фундаментальным свойством мемристивных устройств является сжатие пет
ли гистерезиса с увеличением частоты развертки [174]. Рассмотренная модель отражает и это
основное свойство: на Рисунке 3.8 изображена теоретическая ВАХ при тех же параметрах, но
для разных значений частоты возбуждения. Такая зависимость гистерезиса ВАХ от частоты
возбуждения является одним из фундаментальных свойств мемристора и хорошо согласуется
с экспериментальными результатами, приведенными в работе [174] и ссылками в ней.
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(а) (б)
Рис. 3.9 — Стационарные концентрации 𝑛𝑠𝑡(𝑥) для различных значений внешней силы 𝐹 =

𝑞𝑉/𝐿 и коэффициента диффузии 𝐷𝑒𝑓𝑓 , равного 𝐷1 и 𝐷2, где 𝐷2 < 𝐷1: (а) для граничных
условий (3.33); (б) для граничных условий (3.37), соответствующих идеальному инертному
материалу НЭ

3.3.2 Эволюция концентрации дефектов и сопоставление с
другими моделями резистивного переключения

Рассмотрим стационарные и нестационарные решения управляющих уравнений рас
смотренной в предыдущем разделе физической макромодели и проанализируем их свойства.

Стационарное решение 𝑛𝑠𝑡(𝑥) уравнения Фоккера–Планка (3.23) подчиняется следую
щему уравнению [︂

𝜕

𝜕𝑥

𝜕𝑈1(𝑥, 𝑉 )

𝜕𝑥
+𝐷𝑒𝑓𝑓

𝜕2

𝜕𝑥2

]︂
𝑛𝑠𝑡(𝑥) = 0. (3.34)

Для линейного потенциального профиля (3.22) уравнение (3.34) переходит в

𝐷𝑒𝑓𝑓
𝑑2𝑛𝑠𝑡(𝑥)

𝑑𝑥2
− 𝑣𝑒𝑓𝑓

𝑑𝑛𝑠𝑡(𝑥)

𝑑𝑥
= 0. (3.35)

Учитывая граничные условия (3.33), можно получить следующее стационарное решение (по
казано на Рисунке 3.9(a))

𝑛𝑠𝑡(𝑥) =
𝑁2 −𝑁1

exp
(︁

𝑣𝑒𝑓𝑓𝐿

𝐷𝑒𝑓𝑓

)︁
− 1

[︂
exp

(︂
𝑣𝑒𝑓𝑓𝑥

𝐷𝑒𝑓𝑓

)︂
− 1

]︂
+𝑁1. (3.36)

Как упоминалось ранее, если нижний электрод изготовлен из инертного материала
с очень высокой работой выхода, то его можно моделировать как отражающую границу,
т. е. как бесконечно высокий барьер для дефектов в точке 𝑥 = 𝐿. Заменив граничные усло
вия (3.33) на следующие

𝑛𝑠𝑡(0) = 𝑁1, 𝐺𝑠𝑡(𝐿) = 𝑣𝑒𝑓𝑓𝑛𝑠𝑡(𝐿)−𝐷𝑒𝑓𝑓
𝑑𝑛𝑠𝑡(𝑥)

𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝐿

= 0, (3.37)
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где 𝐺𝑠𝑡(𝐿) – установившийся поток диффузионных дефектов в точке 𝑥 = 𝐿, можно повторить
всю процедуру и получить следующую равновесную концентрацию (см. Рисунок 3.9 (б))

𝑛𝑠𝑡(𝑥) = 𝑁1 exp

(︂
𝑣𝑒𝑓𝑓𝑥

𝐷𝑒𝑓𝑓

)︂
. (3.38)

Как видно из Рисунка 3.9, для отражающих граничных условий (3.37) изменение
𝑛𝑠𝑡(𝐿) с внешним смещением 𝐹 значительно шире, чем то, которое получается при гра
ничных условиях (3.33). Это означает, что амплитуда резистивного переключения между
СНС и СВС будет больше, если материал нижнего электрода инертен. Такой же вывод
был сделан и в работе [160] на основе экспериментальных результатов. Экспоненциальная
зависимость величины сопротивления от максимального напряжения сброса эксперименталь
но наблюдалась также в мемристивных устройствах с инертным нижним электродом [165].
Концентрация (3.38) соответствует равновесному состоянию системы и описывается выраже
нием (3.23), в то время как концентрация (3.36) появляется в неравновесном установившемся
состоянии, т. к. в установившемся состоянии происходит постоянный поток дефектов между
электродами.

Чтобы узнать, как изменяется концентрация дефектов со временем при изменении
внешнего напряжения, интенсивности шума, эффективного коэффициента диффузии, тем
пературы и других параметров, необходимо найти нестационарное решение уравнения (3.23)
(подробное решение приведено в Приложении Д). Точное нестационарное решение уравнения
Фоккера—Планка (3.23) с граничными условиями (3.33) имеет вид

𝑛𝑛𝑠𝑡(𝑥,𝑡) = exp

(︂
𝑣𝑒𝑓𝑓𝑥

2𝐷𝑒𝑓𝑓

)︂ ∞∑︁
𝑛=0

𝐶0(𝑛) exp [𝐶(𝑛)𝑡] sin
(︁𝜋𝑛𝑥
𝐿

)︁
, (3.39)

где множество произвольных констант 𝐶0(𝑛) определяется начальными условиями

𝐶0(𝑛) =
2

𝐿

𝐿∫︁
0

exp

(︂
− 𝑣𝑒𝑓𝑓𝑥

2𝐷𝑒𝑓𝑓

)︂
𝑛𝑛𝑠𝑡(𝑥,0) sin

(︁𝜋𝑛𝑥
𝐿

)︁
𝑑𝑥. (3.40)

Рисунок 3.10(a) демонстрирует эволюцию концентрации 𝑛1(𝑥,𝑡) для различных вре
мен во время процесса SET при 𝑉 > 0 и константы, когда система переключается от
высокоомного к низкоомному состоянию. Легированная область, изначально расположен
ная только вблизи верхнего электрода, растет и приходит в установившееся состояние, в
котором заполняет почти всю область между верхним и нижним электродами. Согласно
уравнению (3.1), это соответствует переключению значения сопротивления от СВС к СНС.
Процесс роста легированной области качественно аналогичен модели дрейфа-диффузии, вве
денной в работе [159]. Нестационарная концентрация (3.39) естественно эволюционирует в
сторону стационарного состояния под действием регулярной и случайной сил.

Нестационарную концентрацию 𝑛1(𝑥,𝑡) для отражающих граничных условий (3.37)
можно получить с помощью процедуры, описанной в Приложении Д, стартуя с урав
нения (Д.1) и задания первого члена уравнением (3.38). Аналогично уравнению (3.39)
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(а) (б)
Рис. 3.10 — Эволюция нестационарных концентраций (3.39) и (3.41) из начального состояния
в установившееся состоянии ON при постоянном напряжении 𝑉 > 0 для времен, кратных
времени релаксации 𝜏 : (а) для граничных условий (3.33); (б) для граничных условий (3.37),
соответствующих идеальному инертному материалу НЭ

нестационарный член имеет вид

𝑛𝑛𝑠𝑡(𝑥,𝑡) = exp

(︂
𝑣𝑒𝑓𝑓𝑥

𝐷𝑒𝑓𝑓

)︂ ∞∑︁
𝑛=0

𝐶0(𝑛) exp (𝐶(𝑛)𝑡) sin 𝑏(𝑛)𝑥 (3.41)

с единственной разницей в уравнениях для констант 𝐶, 𝑎 и 𝑏. Из граничных условий (3.37)
имеем

𝑆(0) = 0, (3.42)

𝑣𝑒𝑓𝑓𝑆(𝐿)−𝐷𝑒𝑓𝑓
𝑑𝑆(𝑥)

𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
𝑥=𝐿

= 0. (3.43)

Следовательно, вместо уравнения (Д.13) получаем

𝐶3(𝑛) = 0, (3.44)

𝐶2(𝑛)

[︂(︂
𝑣𝑒𝑓𝑓
𝐷𝑒𝑓𝑓

− 𝑎

)︂
sin(𝑏𝐿)− 𝑏 cos(𝑏𝐿)

]︂
= 0. (3.45)

Принимая во внимание уравнения (Д.10) и (Д.11), приводим выражение (3.45) к следую
щему трансцендентному уравнению для 𝑎 и 𝑏

tg(𝑏𝐿) =
𝑏

𝑎
, (3.46)

которое не имеет аналитического решения, но может быть решено численно или графически.
Нестационарная концентрация частиц 𝑛1(𝑥, 𝑡) для отражающей границы (3.37) показана на
Рисунке 3.10(б) для различных времен в течение заданного процесса при 𝑉 > 0, когда си
стема находится в состоянии перехода от СВС к СНС.

Для понимания вариабельности значений сопротивления в СНС и СВС важно сравнить
время переключения, наблюдаемое в эксперименте, со временем релаксации концентрации
дефектов к стационарному состоянию. Другими словами, для полного анализа необходимо
понять, достигла ли рассматриваемая система стационарного состояния или остается далеко
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от равновесия. Из уравнения (Д.15) легко понять зависимость времени релаксации 𝜏 от уста
новившейся концентрации при выполнении граничных условий (3.33). Действительно, для
каждой пространственной координаты 𝑥 функция 𝑛𝑛𝑠𝑡(𝑥,𝑡) стремится к нулю со временем
как сумма убывающих экспонент. Самая медленная из них соответствует темпу 𝐶(1)

𝐶(1) =
𝐷𝑒𝑓𝑓

8

(︃
−4𝜋2

𝐿2
−
(︂
𝑣𝑒𝑓𝑓
𝐷𝑒𝑓𝑓

)︂2
)︃
. (3.47)

Таким образом, время релаксации имеет вид

𝜏 = − 1

𝐶(1)
=

2𝐿

𝑣𝑒𝑓𝑓

2𝐷𝑒𝑓𝑓/𝑣𝑒𝑓𝑓𝐿

1 + 𝜋2 (2𝐷𝑒𝑓𝑓/𝑣𝑒𝑓𝑓𝐿)
2 . (3.48)

Время релаксации (3.48) как функция напряжения смещения показано на Рисунке 3.11
для двух значений интенсивности флуктуаций. В соответствии с известными теоретически
ми и экспериментальными результатами [151; 157; 159] эта зависимость близка к закону
Аррениуса, как показано пунктирными линиями на Рисунке 3.11. Точное выражение 𝜏(𝑉 )

отклоняется от закона Аррениуса для малых значений напряжения, когда времена переклю
чения становятся большими.

Рис. 3.11 — Время релаксации как функция напряжения смещения для двух значений ин
тенсивности шума 𝜃1 (кривая 1) и 𝜃2 (кривая 2), где 𝜃1 > 𝜃2. Пунктирные прямые линии
соответствуют закону Аррениуса

Зависимость времени релаксации (3.48) от интенсивности флуктуаций показана на
Рисунке 3.12. Флуктуации могут быть как тепловыми, так и вызванными добавленным в
систему шумом управляющего напряжения. В общем случае 𝜏(𝜃) является немонотонной
функцией (см. вставку на Рисунке 3.12). Диапазон, в котором 𝜏 уменьшается с увеличением
интенсивности флуктуаций 𝜃 < 𝐸𝑎, является наиболее интересным с практической точки
зрения, т. к. он обеспечивает возможность ускорения процесса релаксации посредством шу
ма. Как видно из вставки на Рисунке 3.12, существует оптимальное значение интенсивности
шума, для которого время релаксации минимально. Дальнейший рост времени релаксации
с интенсивностью шума является эффектом задержки шумом распада нестабильного состо
яния. В мемристивной системе данный эффект будет играть негативную роль, поскольку он
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Рис. 3.12 — Время релаксации как функция безразмерной интенсивности шума 𝜃/𝐸𝑎 для
потенциального профиля с одинаковыми размерами барьеров и ям 𝑎 = 𝑏 = 0,5𝑙, где 𝐸𝑎 –
энергия активации для 𝑉 = 0 (сплошная линия). Время релаксации для потенциального
профиля с широкими ямами 𝑎 = 0,8𝑙 и узкими барьерами 𝑏 = 0,2𝑙 показано на вставке 3.6(в)
(пунктирная линия). Вставка: время релаксации как функция безразмерной интенсивности
шума для больших значений 𝜃/𝐸𝑎

приведет к замедлению переключений. Таким образом, позитивная роль шума в этом случае
возникает только при значениях интенсивности шума 𝜃 < 0,3𝐸𝑎.

В случае использования диэлектрических структур, обладающих особыми формами по
тенциальных барьеров и ям, позволяющих ускорить диффузию (т. е. немонотонное поведение
𝐷𝑒𝑓𝑓 (𝜃) на Рисунке 3.6), время релаксации станет меньше. В частности, пунктирная кривая
на Рисунке 3.6 относится к периодическому профилю потенциала с широкими ямами 𝑎 = 0,8𝑙

и узкими барьерами 𝑏 = 0,2𝑙, в то время как сплошная кривая соответствует периодическому
профилю потенциала с 𝑎 = 𝑏 = 0,5𝑙. Поэтому выбор конкретного потенциального профиля
порождает дополнительную возможность ускорения процесса релаксации.

3.4 Стохастическая модель мемристора на основе длины
проводящего филамента

3.4.1 Описание сосредоточенной стохастической модели

В этом разделе рассматривается новая стохастическая модель [A9], где переменной
состояния выступает длина проводящего филамента или координата границы легированной
области 𝑦. Предполагается, что мемристивное устройство длины 𝐿 содержит две области:
легированную и нелегированную с сопротивлениями 𝑅𝑂𝑁 и 𝑅𝑂𝐹𝐹 соответственно, как было
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показано на Рисунке 3.1. Легированная область может быть представлена в виде одной или
нескольких проводящих нитей. В этом случае 𝑦 – длина самой длинной нити накала.

Выбор переменной состояния обусловлен тем, что наиболее активная и наиболее важ
ная часть диффундирующих частиц, ответственная за изменение мемристивности, находится
вблизи границы проводящего филамента. Действительно, филамент является проводящей
средой, поэтому электрическое поле действует на частицы внутри проводящего филамента
гораздо слабее, чем на частицы на границе. Кроме того, диффузия внутри проводящего
филамента не влияет на суммарную мемристивность устройства до тех пор, пока концен
трация остается достаточно высокой, чтобы обеспечить низкое сопротивление. Снаружи
проводящего филамента электрическое поле действует сильнее, но там гораздо меньше диф
фундирующих частиц. Поэтому далеко от границы не может произойти ничего важного, а
основные изменения происходят именно вблизи точки 𝑥 = 𝑦.

Важность движения диффузионных частиц вблизи границы между легированной и
нелегированной областями была отмечена также в работе [175], где было показано, что сто
хастические процессы вблизи конца проводящей нити играют ключевую роль в динамике
переключения мемристивных устройств.

Будем считать далее, что проводящий филамент состоит из одной части, т. е. имеет
одну границу. Это предположение является некоторым упрощением, так как, согласно сто
хастической крупномасштабной модели, при некоторых значениях параметров филамент в
процессе эволюции может состоять из двух частей (он растет с обеих сторон).

Для построения стохастического уравнения для границы проводящего филамента ис
ходим из стохастической крупномасштабной модели, предполагая, что частицы на границе
движутся аналогично другим диффузионным частицам. Запишем уравнение Фоккера—План
ка для функции плотности вероятности 𝑃 (𝑦,𝑡) координаты границы проводящего филамента
𝑦(𝑡) непосредственно из (3.25), заменяя 𝑛(𝑥,𝑡) на 𝑃 (𝑦,𝑡), 𝑥 на 𝑦,

𝜕𝑃 (𝑦,𝑡)

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑦

[︂
𝑃 (𝑦,𝑡)

𝜕𝑈𝑒𝑓𝑓 (𝑦, 𝑉 )

𝜕𝑦

]︂
+

𝜕

𝜕𝑦
𝐷𝑒𝑓𝑓 (𝑦,𝑉 )

𝜕𝑃 (𝑦,𝑡)

𝜕𝑦
, (3.49)

где 𝑈𝑒𝑓𝑓 (𝑦,𝑉 ) и 𝐷𝑒𝑓𝑓 (𝑦,𝑉 ) – те же функции, что и для крупномасштабной модели (3.29).
Функция 𝑃 (𝑦,𝑡), в отличие от концентрации 𝑛(𝑥,𝑡) пропорциональна вероятности то

го, что граница проводящего филамента находится в момент времени 𝑡 внутри интервала
[𝑦,𝑦 + ∆𝑦], и уравнение (3.49) должно решаться с условиями равенства нулю вероятност
ного потока 𝐺(𝑦,𝑡) на границах 𝑦 = 0 и 𝑦 = 1, так как значение 𝑦 не может выходить за
пределы интервала [0,𝐿]:

𝐺(0,𝑡) = 𝐺(𝐿,𝑡) = 0,

𝐺(𝑦,𝑡) = −𝑃 (𝑦,𝑡)𝜕𝑈𝑒𝑓𝑓 (𝑦,𝑉 )

𝜕𝑦
−𝐷𝑒𝑓𝑓 (𝑦,𝑉 )

𝜕𝑃 (𝑦,𝑡)

𝜕𝑦
. (3.50)

Уравнение (3.49) соответствует стохастическому уравнению Ланжевена [87]:

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= −𝜕𝑈𝑒𝑓𝑓 (𝑦,𝑉 )

𝜕𝑦
+ 𝜉(𝑡) (3.51)
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с аддитивным белым гауссовским источником шума 𝜉(𝑡), имеющим нулевое среднее значение
и интенсивность, равную 2𝐷𝑒𝑓𝑓 . Граничные условия (3.50) соответствуют потенциальным
стенкам (или бесконечно высоким потенциальным барьерам) в точках 𝑦 = 0 и 𝑦 = 𝐿.

Таким образом, новая модель дает в среднем ту же картину, что и динамическая мо
дель, но позволяет на основе уравнения Ланжевена (3.51) и соответствующего уравнения
Фоккера—Планка (3.49) получить информацию обо всех высших моментах случайного про
цесса 𝑦(𝑡). Кроме того, уравнение (3.49) позволяет определить временные характеристики
случайного процесса 𝑦(𝑡), важные для эксперимента и влияющие на процесс резистивного
переключения.

3.4.2 Индуцированные шумом явления в мемристивных системах

Анализ уравнения (3.49) с граничными условиями (3.50) показывает, что 𝑃 (𝑦,𝑡) эво
люционирует со временем к стационарному распределению Больцмана (если разность
потенциалов 𝑉 фиксирована):

𝑃𝑠𝑡(𝑦) = 𝐴𝑒
−𝑈𝑒𝑓𝑓 (𝑦)

𝐷𝑒𝑓𝑓 = 𝐴𝑒
𝑣𝑒𝑓𝑓
𝐷𝑒𝑓𝑓

𝑦
, (3.52)

где 𝐴 – нормировочный коэффициент. Это распределение имеет максимум вблизи минимума
потенциального профиля. Он расположен в точке 𝑦 = 𝐿 для 𝑉 > 0 и 𝑦 = 0 для 𝑉 < 0.
Распределение сужается, когда интенсивность шума мала, и становится шире с увеличением
интенсивности шума.

Для исследования процесса переключения необходимо найти нестационарное распре
деление 𝑃 (𝑦,𝑡). Уравнение (3.49) с линейным потенциалом достаточно простое и точное
нестационарное распределение может быть получено аналитически. Запишем общее реше
ние уравнения (3.49) в виде суммы двух членов

𝑃 (𝑦,𝑡) = 𝑃𝑠𝑡(𝑦) + 𝑃𝑛𝑠𝑡(𝑦,𝑡), (3.53)

где 𝑃𝑠𝑡(𝑦) – стационарная часть (3.52), удовлетворяющая граничному условию (3.50) и
𝑃𝑛𝑠𝑡(𝑦,𝑡) – нестационарная часть с теми же граничными условиями, как и для 𝑃 (𝑦,𝑡) (см.
уравнение (3.50)).

Используя метод разделения переменных, описанный в Приложении Д, можно полу
чить следующее точное выражение для нестационарной части в виде бесконечного ряда

𝑃𝑛𝑠𝑡(𝑦,𝑡) = 𝑒
𝑣𝑒𝑓𝑓
2𝐷𝑒𝑓𝑓

𝑦
∞∑︁
𝑛=1

𝑒−𝜆𝑛𝑡
[︁
𝐴𝑛 sin

(︁
𝜋𝑛

𝑦

𝐿

)︁
+𝐵𝑛 cos

(︁
𝜋𝑛

𝑦

𝐿

)︁]︁
, (3.54)

где

𝜆𝑛 =
𝐷𝑒𝑓𝑓

4
𝐿2
[︀
(2𝜋𝑛)2 + 𝛾2

]︀
, 𝑛 = 1,2,... (3.55)
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Рис. 3.13 — Нестационарное вероятностное распределение 𝑃 (𝑦,𝑡) расположения границ про
водящего филамента с начальным условием 𝑦0 = 𝐿 (соответствующее СРС) и постоянной
разностью потенциалов 𝑉 < 0 в различные моменты времени 0 < 𝑡1 < 𝑡2 < 𝑡3 < 𝑡4

и безразмерный параметр 𝛾 = 𝑣𝑒𝑓𝑓𝐿/𝐷𝑒𝑓𝑓 . Множество констант 𝐴𝑛 и 𝐵𝑛 определяется из
начальных условий:

𝐴𝑛 =
2

𝐿

∫︁ 𝐿

0

𝑒
− 𝑣𝑒𝑓𝑓 𝑦

2𝐷𝑒𝑓𝑓 𝑃𝑛𝑠𝑡(𝑦,0) sin
(︁𝜋𝑛𝑦
𝐿

)︁
, (3.56)

𝐵𝑛 =
2

𝐿

∫︁ 𝐿

0

𝑒
− 𝑣𝑒𝑓𝑓 𝑦

2𝐷𝑒𝑓𝑓 𝑃𝑛𝑠𝑡(𝑦,0) cos
(︁𝜋𝑛𝑦
𝐿

)︁
. (3.57)

Возьмем в качестве начального условия 𝑃 (𝑦,0) = 𝛿(𝑦− 𝑦0). Это означает, что в момент
времени 𝑡 = 0 граница проводящего филамента находится в точке 𝑦 = 𝑦0. Например, если
𝑦0 = 0 (начальный размер проводящего филамента равен нулю), тогда константы имеют вид

𝐴𝑛 = 2𝜋𝑛
𝑣𝑒𝑓𝑓
𝜆𝑛

𝐿2 · (−1)𝑛𝑒𝛾/2 − 1

𝑒𝛾
− 1 (3.58)

𝐵𝑛 =
2

𝐿
+
𝑣2𝑒𝑓𝑓
𝜆𝑛

𝐷𝐿 · 1− (−1)𝑛
𝑒𝛾/2

𝑒𝛾
− 1. (3.59)

Эволюция нестационарного распределения (3.54) из начальной точки 𝑦0 = 𝐿, когда к
системе прикладывается постоянная разность потенциалов 𝑉 = 𝑉0 < 0, показана на Ри
сунке 3.13.

Видно, что со временем начальное распределение в виде дельта-функции начинает пе
ремещаться от 𝑦 = 𝐿 к минимуму потенциального профиля при 𝑦 = 0 и расширяется. При
этом второй пик формируется вблизи минимума. В течение некоторого времени эти две
вершины сосуществуют. Позже первый пик исчезает, а второй эволюционирует к стационар
ному распределению (3.52). Появление двух сосуществующих пиков известно как переходная
бимодальность, и было исследовано ранее для других физических систем [176; 177]. Для
мемристивной системы это означает, что в процессе переключения граница филамента на
ходится достаточно длительное время в областях расположения пиков. Это состояния СНС
и СВС соответственно. При этом переход между этими состояниями происходит за относи
тельно короткое, но случайное время.
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Наблюдается индуцированный шумом эффект переходной бимодальности, который от
сутствует в динамической системе. В последнем случае граница филамента движется с
постоянной скоростью от начальной точки 𝑦 = 𝑦0 до минимума в точке 𝑦 = 0. Время пе
реключения в этом случае определяется скоростью и расстоянием дрейфа 𝜏 = (𝐿− 𝑦0)/𝑣𝑒𝑓𝑓 .
Флуктуации могут ускорить этот процесс. На первый взгляд, это показывает позитивную
роль шума, однако временной интервал, когда происходит переход, становится случайным
и в некоторых случаях флуктуации могут замедлить процесс переключения. Более того,
иногда система может вернуться обратно после первого перехода. Это увеличивает вариа
бельность устройства.

Для дальнейшего анализа явления переходной бимодальности было проведено экспери
ментальное исследование процесса переключения в мемристивного устройства со структурой
Au(40 нм)/Zr(8 нм)/ZrO2(12% Y2O3)(20 нм)/TiN(25 нм)/Ti(20 нм)/SiO2(800 нм)/Si.

На Рисунке 3.14 показаны четыре реализации процесса переключения из состояния
СНС в состояние СВС при постоянной разности потенциалов 𝑉 = −0,8 В. Первоначально
в состоянии СНС длина проводящего филамента максимальна (𝑦 = 𝐿), а сопротивление
низкое. При прикладывании отрицательной разности потенциалов, ток изначально высокий,
но затем длина филамента начинает уменьшаться, так как граница филамента 𝑦(𝑡) переме
щается случайным образом к минимуму потенциального профиля, расположенному в точке
𝑦 = 0. Следовательно, ток 𝐼(𝑡) также является случайной функцией и соответствующим об
разом убывает от максимального значения до минимального. Типичные зависимости 𝐼(𝑡),
измеренные в эксперименте, приведены на Рисунке 3.14. Это четыре разные реализации од
ного и того же случайного процесса, который описывается нестационарным распределением
вероятностей (3.53) с некоторым начальным распределением 𝑃 (𝑦,0) = 𝑃0(𝑦). При постоянной
разности потенциалов 𝑉 < 0 распределение качественно будет выглядеть аналогично изоб
раженному на Рисунке 3.13. Переходная бимодальность появляется во время этого процесса,
когда два пика 𝑃 (𝑦,𝑡) возникают одновременно. Как видно из Рисунка 3.14, процесс начина
ется со случайного дрейфа, направленного в сторону уменьшения тока. Это соответствует
первой фазе эволюции плотности вероятности, когда первый пик расширяется и смещается к
точке минимума. Далее видно, что ток иногда переключается на относительно короткое вре
мя на более низкое значение, соответствующее второму пику распределения вероятностей,
который появляется на второй фазе эволюции (см. Рисунок 3.14 (а, б, в)). Однако время этого
быстрого переключения является случайным и поэтому оно разное для разных реализаций.
Это соответствует бистабильному распределению вероятностей с двумя пиками. Некоторые
реализации 𝐼(𝑡) показывают, что во время второй фазы ток может вернуться к значению,
соответствующему расположению первого пика вероятностного распределения (см. Рисунок
3.14 (б, г)), до того как первый пик исчезнет, и система окончательно релаксирует в стаци
онарное состояние (третья стадия эволюции).

Таким образом, измеренные реализации процесса переключения тока 𝐼(𝑡) качествен
но подтверждают картину переходной бимодальности. Всего было измерено 112 реализаций
процесса переключения из СВС в СНС при разности потенциалов 𝑉 = 0,8 В. Эволюция
нестационарной плотности вероятности, полученная на основе этого ансамбля реализаций,
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Рис. 3.14 — Экспериментальные реализации 𝐼(𝑡) резистивного переключения из СНС в СВС
(процесс RESET) при постоянной разности потенциалов 𝑉 = −0,8 В. Начальные значения
тока 𝐼(0) для всех реализаций близки к 0,3 мкА и соответствуют СНС. Финальные значения,
соответствующие СВС – ниже 0,1 мкА

показана на Рисунке 3.15. Можно видеть, что начальное распределение, соответствующее
СНС в момент времени 𝑡1 = 0, начинает смещаться в сторону более низких значений тока и
расплываться (см. распределение при 𝑡2 = 0,1 с). В момент времени 𝑡3 = 0,7 с наблюдается
бимодальное распределение с двумя пиками, а позже в момент времени 𝑡4 = 1,1 с распределе
ние становится одномодальным с единственным пиком, соответствующим СВС. Видно, что
экспериментальное распределение мемристорного тока изменяется аналогично теоретическо
му распределению вероятностей (3.54) границы 𝑦(𝑡) проводящего филамента, показанному
на Рисунке 3.13, и имеет два сосуществующих пика в течение некоторого интервала вре
мени. Таким образом, теоретически выявленный эффект переходной бимодальности можно
наблюдать в эксперименте.

Статистические свойства времени переключения могут быть более подробно исследо
ваны методами, разработанными для времени первого достижения границы марковским
процессом. Пусть 𝑦 = 𝑦0 – начальное значение случайного процесса 𝑦(𝑡), подчинаяющего
ся уравнению (3.51). Например, оно может соответствовать СНС, СВС или промежуточному
состоянию. Случайный процесс 𝑦(𝑡) впервые проходит значение 𝑦 = 𝑦1 через время первого
достижения, которое является случайной величиной. Момент 𝑛-го порядка времени первого
достижения 𝑇𝑛(𝑦0) можно найти из обратного уравнения Фоккера-Планка [107]

𝐾2(𝑦0)

2

𝑑2𝑇𝑛
𝑑𝑦20

+𝐾1(𝑦0)
𝑑𝑇𝑛
𝑑𝑦0

= −𝑛𝑇𝑛−1, (3.60)

где 𝐾1(𝑦0) и 𝐾2(𝑦0) – первые два кинетических коэффициента марковского случайного про
цесса 𝑦(𝑡). В частности, как следует из уравнения (3.60), среднее время первого достижения
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Рис. 3.15 — Нестационарное вероятностное распределение, полученное на основе 112 реа
лизаций тока 𝐼(𝑡) резистивного переключения из СНС в СВС при постоянной разности
потенциалов 𝑉 = −0,8 В в разные моменты времени: 𝑡1 = 0 с, 𝑡2 = 0,1 с, 𝑡3 = 0,7 с и
𝑡4 = 1,1 с. Моменты времени 𝑡1 и 𝑡4 соответствуют СНС и СВС, а времена 𝑡2 и 𝑡3 принадле
жат интервалу процесса переключения

границ определяется из решения уравнения

𝐾2(𝑦0)

2

𝑑2𝑇1
𝑑𝑦20

+𝐾1(𝑦0)
𝑑𝑇1
𝑑𝑦0

= −1, (3.61)

а дисперсия времени первого достижения границ Var(𝑦0) = 𝑇2(𝑦0) − 𝑇 2
1 (𝑦0) удовлетворяет

уравнению
𝐾2(𝑦0)

2

𝑑2Var

𝑑𝑦20
+𝐾1(𝑦0)

𝑑Var

𝑑𝑦0
= −𝐾2(𝑦0)

(︂
𝑑𝑇1
𝑑𝑦0

)︂2

. (3.62)

Для рассматриваемого УФП (3.49) кинетические коэффициенты будут иметь следующие
значения

𝐾1(𝑦0) = 𝑣𝑒𝑓𝑓 , 𝐾2(𝑦0) = 2𝐷𝑒𝑓𝑓 . (3.63)

Поставим задачу о достижении границы 𝑦1 > 𝑦0. В этом случае из-за наличия отражающей
границы в точке 𝑦 = 0 уравнения (3.61) и (3.62) должны быть решены со следующими
граничными условиями

𝑇 ′
1(0) = 0, 𝑇1(𝑦1) = 0, Var′(0) = 0, Var(𝑦1) = 0. (3.64)

Подставляя уравнение (3.63) в уравнения (3.61) и (3.62) и принимая во внимание условия
(3.64), приходим к следующим точным выражениям для среднего значения и дисперсии
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времени первого достижения для процесса переключения из СВС в СНС

𝑇1(𝑦0) =
𝑦1 − 𝑦0
𝑣𝑒𝑓𝑓

− 𝐷𝑒𝑓𝑓
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, (3.65)
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. (3.66)

При переключении из СНС в СВС разность потенциалов 𝑉 и значение 𝑣𝑒𝑓𝑓 имеют обрат
ный знак, случайный дрейф идет в противоположном направлении, а 𝑦1 < 𝑦0. В этом случае
можно использовать те же выражения (3.65) и (3.66), но нужно поменять местами 𝑦1 и 𝑦0. По
этому характеристики времени переключения для процессов SET и RESET одинаковы (или
симметричны), если абсолютные значения всех параметров одинаковы. Экспериментально
наблюдаемая асимметрия процессов переключения SET и RESET означает, что парамет
ры для процессов SET и RESET должны быть разными. В рамках рассмотренной модели
это объясняется различным распределением электрического поля слева и справа от грани
цы филамента из-за разной проводимости сред внутри и снаружи филамента, что было
исследовано в [178].

Зависимости среднего значения (3.65) и дисперсии (3.66) времени первого достижения
от разности потенциалов 𝑉 и обратной интенсивности флуктуаций 𝜃−1 при резистивном пе
реключении из СВС с длиной проводящего филамента 𝑦0 = 𝐿/2 в СНС с 𝑦1 = 𝐿 изображены
на Рисунке 3.16. Эти зависимости очень близки к прямым линиям в полулогарифмической
шкале. В самом деле, точные выражения (3.65) и (3.66) могут быть аппроксимированы следу
ющими асимптотическими зависимостями, нанесенными круглыми точками на Рисунке 3.16,

𝑇1

(︂
𝐿

2

)︂
=
𝜏0
2

𝐿

ℓ
𝑒𝛽−𝛼, (3.67)

Var

(︂
𝐿

2

)︂
=
𝜏0
2

𝐿

ℓ
𝑒2(𝛽−𝛼), (3.68)

где 𝛽 = 𝐸𝑎/𝜃 ≫ 1 и 𝛼 = 𝐵𝑉/𝜃 ≫ 1.
Линейные зависимости в полулогарифмическом масштабе для времен переключения

SET и RESET были обнаружены теоретически и экспериментально в [145; 151; 159; 160; 179]
для различных мемристивных структур.
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Рис. 3.16 — Среднее время первого достижения (3.65) (сплошная линия) и квадратный корень
из дисперсии времени первого достижения (3.66) (пунктирная линия) для процесса переклю
чения SET из СВС с 𝑦0 = 𝐿/2 в СНС с 𝑦1 = 𝐿 как функции: (а) разности потенциалов 𝑉 для
различных значений интенсивности флуктуаций, 𝜃1 = 0.025 эВ, 𝜃2 = 0.05 эВ, 𝜃3 = 0.2 эВ и (б)
обратной интенсивности флуктуаций 𝜃−1 для разности потенциалов 𝑉1 = 0.1 В, 𝑉2 = 1.0 В,
𝑉3 = 2.0 В, 𝑉4 = 3.0 В. Круглые точки изображены согласно асимптотическим выражениям
(3.67) и (3.68). Значения параметров: 𝜏0 = 10−9 с и 𝐿/ℓ = 20. Вставка: зависимость MFPT и
VFPT от 𝑉 при 𝜃1 для малых значений 𝑉
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3.5 Выводы по третьей главе

Проведено исследование двух макромоделей идеального мемристора с внешним гауссо
вым шумом. Для обоих случаев получены точные аналитические выражения для плотности
вероятности сопротивления мемристора. Показано, что для управляемого зарядом мемристо
ра форма вероятностного распределения сопротивления зависит от того, что прикладывается
в качестве гауссова шума – напряжение или ток. Проанализированы различные шумовые
воздействия в виде белого и цветного гауссова шума. На конкретном примере физически
обоснованной экспоненциальной зависимости сопротивления от протекающего заряда ана
лизовалось влияние среднего значения и интенсивности гауссова шума на переключения
мемристора между двумя состояниями. Главным недостатком рассмотренной модели яв
ляется неспособность обеспечить свойства реального мемристора: обнаружено отсутствие
установившегося вероятностного распределения сопротивления мемристора.

Впервые установлено, что в стохастической модели мемристивной системы, в которой
управляющим параметром выступает концентрация вакансий, время релаксации концен
трации вакансий к стационарному состоянию демонстрирует немонотонную зависимость от
интенсивности шума с характерным минимумом.

В стохастической модели мемристивной системы на основе длины филамента в качестве
переменной состояния впервые аналитически обнаружено индуцированное шумом явление
переходной бимодальности вероятностного распределения длины филамента. Рассматривае
мая модель описывается довольно простыми уравнениями броуновской диффузии, не требует
значительных вычислительных ресурсов для численного моделирования и позволяет в неко
торых случаях получать точные аналитические решения.
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Заключение

Сформулируем кратко основные результаты диссертационного исследования.
1. Впервые получено и проанализировано точное аналитическое выражение для вре

мени корреляции установившейся аномальной диффузии в форме полетов Леви с
единичным индексом Леви (𝛼 = 1) в симметричном бистабильном потенциале чет
вертой степени, на основе которого проведена ревизия формулы Крамерса для темпа
преодоления потенциального барьера броуновской частицей.

2. Впервые найдены точные аналитические соотношения для установившихся вероят
ностных распределений координаты частицы при полетах Леви с индексом (𝛼 = 1)
в симметричном степенном потенциале вида 𝑈(𝑥) ∝ 𝑥2𝑚 с одним устойчивым со
стоянием, подтвердившие их бимодальность. В предельном переходе к бесконечно
глубокой прямоугольной потенциальной яме результат стыкуется с ранее получен
ным в литературе.

3. Впервые найдено и подтверждено результатами численных расчетов асимптотиче
ское выражение для спектральной плотности мощности координаты частицы при
установившейся супердиффузии Леви в симметричных степенных потенциальных
профилях для шума с произвольным индексом Леви 𝛼.

4. Впервые выведено общее уравнение Колмогорова для совместной плотности ве
роятности координат частицы в двумерном потенциале произвольного вида при
диффузии, вызванной статистически независимыми источниками белого шума.
Проведено сравнение установившихся вероятностных характеристик броуновской
диффузии и аномальной диффузии в форме полетов Леви в потенциале с ради
альной симметрией.

5. Впервые исследована эволюция вероятностного распределения плотности биоло
гической популяции, описываемой обобщенной моделью Мальтуса—Ферхюльста—
Бернулли с флуктуациями объема жизненных ресурсов в форме белого негауссова
шума с односторонним устойчивым распределением. Впервые обнаружена немоно
тонная релаксация средней плотности популяции к стационарному значению для
шума с односторонним устойчивым распределением Леви—Смирнова.

6. На основе интегро-дифференциального уравнение Колмогорова—Феллера впервые
получена точная формула для установившегося вероятностного распределения
плотности биологической популяции, описываемой уравнением Ферхюльста с флук
туациями объема жизненных ресурсов в форме одностороннего пуассоновского
белого шума, моделирующего быстрое уменьшение численности популяции в резуль
тате эпидемий или катастроф.

7. Впервые показано, что в генетической модели Хонглера при воздействии пуассо
новской последовательности импульсов с экспоненциально распределенными ам
плитудами индуцированный шумом переход от унимодальности к бимодальности
вероятностного распределения с увеличением средней частоты появления импуль
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сов происходит через тримодальную фазу, а прямой переход от унимодальности к
тримодальности наблюдается при изменении среднего квадрата амплитуд импуль
сов.

8. Исследовано влияние коррелированных шумов на вероятностные свойства нелиней
ных динамических систем. Проаналировано, при каких условиях воздействие шума
Орнштейна—Уленбека индуцирует мультимодальность стационарных состояний в
фиксированных одноямных степенных и экспоненциальных потенциалах. В част
ности, показан переход от унимодальности к бимодальности для фиксированных
одноямных потенциалов при увеличении показателя степени. Кроме того, изучено,
что дополнительное воздействие симметричного марковского дихотомического шу
ма может индуцировать динамическую мультимодальность в потенциалах четвертой
степени.

9. Проведено исследование двух макромоделей идеального мемристора с внешним гаус
совым шумом. Для обоих случаев получены точные аналитические выражения для
плотности вероятности сопротивления мемристора. Показано, что для управляемого
зарядом мемристора форма вероятностного распределения сопротивления зависит
от того, что прикладывается в качестве гауссова шума – напряжение или ток. Про
анализированы различные шумовые воздействия в виде белого и цветного гауссова
шума. На конкретном примере физически обоснованной экспоненциальной зави
симости сопротивления от протекающего заряда анализовалось влияние среднего
значения и интенсивности гауссова шума на переключения мемристора между двумя
состояниями. Главным недостатком рассмотренной модели является неспособность
обеспечить свойства реального мемристора: обнаружено отсутствие установившегося
вероятностного распределения сопротивления мемристора.

10. Впервые установлено, что в стохастической модели мемристивной системы, в кото
рой управляющим параметром выступает концентрация вакансий, время релаксации
концентрации вакансий к стационарному состоянию демонстрирует немонотонную
зависимость от интенсивности шума с характерным минимумом.

11. В стохастической модели мемристивной системы на основе длины филамента в ка
честве переменной состояния впервые аналитически обнаружено индуцированное
шумом явление переходной бимодальности вероятностного распределения длины
филамента. Рассматриваемая модель описывается довольно простыми уравнения
ми броуновской диффузии, не требует значительных вычислительных ресурсов для
численного моделирования и позволяет в некоторых случаях получать точные ана
литические решения.
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Приложение А

Метод решения неоднородного дифференциального уравнения
третьего порядка при вычислении времени корреляции в

установившемся состоянии

Требуется найти решение следующего неоднородного дифференциального уравнения
третьего порядка

𝑑3𝜙

𝑑𝑘3
+ 𝑎2

𝑑𝜙

𝑑𝑘
− 𝛽1𝜙 =

1

𝑘𝛾

𝑑𝜗𝑠𝑡 (𝑘)

𝑑𝑘
, (А.1)

где 𝛽1 = 𝐷1/𝛾 и установившаяся характеристическая функция 𝜗𝑠𝑡(𝑘) в правой части уравне
ния была недавно найдена в [57] и задается выражением (1.73).

Для случая 𝑘 > 0 решение однородного дифференциального уравнения, соответству
ющего уравнению (А.1), ищется в виде 𝜙(𝑘) = 𝐶𝑒𝑧𝑘. В таком случае уравнению (А.1)
соответствует характеристическое уравнение

𝑧3 + 𝑎2𝑧 − 𝛽1 = 0,

имеющее три корня: два комплексных 𝑧 = −(𝑝 − 𝑞)/2 + 𝑖
√
3(𝑝 + 𝑞)/2 и 𝑧* и один действи

тельный 𝑧3 = 𝑝 − 𝑞, где

𝑝 =
(︁
𝛽1/2 +

√︀
(𝑎2/3)3 + (𝛽1/(2))2

)︁1/3
,

𝑞 =
(︁√︀

(𝑎2/3)3 + (𝛽1/(2))2 − 𝛽1/(2)
)︁1/3

, 𝑝 > 𝑞.

Тогда решение однородного дифференциального уравнения, соответствующего уравне
нию (А.1), имеет вид

𝜙𝑜𝑜 = 𝐶1𝑒
𝑧𝑘 + 𝐶2𝑒

𝑧*𝑘 + 𝐶3𝑒
𝑧3𝑘. (А.2)

Обозначим через 𝐷 оператор дифференцирования, т.е. 𝐷 = 𝑑
𝑑𝑥

. Тогда с учетом задания уста
новившейся характеристической функции (1.73) уравнение (А.1) запишется в операторном
виде как

(𝐷3 + 𝑎2𝐷 − 𝛽1)𝜙 =
𝐴

𝑘

(︀
𝑒𝑧

*𝑘 − 𝑒𝑧𝑘
)︀
, (А.3)

где введено обозначение 𝐴 = |𝑧|2/(𝛾(𝑧 − 𝑧*)).
Уравнение (А.3) можно переписать в виде

𝐹 (𝐷)𝜙 = 𝑓(𝑘),

где 𝐹 (𝐷) = 𝐷3 + 𝑎2𝐷 − 𝛽1 – операторный многочлен.
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Применяя к уравнению (А.3) обратный оператор 1
𝐹 (𝐷)

, приходим к

𝜙𝑝𝑖(𝑘) =
1

𝐹 (𝐷)
𝑓(𝑘).

Пользуясь свойствами обратного оператора, получаем

𝜙𝑝𝑖(𝑘) =
1

𝐷3 + 𝑎2𝐷 − 𝛽1

𝐴

𝑘

(︀
𝑒𝑧

*𝑘 − 𝑒𝑧𝑘
)︀

=
1

(𝐷 − 𝑧)(𝐷 − 𝑧*)(𝐷 − 𝑧3)

𝐴

𝑘

(︀
𝑒𝑧

*𝑘 − 𝑒𝑧𝑘
)︀

=
1

(𝐷 − 𝑧)(𝐷 − 𝑧3)
𝐴𝑒𝑧

*𝑘 1

𝐷

1

𝑘
− 1

(𝐷 − 𝑧*)(𝐷 − 𝑧3)
𝐴𝑒𝑧𝑘

1

𝐷

1

𝑘

=
𝐴

𝑧 − 𝑧3

[︂
1

𝐷 − 𝑧
− 1

𝐷 − 𝑧3

]︂
𝑒𝑧

*𝑘 ln 𝑘 − 𝐴

𝑧* − 𝑧3

[︂
1

𝐷 − 𝑧*
− 1

𝐷 − 𝑧3

]︂
𝑒𝑧𝑘 ln 𝑘

=
𝐴

𝑧 − 𝑧3
𝑒𝑧𝑘
∫︁ 𝑘

0

𝑒(𝑧
*−𝑧)𝑦 ln 𝑦 𝑑𝑦 − 𝐴

𝑧* − 𝑧3
𝑒𝑧

*𝑘

∫︁ 𝑘

0

𝑒(𝑧−𝑧*)𝑦 ln 𝑦 𝑑𝑦

− 𝐴

𝑧 − 𝑧3
𝑒𝑧3𝑘

∫︁ 𝑘

0

𝑒(𝑧
*−𝑧3)𝑦 ln 𝑦 𝑑𝑦 +

𝐴

𝑧* − 𝑧3
𝑒𝑧3𝑘

∫︁ 𝑘

0

𝑒(𝑧−𝑧3)𝑦 ln 𝑦 𝑑𝑦.

Окончательно, общее решение уравнения (А.3) запишется в виде

𝜙(𝑘) = 𝐶1𝑒
𝑧𝑘 + 𝐶2𝑒

𝑧*𝑘 + 𝐶3𝑒
𝑧3𝑘 +

𝐴

𝑧 − 𝑧3
𝑒𝑧𝑘
∫︁ 𝑘

0

𝑒(𝑧
*−𝑧)𝑦 ln 𝑦 𝑑𝑦

− 𝐴

𝑧* − 𝑧3
𝑒𝑧

*𝑘

∫︁ 𝑘

0

𝑒(𝑧−𝑧*)𝑦 ln 𝑦 𝑑𝑦 − 𝐴

𝑧 − 𝑧3
𝑒𝑧3𝑘

∫︁ 𝑘

0

𝑒(𝑧
*−𝑧3)𝑦 ln 𝑦 𝑑𝑦

+
𝐴

𝑧* − 𝑧3
𝑒𝑧3𝑘

∫︁ 𝑘

0

𝑒(𝑧−𝑧3)𝑦 ln 𝑦 𝑑𝑦. (А.4)

Для нахождения неизвестных коэффициентов 𝐶1, 𝐶2 и 𝐶3 в (А.4) воспользуемся, в первую
очередь, условием, вытекающим из свойств преобразования Фурье,

lim
𝑘→+∞

𝜙(𝑘) = 0.

В силу того, что Re𝑧 < 0 и Re𝑧* < 0, для первых двух слагаемых (А.4) имеем

lim
𝑘→+∞

(𝐶1𝑒
𝑧𝑘 + 𝐶2𝑒

𝑧*𝑘) = 0.

Применяя дважды правило Лопиталя для четвертого и пятого слагаемых (А.4), легко по
казать, что

lim
𝑘→∞

𝑒𝑧𝑘
∫︁ 𝑘

0

𝑒(𝑧
*−𝑧)𝑦 ln 𝑦 𝑑𝑦 = lim

𝑘→∞

∫︀ 𝑘

0
𝑒(𝑧

*−𝑧)𝑦 ln 𝑦 𝑑𝑦

𝑒−𝑧𝑘
=
(︁∞
∞
)︁
= lim

𝑘→∞

𝑒(𝑧
*−𝑧)𝑘 ln 𝑘

−𝑧 𝑒−𝑧𝑘

= lim
𝑘→∞

ln 𝑘

−𝑧 𝑒−𝑧*𝑘
=
(︁∞
∞
)︁
= lim

𝑘→∞

1

|𝑧|2𝑘𝑒−𝑧*𝑘
= 0,

а также

lim
𝑘→∞

𝑒𝑧
*𝑘

∫︁ 𝑘

0

𝑒(𝑧−𝑧*)𝑦 ln 𝑦 𝑑𝑦 = lim
𝑘→∞

∫︀ 𝑘

0
𝑒(𝑧−𝑧*)𝑦 ln 𝑦 𝑑𝑦

𝑒−𝑧*𝑘
=
(︁∞
∞
)︁
= lim

𝑘→∞

𝑒(𝑧−𝑧*)𝑘 ln 𝑘

−𝑧* 𝑒−𝑧*𝑘

= lim
𝑘→∞

ln 𝑘

−𝑧* 𝑒−𝑧𝑘
=
(︁∞
∞
)︁
= lim

𝑘→∞

1

|𝑧|2𝑘𝑒−𝑧𝑘
= 0.
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Тогда из (А.4) получаем

lim
𝑘→∞

𝑒𝑧3𝑘
(︂
𝐶3 −

𝐴

𝑧 − 𝑧3

∫︁ 𝑘

0

𝑒(𝑧
*−𝑧3)𝑦 ln 𝑦 𝑑𝑦 +

𝐴

𝑧* − 𝑧3

∫︁ 𝑘

0

𝑒(𝑧−𝑧3)𝑦 ln 𝑦 𝑑𝑦

)︂
= 0

и находим коэффициент 𝐶3

𝐶3 =
𝐴

𝑧 − 𝑧3

∫︁ ∞

0

𝑒(𝑧
*−𝑧3)𝑦 ln 𝑦 𝑑𝑦 − 𝐴

𝑧* − 𝑧3

∫︁ ∞

0

𝑒(𝑧−𝑧3)𝑦 ln 𝑦 𝑑𝑦.

Тогда значение первой производной функции 𝜙 в нуле можно записать в виде

𝜙′(0) = 𝐶1𝑧 + 𝐶2𝑧
* − 𝐴𝑧3

𝑧* − 𝑧3

∫︁ ∞

0

𝑒(𝑧−𝑧3)𝑦 ln 𝑦 𝑑𝑦

+
𝐴𝑧3
𝑧 − 𝑧3

∫︁ ∞

0

𝑒(𝑧
*−𝑧3)𝑦 ln 𝑦 𝑑𝑦. (А.5)

Неизвестные коэффициенты 𝐶1 и 𝐶2 в уравнении (А.5) могут быть подсчитаны из условий
𝜙(0) = 0 и 𝜙′′(0) = 0, вытекающих из нечетности функции 𝜙(𝑘) (см. (1.37)). Окончатель
но приходим к

𝜙′(0) =
𝐴(𝑧 − 𝑧3)

𝑧 + 𝑧*

∫︁ ∞

0

𝑒(𝑧−𝑧3)𝑦 ln 𝑦 𝑑𝑦 − 𝐴(𝑧* − 𝑧3)

𝑧 + 𝑧*

∫︁ ∞

0

𝑒(𝑧
*−𝑧3)𝑦 ln 𝑦 𝑑𝑦

=
𝐴

𝑧 + 𝑧*

[︂∫︁ ∞

0

ln 𝑦
𝑑

𝑑𝑦
𝑒(𝑧−𝑧3)𝑦𝑑𝑦 −

∫︁ ∞

0

ln 𝑦
𝑑

𝑑𝑦
𝑒(𝑧

*−𝑧3)𝑦𝑑𝑦

]︂
=

𝐴

𝑧 + 𝑧*

[︂
ln 𝑦

[︀
𝑒(𝑧−𝑧3)𝑦 − 𝑒(𝑧

*−𝑧3)𝑦
]︀
|∞0 −

∫︁ ∞

0

(︀
𝑒𝑧𝑦 − 𝑒𝑧

*𝑦
)︀
𝑒−𝑧3𝑦

𝑑𝑦

𝑦

]︂
= − 2𝑖|𝑧|2

𝛾(𝑧2 − 𝑧*2)

∫︁ ∞

0

(︀
𝑒𝑧𝑦 − 𝑒𝑧

*𝑦
)︀
𝑒−𝑧3𝑦

𝑑𝑦

𝑦
.

Используя выражения для переменных 𝑧, 𝑧* и 𝑧3 через параметры 𝑝 и 𝑞 и принимая во
внимание, что

|𝑧|2 = 𝑝2 + 𝑝𝑞 + 𝑞2,

𝑧2 − 𝑧*2 = −𝑖
√
3(𝑝2 − 𝑞2),

приходим к

𝜙′(0) =
2√
3𝛾

𝑝2 + 𝑝𝑞 + 𝑞2

𝑝2 − 𝑞2

∫︁ ∞

0

𝑒−3(𝑝−𝑞)𝑦/2 sin

√
3

2
(𝑝+ 𝑞)𝑦

𝑑𝑦

𝑦
. (А.6)

Таким образом, требуется вычислить интеграл вида

𝐼(𝛼,𝛽) =

∫︁ ∞

0

𝑒−𝛼𝑥 sin 𝛽𝑥

𝑥
𝑑𝑥,

после дифференцирования которого по параметру 𝛽 имеем

𝐼
′

𝛽(𝛼,𝛽) =

∫︁ ∞

0

𝑒−𝛼𝑥 cos 𝛽𝑥 𝑑𝑥 = Re

{︂∫︁ ∞

0

𝑒−𝛼𝑥 𝑒𝑖𝛽𝑥 𝑑𝑥

}︂
= Re

{︂
1

𝛼− 𝑖𝛽

}︂
=

𝛼

𝛼2 + 𝛽2
.

Тогда

𝐼(𝛼,𝛽) =

∫︁
𝛼𝑑𝛽

𝛼2 + 𝛽2
=

∫︁
𝑑 (𝛽/𝛼)

1 + (𝛽/𝛼)2
= arctan

𝛽

𝛼
+ 𝐶(𝛼).
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Учтем, что 𝐼(𝛼,0) = 0 = 𝐶(𝛼). Следовательно,∫︁ ∞

0

𝑒−𝛼𝑥 sin 𝛽𝑥

𝑥
𝑑𝑥 = arctan

𝛽

𝛼
.

В обозначениях данной работы: 𝛼 = 3(𝑝− 𝑞)/2, 𝛽 =
√
3(𝑝+ 𝑞)/2.

Тогда первая производная функции 𝜙(𝑘) в нуле равна

𝜙′(0) =
2√
3𝛾

𝑝2 + 𝑝𝑞 + 𝑞2

𝑝2 − 𝑞2
arctan

1√
3

𝑝+ 𝑞

𝑝− 𝑞
.
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Приложение Б

Модификация формул для установившегося вероятностного
распределения в симметричном степенном потенциале с одним

устойчивым состоянием

Ранее в работе [180] было получено общее выражение для стационарной плотности
вероятности координаты частицы в гладком симметричном потенциале вида

𝑈(𝑥) = 𝛾
𝑥2𝑚

2𝑚
(Б.1)

при аномальной диффузии в форме полетов Леви с индексом Леви 𝛼 = 1. Для нечетного
показателя 𝑚 = 2𝑛 + 1 оно имеет вид

𝑃𝑠𝑡(𝑥) =
𝛽4𝑛+1

𝜋(𝑥2 + 𝛽2)

𝑛−1∏︁
𝑙=0

1

𝑥4 − 2𝛽2𝑥2 cos [𝜋(4𝑙 + 1)/(4𝑛+ 1)] + 𝛽4
(Б.2)

и соответственно для четного 𝑚 = 2𝑛

𝑃𝑠𝑡(𝑥) =
𝛽4𝑛−1

𝜋

𝑛−1∏︁
𝑙=0

1

𝑥4 − 2𝛽2𝑥2 cos [𝜋(4𝑙 + 1)/(4𝑛− 1)] + 𝛽4
, (Б.3)

где 𝛽 = 2𝑚−1
√︀
𝐷1/𝛾, а 𝐷1 – параметр интенсивности воздействующего шума с устойчивым

распределением Коши.
Заменяя крутизну 𝛾 на 𝛾/𝐿2𝑚 в (Б.1), приходим к

𝑈(𝑥) =
𝛾

2𝑚

(︁𝑥
𝐿

)︁2𝑚
(Б.4)

Для нового потенциала (Б.4) параметр 𝛽 перепишется в виде 𝛽 = 𝐿 2𝑚−1
√︀
𝐷𝐿/𝛾.

Преобразуем выражение (Б.2) для случая нечетного показателя 𝑚. Для удобства вве
дем обозначение 𝐴 ≡ 𝐴(𝑙) = 4𝑙+1

4𝑛+1
. Выполняя разложение на множители знаменателя дроби

под знаком произведения

𝑥4 − 2𝛽2𝑥2 cos𝜋𝐴+ 𝛽4 = (𝛽2 − 𝑥2 𝑒−𝑖𝜋𝐴)(𝛽2 − 𝑥2 𝑒𝑖𝜋𝐴), (Б.5)

перейдем от произведения к сумме

𝑃𝑠𝑡(𝑥) =
𝛽4𝑛+1

𝜋(𝑥2 + 𝛽2)

𝑛−1∏︁
𝑙=0

1

(𝛽2 − 𝑥2 𝑒−𝑖𝜋𝐴)(𝛽2 − 𝑥2 𝑒𝑖𝜋𝐴)

=
𝛽4𝑛+1

𝜋(𝑥2 + 𝛽2)
exp

{︃
𝑛−1∑︁
𝑙=0

ln
1

(𝛽2 − 𝑥2 𝑒−𝑖𝜋𝐴)(𝛽2 − 𝑥2 𝑒𝑖𝜋𝐴)

}︃
(Б.6)

=
𝛽4𝑛+1

𝜋(𝑥2 + 𝛽2)
exp

{︃
−

𝑛−1∑︁
𝑙=0

[︀
ln (𝛽2 − 𝑥2 𝑒−𝑖𝜋𝐴) + ln (𝛽2 − 𝑥2 𝑒𝑖𝜋𝐴)

]︀}︃
.



124

Воспользуемся разложением логарифма в ряд Тейлора:

ln (𝛽2 − 𝑥2 𝑒−𝑖𝜋𝐴) = ln

[︂
𝛽2

(︂
1− 𝑥2𝑒−𝑖𝜋𝐴

𝛽2

)︂]︂
= ln 𝛽2 + ln

(︂
1− 𝑥2𝑒−𝑖𝜋𝐴

𝛽2

)︂
= ln 𝛽2 −

∞∑︁
𝑘=1

1

𝑘

(︂
𝑥

𝛽

)︂2𝑘

𝑒−𝑖𝜋𝑘𝐴,

справедливым при |𝑥| < 𝛽.
Аналогично

ln (𝛽2 − 𝑥2 𝑒𝑖𝜋𝐴) = ln 𝛽2 −
∞∑︁
𝑘=1

1

𝑘

(︂
𝑥

𝛽

)︂2𝑘

𝑒𝑖𝜋𝑘𝐴.

Тогда

𝑃𝑠𝑡(𝑥) =
𝛽4𝑛+1

𝜋(𝑥2 + 𝛽2)
exp

[︃
𝑛−1∑︁
𝑙=0

(︃
ln

1

𝛽4
+

∞∑︁
𝑘=1

1

𝑘

(︂
𝑥

𝛽

)︂2𝑘 (︀
𝑒𝑖𝜋𝑘𝐴 + 𝑒−𝑖𝜋𝑘𝐴

)︀)︃]︃

=
𝛽4𝑛+1

𝜋(𝑥2 + 𝛽2)
exp

[︃
𝑛 ln

1

𝛽4
+

𝑛−1∑︁
𝑙=0

(︃ ∞∑︁
𝑘=1

1

𝑘

(︂
𝑥

𝛽

)︂2𝑘 (︀
𝑒𝑖𝜋𝑘𝐴 + 𝑒−𝑖𝜋𝑘𝐴

)︀)︃]︃

=
𝛽

𝜋(𝑥2 + 𝛽2)
exp

[︃ ∞∑︁
𝑘=1

1

𝑘

(︂
𝑥

𝛽

)︂2𝑘 𝑛−1∑︁
𝑙=0

(︁
𝑒𝑖𝜋𝑘

4𝑙+1
4𝑛+1 + 𝑒−𝑖𝜋𝑘 4𝑙+1

4𝑛+1

)︁]︃
. (Б.7)

Для подсчета внутренней суммы по 𝑙 воспользуемся формулой для суммы геометрической
прогрессии

𝑛−1∑︁
𝑙=0

(︁
𝑒𝑖𝜋𝑘

4𝑙+1
4𝑛+1 + 𝑒−𝑖𝜋𝑘 4𝑙+1

4𝑛+1

)︁
=

𝑛−1∑︁
𝑙=0

(︁
𝑒

𝑖𝜋𝑘
4𝑛+1

)︁4𝑙+1

+
𝑛−1∑︁
𝑙=0

(︁
𝑒−

𝑖𝜋𝑘
4𝑛+1

)︁4𝑙+1

= 𝑒
𝑖𝜋𝑘

4𝑛+1 · 1− 𝑒
4𝑖𝜋𝑛𝑘
4𝑛+1

1− 𝑒
4𝑖𝜋𝑘
4𝑛+1

+ 𝑒−
𝑖𝜋𝑘

4𝑛+1 · 1− 𝑒−
4𝑖𝜋𝑛𝑘
4𝑛+1

1− 𝑒−
4𝑖𝜋𝑘
4𝑛+1

=
𝑒

𝑖𝜋𝑘
4𝑛+1 − 𝑒𝑖𝜋𝑘

1− 𝑒
4𝑖𝜋𝑘
4𝑛+1

+
𝑒

−𝑖𝜋𝑘
4𝑛+1 − 𝑒−𝑖𝜋𝑘

1− 𝑒−
4𝑖𝜋𝑘
4𝑛+1

=
𝑒

𝑖𝜋𝑘
4𝑛+1 − (−1)𝑘

1− 𝑒
4𝑖𝜋𝑘
4𝑛+1

+
𝑒

−𝑖𝜋𝑘
4𝑛+1 − (−1)𝑘

1− 𝑒−
4𝑖𝜋𝑘
4𝑛+1

=
𝑒

𝑖𝜋𝑘
4𝑛+1 − (−1)𝑘

1− 𝑒
4𝑖𝜋𝑘
4𝑛+1

+
𝑒

3𝑖𝜋𝑘
4𝑛+1 − (−1)𝑘𝑒

4𝑖𝜋𝑘
4𝑛+1

𝑒
4𝑖𝜋𝑘
4𝑛+1 − 1

=
𝑒

𝑖𝜋𝑘
4𝑛+1 − (−1)𝑘 − 𝑒

3𝑖𝜋𝑘
4𝑛+1 + (−1)𝑘𝑒

4𝑖𝜋𝑘
4𝑛+1

1− 𝑒
4𝑖𝜋𝑘
4𝑛+1

=
𝑒

𝑖𝜋𝑘
4𝑛+1 (1− 𝑒

2𝑖𝜋𝑘
4𝑛+1 )− (−1)𝑘 · (1− 𝑒

4𝑖𝜋𝑘
4𝑛+1 )

1− 𝑒
4𝑖𝜋𝑘
4𝑛+1

=
𝑒

𝑖𝜋𝑘
4𝑛+1

1 + 𝑒
2𝑖𝜋𝑘
4𝑛+1

− (−1)𝑘 =
1

𝑒−
𝑖𝜋𝑘

4𝑛+1 + 𝑒
𝑖𝜋𝑘

4𝑛+1

− (−1)𝑘 =
1

2 cos 𝜋𝑘
4𝑛+1

− (−1)𝑘.

Подставляя полученный результат в (Б.7), получаем

𝑃𝑠𝑡(𝑥) =
𝛽

𝜋(𝑥2 + 𝛽2)
exp

{︃ ∞∑︁
𝑘=1

[︃
1

2 cos 𝜋𝑘
4𝑛+1

· 1
𝑘

(︂
𝑥

𝛽

)︂2𝑘

+ (−1)𝑘+1 1

𝑘

(︂
𝑥

𝛽

)︂2𝑘
]︃}︃

=
𝛽

𝜋(𝑥2 + 𝛽2)
exp

{︃ ∞∑︁
𝑘=1

[︃
1

2 cos 𝜋𝑘
4𝑛+1

· 1
𝑘

(︂
𝑥

𝛽

)︂2𝑘

+ ln

(︃
1 +

(︂
𝑥

𝛽

)︂2
)︃]︃}︃

(Б.8)

=
1

𝜋𝛽
exp

{︃ ∞∑︁
𝑘=1

1

2 cos 𝜋𝑘
4𝑛+1

· 1
𝑘

(︂
𝑥

𝛽

)︂2𝑘
}︃

=
1

𝜋𝛽
exp

{︃ ∞∑︁
𝑘=1

1

2 cos 𝜋𝑘
2𝑚−1

· 1
𝑘

(︂
𝑥

𝛽

)︂2𝑘
}︃
.



125

Результат для случая четного показателя 𝑚 = 2𝑛 получается аналогично, однако под
счет внутренней суммы по 𝑙 будет отличаться, а именно

𝑛−1∑︁
𝑙=0

(︁
𝑒𝑖𝜋𝑘

4𝑙+1
4𝑛−1 + 𝑒−𝑖𝜋𝑘 4𝑙+1

4𝑛−1

)︁
=

𝑛−1∑︁
𝑙=0

(︁
𝑒

𝑖𝜋𝑘
4𝑛−1

)︁4𝑙+1

+
𝑛−1∑︁
𝑙=0

(︁
𝑒

−𝑖𝜋𝑘
4𝑛−1

)︁4𝑙+1

= 𝑒
𝑖𝜋𝑘

4𝑛−1 · 1− 𝑒
4𝑖𝜋𝑛𝑘
4𝑛−1

1− 𝑒
4𝑖𝜋𝑘
4𝑛−1

+ 𝑒−
𝑖𝜋𝑘

4𝑛−1 · 1− 𝑒−
4𝑖𝜋𝑛𝑘
4𝑛−1

1− 𝑒−
4𝑖𝜋𝑘
4𝑛−1

= 𝑒
𝑖𝜋𝑘

4𝑛−1 · 1− 𝑒𝑖𝜋𝑘 𝑒
𝑖𝜋𝑘

4𝑛−1

1− 𝑒
4𝑖𝜋𝑘
4𝑛−1

+ 𝑒−
𝑖𝜋𝑘

4𝑛−1 · 1− 𝑒−𝑖𝜋𝑘 𝑒−
𝑖𝜋𝑘

4𝑛−1

1− 𝑒−
4𝑖𝜋𝑘
4𝑛−1

=
𝑒

𝑖𝜋𝑘
4𝑛−1 − (−1)𝑘𝑒

2𝑖𝜋𝑘
4𝑛−1

1− 𝑒
4𝑖𝜋𝑘
4𝑛−1

+
𝑒

−𝑖𝜋𝑘
4𝑛−1 − (−1)𝑘𝑒

−2𝑖𝜋𝑘
4𝑛−1

1− 𝑒−
4𝑖𝜋𝑘
4𝑛−1

=
𝑒

𝑖𝜋𝑘
4𝑛−1 − (−1)𝑘𝑒

2𝑖𝜋𝑘
4𝑛−1

1− 𝑒
4𝑖𝜋𝑘
4𝑛−1

+
𝑒

3𝑖𝜋𝑘
4𝑛−1 − (−1)𝑘𝑒

2𝑖𝜋𝑘
4𝑛−1

𝑒
4𝑖𝜋𝑘
4𝑛−1 − 1

=
𝑒

𝑖𝜋𝑘
4𝑛−1 − (−1)𝑘 𝑒

2𝑖𝜋𝑘
4𝑛−1 − 𝑒

3𝑖𝜋𝑘
4𝑛−1 + (−1)𝑘 𝑒

2𝑖𝜋𝑘
4𝑛−1

1− 𝑒
4𝑖𝜋𝑘
4𝑛−1

=
𝑒

𝑖𝜋𝑘
4𝑛−1

1 + 𝑒
2𝑖𝜋𝑘
4𝑛−1

=
1

𝑒−
𝑖𝜋𝑘

4𝑛−1 + 𝑒
𝑖𝜋𝑘

4𝑛−1

=
1

2 cos 𝜋𝑘
4𝑛−1

.

Окончательно для 𝑚 = 2𝑛 имеем

𝑃𝑠𝑡(𝑥) =
1

𝜋𝛽
exp

{︃ ∞∑︁
𝑘=1

1

2 cos 𝜋𝑘
4𝑛−1

· 1
𝑘

(︂
𝑥

𝛽

)︂2𝑘
}︃

=
1

𝜋𝛽
exp

{︃ ∞∑︁
𝑘=1

1

2 cos 𝜋𝑘
2𝑚−1

· 1
𝑘

(︂
𝑥

𝛽

)︂2𝑘
}︃
. (Б.9)

Получаем полное совпадение со случаем (Б.8) для нечетного показателя 𝑚.
С помощью аналогичных выкладок нетрудно получить установившееся вероятностное

распределение для случая |𝑥| > 𝛽 при четных и нечетных значениях параметра 𝑚. Итоговое
выражение для произвольного 𝑚 имеет вид

𝑃𝑠𝑡(𝑥) =
1

𝛽𝜋

(︂
𝛽

𝑥

)︂2𝑚

exp

{︃ ∞∑︁
𝑘=1

1

2 cos 𝜋𝑘
2𝑚−1

· 1
𝑘

(︂
𝛽

𝑥

)︂2𝑘
}︃
. (Б.10)

Окончательно имеем следующую модификацию исходных соотношений (Б.2)-(Б.3)

𝑃𝑠𝑡(𝑥) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1
𝜋𝛽

exp

{︂ ∞∑︀
𝑘=1

1
2 cos 𝜋𝑘

2𝑚−1

· 1
𝑘

(︁
𝑥
𝛽

)︁2𝑘}︂
, |𝑥| < 𝛽;

1
𝜋𝛽

(︀
𝛽
𝑥

)︀2𝑚
exp

{︂ ∞∑︀
𝑘=1

1
2 cos 𝜋𝑘

2𝑚−1

· 1
𝑘

(︀
𝛽
𝑥

)︀2𝑘}︂
, |𝑥| > 𝛽.

(Б.11)
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Приложение В

Вывод уравнения для совместной характеристической функции
координат в случае диффузии в двумерном потенциале

Чтобы получить уравнение относительно совместной характеристической функции
координат Θ(𝑘,𝑞,𝑡), применим к уравнению

𝜕𝑃

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥

(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑥
𝑃

)︂
+

𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑦
𝑃

)︂
+𝐾

∫︁ +∞

−∞

1

|𝑧|𝛼+1
(𝑃 (𝑥− 𝑧,𝑦,𝑡)

+𝑃 (𝑥,𝑦 − 𝑧,𝑡)− 2𝑃 (𝑥,𝑦,𝑡)) 𝑑𝑧 (В.1)

двойное преобразование Фурье.
Рассмотрим первое слагаемое правой части уравнения (В.1), введя обозначение 𝑓 =

𝜕𝑈
𝜕𝑥
𝑃 . Преобразование Фурье от него дает∫︁ +∞

−∞

∫︁ +∞

−∞

𝜕𝑓

𝜕𝑥
· 𝑒𝑖𝑘𝑥+𝑖𝑞𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦 =

∫︁ +∞

−∞
𝑒𝑖𝑞𝑦𝑑𝑦

∫︁ +∞

−∞

𝜕𝑓

𝜕𝑥
· 𝑒𝑖𝑘𝑥𝑑𝑥

=

⃒⃒⃒⃒
⃒ 𝑑𝑣 = 𝜕𝑓

𝜕𝑥
𝑑𝑥→ 𝑣 = 𝑓

𝑢 = 𝑒𝑖𝑘𝑥 → 𝑑𝑢 = 𝑖𝑘 · 𝑒𝑖𝑘𝑥𝑑𝑥

⃒⃒⃒⃒
⃒ =

∫︁ +∞

−∞
𝑒𝑖𝑞𝑦𝑑𝑦

(︀
𝑒𝑖𝑘𝑥𝑓

)︀⃒⃒+∞
−∞ (В.2)

− 𝑖𝑘

∫︁ +∞

−∞

∫︁ +∞

−∞
𝑓𝑒𝑖𝑘𝑥+𝑖𝑞𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦.

В силу того, что распределение 𝑃 убывает быстрее, чем растет 𝑈 ′
𝑥, подстановка в выраже

нии (В.2) обращается в ноль.
Представим производную гладкого потенциала в виде следующей суммы

𝑈
′

𝑥(𝑥,𝑦) =
∑︁
𝑛,𝑚

𝑎𝑛𝑚𝑥
𝑛𝑦𝑚,

тогда

− 𝑖𝑘

∫︁ +∞

−∞

∫︁ +∞

−∞
𝑈

′

𝑥𝑃 · 𝑒𝑖𝑘𝑥+𝑖𝑞𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦

= −𝑖𝑘
∑︁
𝑛,𝑚

∫︁ +∞

−∞

∫︁ +∞

−∞
𝑎𝑛𝑚𝑥

𝑛𝑦𝑚𝑃 · 𝑒𝑖𝑘𝑥+𝑖𝑞𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦 (В.3)

= −𝑖𝑘
∑︁
𝑛,𝑚

∫︁ +∞

−∞

∫︁ +∞

−∞
𝑎𝑛𝑚

(︂
𝜕

𝜕𝑖𝑘

)︂𝑛(︂
𝜕

𝜕𝑖𝑞

)︂𝑚

𝑃 · 𝑒𝑖𝑘𝑥+𝑖𝑞𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦

= −𝑖𝑘𝑈 ′

𝑥

(︂
𝜕

𝜕𝑖𝑘
,
𝜕

𝜕𝑖𝑞

)︂
·Θ(𝑘,𝑞,𝑡

Проделав аналогичные действия для второго слагаемого уравнения (В.1), получаем∫︁ +∞

−∞

∫︁ +∞

−∞

𝜕

𝜕𝑦

(︂
𝜕𝑈

𝜕𝑦
𝑃

)︂
· 𝑒𝑖𝑘𝑥+𝑖𝑞𝑦𝑑𝑥𝑑𝑦 = −𝑖𝑞𝑈 ′

𝑦

(︂
𝜕

𝜕𝑖𝑘
,
𝜕

𝜕𝑖𝑞

)︂
·Θ(𝑘,𝑞,𝑡). (В.4)
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Рассмотрим интегральное слагаемое исходного уравнения (В.1). После двойного преоб
разования Фурье и применения формулы смещения, приходим к

𝐾

∫︁ +∞

−∞

𝑒𝑖𝑘𝑧 + 𝑒𝑖𝑞𝑧 − 2

|𝑧|𝛼+1
𝑑𝑧 ·Θ(𝑘,𝑞,𝑡) = 𝐾

∫︁ +∞

−∞

𝑒𝑖𝑘𝑧 − 1

|𝑧|𝛼+1
𝑑𝑧 ·Θ(𝑘,𝑞,𝑡)

+𝐾

∫︁ +∞

−∞

𝑒𝑖𝑞𝑧 − 1

|𝑧|𝛼+1
𝑑𝑧 ·Θ(𝑘,𝑞,𝑡). (В.5)

Каждый из интегралов выше можно свести с помощью формулы Эйлера к следующему виду∫︁ +∞

−∞

𝑒𝑖𝑘𝑧 − 1

|𝑧|𝛼+1
𝑑𝑧 =

∫︁ +∞

−∞

cos 𝑘𝑧 + 𝑖 sin 𝑘𝑧 − 1

|𝑧|𝛼+1
𝑑𝑧 = 2

∫︁ +∞

0

cos 𝑘𝑧 − 1

𝑧𝛼+1
𝑑𝑧,

где ∫︁ +∞

0

1− cos 𝑘𝑧

𝑧𝛼+1
𝑑𝑧 = −|𝑘|𝛼 cos 𝜋𝛼

2
Γ(−𝛼) = |𝑘|𝛼

𝛼
cos

𝜋𝛼

2
Γ(1− 𝛼).

Если 0 < 𝛼 < 1

|𝑘|𝛼
𝛼

cos
𝜋𝛼

2

𝜋

Γ(𝛼) sin𝜋𝛼
=

|𝑘|𝛼𝜋
Γ(𝛼 + 1)2 sin (𝜋𝛼/2)

;

если 1 < 𝛼 < 2

|𝑘|𝛼
𝛼(1− 𝛼)

cos
𝜋𝛼

2
Γ(2− 𝛼) =

|𝑘|𝛼
𝛼(1− 𝛼)

cos
𝜋𝛼

2

𝜋

Γ(𝛼− 1) sin𝜋(𝛼− 1)

=
|𝑘|𝛼𝜋 cos (𝜋𝛼/2)

−𝛼Γ(𝛼) sin𝜋𝛼 cos𝜋
=

|𝑘|𝛼𝜋
Γ(𝛼 + 1)2 sin (𝜋𝛼/2)

.

Таким образом, правая часть уравнения (В.5) примет вид

− 𝐾𝜋

Γ(𝛼 + 1) sin (𝜋𝛼/2)
(|𝑘|𝛼 + |𝑞|𝛼)Θ(𝑘,𝑞,𝑡).

Если ввести обозначение 𝐷𝛼 =
𝐾𝜋

Γ(𝛼 + 1) sin(𝜋𝛼/2)
, итоговое уравнение для совместной харак

теристической функции запишется следующим образом

𝜕Θ(𝑘,𝑞,𝑡)

𝜕𝑡
= −𝑖𝑘𝑈 ′

𝑥

(︂
−𝑖 𝜕
𝜕𝑘
,−𝑖 𝜕

𝜕𝑞

)︂
Θ(𝑘,𝑞,𝑡)

− 𝑖𝑞𝑈
′

𝑦

(︂
−𝑖 𝜕
𝜕𝑘
,−𝑖 𝜕

𝜕𝑞

)︂
Θ(𝑘,𝑞,𝑡)−𝐷𝛼 (|𝑘|𝛼 + |𝑞|𝛼)Θ(𝑘,𝑞,𝑡). (В.6)
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Приложение Г

Динамические системы, управляемые процессом
Орнштейна–Уленбека и марковским дихотомическим шумом

Г.1 Нелинейная динамическая система, возмущаемая процессом
Орнштейна–Уленбека

Рассмотрим следующую нелинейную систему под воздействием процесса Орнштейна—
Уленбека 𝜂(𝑡)

�̇�(𝑡) = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝜂(𝑡),

�̇�(𝑡) = − 1

𝜏𝑐
𝜂(𝑡) +

1

𝜏𝑐

√
2𝐷 𝜉(𝑡), (Г.1)

где 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥)— произвольные функции, 𝜏𝑐 – время корреляции шума 𝜂(𝑡) и 𝜉(𝑡)— белый
гауссов шум с нулевым средним и единичной интенсивностью, т.е.

⟨𝜉(𝑡)𝜉(𝑡+ 𝜏)⟩ = 𝛿(𝜏). (Г.2)

Параллельно с теорией, разработанной в [87], уравнение Смолуховского—Фоккера—
Планка для функции совместной плотности вероятности 𝑃2 (𝑥,𝜂,𝑡) может быть получено непо
средственно из системы (Г.1) методами размыкания функциональных средних, используя
хорошо известное представление совместного вероятностного распределения в виде среднего

𝑃2 (𝑥,𝜂,𝑡) = ⟨𝛿 (𝑥− 𝑥(𝑡)) 𝛿 (𝜂 − 𝜂(𝑡))⟩. (Г.3)

Дифференцируя соотношение (Г.3) по времени и принимая во внимание уравне
ния (Г.1), приходим к

𝜕𝑃2

𝜕𝑡
= − 𝜕

𝜕𝑥
[𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝜂]𝑃2 +

1

𝜏𝑐

𝜕

𝜕𝜂
(𝜂𝑃2)−

1

𝜏𝑐

√
2𝐷

𝜕

𝜕𝜂
⟨𝜉(𝑡) 𝛿 (𝑥− 𝑥(𝑡)) 𝛿 (𝜂 − 𝜂(𝑡))⟩. (Г.4)

Для расщепления среднего в (Г.4) применим формулу Фуруцу—Новикова [181; 182] для
произвольного функционала 𝑅𝑡 [𝜉] белого гауссова шума с единичной интенсивностью

⟨𝜉 (𝑡)𝑅𝑡 [𝜉]⟩ =
1

2

⟨
𝛿𝑅𝑡 [𝜉]

𝛿𝜉 (𝑡)

⟩
. (Г.5)

Опираясь на соотношения (Г.4) и (Г.1), вычисляем вариационную производную от
𝛿 (𝑥− 𝑥(𝑡)) 𝛿 (𝜂 − 𝜂(𝑡)) в (Г.5), используя правила функционального дифференцирования

𝛿

𝛿 𝜉 (𝑡)
𝛿 (𝑥− 𝑥(𝑡)) 𝛿 (𝜂 − 𝜂(𝑡)) = − 𝜕

𝜕𝑥
𝛿 (𝑥− 𝑥(𝑡)) 𝛿 (𝜂 − 𝜂(𝑡))

𝛿 𝑥(𝑡)

𝛿 𝜉(𝑡)
=

− 𝜕

𝜕𝜂
𝛿 (𝑥− 𝑥(𝑡)) 𝛿 (𝜂 − 𝜂(𝑡))

𝛿 𝜂(𝑡)

𝛿 𝜉(𝑡)
= − 1

𝜏𝑐

√
2𝐷

𝜕

𝜕𝜂
𝛿 (𝑥− 𝑥(𝑡)) 𝛿 (𝜂 − 𝜂(𝑡)) . (Г.6)
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При дифференцировании использован тот факт, что, в соответствии с (Г.1),

𝛿𝑥(𝑡)

𝛿𝜉(𝑡)
= 0,

𝛿𝜂(𝑡)

𝛿𝜉(𝑡)
=

1

𝜏𝑐

√
2𝐷.

Из уравнений (Г.3)–(Г.6) окончательно находим

𝜕𝑃2

𝜕𝑡
= − 𝜕

𝜕𝑥
[𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝜂]𝑃2 +

1

𝜏𝑐

𝜕

𝜕𝜂
(𝜂𝑃2) +

𝐷

𝜏 2𝑐

𝜕2𝑃2

𝜕𝜂2
. (Г.7)

Подставляя в (Г.7) 𝑓(𝑥) = −𝑈 ′(𝑥) и 𝑔(𝑥) = 1 в соответствии с (2.75), приходим к (2.76)

𝜕𝑃2

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥
[𝑈 ′(𝑥)− 𝜂]𝑃2 +

1

𝜏𝑐

𝜕

𝜕𝜂
(𝜂𝑃2) +

𝐷

𝜏 2𝑐

𝜕2𝑃2

𝜕𝜂2
. (Г.8)

К сожалению, установившееся вероятностное распределение случайного процесса 𝑥(𝑡)
не может быть получено из уравнения (Г.8) аналитически, однако его можно найти в пределе
малого времени корреляции 𝜏𝑐 воздействующего цветного шума 𝜂(𝑡).

После интегрирования обеих частей (Г.8) по 𝜂 в бесконечных пределах, приходим к
следующему уравнению для вероятностного распределения 𝑃 (𝑥,𝑡)

𝜕𝑃

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥
[𝑈 ′(𝑥)𝑃 −𝑄1] , (Г.9)

где

𝑄1(𝑥,𝑡) =

∫︁ ∞

−∞
𝑦𝑃 (𝑥,𝜂,𝑡) 𝑑𝜂. (Г.10)

Чтобы получить уравнение для новой функции 𝑄1, умножим обе части уравнения (Г.8)
на 𝜂 и проинтегрируем по 𝜂 в той же области. В результате находим

𝜕𝑄1

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥
[𝑈 ′(𝑥)𝑄1 −𝑄2]−

1

𝜏𝑐
𝑄1, (Г.11)

где

𝑄2(𝑥,𝑡) =

∫︁ ∞

−∞
𝜂2𝑃 (𝑥,𝜂,𝑡) 𝑑𝜂. (Г.12)

Аналогичным образом получаем уравнение для функции 𝑄2

𝜕𝑄2

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥
[𝑈 ′(𝑥)𝑄2 −𝑄3]−

2

𝜏𝑐
𝑄2 +

2𝐷

𝜏 2𝑐
𝑃, (Г.13)

где

𝑄3(𝑥,𝑡) =

∫︁ ∞

−∞
𝜂3𝑃 (𝑥,𝜂,𝑡) 𝑑𝜂. (Г.14)

Продолжая данную процедуру, приходим к бесконечной цепочке уравнений для после
довательности функций 𝑄𝑘 (𝑘 = 0,1,2, . . .)

𝜕𝑄𝑘

𝜕𝑡
=

𝜕

𝜕𝑥
[𝑈 ′(𝑥)𝑄𝑘 −𝑄𝑘+1]−

𝑘

𝜏𝑐
𝑄𝑘 + 𝑘(𝑘 − 1)

𝐷

𝜏 2𝑐
𝑄𝑘−2, (Г.15)

где

𝑄𝑘(𝑥,𝑡) =

∫︁ ∞

−∞
𝜂𝑘𝑃 (𝑥,𝜂,𝑡) 𝑑𝜂, 𝑄0(𝑥,𝑡) = 𝑃 (𝑥,𝑡). (Г.16)
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В пределе 𝑡 → ∞ из (Г.15) получаем следующую систему обыкновенных дифферен
циальных уравнений

𝜏 2𝑐
𝑑

𝑑𝑥
[𝑈 ′(𝑥)𝑄𝑘 −𝑄𝑘+1]− 𝑘𝜏𝑐𝑄𝑘 +𝐷𝑘(𝑘 − 1)𝑄𝑘−2 = 0, 𝑘 = 0,1,2, . . . (Г.17)

Интегрируя обе части (Г.16) по 𝑥 в бесконечных пределах, получаем в установившемся
состоянии ∫︁ ∞

−∞
𝑄𝑘(𝑥) 𝑑𝑥 = ⟨𝜂𝑘⟩. (Г.18)

Тогда из второго уравнения системы (Г.1) имеем∫︁ ∞

−∞
𝑄2𝑚+1(𝑥) 𝑑𝑥 = 0,

∫︁ ∞

−∞
𝑄2𝑚(𝑥) 𝑑𝑥 = (2𝑚− 1)!!

(︂
𝐷

𝜏𝑐

)︂𝑚

. (Г.19)

В пределе 𝜏𝑐 → 0 случайный процесс 𝜂(𝑡) становится белым гауссовым шумом с нулевым
средним значением и интенсивностью 2𝐷.

Подставляя 𝑘 = 0,1,2,3,4 в уравнение (Г.17), приходим к системе

𝑑

𝑑𝑥
[𝑈 ′(𝑥)𝑃𝑠𝑡 −𝑄1] = 0,

𝜏𝑐
𝑑

𝑑𝑥
[𝑈 ′(𝑥)𝑄1 −𝑄2]−𝑄1 = 0,

𝜏 2𝑐
𝑑

𝑑𝑥
[𝑈 ′(𝑥)𝑄2 −𝑄3]− 2𝜏𝑐𝑄2 + 2𝐷𝑃𝑠𝑡 = 0, (Г.20)

𝜏 2𝑐
𝑑

𝑑𝑥
[𝑈 ′(𝑥)𝑄3 −𝑄4]− 3𝜏𝑐𝑄3 + 6𝐷𝑄1 = 0,

𝜏 2𝑐
𝑑

𝑑𝑥
[𝑈 ′(𝑥)𝑄4 −𝑄5]− 4𝜏𝑐𝑄4 + 12𝐷𝑄2 = 0.

Используя условие равенства нулю вероятностного потока на бесконечности, из урав
нения (Г.9) имеем

𝑄1 = 𝑈 ′(𝑥)𝑃𝑠𝑡. (Г.21)

Подставляя уравнение (Г.21) в другие уравнения системы (Г.20), получаем

𝜏𝑐
𝑑

𝑑𝑥

[︁
𝑈 ′2(𝑥)𝑃𝑠𝑡 −𝑄2

]︁
− 𝑈 ′(𝑥)𝑃𝑠𝑡 = 0,

𝜏 2𝑐
𝑑

𝑑𝑥
[𝑈 ′(𝑥)𝑄2 −𝑄3]− 2𝜏𝑐𝑄2 + 2𝐷𝑃𝑠𝑡 = 0,

𝜏 2𝑐
𝑑

𝑑𝑥
[𝑈 ′(𝑥)𝑄3 −𝑄4]− 3𝜏𝑄3 + 6𝐷𝑈 ′(𝑥)𝑃𝑠𝑡 = 0, (Г.22)

𝜏 2𝑐
𝑑

𝑑𝑥
[𝑈 ′(𝑥)𝑄4 −𝑄5]− 4𝜏𝑐𝑄4 + 12𝐷𝑄2 = 0.
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В соответствии с уравнениями (Г.19), можно поискать решение уравнений (Г.22) в фор
ме следующего разложения по малому параметру 𝜏𝑐

𝑃𝑠𝑡(𝑥) = 𝑅0(𝑥) + 𝜏𝑐𝑆0(𝑥) + 𝜏 2𝑐 𝑇0(𝑥) + . . . ,

𝑄2(𝑥) =
1

𝜏𝑐

[︀
𝑅2(𝑥) + 𝜏𝑐𝑆2(𝑥) + 𝜏 2𝑐 𝑇2(𝑥) + . . .

]︀
,

𝑄3(𝑥) =
1

𝜏𝑐

[︀
𝑅3(𝑥) + 𝜏𝑐𝑆3(𝑥) + 𝜏 2𝑐 𝑇3(𝑥) + . . .

]︀
, (Г.23)

𝑄4(𝑥) =
1

𝜏 2𝑐

[︀
𝑅4(𝑥) + 𝜏𝑐𝑆4(𝑥) + 𝜏 2𝑐 𝑇4(𝑥) + . . .

]︀
,

𝑄5(𝑥) =
1

𝜏 2𝑐

[︀
𝑅5(𝑥) + 𝜏𝑐𝑆5(𝑥) + 𝜏 2𝑐 𝑇5(𝑥) + . . .

]︀
.

Подставляя разложение (Г.23) в первые два уравнения системы (Г.22) и приравнивая
члены без 𝜏𝑐, получаем

𝑅′
2 + 𝑈 ′(𝑥)𝑅0 = 0,

𝑅2 −𝐷𝑅0 = 0. (Г.24)

Общее решение системы (Г.24) имеет вид

𝑅0(𝑥) = 𝑃𝑠𝑡(𝑥; 𝜏𝑐 = 0) = 𝐶 𝑒−𝑈(𝑥)/𝐷,

𝑅2(𝑥) = 𝐷𝑅0(𝑥), (Г.25)

где 𝐶 — постоянная нормировки, и представляет собой, в нулевом порядке по малому па
раметру 𝜏𝑐, хорошо известное распределение Больцмана для случая воздействия белого
гауссова шума.

Аналогично, подставляя разложение (Г.23) и приравнивая члены с первой степенью по
малому параметру 𝜏𝑐 в первых двух уравнениях (Г.22), без 𝜏𝑐 в третьем уравнении и с 1/𝜏𝑐 в
четвертом уравнении, приходим к следующей системе уравнений для нахождения следующей
поправки 𝑆0(𝑥) к точному решению (см. уравнение (Г.23))

𝑑

𝑑𝑥

[︁
𝑈 ′2(𝑥)𝑅0 − 𝑆2

]︁
− 𝑈 ′(𝑥)𝑆0 = 0,

𝑑

𝑑𝑥
[𝑈 ′(𝑥)𝑅2 −𝑅3]− 2𝑆2 + 2𝐷𝑆0 = 0,

𝑑

𝑑𝑥
𝑅4 + 3𝑅3 − 6𝐷𝑈 ′(𝑥)𝑅0 = 0, (Г.26)

𝑅4 − 3𝐷𝑅2 = 0.

Учитывая уравнение (Г.24) и исключая переменные 𝑅2 и 𝑅4 из системы (Г.26), находим

𝑑

𝑑𝑥

[︁
𝑈 ′2(𝑥)𝑅0 − 𝑆2

]︁
− 𝑈 ′(𝑥)𝑆0 = 0,

𝑑

𝑑𝑥
[𝐷𝑈 ′(𝑥)𝑅0 −𝑅3]− 2𝑆2 + 2𝐷𝑆0 = 0, (Г.27)

𝑅3 − 3𝐷𝑈 ′(𝑥)𝑅0 = 0.
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Окончательно, исключая переменные 𝑅3 и 𝑆2 из системы (Г.27), получаем уравнение
для отыскания следующей поправки 𝑆0(𝑥) к установившемуся вероятностному распределе
нию

𝑆 ′
0 +

𝑈 ′(𝑥)

𝐷
𝑆0 =

1

𝐷

𝑑

𝑑𝑥

[︁
𝑈 ′2(𝑥)𝑅0

]︁
+

𝑑2

𝑑𝑥2
[𝑈 ′(𝑥)𝑅0] . (Г.28)

Частное решение уравнения (Г.28) имеет вид

𝑆0(𝑥) = 𝑒−𝑈(𝑥)/𝐷

∫︁
𝑒𝑈(𝑥)/𝐷 𝑑

𝑑𝑥
[𝑈 ′′(𝑥)𝑅0] 𝑑𝑥. (Г.29)

Применяя в уравнении (Г.29) интегрирование по частям и учитывая уравнения (Г.25),
приходим к

𝑆0(𝑥) = 𝐶 𝑒−𝑈(𝑥)/𝐷

[︂
𝑈 ′′(𝑥)− 𝑈 ′2(𝑥)

2𝐷

]︂
. (Г.30)

Принимая во внимание общее решение уравнения (Г.28) и уравнения (Г.23), (Г.25) и
(Г.30), можно записать окончательное выражение для установившегося вероятностного рас
пределения в первом приближении по малому параметру 𝜏𝑐

𝑃𝑠𝑡(𝑥) = 𝐶 𝑒−𝑈(𝑥)/𝐷

{︂
1 + 𝜏𝑐

[︂
𝐶1 + 𝑈 ′′(𝑥)− 𝑈 ′2(𝑥)

2𝐷

]︂}︂
, (Г.31)

где 𝐶1 – новая постоянная.
Результат (Г.31) был недавно получен в работе [183] с помощью разложения совместной

плотности вероятности 𝑃2 (𝑥,𝜂,𝑡).
Наконец сравним полученный общий результат (Г.31) с уже полученным результатом

в приближении унифицированного цветного шума (UCNA) [109]. В этом случае установив
шееся вероятностное распределение имеет следующий вид

𝑃𝑠𝑡(𝑥) = 𝐶0 𝑒
−𝑈(𝑥)/𝐷 |1 + 𝜏𝑐𝑈

′′(𝑥)| 𝑒−𝜏𝑐𝑈 ′2(𝑥)/(2𝐷). (Г.32)

Если разложить данное выражение в степенной ряд по 𝜏𝑐 в случае 𝑈 ′′(𝑥) > 0 и огра
ничиться членами первого порядка, приходим к

𝑃𝑠𝑡(𝑥) = 𝐶0 𝑒
−𝑈(𝑥)/𝐷

{︂
1 + 𝜏𝑐

[︂
𝑈 ′′(𝑥)− 𝑈 ′2(𝑥)

2𝐷

]︂}︂
. (Г.33)

Таким образом, приближение (Г.33) совпадает с полученным результатом (Г.31), ес
ли 𝐶1 = 0.
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Г.2 Нелинейная динамическая система, находящаяся под
одновременным воздействием процесса Орнштейна–Уленбека и

марковского дихотомического шума

1. Одномерный случай. Рассмотрим нелинейную динамическую систему, возмущае
мую марковским дихотомическим шумом 𝜉𝐷𝑁(𝑡) и процессом Орнштейна—Уленбека 𝜂(𝑡)

�̇� = 𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)𝜉𝐷𝑁(𝑡) + 𝜂(𝑡),

�̇� = − 1

𝜏𝑐
𝜂 +

√
2𝐷 𝜉(𝑡). (Г.34)

Марковский дихотомический шум 𝜉𝐷𝑁(𝑡) переключается между значениями ±∆ со средней
частотой 𝛾, 𝑓(𝑥) и 𝑔(𝑥) – произвольные нелинейные функции и 𝜉(𝑡) – гауссов белый шум с
нулевым средним значением и единичной интенсивностью.

В силу того, что совокупность случайных процессов {𝑥(𝑡),𝜂(𝑡)} является марковской,
можно записать замкнутое уравнение для совместной плотности вероятности 𝑃2 (𝑥,𝑦,𝑡) слу
чайных процессов 𝑥(𝑡) и 𝜂(𝑡). Для вывода этого уравнения будем исходить из представления
плотности вероятности в форме среднего

𝑃2(𝑥,𝜂,𝑡) = ⟨𝛿(𝑥− 𝑥(𝑡))𝛿(𝜂 − 𝜂(𝑡))⟩. (Г.35)

После дифференцирования соотношения (Г.35) по времени, получаем

𝜕𝑃2

𝜕𝑡
= − 𝜕

𝜕𝑥
⟨�̇�(𝑡)𝛿(𝑥− 𝑥(𝑡))𝛿(𝜂 − 𝜂(𝑡))⟩ − 𝜕

𝜕𝜂
⟨�̇�(𝑡)𝛿(𝜂 − 𝜂(𝑡))𝛿(𝑥− 𝑥(𝑡))⟩ . (Г.36)

Подставляя �̇�(𝑡) и �̇�(𝑡) из исходной системы (Г.34) и принимая во внимание представ
ление (Г.35), можно переписать уравнение (Г.36) в следующем виде

𝜕𝑃2

𝜕𝑡
= − 𝜕

𝜕𝑥
[𝑓(𝑥) + 𝜂]𝑃2 +

1

𝜏𝑐

𝜕

𝜕𝜂
(𝜂𝑃2)−

𝜕

𝜕𝑥
𝑔(𝑥)⟨𝜉𝐷𝑁(𝑡) 𝛿 (𝑥− 𝑥(𝑡)) 𝛿 (𝜂 − 𝜂(𝑡))⟩−

−
√
2𝐷

𝜕

𝜕𝜂
⟨𝜉(𝑡) 𝛿 (𝑥− 𝑥(𝑡)) 𝛿 (𝜂 − 𝜂(𝑡))⟩. (Г.37)

Для размыкания среднего с гауссовым белым шумом 𝜉(𝑡) в (Г.37) применим формулу
Фуруцу—Новикова (см. Приложение Г.1)).

𝜕𝑃2

𝜕𝑡
= − 𝜕

𝜕𝑥
(𝑓(𝑥) + 𝜂)𝑃2 +

1

𝜏𝑐

𝜕

𝜕𝜂
(𝜂𝑃2)−

𝜕

𝜕𝑥
(𝑔(𝑥)𝑄) +𝐷

𝜕2𝑃2

𝜕𝜂2
, (Г.38)

где введена вспомогательная функция

𝑄(𝑥,𝜂,𝑡) = ⟨𝜉𝐷𝑁(𝑡)𝛿(𝑥− 𝑥(𝑡))𝛿(𝜂 − 𝜂(𝑡))⟩. (Г.39)

Применяя ту же технику к соотношению (Г.39) и используя формулу Шапиро—
Логинова [184] “дифференцирования” произвольного функционала 𝑅𝑡[𝜉𝐷𝑁 ] марковского ди
хотомического шума

𝑑

𝑑𝑡
⟨𝜉𝐷𝑁(𝑡)𝑅𝑡[𝜉𝐷𝑁 ]⟩ = −2𝛾⟨𝜉𝐷𝑁(𝑡)𝑅𝑡[𝜉𝐷𝑁 ]⟩+ ⟨𝜉𝐷𝑁(𝑡)

𝑑

𝑑𝑡
𝑅𝑡[𝜉𝐷𝑁 ]⟩,
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получаем следующее уравнение для функции 𝑄(𝑥,𝜂,𝑡)

𝜕𝑄

𝜕𝑡
= −2𝛾𝑄− 𝜕

𝜕𝑥
𝑓(𝑥)𝑄−∆2 𝜕

𝜕𝑥
(𝑔(𝑥)𝑃2)− 𝜂

𝜕

𝜕𝑥
𝑄+

1

𝜏𝑐

𝜕

𝜕𝜂
(𝜂𝑄) +𝐷

𝜕2𝑄

𝜕𝜂2
. (Г.40)

Объединяя (Г.38) и (Г.40), окончательно приходим к

𝜕𝑃2

𝜕𝑡
= − 𝜕

𝜕𝑥
(𝑓(𝑥) + 𝜂)𝑃2 +

1

𝜏𝑐

𝜕

𝜕𝜂
(𝜂𝑃2)−

𝜕

𝜕𝑥
(𝑔(𝑥)𝑄) +𝐷

𝜕2𝑃2

𝜕𝜂2
, (Г.41)

𝜕𝑄

𝜕𝑡
= −2𝛾𝑄− 𝜕

𝜕𝑥
(𝑓(𝑥) + 𝜂)𝑄+

1

𝜏𝑐

𝜕

𝜕𝜂
(𝜂𝑄)−∆2 𝜕

𝜕𝑥
(𝑔(𝑥)𝑃2) +𝐷

𝜕2𝑄

𝜕𝜂2
.

Система уравнений (Г.41) для совместной плотности вероятности (Г.35) является за
мкнутной.

Для рассматриваемого случая одномерного переключающегося потенциала

𝑈(𝑥,𝑡) =
𝑏

4
(𝑥− 𝜉𝐷𝑁(𝑡))

4 +
𝑎

2
(𝑥− 𝜉𝐷𝑁(𝑡))

2 (Г.42)

имеем
𝑈

′

𝑥(𝑥,𝑡) = 𝑏𝑥3 + 3𝑏∆2𝑥+ 𝑎𝑥− (3𝑏𝑥2 + 𝑏∆2 + 𝑎)𝜉𝐷𝑁(𝑡). (Г.43)

Как следствие, нелинейные функции в (Г.34) задаются как

𝑓(𝑥) = −(𝑏𝑥3 + 3𝑏∆2𝑥+ 𝑎𝑥),

𝑔(𝑥) = 3𝑏𝑥2 + 𝑏∆2 + 𝑎. (Г.44)

В результате систему (Г.41) можно переписать в следующем виде

𝜕𝑃2

𝜕𝑡
= − 𝜕

𝜕𝑥

(︀
𝜂 − 𝑏𝑥3 − 3𝑏∆2𝑥− 𝑎𝑥

)︀
𝑃2 +

1

𝜏𝑐

𝜕

𝜕𝜂
(𝜂𝑃2)−

𝜕

𝜕𝑥

(︀(︀
3𝑏𝑥2 + 𝑏∆2 + 𝑎

)︀
𝑄
)︀
+𝐷

𝜕2𝑃2

𝜕𝜂2
,

𝜕𝑄

𝜕𝑡
= −2𝛾𝑄− 𝜕

𝜕𝑥

(︀
𝜂 − 𝑏𝑥3 − 3𝑏∆2𝑥− 𝑎𝑥

)︀
𝑄+

1

𝜏𝑐

𝜕

𝜕𝜂
(𝜂𝑄)−∆2 𝜕

𝜕𝑥

[︀(︀
3𝑏𝑥2 + 𝑏∆2 + 𝑎

)︀
𝑃2

]︀
+

+𝐷
𝜕2𝑄

𝜕𝜂2
. (Г.45)

2. Двумерный случай. Далее рассмотрим нелинейную двумерную динамическую
систему, описываемую следующей системой ланжевеновских уравнений

�̇� = 𝑓1(𝑥,𝑦) + 𝑔1(𝑥,𝑦) 𝜉
1
𝐷𝑁(𝑡) + ℎ1(𝑥,𝑦) 𝜉

2
𝐷𝑁(𝑡) +𝑚1(𝑥,𝑦) 𝜉

1
𝐷𝑁(𝑡)𝜉

2
𝐷𝑁(𝑡) + 𝜂1(𝑡),

𝜂1 = − 1

𝜏 1𝑐
𝜂1 +

√︀
2𝐷1 𝜉1(𝑡),

�̇� = 𝑓2(𝑥,𝑦) + 𝑔2(𝑥,𝑦) 𝜉
1
𝐷𝑁(𝑡) + ℎ2(𝑥,𝑦) 𝜉

2
𝐷𝑁(𝑡) +𝑚2(𝑥,𝑦) 𝜉

1
𝐷𝑁(𝑡)𝜉

2
𝐷𝑁(𝑡) + 𝜂2(𝑡),

𝜂2 = − 1

𝜏 2𝑐
𝜂2 +

√︀
2𝐷2 𝜉2(𝑡), (Г.46)

где 𝜉𝑖𝐷𝑁(𝑡) — независимые марковские дихотомические шумы, переключающиеся со средней
частотой 𝛾𝑖 между значениями ±∆𝑖 (здесь и далее 𝑖 = 1,2), 𝑓𝑖(𝑥,𝑦), 𝑔𝑖(𝑥,𝑦), ℎ𝑖(𝑥,𝑦) и 𝑚𝑖(𝑥,𝑦)

— произвольные нелинейные функции, 𝜂𝑖(𝑡) – независимые процессы Орнштейна-Уленбека с
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временем корреляции 𝜏 𝑖𝑐 и 𝜉𝑖(𝑡) — независимые гауссовы белые шумы с нулевыми средними
значениями и единичными интенсивностями.

По аналогии с одномерным случаем стартуем с представления совместной плотности
вероятности случайных процессов 𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝜂1(𝑡) и 𝜂2(𝑡) в виде

𝑃 (𝑥,𝑦,𝜂1,𝜂2,𝑡) = ⟨𝛿(𝑥− 𝑥(𝑡)) 𝛿(𝑦 − 𝑦(𝑡)) 𝛿(𝜂1 − 𝜂1(𝑡)) 𝛿(𝜂2 − 𝜂2(𝑡))⟩. (Г.47)

Дифференцирование (Г.47) по времени дает

𝜕𝑃

𝜕𝑡
=− 𝜕

𝜕𝑥
⟨�̇�(𝑡) 𝛿(𝑥− 𝑥(𝑡)) 𝛿(𝑦 − 𝑦(𝑡)) 𝛿(𝜂1 − 𝜂1(𝑡)) 𝛿(𝜂2 − 𝜂2(𝑡))⟩−

− 𝜕

𝜕𝑦
⟨�̇�(𝑡) 𝛿(𝑦 − 𝑦(𝑡)) 𝛿(𝑥− 𝑥(𝑡)) 𝛿(𝜂1 − 𝜂1(𝑡)) 𝛿(𝜂2 − 𝜂2(𝑡))⟩−

− 𝜕

𝜕𝜂1
⟨𝜂1(𝑡) 𝛿(𝜂1 − 𝜂1(𝑡)) 𝛿(𝑥− 𝑥(𝑡)) 𝛿(𝑦 − 𝑦(𝑡)) 𝛿(𝜂2 − 𝜂2(𝑡))⟩− (Г.48)

− 𝜕

𝜕𝜂2
⟨𝜂2(𝑡) 𝛿(𝜂2 − 𝜂2(𝑡)) 𝛿(𝑥− 𝑥(𝑡)) 𝛿(𝑦 − 𝑦(𝑡)) 𝛿(𝜂1 − 𝜂1(𝑡))⟩ =

= − 𝜕

𝜕𝑥
[𝑓1(𝑥,𝑦) + 𝜂1]𝑃 − 𝜕

𝜕𝑦
[𝑓2(𝑥,𝑦) + 𝜂2]𝑃 − 𝜕

𝜕𝑥
[ 𝑔1(𝑥,𝑦)𝑄1]−

𝜕

𝜕𝑦
[ 𝑔2(𝑥,𝑦)𝑄1]−

− 𝜕

𝜕𝑥
[ℎ1(𝑥,𝑦)𝑄2]−

𝜕

𝜕𝑦
[ℎ2(𝑥,𝑦)𝑄2]−

𝜕

𝜕𝑥
[𝑚1(𝑥,𝑦)𝑄12]−

𝜕

𝜕𝑦
[𝑚2(𝑥,𝑦)𝑄12]−

−
√︀
2𝐷1

𝜕

𝜕𝜂1
⟨𝜉1(𝑡) 𝛿(𝑥− 𝑥(𝑡)) 𝛿(𝑦 − 𝑦(𝑡)) 𝛿(𝜂1 − 𝜂1(𝑡)) 𝛿(𝜂2 − 𝜂2(𝑡))⟩−

−
√︀

2𝐷2
𝜕

𝜕𝜂2
⟨𝜉2(𝑡) 𝛿(𝑥− 𝑥(𝑡)) 𝛿(𝑦 − 𝑦(𝑡)) 𝛿(𝜂1 − 𝜂1(𝑡)) 𝛿(𝜂2 − 𝜂2(𝑡))⟩,

где введены вспомогательные функции

𝑄1(𝑥,𝑦,𝜂1,𝜂2,𝑡) = ⟨𝜉1𝐷𝑁(𝑡) 𝛿(𝑥− 𝑥(𝑡)) 𝛿(𝑦 − 𝑦(𝑡)) 𝛿(𝜂1 − 𝜂1(𝑡)) 𝛿(𝜂2 − 𝜂2(𝑡))⟩,
𝑄2(𝑥,𝑦,𝜂1,𝜂2,𝑡) = ⟨𝜉2𝐷𝑁(𝑡) 𝛿(𝑥− 𝑥(𝑡)) 𝛿(𝑦 − 𝑦(𝑡)) 𝛿(𝜂1 − 𝜂1(𝑡)) 𝛿(𝜂2 − 𝜂2(𝑡))⟩,
𝑄12(𝑥,𝑦,𝜂1,𝜂2,𝑡) = (Г.49)

= ⟨𝜉1𝐷𝑁(𝑡) 𝜉
2
𝐷𝑁(𝑡) 𝛿(𝑥− 𝑥(𝑡)) 𝛿(𝑦 − 𝑦(𝑡)) 𝛿(𝜂1 − 𝜂1(𝑡)) 𝛿(𝜂2 − 𝜂2(𝑡))⟩.

После двойного применения формулы Фуруцу—Новикова получим

𝜕𝑃

𝜕𝑡
= − 𝜕

𝜕𝑥
[𝑓1(𝑥,𝑦) + 𝜂1]𝑃 − 𝜕

𝜕𝑦
[𝑓2(𝑥,𝑦) + 𝜂2]𝑃 − 𝜕

𝜕𝑥
[ 𝑔1(𝑥,𝑦)𝑄1]−

− 𝜕

𝜕𝑦
[ 𝑔2(𝑥,𝑦)𝑄1]−

𝜕

𝜕𝑥
[ℎ1(𝑥,𝑦)𝑄2]−

𝜕

𝜕𝑦
[ℎ2(𝑥,𝑦)𝑄2]−

𝜕

𝜕𝑥
[𝑚1(𝑥,𝑦)𝑄12]−

− 𝜕

𝜕𝑦
[𝑚2(𝑥,𝑦)𝑄12] +

1

𝜏 1𝑐

𝜕(𝜂1𝑃 )

𝜕𝜂1
+

1

𝜏 2𝑐

𝜕(𝜂2𝑃 )

𝜕𝜂2
+𝐷1

𝜕2𝑃

𝜕𝜂21
+𝐷2

𝜕2𝑃

𝜕𝜂22
. (Г.50)

Проводя аналогичную процедуру для первого уравнения системы (Г.49) и исполь
зуя формулу Шапиро—Логинова, приходим к следующему уравнению для функции
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𝑄1(𝑥,𝑦,𝜂1,𝜂2,𝑡)

𝜕𝑄1

𝜕𝑡
= −2𝛾1𝑄1−

− 𝜕

𝜕𝑥
⟨𝜉1𝐷𝑁(𝑡) 𝛿(𝑥− 𝑥(𝑡)) �̇�(𝑡) 𝛿(𝑦 − 𝑦(𝑡)) 𝛿(𝜂1 − 𝜂1(𝑡)) 𝛿(𝜂2 − 𝜂2(𝑡))⟩−

− 𝜕

𝜕𝑦
⟨𝜉1𝐷𝑁(𝑡) 𝛿(𝑦 − 𝑦(𝑡)) �̇�(𝑡) 𝛿(𝑥− 𝑥(𝑡)) 𝛿(𝜂1 − 𝜂1(𝑡)) 𝛿(𝜂2 − 𝜂2(𝑡))⟩−

− 𝜕

𝜕𝜂1

⟨︀
𝜉1𝐷𝑁(𝑡) 𝛿(𝜂1 − 𝜂1(𝑡)) 𝜂1(𝑡) 𝛿(𝑥− 𝑥(𝑡)) 𝛿(𝑦 − 𝑦(𝑡)) 𝛿(𝜂2 − 𝜂2(𝑡))

⟩︀
−

− 𝜕

𝜕𝜂2

⟨︀
𝜉1𝐷𝑁(𝑡) 𝛿(𝜂2 − 𝜂2(𝑡)) 𝜂2(𝑡) 𝛿(𝑥− 𝑥(𝑡)) 𝛿(𝑦 − 𝑦(𝑡)) 𝛿(𝜂1 − 𝜂1(𝑡))

⟩︀
= (Г.51)

= −2𝛾1𝑄1 −
𝜕

𝜕𝑥
[𝑓1(𝑥,𝑦) + 𝜂1]𝑄1 −

𝜕

𝜕𝑦
[𝑓2(𝑥,𝑦) + 𝜂2]𝑄1 −∆2

1

𝜕

𝜕𝑥
[ 𝑔1(𝑥,𝑦)𝑃 ]−

−∆2
1

𝜕

𝜕𝑦
[ 𝑔2(𝑥,𝑦)𝑃 ]−

𝜕

𝜕𝑥
[ℎ1(𝑥,𝑦)𝑄12]−

𝜕

𝜕𝑦
[ℎ2(𝑥,𝑦)𝑄12]−∆2

1

𝜕

𝜕𝑥
[𝑚1(𝑥,𝑦)𝑄2]−

−∆2
1

𝜕

𝜕𝑦
[𝑚2(𝑥,𝑦)𝑄2] +

1

𝜏 1𝑐

𝜕(𝜂1𝑄1)

𝜕𝜂1
+

1

𝜏 2𝑐

𝜕(𝜂2𝑄1)

𝜕𝜂2
+𝐷1

𝜕2𝑄1

𝜕𝜂21
+𝐷2

𝜕2𝑄1

𝜕𝜂22
.

Для функции 𝑄2(𝑥,𝑦,𝜂1,𝜂2,𝑡) аналогичным образом имеем

𝜕𝑄2

𝜕𝑡
= −2𝛾2𝑄2 −

𝜕

𝜕𝑥
[𝑓1(𝑥,𝑦) + 𝜂1]𝑄2 −

𝜕

𝜕𝑦
[𝑓2(𝑥,𝑦) + 𝜂2]𝑄2−

− 𝜕

𝜕𝑥
[ 𝑔1(𝑥,𝑦)𝑄12]−

𝜕

𝜕𝑦
[ 𝑔2(𝑥,𝑦)𝑄12]−∆2

2

𝜕

𝜕𝑥
[ℎ1(𝑥,𝑦)𝑃 ]−∆2

2

𝜕

𝜕𝑦
[ℎ2(𝑥,𝑦)𝑃 ]−

−∆2
2

𝜕

𝜕𝑥
[𝑚1(𝑥,𝑦)𝑄1]−∆2

2

𝜕

𝜕𝑦
[𝑚2(𝑥,𝑦)𝑄1] +

1

𝜏 1𝑐

𝜕(𝜂1𝑄2)

𝜕𝜂1
+

1

𝜏 2𝑐

𝜕(𝜂2𝑄2)

𝜕𝜂2
+

+𝐷1
𝜕2𝑄2

𝜕𝜂21
+𝐷2

𝜕2𝑄2

𝜕𝜂22
. (Г.52)

Чтобы вывести уравнение для функции 𝑄12(𝑥,𝑦,𝜂1,𝜂2,𝑡), предварительно применим фор
мулу Шапиро—Логинова для марковского дихотомического шума 𝜉1𝐷𝑁(𝑡), а именно

𝜕𝑄12

𝜕𝑡
= −2𝛾1𝑄12+ (Г.53)

+

⟨
𝜉1𝐷𝑁(𝑡)

𝑑

𝑑𝑡

(︀
𝜉2𝐷𝑁(𝑡) 𝛿(𝑥− 𝑥(𝑡)) 𝛿(𝑦 − 𝑦(𝑡)) 𝛿(𝜂1 − 𝜂1(𝑡)) 𝛿(𝜂2 − 𝜂2(𝑡))

)︀⟩
,

и затем используем другую форму соотношения Шапиро—Логинова для марковского дихо
томического шума 𝜉2𝐷𝑁(𝑡)⟨

𝑑𝜉𝐷𝑁(𝑡)

𝑑𝑡
𝑅𝑡[𝜉𝐷𝑁 ]

⟩
= −2𝛾⟨𝜉𝐷𝑁(𝑡)𝑅𝑡[𝜉𝐷𝑁 ]⟩. (Г.54)
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В результате придем к

𝜕𝑄12

𝜕𝑡
= −2𝛾1𝑄12 − 2𝛾2𝑄12+

+

⟨
𝜉1𝐷𝑁(𝑡) 𝜉

2
𝐷𝑁(𝑡)

𝑑

𝑑𝑡
𝛿(𝑥− 𝑥(𝑡)) 𝛿(𝑦 − 𝑦(𝑡)) 𝛿(𝜂1 − 𝜂1(𝑡)) 𝛿(𝜂2 − 𝜂2(𝑡))

⟩
=

= −2𝛾1𝑄12 − 2𝛾2𝑄12 −
𝜕

𝜕𝑥
[𝑓1(𝑥,𝑦) + 𝜂1]𝑄12 −

𝜕

𝜕𝑦
[𝑓2(𝑥,𝑦) + 𝜂2]𝑄12−

−∆2
1

𝜕

𝜕𝑥
[ 𝑔1(𝑥,𝑦)𝑄2]−∆2

1

𝜕

𝜕𝑦
[ 𝑔2(𝑥,𝑦)𝑄2]−∆2

2

𝜕

𝜕𝑥
[ℎ1(𝑥,𝑦)𝑄1]−

−∆2
2

𝜕

𝜕𝑦
[ℎ2(𝑥,𝑦)𝑄1]−∆2

1∆
2
2

𝜕

𝜕𝑥
[𝑚1(𝑥,𝑦)𝑃 ]−∆2

1∆
2
2

𝜕

𝜕𝑦
[𝑚2(𝑥,𝑦)𝑃 ]+

+
1

𝜏 1𝑐

𝜕(𝜂1𝑄12)

𝜕𝜂1
+

1

𝜏 2𝑐

𝜕(𝜂2𝑄12)

𝜕𝜂2
+𝐷1

𝜕2𝑄12

𝜕𝜂21
+𝐷2

𝜕2𝑄12

𝜕𝜂22
. (Г.55)

Итоговая замкнутая система уравнений для функций 𝑃 (𝑥,𝑦,𝜂1,𝜂2,𝑡),
𝑄1(𝑥,𝑦,𝜂1,𝜂2,𝑡), 𝑄2(𝑥,𝑦,𝜂1,𝜂2,𝑡) и 𝑄12(𝑥,𝑦,𝜂1,𝜂2,𝑡) такова

𝜕𝑃

𝜕𝑡
= − 𝜕

𝜕𝑥
[𝑓1(𝑥,𝑦) + 𝜂1]𝑃 − 𝜕

𝜕𝑦
[𝑓2(𝑥,𝑦) + 𝜂2]𝑃 − 𝜕

𝜕𝑥
[ 𝑔1(𝑥,𝑦)𝑄1]−

− 𝜕

𝜕𝑦
[ 𝑔2(𝑥,𝑦)𝑄1]−

𝜕

𝜕𝑥
[ℎ1(𝑥,𝑦)𝑄2]−

𝜕

𝜕𝑦
[ℎ2(𝑥,𝑦)𝑄2]−

− 𝜕

𝜕𝑥
[𝑚1(𝑥,𝑦)𝑄12]−

𝜕

𝜕𝑦
[𝑚2(𝑥,𝑦)𝑄12] +

1

𝜏 1𝑐

𝜕(𝜂1𝑃 )

𝜕𝜂1
+

1

𝜏 2𝑐

𝜕(𝜂2𝑃 )

𝜕𝜂2
+

+𝐷1
𝜕2𝑃

𝜕𝜂21
+𝐷2

𝜕2𝑃

𝜕𝜂22
, (Г.56)

𝜕𝑄1

𝜕𝑡
= −2𝛾1𝑄1 −

𝜕

𝜕𝑥
[𝑓1(𝑥,𝑦) + 𝜂1]𝑄1 −

𝜕

𝜕𝑦
[𝑓2(𝑥,𝑦) + 𝜂2]𝑄1−

−∆2
1

𝜕

𝜕𝑥
[ 𝑔1(𝑥,𝑦)𝑃 ]−∆2

1

𝜕

𝜕𝑦
[ 𝑔2(𝑥,𝑦)𝑃 ]−

𝜕

𝜕𝑥
[ℎ1(𝑥,𝑦)𝑄12]−

𝜕

𝜕𝑦
[ℎ2(𝑥,𝑦)𝑄12]−

−∆2
1

𝜕

𝜕𝑥
[𝑚1(𝑥,𝑦)𝑄2]−∆2

1

𝜕

𝜕𝑦
[𝑚2(𝑥,𝑦)𝑄2] +

1

𝜏 1𝑐

𝜕(𝜂1𝑄1)

𝜕𝜂1
+

1

𝜏 2𝑐

𝜕(𝜂2𝑄1)

𝜕𝜂2
+

+𝐷1
𝜕2𝑄1

𝜕𝜂21
+𝐷2

𝜕2𝑄1

𝜕𝜂22
,
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𝜕𝑄2

𝜕𝑡
= −2𝛾2𝑄2 −

𝜕

𝜕𝑥
[𝑓1(𝑥,𝑦) + 𝜂1]𝑄2 −

𝜕

𝜕𝑦
[𝑓2(𝑥,𝑦) + 𝜂2]𝑄2−

− 𝜕

𝜕𝑥
[ 𝑔1(𝑥,𝑦)𝑄12]−

𝜕

𝜕𝑦
[ 𝑔2(𝑥,𝑦)𝑄12]−∆2

2

𝜕

𝜕𝑥
[ℎ1(𝑥,𝑦)𝑃 ]−∆2

2

𝜕

𝜕𝑦
[ℎ2(𝑥,𝑦)𝑃 ]−

−∆2
2

𝜕

𝜕𝑥
[𝑚1(𝑥,𝑦)𝑄1]−∆2

2

𝜕

𝜕𝑦
[𝑚2(𝑥,𝑦)𝑄1] +

1

𝜏 1𝑐

𝜕(𝜂1𝑄2)

𝜕𝜂1
+

1

𝜏 2𝑐

𝜕(𝜂2𝑄2)

𝜕𝜂2
+

+𝐷1
𝜕2𝑄2

𝜕𝜂21
+𝐷2

𝜕2𝑄2

𝜕𝜂22
,

𝜕𝑄12

𝜕𝑡
= −2𝛾1𝑄12 − 2𝛾2𝑄12 −

𝜕

𝜕𝑥
[𝑓1(𝑥,𝑦) + 𝜂1]𝑄12 −

𝜕

𝜕𝑦
[𝑓2(𝑥,𝑦) + 𝜂2]𝑄12−

−∆2
1

𝜕

𝜕𝑥
[ 𝑔1(𝑥,𝑦)𝑄2]−∆2

1

𝜕

𝜕𝑦
[ 𝑔2(𝑥,𝑦)𝑄2]−∆2

2

𝜕

𝜕𝑥
[ℎ1(𝑥,𝑦)𝑄1]−

−∆2
2

𝜕

𝜕𝑦
[ℎ2(𝑥,𝑦)𝑄1]−∆2

1∆
2
2

𝜕

𝜕𝑥
[𝑚1(𝑥,𝑦)𝑃 ]−∆2

1∆
2
2

𝜕

𝜕𝑦
[𝑚2(𝑥,𝑦)𝑃 ]+

+
1

𝜏 1𝑐

𝜕(𝜂1𝑄12)

𝜕𝜂1
+

1

𝜏 2𝑐

𝜕(𝜂2𝑄12)

𝜕𝜂2
+𝐷1

𝜕2𝑄12

𝜕𝜂21
+𝐷2

𝜕2𝑄12

𝜕𝜂22
.

Для рассматриваемого двумерного случайно переключающегося потенциала вида

𝑈(𝑥,𝑡) =
1

4

[︀
(𝑥− 𝜉1𝐷𝑁(𝑡))

2 + (𝑦 − 𝜉2𝐷𝑁(𝑡))
2
]︀2 (Г.57)

нелинейные функции в (Г.56) задаются следующим образом

𝑓1(𝑥,𝑦) = −
(︀
𝑥3 + 3∆2

1𝑥+ 𝑥𝑦2 +∆2
2𝑥
)︀
,

𝑔1(𝑥,𝑦) = 3𝑥2 + 𝑦2 +∆2
1 +∆2

2,

ℎ1(𝑥,𝑦) = 2𝑥𝑦,

𝑚1(𝑥,𝑦) = −2𝑦,

𝑓2(𝑥,𝑦) = −
(︀
𝑦3 + 3∆2

2𝑦 + 𝑦𝑥2 +∆2
1𝑦
)︀
,

𝑔2(𝑥,𝑦) = 2𝑥𝑦,

ℎ2(𝑥,𝑦) = 3𝑦2 + 𝑥2 +∆2
1 +∆2

2,

𝑚2(𝑥,𝑦) = −2𝑥.
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Приложение Д

Нахождение нестационарного решения управляющего уравнения
стохастической модели мемристора

Требуется найти нестационарное решение уравнения (3.25).
Рассмотрим сначала граничные условия (3.33) и запишем общее решение 𝑛1(𝑥,𝑡) урав

нения (3.25) как сумму двух членов

𝑛𝑠𝑡(𝑥,𝑡) = 𝑛𝑠𝑡(𝑥) + 𝑛𝑛𝑠𝑡(𝑥,𝑡), (Д.1)

где 𝑛𝑠𝑡(𝑥) – стационарная часть (3.36), удовлетворяющая граничным условиям (3.33),
𝑛𝑛𝑠𝑡(𝑥) – нестационарная часть с нулевыми граничными условиями

𝑛𝑛𝑠𝑡(0,𝑡) = 𝑛𝑛𝑠𝑡(𝐿,𝑡) = 0.

Рассмотрим нестационарную часть как функцию с разделяющимися переменными

𝑛𝑛𝑠𝑡(𝑥,𝑡) = 𝑇 (𝑡)𝑆(𝑥) (Д.2)

и преобразуем уравнение (3.23) в следующем виде

𝑆(𝑥)
𝑑𝑇 (𝑡)

𝑑𝑡
= −𝑇 (𝑡)𝑣𝑒𝑓𝑓

𝑑𝑆(𝑥)

𝑑𝑥
+ 𝑇 (𝑡)𝐷𝑒𝑓𝑓

𝑑2𝑆(𝑥)

𝑑𝑥2
. (Д.3)

Группируя члены с пространственными и временными переменными, получим уравне
ния для функций 𝑆(𝑥) и 𝑇 (𝑡)

𝑑𝑇 (𝑡)

𝑑𝑡
= 𝐶𝑇 (𝑡), (Д.4)

𝑑2𝑆(𝑥)

𝑑𝑥2
− 𝑣𝑒𝑓𝑓
𝐷𝑒𝑓𝑓

𝑑𝑆(𝑥)

𝑑𝑥
− 𝐶

𝐷𝑒𝑓𝑓

𝑆(𝑥) = 0, (Д.5)

где 𝐶 – произвольная постоянная, которая должна быть отрицательной или равной нулю,
чтобы сделать решение (Д.4) ограниченным

𝑇 (𝑡) = 𝐶1𝑒
𝐶𝑡. (Д.6)

Линейное и однородное уравнение (Д.5) имеет два характеристических корня 𝜆1,2

𝜆1,2 =
1

2

⎛⎝ 𝑣𝑒𝑓𝑓
𝐷𝑒𝑓𝑓

±
√︃(︂

𝑣𝑒𝑓𝑓
𝐷𝑒𝑓𝑓

)︂2

+ 4
𝐶

𝐷𝑒𝑓𝑓

⎞⎠ . (Д.7)

Поскольку константа 𝐶 отрицательна или равна нулю, то характеристические корни
𝜆1,2 могут быть как действительными, так и комплексными. Для вещественных корней 𝜆1,2
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решения уравнения (Д.5) имеют вид

𝑆(𝑥) = 𝐶2 exp

⎡⎣𝑥
2

⎛⎝ 𝑣𝑒𝑓𝑓
𝐷𝑒𝑓𝑓

+

√︃(︂
𝑣𝑒𝑓𝑓
𝐷𝑒𝑓𝑓

)︂2

+ 4
𝐶

𝐷𝑒𝑓𝑓

⎞⎠⎤⎦
+ 𝐶3 exp

⎡⎣𝑥
2

⎛⎝ 𝑣𝑒𝑓𝑓
𝐷𝑒𝑓𝑓

−
√︃(︂

𝑣𝑒𝑓𝑓
𝐷𝑒𝑓𝑓

)︂2

+ 4
𝐶

𝐷𝑒𝑓𝑓

⎞⎠⎤⎦, 𝐶 < 0 (Д.8)

𝑆(𝑥) = 𝐶4 + 𝐶5 exp

(︂
𝑣𝑒𝑓𝑓
𝐷𝑒𝑓𝑓

)︂
, 𝐶 = 0.

Однако в этом случае, согласно граничным условиям 𝑆(0) = 𝑆(𝐿) = 0, все произвольные
константы 𝐶2, 𝐶3, 𝐶4, 𝐶5 равны нулю. Таким образом, константа 𝐶 должна выбираться
таким образом, чтобы характеристические корни 𝜆1,2 были комплексными

𝜆1,2 = 𝑎± 𝑖𝑏, (Д.9)

где

𝑎 =
𝑣𝑒𝑓𝑓
2𝐷𝑒𝑓𝑓

, (Д.10)

𝑏 =
1

2

√︃
−
(︂
𝑣𝑒𝑓𝑓
𝐷𝑒𝑓𝑓

)︂2

− 4
𝐶

𝐷𝑒𝑓𝑓

. (Д.11)

и, поскольку решение 𝑆(𝑥) должно быть действительным, 𝐶3 = 𝐶*
2 для комплексных коэффи

циентов 𝐶2 и 𝐶3 уравнения (Д.8). При таком выборе констант 𝐶, 𝐶2, 𝐶3 получаем следующее
решение уравнения (Д.5)

𝑆(𝑥) = 𝑒𝑎𝑥
[︁
𝐶2 sin(𝑏𝑥) + 𝐶3 cos(𝑏𝑥)

]︁
, (Д.12)

где 𝐶2 и 𝐶3 – новые действительные константы. Наконец, используя граничные условия

𝑆(0) = 𝐶3 = 0, 𝑆(𝐿) = 𝐶2 sin(𝑏𝐿) = 0, (Д.13)

можно найти уравнение для константы 𝐶

𝐿

2

√︃
−
(︂
𝑣𝑒𝑓𝑓
𝐷𝑒𝑓𝑓

)︂2

− 4
𝐶

𝐷𝑒𝑓𝑓

= 𝜋𝑛. (Д.14)

Поэтому набор возможных значений константы 𝐶 будет следующим

𝐶(𝑛) =
𝐷𝑒𝑓𝑓

4

(︃
−4(𝜋𝑛)2

𝐿2
−
(︂
𝑣𝑒𝑓𝑓
𝐷𝑒𝑓𝑓

)︂2
)︃
< 0, 𝑛 = 0, 1, 2,... (Д.15)

В результате нестационарное решение может быть записано следующим образом

𝑛𝑛𝑠𝑡(𝑥,𝑡) =
∞∑︁
𝑛=0

𝐶1(𝑛)𝑒
𝐶(𝑛)𝑡𝑒𝑎𝑥𝐶2(𝑛) sin

(︁𝜋𝑛𝑥
𝐿

)︁
. (Д.16)
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Обозначив произведение 𝐶1(𝑛) и 𝐶2(𝑛) как новую константу 𝐶0(𝑛), окончательно получим

𝑛𝑛𝑠𝑡(𝑥,𝑡) = exp

(︂
𝑣𝑒𝑓𝑓𝑥

2𝐷𝑒𝑓𝑓

)︂ ∞∑︁
𝑛=0

𝐶0(𝑛) exp [𝐶(𝑛)𝑡] sin
(︁𝜋𝑛𝑥
𝐿

)︁
, (Д.17)

где множество произвольных констант 𝐶0(𝑛) определяется начальными условиями

𝐶0(𝑛) =
2

𝐿

𝐿∫︁
0

exp

(︂
− 𝑣𝑒𝑓𝑓𝑥

2𝐷𝑒𝑓𝑓

)︂
𝑛𝑛𝑠𝑡(𝑥,0) sin

(︁𝜋𝑛𝑥
𝐿

)︁
𝑑𝑥. (Д.18)
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