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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà îòíîñèòñÿ ê îäíîìó èç íàèáî-
ëåå âàæíûõ è èíòåðåñíûõ ðàçäåëîâ òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì � òåîðèè
ìíîãîìåðíûõ ãëàäêèõ ñèñòåì ñî ñëîæíûì, õàîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì òðàåê-
òîðèé. Â äèññåðòàöèè èçó÷àåòñÿ âàæíûé êëàññ òàêèõ ñèñòåì � ìíîãîìåðíûå
ãàìèëüòîíîâû è îáðàòèìûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû. Ñèñòåìû äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé, êîòîðûå ìîæíî çàïèñàòü â ãàìèëüòîíîâîé ôîðìå, ÿâëÿþò-
ñÿ êëàññè÷åñêèì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâ-
íåíèé. Îíè ïðåäñòàâëÿþò ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ÿâëåíèé, âîçíèêàþùèõ â
ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ ñîâðåìåííîé ôèçèêè, ìåõàíèêè, ãèäðîäèíàìèêè, íåëè-
íåéíîé îïòèêè, õèìèè (çàäà÷è ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè). Â íåêîòîðîì ñìûñëå
ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî áîëüøèíñòâî ôèçè÷åñêèõ çàäà÷ íà áàçèñíîì óðîâíå, áåç
ó÷åòà äèññèïàöèè, îïèñûâàþòñÿ ãàìèëüòîíîâûìè ñèñòåìàìè è ïîýòîìó èõ
èçó÷åíèå ïðåäñòàâëÿåò ïåðâîñòåïåííûé èíòåðåñ. Îáðàòèìûå äèíàìè÷åñêèå
ñèñòåìû (êàê âåêòîðíûå ïîëÿ, òàê è äèôôåîìîðôèçìû) òàêæå ïîÿâëÿþòñÿ â
ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ íàóêè, ïðè÷åì îáðàòèìûìè ìîãóò áûòü êàê ãàìèëüòîíî-
âû, òàê è íåãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå îíè õàðàêòåðèçóþòñÿ
òåì, ÷òî èõ ïîâåäåíèå äèññèïàòèâíî â îäíèõ îáëàñòÿõ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà
è áëèçêî ê êîíñåðâàòèâíîìó � â äðóãèõ îáëàñòÿõ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïî-
ýòîìó èññëåäîâàíèå îáðàòèìûõ ñèñòåì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áîëüøîé èíòåðåñ
êàê ñ ìàòåìàòè÷åñêîé, òàê è ñ ïðèêëàäíîé òî÷êè çðåíèÿ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îáùåïðèçíàíî, ÷òî áîëüøèíñòâî ãàìèëüòîíîâûõ è îá-
ðàòèìûõ ñèñòåì èìåþò âåñüìà ñëîæíóþ äèíàìèêó, ïîýòîìó îäíèì èç ïëî-
äîòâîðíûõ ïîäõîäîâ ïðè èçó÷åíèè èõ äèíàìèêè ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ïî-
âåäåíèÿ ñèñòåìû â îêðåñòíîñòÿõ êàêèõ-òî èíâàðèàíòíûõ ïîäìíîæåñòâ, êî-
òîðûå ìîãóò áûòü âûäåëåíû íåêèìè ïðîñòûìè óñëîâèÿìè. Èçó÷åíèå ñèñòåì
â îêðåñòíîñòÿõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé è ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êîíòóðîâ
ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç òàêèõ çàäà÷. Êðîìå òîãî ãîìîêëèíè÷åñêèå è ãåòåðîêëè-
íè÷åñêèå òðàåêòîðèè ÷àñòî ÿâëÿþòñÿ îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ â ïðèêëàäíûõ
çàäà÷àõ, íàïðèìåð ïðè èçó÷åíèè ëîêàëèçàâàííûõ ðåøåíèé â óðàâíåíèÿõ ñ
÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè (ðåøåíèÿ òèïà áåãóùèõ âîëí, ñòàöèîíàðíûå ðåøå-
íèÿ è ò.ä.).

Èçâåñòíî, ÷òî èçó÷åíèå ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé è ïîâåäåíèÿ ãàìèëü-
òîíîâîé ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè òàêèõ òðàåêòîðèé íà÷àëîñü ñ ðàáîò À.Ïóàíêà-
ðå, îáíàðóæèâøèì ñëîæíîå ïîâåäåíèå óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîá-
ðàçèé ñåäëîâîé íåïîäâèæíîé òî÷êè ïðè íàëè÷èè òðàíñâåðñàëüíîé ãîìîêëè-
íè÷åñêîé òðàåêòîðèè ñåäëà. Çàòåì ýòî èçó÷åíèå áûëî ïðîäîëæåíî â ðàáîòàõ
Äæ. Áèðêãîôà: â ñëó÷àå äâóìåðíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ äèôôåîìîðôèçìîâ èì
áûëî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ
òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòè òðàíñâåðñàëüíîé ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè ê
ñåäëîâîé íåïîäâèæíîé òî÷êå. Ñëåäóþùèé øàã áûë ñäåëàí Ñ. Ñìåéëîì, äîêà-
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çàâøèì, ïðè óñëîâèè ëèíåàðèçóåìîñòè äèôôåîìîðôèçìà â îêðåñòíîñòè íåïî-
äâèæíîé òî÷êè, òåîðåìó î ñëîæíîé ñòðóêòóðå ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé â ìàëîé
îêðåñòíîñòè òðàíñâåðñàëüíîé ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè äëÿ äèôôåîìîð-
ôèçìîâ îáùåãî òèïà. Îäíàêî çàäà÷à îá îïèñàíèè ñòðóêòóðû ìíîæåñòâà âñåõ
òðàåêòîðèé, öåëèêîì ëåæàùèõ â ìàëîé îêðåñòíîñòè ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåê-
òîðèè, èì íå áûëà ðåøåíà. Ýòà çàäà÷à áåç êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ ïðåä-
ïîëîæåíèé áûëà çàòåì ðåøåíà Ë.Ï. Øèëüíèêîâûì. Âñå ýòî êàñàëîñü èçó-
÷åíèÿ ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ê ñåäëîâûì ïåðèîäè÷åñêèì òðàåêòîðèÿì
ãëàäêèõ ïîòîêîâ èëè, ñîîòâåòñòâåííî, ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ñåäëîâûõ
íåïîäâèæíûõ òî÷åê ãëàäêèõ äèôôåîìîðôèçìîâ. Ïåðâûå ðåçóëüòàòû ïî èçó-
÷åíèþ ãîìîêëèíè÷åñêèõ ñòðóêòóð â ìíîãîìåðíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåìàõ
áûëè ïîëó÷åíû Ð. Äåâàíè. Èçó÷åíèå äèíàìèêè â îêðåñòíîñòè ãåòåðîêëèíè-
÷åñêèõ êîíòóðîâ ðàçíîãî òèïà áûëî ðàçâèòèåì ýòîé òåìàòèêè, ãäå ñ îäíîé
ñòîðîíû áûëè ïîëó÷åíû áëèçêèå ðåçóëüòàòû, à ñ äðóãîé ñòîðîíû áûëè îá-
íàðóæåíû ïðèíöèïèàëüíî íîâûå ÿâëåíèÿ � ñîñóùåñòâîâàíèå èíâàðèàíòíûõ
ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ óñòîé÷èâûå, ñåäëîâûå è íåóñòîé÷èâûå ïåðèîäè÷åñêèå
òðàåêòîðèè, ò.å. òî, ÷òî ïîòîì ñòàëî íàçûâàòüñÿ ñìåøàííîé äèíàìèêîé. Çäåñü
â ïåðâóþ î÷åðåäü ñëåäóåò îòìåòèòü ðàáîòû Ø. Íüþõàîñà, Ë.Ï. Øèëüíèêîâà,
Í.Ê. Ãàâðèëîâà, Ñ.Â. Ãîí÷åíêî, Ä.Â. Òóðàåâà, Ï. Äóàðòå, Ë. Ìîðà, Í. Ðîìåðî
è äð.

Â îáùåé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå íàëè÷èå ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, èìåþùèõ
÷èñòî ìíèìûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåíèåì è èçó÷àåòñÿ â
òåîðèè áèôóðêàöèé. Â îòëè÷èå îò ýòîãî, â ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåìàõ ñîñòîÿíèÿ
ðàâíîâåñèÿ ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè íà ìíèìîé îñè ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿíèÿìè
ðàâíîâåñèÿ îáùåãî òèïà, îíè íå èñ÷åçàþò ïðè âàðèàöèè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû.
Ïîýòîìó èçó÷åíèå ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé äëÿ òàêèõ ñîñòîÿíèé ðàâíî-
âåñèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç âàæíûõ çàäà÷. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ãîìîêëèíè÷åñêèõ
òðàåêòîðèé ó ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ äîëæíû ñóùåñòâîâàòü ãèïåðáîëè÷åñêèå
íàïðàâëåíèÿ, ò.å. ñïåêòð åãî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äîëæåí ñîäåðæàòü êàê ÷è-
ñòî ìíèìûå, òàê è ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñ íåíóëåâîé ðåàëüíîé ÷àñòüþ. Òàêèå
ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñóùåñòâóþò óæå â ñèñòåìàõ ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáî-
äû è íàçûâàþòñÿ ñåäëî-öåíòðàìè. Ïåðâûé ñóùåñòâåííûé ðåçóëüòàò î ñòðóê-
òóðå ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè ê
ñåäëî-öåíòðó áûë ïîëó÷åí Ë.Ì. Ëåðìàíîì 1. Îí äîêàçàë, ÷òî ïðè âûïîëíå-
íèè íåêîòîðîãî óñëîâèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ íà ñèñòåìó ñ ïåòëåé âñå ìàëûå
ëÿïóíîâñêèå ñåäëîâûå ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè, ñóùåñòâóþùèå â îêðåñò-
íîñòè ñåäëî-öåíòðà è çàïîëíÿþùèå åãî äâóìåðíîå öåíòðàëüíîå ìíîãîîáðà-
çèå, èìåþò êàæäàÿ ïî ÷åòûðå òðàíñâåðñàëüíûå ãîìîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè
Ïóàíêàðå è òåì ñàìûì, â ñèëó ðåçóëüòàòîâ Ñ. Ñìåéëà è Ë.Ï. Øèëüíèêîâà,

1Ëåðìàí Ë. Ì. Î ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåìàõ ñ ïåòëåé ñåïàðàòðèñû ñåäëî-öåíòðà //Ìåòîäû êà÷åñòâ.
òåîðèè äèô. óð. Ìåæâóç. ñá. íàó÷. òðóäîâ/ Ïîä ðåä. Å.À. Ëåîíòîâè÷-Àíäðîíîâîé. Ãîðüêèé: Ãîðüêîâñêèé
óí-ò. � 1987. � Ñ. 89-103.
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ñèñòåìà îáëàäàåò ñëîæíîé ñòðóêòóðîé è íåèíòåãðèðóåìà. Â äàëüíåéøåì, ýòè
ðåçóëüòàòû áûëè îáîáùåíû íà ñèñòåìû ñ ïàðàìåòðàìè (Êîëüöîâà�Ëåðìàí),
íà ìíîãîìåðíûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû (Êîëüöîâà�Ëåðìàí), íà îáðàòèìûå
ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû (Mielke-Holmes�O'Reiley, Grotta Ragazzo, Yagasaki è
äð.).

Íàïîìíèì âàæíîå äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ïîíÿòèå îáðàòèìîé ñèñòå-
ìû. Ïóñòü M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, íà êîòîðîì äåéñòâóåò ãëàäêèé äèô-
ôåîìîðôèçì L, ÿâëÿþùèéñÿ èíâîëþöèåé, ò.å. L2 = L ◦ L = idM , ãäå idM �
òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå íà M . Âåêòîðíîå ïîëå v íà M íàçûâàåòñÿ îá-
ðàòèìûì (reversible), åñëè âûïîëíåíî òîæäåñòâî DL(v(x)) = −v(L(x)) äëÿ
ëþáîé òî÷êè x ∈ M . Ýòî òîæäåñòâî âëå÷åò ñîïðÿæåííîñòü ïîòîêà Φt ñ îá-
ðàòíûì ïîòîêîì: L ◦Φt = Φ−t ◦L. Â òåîðèè îáðàòèìûõ ñèñòåì âàæíóþ ðîëü
èãðàåò ìíîæåñòâî Fix(L) íåïîäâèæíûõ òî÷åê èíâîëþöèè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ýòî ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì âM , ïðè÷åì åãî ðàç-
ìåðíîñòü ðàâíà ïîëîâèíå ðàçìåðíîñòèM , ò.å. ðàññìàòðèâàþòñÿ ÷åòíîìåðíûå
M . Òðàåêòîðèÿ γ îáðàòèìîãî ïîëÿ íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, åñëè îíà èí-
âàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ L. Â ÷àñòíîñòè, òàêàÿ òðàåêòîðèÿ îáÿçàíà
ïåðåñåêàòü ìíîæåñòâî Fix(L). Ïîýòîìó ñèììåòðè÷íîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ
ëåæèò â Fix(L) è åãî ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà àíàëîãè÷íû ñâîéñòâàì ñîñòî-
ÿíèé ðàâíîâåñèÿ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, à òðàåêòîðèÿ, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò
Fix(L) äâàæäû, ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèåé, ïåðèîä êîòîðîé ðà-
âåí âðåìåíè ïåðåõîäà îò îäíîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äî äðóãîé. Ñïåêòðàëüíûå
ñâîéñòâà ìóëüòèïëèêàòîðîâ ñèììåòðè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé àíà-
ëîãè÷íû ñâîéñòâàì ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì.

Çàäà÷è îá èññëåäîâàíèè ñèñòåì ñ ãåòåðîêëèíè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè âîç-
íèêàþò êàê ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷ òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì äëÿ õàðàê-
òåðèçàöèè õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ, òàê è â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ. Íàïðèìåð,
ìîäåëüþ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçäóøíûõ ïóçûðüêîâ â òîíêèõ òðóáêàõ, ïðîâîäÿ-
ùèõ ñæèìàåìóþ æèäêîñòü 2 ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå, à óðàâíåíèå äëÿ åãî áåãóùèõ âîëí ïðèâîäèòñÿ ê ãàìèëüòîíîâîé
ñèñòåìå ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ñ êîòîðîé ïî-
êàçàëè íàëè÷èå ñèììåòðè÷íîãî ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êîíòóðà, ñîñòîÿùåãî èç
ñåäëî-öåíòðà, ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè è ïàðû ãåòåðîêëèíè÷åñèõ òðàåê-
òîðèé. Ñ êîíòóðîì ñâÿçàíî ñóùåñòâîâàíèå ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ê
ñåäëî-öåíòðó, ñîîòâåòñòâóþùèõ ëîêàëèçîâàííûì ðåøåíèÿì òèïà ñîëèòîíîâ
äëÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Äðóãîé çàäà÷åé, ãäå âîçíèêàåò âîïðîñ î ïîâåäåíèè
òðàåêòîðèé â îáðàòèìîé (íåãàìèëüòîíîâîé) ñèñòåìå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå äëÿ
ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé äëÿ èçâåñòíîãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ,
à èìåííî � îäèí èç âàðèàíòîâ óðàâíåíèÿ Ñâèôòà-Õîýíáåðãà 3. Íåêîòîðûå

2Ìàëêèí À. È. Àêóñòè÷åñêèå ñîëèòîíû â çàïîëíåííûõ æèäêîñòüþ óïðóãèõ òðóáàõ //Äîêëàäû Àêàäå-
ìèè íàóê. � Ðîññèéñêàÿ àêàäåìèÿ íàóê, 1995. � Ò. 342, � 5. � Ñ.621-625.

3Swift J., Hohenberg P. C. Hydrodynamic �uctuations at the convective instability //Physical Review A. �
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âàðèàíòû ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷åíû èç âàðèàöèîííûõ ïðèíöèïîâ è èõ óðàâ-
íåíèÿ äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ïðèâîäÿòñÿ ê ãàìèëüòîíîâûì ñèñòåìàì 4 5

6; îäíàêî ñóùåñòâóþò è íåãàìèëüòîíîâû âåðñèè, îäíà èç êîòîðûõ ðàññìîòðå-
íà â äèññåðòàöèè, îíà ïðèâîäèòñÿ ê îáðàòèìîé ñèñòåìå â R4, íå ÿâëÿþùåéñÿ
ãàìèëüòîíîâîé. Âñå ýòî ãîâîðèò îá àêòóàëüíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ î
ñòðóêòóðå òðàåêòîðèé ñèñòåìû â îêðåñòíîñòÿõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êîíòóðîâ.

Ñèìïëåêòè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ âîçíèêàþò êàê îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå íà
íåêîòîðûõ ñåêóùèõ â ôèêñèðîâàííîì óðîâíå ãàìèëüòîíèàíà äëÿ àâòîíîìíûõ
ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì. Òàêæå îíè ïîÿâëÿþòñÿ â íåàâòîíîìíûõ ãàìèëüòîíî-
âûõ ñèñòåìàõ, ïåðèîäè÷åñêè çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè, ïðè èçó÷åíèè îòîáðàæå-
íèÿ çà ïåðèîä ñèñòåìû. Ñòðóêòóðà òàêèõ îòîáðàæåíèé â ñìûñëå ïîâåäåíèÿ
òðàåêòîðèé èòåðàöèé òàêîãî îòîáðàæåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå âåñüìà ñëîæíà.
Âïåðâûå èçó÷åíèå òàêèõ ñîõðàíÿþùèõ ïëîùàäü îòîáðàæåíèé ïðîâîäèëîñü
Äæ. Áèðêãîôîì, êîòîðûé ïîëó÷èë äëÿ íèõ áîëüøîå ÷èñëî çàìå÷àòåëüíûõ
ðåçóëüòàòîâ. Â íà÷àëå 60-õ ãîäîâ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ ïîÿâèëèñü ìîäåëè ñèì-
ïëåêòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé (àíîñîâñêèå äèô-
ôåîìîðôèçìû). Èõ èçó÷åíèå ïðèâåëî ê áîëüøîìó ïðîãðåññó â òåîðèè äè-
íàìè÷åñêèõ ñèñòåì è, â ÷àñòíîñòè, â òåîðèè ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì. Îäíèì
èç ïðèìåðîâ òàêîãî ïîâåäåíèÿ áûë ò.í. ãèïåðáîëè÷åñêèé àâòîìîðôèçì Òî-
ìà íà äâóìåðíîì òîðå, êàê ïðèìåð (ïðåäïîëîæèòåëüíî) ñòðóêòóðíî óñòîé-
÷èâîãî äèôôåîìîðôèçìà ñî ñ÷åòíûì ïëîòíûì ìíîæåñòâîì ïåðèîäè÷åñêèõ
òî÷åê. Çàòåì Ä. Â. Àíîñîâ ââåë îáùèé êëàññ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì è, â
÷àñòíîñòè, ãèïåðáîëè÷åñêèõ äèôôåîìîðôèçìîâ 7 è äîêàçàë èõ ñòðóêòóðíóþ
óñòîé÷èâîñòü. Ïîçæå, â ðàáîòàõ Ì. È. Áðèíà è ß. Á. Ïåñèíà 8 áûëè ââåäå-
íû ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèå ñèñòåìû, â êîòîðûõ áûëî îñëàáëåíî óñëîâèå
ãèïåðáîëè÷íîñòè, íî ñîõðàíåíû ñâîéñòâà ýðãîäè÷íîñòè, ïåðåìåøèâàíèÿ, Ê-
ñâîéñòâà è ò.ä..

×àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèå ñèìïëåêòè÷åñêèå àâòîìîðôèçìû 6-ìåðíîãî òî-
ðà ÿâëÿþòñÿ îäíîé èõ êëàññè÷åñêèõ ïðîñòûõ ìîäåëåé õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè,
êîòîðûå î÷åíü ïðîñòî ôîðìóëèðóþòñÿ, íî èìåþò ñëîæíîå ïîâåäåíèå òðàåêòî-
ðèé, êîòîðîå õàðàêòåðèçóåòñÿ êàê íàëè÷èåì òðàåêòîðèé ñ íóëåâûìè ëÿïóíîâ-
ñêèìè ïîêàçàòåëÿìè, òàê è ñ ïîëîæèòåëüíûìè/îòðèöàòåëüíûìè ïîêàçàòåëÿ-
ìè. Òàêèå àâòîìîðôèçìû ïîðîæäàþòñÿ öåëî÷èñëåííûìè ñèìïëåêòè÷åñêèìè

1977. � V. 15, � 1. � P. 319.
4Belyakov L. A., Glebsky L. Y., Lerman L. M. Abundance of stable stationary localized solutions to the

generalized 1D Swift-Hohenberg equation //Comput. Math. Appl. � 1997. � V. 34, � 2-4. � P. 253-266.
5Budd C. J., Kuske R. Localized periodic patterns for the non-symmetric generalized Swift-Hohenberg

equation //Physica D: Nonlinear Phenomena. � 2005. � V. 208, � 1-2. � P. 73-95.
6Glebsky L. Y., Lerman L. M. On small stationary localized solutions for the generalized 1D Swift�Hohenberg

equation //Chaos: Inter. J. Nonlin. Sci. � 1995. � V. 5, � 2. � P. 424-431.
7Àíîñîâ Ä. Â. Ãåîäåçè÷åñêèå ïîòîêè íà çàìêíóòûõ ðèìàíîâûõ ìíîãîîáðàçèÿõ îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû

//Òðóäû Ìàòåì. èíñòèòóòà èì. Â.À. Ñòåêëîâà. � 1967. � Ò. 90, � 0. � Ñ. 3-210.
8Áðèí Ì. È., Ïåñèí ß. Á. ×àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû //Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåð.

ìàòåì. � 1974. � Ò. 38, � 1. � Ñ. 170-212.
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ëèíåéíûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðîñòðàíñòâà R2n â ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêîì
ñëó÷àå, ò.å. êîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ ëåæàò âíå
è íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Âàæíîé çàäà÷åé áûëî
ïîëó÷èòü èõ òîïîëîãè÷åñêóþ êëàññèôèêàöèþ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîëó÷åíî ìíîãî ðåçóëüòàòîâ î ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷å-
ñêèõ äèôôåîìîðôèçìàõ 9 10. ×òî êàñàåòñÿ ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèõ àâòî-
ìîðôèçìîâ òîðà Tn, òî íàèáîëåå ïîäðîáíîå èõ èññëåäîâàíèå áûëî ïðîâåäåíî â
ñòàòüå 11, ãäå áûë èññëåäîâàí âîïðîñ îá èõ óñòîé÷èâîé ýðãîäè÷íîñòè, ïîñòàâ-
ëåííûé â 12. Íåñìîòðÿ íà áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò ïî ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèì
äèôôåîìîðôèçìàì, êëàññèôèêàöèÿ òàêèõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ àâòîìîðôèçìîâ
íå áûëà ïîëó÷åíà.

Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå è õàðàêòåðèçàöèÿ
ñëîæíîãî ïîâåäåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, îñíîâûâàÿñü íà åå ïîâåäåíèè
â îêðåñòíîñòè èíâàðèàíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ñ ïðîñòîé äèíàìèêîé, à èìåííî
� ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êîíòóðîâ ðàçëè÷íîãî òèïà. Ïîñêîëüêó îñíîâíûì êëàñ-
ñîì èññëåäóåìûõ ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ ãàìèëüòîíîâû è îáðàòèìûå ñèñòåìû, òî
èçó÷àþòñÿ îêðåñòíîñòè êîíòóðîâ ðàçëè÷íîãî òèïà, âñòðå÷àþùèõñÿ â òàêèõ
ñèñòåìàõ. Èõ âûáîð îñíîâûâàåòñÿ íà òîì, ÷òî îíè áûëè îáíàðóæåíû â êîí-
êðåòíûõ ñèñòåìàõ, íå áûëè ðàíåå èññëåäîâàíû è ïðèâîäÿò ê ìàòåìàòè÷åñêè
íåòðèâèàëüíûì çàäà÷àì. Äðóãèì ïîäõîäîì ê èçó÷åíèþ ñëîæíîé äèíàìèêè
ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ìîäåëüíûõ çàäà÷, ÿâëÿþùèõñÿ ïðîñòûìè ïî ïîñòàíîâ-
êå, íî ïðèâîäÿùèõ ê ñëîæíîìó ïîâåäåíèþ òðàåêòîðèé. Ñ ýòîé öåëüþ èçó÷à-
þòñÿ ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèå ñèìïëåêòè÷åñêèå àâòîìîðôèçìû 6-ìåðíîãî
òîðà, ìîäåëèðóþùèå ïîâåäåíèå ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñ ÷åòûðüìÿ ñòåïåíÿ-
ìè ñâîáîäû íà óðîâíÿõ åå ãàìèëüòîíèàíà.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè ðåøàþòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è:
1. Èçó÷åíèå äèíàìèêè âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêîé îáðàòèìîé ãàìèëüòîíî-
âîé ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû â îêðåñòíîñòè åå ñèììåòðè÷íîãî
êîíòóðà, ñîñòîÿùåãî èç ñèììåòðè÷íîãî ñåäëî-öåíòðà, ñèììåòðè÷íîé ñåä-
ëîâîé ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè â òîì æå óðîâíå ãàìèëüòîíèàíà è ïàðû
íåñèììåòðè÷íûõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, ïåðåñòàâëÿåìûõ èíâî-
ëþöèåé.

2. Èçó÷åíèå äèíàìèêè ãëàäêîãî ÷åòûðåõìåðíîãî îáðàòèìîãî âåêòîðíîãî ïî-
ëÿ â îêðåñòíîñòÿõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êîíòóðîâ äâóõ òèïîâ. Êîíòóð ïåð-
âîãî òèïà ñîñòîèò èç äâóõ íåñèììåòðè÷íûõ ñåäëî-ôîêóñîâ, ïåðåñòàâëÿ-
åìûõ èíâîëþöèåé, è äâóõ ñèììåòðè÷íûõ íåâûðîæäåííûõ ãåòåðîêëèíè-

9Burns K., Wilkinson A. On the ergodicity of partially hyperbolic systems //Annals of Mathematics. � 2010.
� V. 171, � 1. � P. 451-489.

10Hammerlindl A., Potrie R. Partial hyperbolicity and classi�cation: a survey //Ergodic Theory and
Dynamical Systems. � 2018. � V. 38, � 2. � P. 401-443.

11Hertz F. R. Stable ergodicity of certain linear automorphisms of the torus //Annals of mathematics. �
2005.� V. 162 � P. 65-107.

12Hirsch M. W., Pugh C. C., Shub M. Invariant manifolds// Berlin. Springer Verlag � 1977.
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÷åñêèõ òðàåêòîðèé, ñâÿçûâàþùèõ ñåäëî-ôîêóñû. Êîíòóð âòîðîãî òèïà
ñîñòîèò èç äâóõ ñèììåòðè÷íûõ ñåäëî-ôîêóñîâ è äâóõ íåñèììåòðè÷íûõ
ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, ïåðåñòàâëÿåìûõ èíâîëþöèåé, ñâÿçûâàþ-
ùèõ îáà ñåäëî-ôîêóñà.

3. Îïèñàíèå äèíàìèêè è ïîëó÷åíèå êëàññèôèêàöèè ñèìïëåêòè÷åñêèõ ÷à-
ñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèõ àâòîìîðôèçìîâ 6-ìåðíîãî òîðà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ÿâëÿþò-
ñÿ íîâûìè.

1. Äëÿ îáðàòèìîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè ñèììåòðè÷íîãî
êîíòóðà ñ ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì èç ñåäëî-öåíòðà è ãèïåðáîëè÷åñêîé
ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà
òðàíñâåðñàëüíûõ îäíîîáõîäíûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé äëÿ ñåä-
ëîâîé ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè è ñâÿçàííîé ñ íèìè ãèïåðáîëè÷åñêîé
äèíàìèêè, ñóùåñòâîâàíèå ñ÷åòíûõ ñåìåéñòâ ýëëèïòè÷åñêèõ ïåðèîäè÷å-
ñêèõ òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòè êîíòóðà, à ïîýòîìó � ÊÀÌ òîðîâ â èõ
îêðåñòíîñòÿõ.

2. Äëÿ îáùåãî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà îáðàòèìûõ ãàìèëüòîíîâûõ
ñèñòåì, ó êîòîðîãî ñèñòåìà ïðè êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà èìååò
óêàçàííûé êîíòóð, äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà çíà÷å-
íèé ïàðàìåòðà, ïðè êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà ñåìåéñòâà èìååò
íåâûðîæäåííóþ ãîìîêëèíè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ ê ñåäëî-öåíòðó, à ñëåäî-
âàòåëüíî ãèïåðáîëè÷åñêóþ äèíàìèêó â áëèçêèõ óðîâíÿõ ñîîòâåòñòâóþ-
ùåãî ãàìèëüòîíèàíà.

3. Äëÿ 4-ìåðíîé îáðàòèìîé ñèñòåìû ñ ãåòåðîêëèíè÷åñêèì êîíòóðîì ïåðâî-
ãî òèïà äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ñèì-
ìåòðè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, íàêàïëèâàþùèõñÿ ê êîíòóðó, ñó-
ùåñòâîâàíèå ñ÷åòíûõ ñåìåéñòâ 2-îáõîäíûõ êîíòóðîâ è êîíå÷íîãî ÷èñëà
3-îáõîäíûõ êîíòóðîâ ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà, ÷òî õàðàêòåðèçóåò ñëîæ-
íóþ äèíàìèêó â îêðåñòíîñòè òàêîãî êîíòóðà.

4. Äëÿ îáùåãî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà îáðàòèìûõ ñèñòåì ñ ãå-
òåðîêëèíè÷åñêèì êîíòóðîì ïåðâîãî òèïà äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ñ÷åò-
íûõ ñåìåéñòâ íåñèììåòðè÷íûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé äëÿ êàæ-
äîãî ñåäëî-ôîêóñà. Äëÿ ñåäëî-ôîêóñà ñ îòðèöàòåëüíîé ñåäëîâîé âåëè-
÷èíîé ýòî ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷è-
âûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé âáëèçè ãîìîêëèíè÷åñêîé, à äëÿ ïàðíîãî
ñåäëî-ôîêóñà ñ ïîëîæèòåëüíîé ñåäëîâîé âåëè÷èíîé � àñèìïòîòè÷åñêè
íåóñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé.

5. Äëÿ 4-ìåðíîé îáðàòèìîé ñèñòåìû ñ ãåòåðîêëèíè÷åñêèì êîíòóðîì âòî-
ðîãî òèïà äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ñ÷åòíûõ ñåìåéñòâ n-îáõîäíûõ ãîìî-
êëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ê êàæäîìó ñèììåòðè÷íîìó ñåäëî-ôîêóñó, ÷òî
õàðàêòåðèçóåò ñëîæíóþ äèíàìèêó â îêðåñòíîñòè êîíòóðà.
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6. Äëÿ îáùåãî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà îáðàòèìûõ ñèñòåìû ñ êîí-
òóðîì âòîðîãî òèïà äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà çíà÷å-
íèé ïàðàìåòðà, íàêàïëèâàþùèõñÿ ê êðèòè÷åñêîìó, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà
èìååò 2-îáõîäíûé êîíòóð âòîðîãî òèïà.

7. Äàíà òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèè âîçìîæíûõ òèïîâ ïîâåäåíèÿ òðàåê-
òîðèé ñèìïëåêòè÷åñêèõ àâòîìîðôèçìîâ íà 6-ìåðíîì òîðå ñ îäíîìåðíûì
íåóñòîé÷èâûì ñëîåíèåì è ïîñòðîåíû ïðèìåðû òàêèõ àâòîìîðôèçìû âî
âñåõ ñëó÷àÿõ, êàê òðàíçèòèâíûõ, òàê è ðàçëîæèìûõ.

8. Äàíà òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèè âîçìîæíûõ òèïîâ ïîâåäåíèÿ òðà-
åêòîðèé ñèìïëåêòè÷åñêèõ àâòîìîðôèçìîâ íà 6-ìåðíîì òîðå ñ äâóìåðíûì
íåóñòîé÷èâûì ñëîåíèåì è ïîñòðîåíû ïðèìåðû òàêèõ àâòîìîðôèçìû âî
âñåõ ñëó÷àÿõ, êàê òðàíçèòèâíûõ, òàê è ðàçëîæèìûõ.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ
ìåòîäû òåîðèè ãëàäêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì (âåêòîðíûõ ïîëåé è äèôôåî-
ìîðôèçìîâ íà ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ) è òåîðèè áèôóðêàöèé, ìåòîäû òåîðèè
íîðìàëüíîé ôîðìû, ìåòîäû ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû. Ðàáîòà íîñèò
òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå â íåé ðåçóëüòàòû âíîñÿò âêëàä â ðàçâè-
òèå òåîðèè ìíîãîìåðíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, à ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ìîãóò
áûòü ïðèìåíåíû äëÿ õàðàêòåðèçàöèè õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñèñòåì â òåî-
ðèè îáðàòèìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ïðè èçó÷åíèè ñòðóêòóðû òðàåêòîðèé è
åå áèôóðêàöèé ïðè âàðèàöèè óðîâíÿ ãàìèëüòîíèàíà è ïàðàìåòðîâ â îêðåñòíî-
ñòÿõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êîíòóðîâ ðàçëè÷íîãî òèïà, ïðè èçó÷åíèè ïðîñòðàí-
ñòâåííîé ñòðóêòóðû ñòàöèîíàðíûõ è áåãóùèõ ëîêàëèçîâàííûõ âîëí äëÿ óðàâ-
íåíèé ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè è èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
â çàäà÷àõ íåãîëîíîìíîé ìåõàíèêè, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå
îáðàòèìûõ ñèñòåì äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

1. Òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà òðàíñâåðñàëüíûõ ãîìîêëè-
íè÷åñêèõ òðàåêòîðèé äëÿ ñåäëîâîé ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè, ñ÷åòíûõ
ñåìåéñòâ ýëëèïòè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòè ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êîíòóðà îáðàòèìîé ãàìèëüòîíîâîé
ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

2. Äëÿ îáùåãî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà îáðàòèìûõ ãàìèëüòîíîâûõ
ñèñòåì, èìåþùåãî ïðè êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà óêàçàííûé ãå-
òåðîêëèíè÷åñêèé êîíòóð, äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà
çíà÷åíèé ïàðàìåòðà, ïðè êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà ñåìåéñòâà
èìååò ãîìîêëèíè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ ñåäëî-öåíòðà.

3. Äëÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êîíòóðîâ ïåðâîãî òèïà â îáðàòèìûõ ñèñòåìàõ äî-
êàçàòåëüñòâà òåîðåì î ñóùåñòâîâàíèè îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà
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ñèììåòðè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, íàêàïëèâàþùèõñÿ ê êîíòó-
ðó, î ñóùåñòâîâàíèè ñ÷åòíûõ ñåìåéñòâ 2-îáõîäíûõ êîíòóðîâ è êîíå÷íîãî
÷èñëà 3-îáõîäíûõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êîíòóðîâ ïåðâîãî òèïà è òåîðåìû
î ñóùåñòâîâàíèè ñ÷åòíûõ ñåìåéñòâ n-îáõîäíûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåê-
òîðèé ê êàæäîìó ñèììåòðè÷íîìó ñåäëî-ôîêóñó äëÿ êîíòóðîâ âòîðîãî
òèïà.

4. Äëÿ êîíòóðîâ ïåðâîãî òèïà â îáùåì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå îá-
ðàòèìûõ ñèñòåì äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè ñ÷åòíûõ ñå-
ìåéñòâ íåñèììåòðè÷íûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé äëÿ êàæäîãî ñåäëî-
ôîêóñà, äëÿ êîíòóðîâ âòîðîãî òèïà � òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèå ñ÷åòíîãî
ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ïàðàìåòðà, íàêàïëèâàþùèõñÿ ê êðèòè÷åñêîìó, ïðè
êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà èìååò 2-îáõîäíûé êîíòóð âòîðîãî òè-
ïà.

5. Òåîðåìû î êëàññèôèêàöèè ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ
àâòîìîðôèçìîâ 6-ìåðíîì òîðà êàê ñ îäíîìåðíûì íåóñòîé÷èâûì ñëîåíè-
åì, òàê è ñ äâóìåðíûì íåóñòîé÷èâûì ñëîåíèåì.

Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîäòâåðæäàåòñÿ íàëè÷èåì ñòðî-
ãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ, îïóáëèêîâàííûõ â ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷-
íûõ èçäàíèÿõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü è îá-
ñóæäàëèñü

íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ ÈÈÒÌÌ ÍÍÃÓ ¾Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà: òåîðèÿ è
ïðèëîæåíèÿ¿ èì. Ë.Ï. Øèëüíèêîâà (ðóêîâîäèòåëü � Ñ.Â. Ãîí÷åíêî)

íàó÷íîì ñåìèíàðå Ëàáîðàòîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è ïðèëîæåíèé ÂØÝ,
Íèæíèé Íîâãîðîä (ðóêîâîäèòåëè Â.Ç. Ãðèíåñ, Î.Â. Ïî÷èíêà).

Êðîìå ýòîãî ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ âñåðîññèéñêèõ è
ìåæäóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ:

Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ � Topological methods in dynamics and related
topics� (Í. Íîâãîðîä, 2019 ã.);

Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà, äèíàìè÷åñêèå ñè-
ñòåìû è áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëèç�. (ÌÔÒÈ, ã. Äîëãîïðóäíûé 2019);

Ðàáî÷àÿ ãðóïïà �Topological methods in dynamics and related topics. Shilnikov
workshop�, (Í. Íîâãîðîä, 2019);

Êîíôåðåíöèÿ �Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è ñóïåðêîìïüþòåðíûå òåõ-
íîëîãèè�, (Í. Íîâãîðîä, 2020 ã.);

8th International Conference on Nonlinear Science and Complexity 2020-21
(Marseille, France, 2021 ã.);

Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Topological Methods in Dynamics and Related
Topics � IV� (Í. Íîâãîðîä, 2021 ã.);

Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Shilnikov WorkShop� (Í. Íîâãîðîä, 2021,
2022, 2023);
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Âòîðàÿ êîíôåðåíöèÿ Ìàòåìàòè÷åñêèõ öåíòðîâ Ðîññèè (ã. Ìîñêâà, 2022 ã.).
Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâèëèñü ñîñòàâíîé ÷àñòüþ ðàáîò, âûïîëíÿâøèõñÿ

ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ãîñçàäàíèå FSWR-2020-0036),
ãðàíòîâ ÐÔÔÈ è ÐÍÔ.

Ëè÷íûé âêëàä. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâ-
ëÿþòñÿ íîâûìè è ïðèíàäëåæàò àâòîðó. Â ðàáîòàõ, âûïîëíåííûõ ñîâìåñòíî ñ
Ë.Ì. Ëåðìàíîì, àâòîðó ïðèíàäëåæàò äîêàçàòåëüñòâà âñåõ îñíîâíûõ ðåçóëü-
òàòîâ, Ë.Ì. Ëåðìàíó ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêè çàäà÷ è ó÷àñòèå â îáñóæäåíèè
ðåçóëüòàòîâ. Â ðàáîòàõ, âûïîëíåííûõ ñîâìåñòíî ñ Ë.Ì. Ëåðìàíîì è Í.Å.
Êóëàãèíûì, àâòîðó ïðèíàäëåæàò äîêàçàòåëüñòâà âñåõ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ,
Ë.Ì. Ëåðìàíó ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêè çàäà÷, Í.Å. Êóëàãèíó ïðèíàäëåæàò
ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Ïóáëèêàöèè ïî òåìå ðàáîòû. Âñåãî ïî òåìå äèññåðòàöèè àâòîðîì îïóá-
ëèêîâàíî 14 ðàáîò, èç íèõ 6 ðàáîò â æóðíàëàõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ
ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ïîëíûé îáú¼ì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 124 ñòðà-
íèöû. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 117 íàèìåíîâàíèé.
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ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî ââåäåíèè ñîäåðæàòñÿ êðàòêèå èñòîðè÷åñêèå ñâåäåíèÿ, äàåòñÿ îáùàÿ
õàðàêòåðèñòèêà ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷, îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû
èññëåäîâàíèÿ, ñôîðìóëèðîâàíû öåëè, çàäà÷è è îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåð-
òàöèè, óêàçàíà íàó÷íàÿ íîâèçíà è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû, ïðèâå-
äåíû ñâåäåíèÿ îá àïðîáàöèè ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû, ñâåäåíèÿ î ïóáëèêàöèÿõ.

Â ïåðâîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêàÿ îáðàòèìàÿ ãàìèëüòîíî-
âà ñèñòåìà XH íà ÷åòûðåõìåðíîì âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêîì ñèìïëåêòè÷å-
ñêîì ìíîãîîáðàçèè (M,Ω), ãäåΩ � ñèìïëåêòè÷åñêàÿ 2-ôîðìà, íà êîòîðîì äåé-
ñòâóåò àíòè-ñèìïëåêòè÷åñêàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ èíâîëþöèÿ L: L∗Ω = −Ω, à åå
ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê èíâîëþöèè Fix(L) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì äâóìåð-
íûì ïîäìíîãîîáðàçèåì â M. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå XH èìååò
ñèììåòðè÷íîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ p, H(p) = 0, òèïà ñåäëî-öåíòð, ñåäëîâóþ
ïåðèîäè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ γ, H(γ) = 0, è äâå ãåòåðîêëèíè÷åñêèå òðàåêòî-
ðèè: Γ1, èäóùóþ ïðè âîçðàñòàíèè âðåìåíè îò γ ê p, è Γ2 = L(Γ1), èäóùóþ
ïðè âîçðàñòàíèè âðåìåíè îò p ê γ. Èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé â îêðåñò-
íîñòè ïîëó÷åííîãî ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êîíòóðà, ñîñòîÿùåãî èç òðàåêòîðèé
p,Γ1, γ,Γ2. Îòìåòèì, ÷òî ñàìà çàäà÷à, ïî ïîñòàíîâêå, ÿâëÿåòñÿ áèôóðêàöè-
îííîé, ò.ê. ñòðóêòóðà òðàåêòîðèé ñèñòåìû íà èíâàðèàíòíîì óðîâíå ãàìèëü-
òîíèàíà ìåíÿåòñÿ ïðè èçìåíåíèè âíóòðåííåãî ïàðàìåòðà ñèñòåìû � çíà÷åíèÿ
ãàìèëüòîíèàíà c âáëèçè åãî íóëåâîãî çíà÷åíèÿ. Íàïðèìåð, íà óðîâíÿõ, îò-
ëè÷íûõ îò V0 = {H = 0}, ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ îòñóòñòâóåò, ò.å. êîíòóð
ðàçðóøàåòñÿ è ïðîèñõîäÿò áèôóðêàöèè. Â ÷àñòíîñòè, èíòåðåñíû áèôóðêàöèè
ðîæäåíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòè êîíòóðà.

Íàïîìíèì, ÷òî îñîáàÿ òî÷êà p ãàìèëüòîíîâîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ XH íà
4-ìåðíîì ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèèM íàçûâàåòñÿ ñåäëî-öåíòðîì, åñëè
îïåðàòîð ëèíåàðèçàöèè âåêòîðíîãî ïîëÿ â òî÷êå p èìååò ïàðó ÷èñòî ìíè-
ìûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ±iω, ω ̸= 0, è ïàðó âåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé ±λ ̸= 0. Â îêðåñòíîñòè òàêîé îñîáîé òî÷êè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåí-
íîå ëîêàëüíîå èíâàðèàíòíîå äâóìåðíîå ãëàäêîå (àíàëèòè÷åñêîå, åñëè ñèñòåìà
àíàëèòè÷åñêàÿ) öåíòðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå, çàïîëíåííîå çàìêíóòûìè òðàåê-
òîðèÿìè (ëÿïóíîâñêîå ñåìåéñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé), à òàêæå äâå
ãëàäêèå èíâàðèàíòíûå êðèâûå W s(p),W u(p) � óñòîé÷èâàÿ è íåóñòîé÷èâàÿ
êðèâûå. Âî âñåì ïðîñòðàíñòâå ëÿïóíîâñêèå ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè ÿâ-
ëÿþòñÿ ñåäëîâûìè: êàæäàÿ èç íèõ ëåæèò â ñâîåì 3-ìåðíîì óðîâíå ãàìèëü-
òîíèàíà è â íåì ýòà òðàåêòîðèÿ ñåäëîâàÿ. Ïîýòîìó îíè îáëàäàþò óñòîé÷è-
âûìè è íåóñòîé÷èâûìè ìíîãîîáðàçèÿìè, ÿâëÿþùèìèñÿ ãëàäêèìè öèëèíäðà-
ìè, îáúåäèíåíèå óñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé âìåñòå ñ W s(p) îáðàçóåò ãëàäêîå
öåíòðàëüíî-óñòîé÷èâîå 3-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå W cs(p), ñîîòâåòñòâåííî, îáú-
åäèíåíèå íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé âìåñòå ñ W u(p) îáðàçóåò ãëàäêîå öåíò-
ðàëüíî-óñòîé÷èâîå 3-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå W cu(p). Òðàåêòîðèè ñèñòåìû, íå
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ëåæàùèå íà W s(p) ∪W u(p), âûõîäÿò èç îêðåñòíîñòè òî÷êè p.
Ïî ïðåäïîëîæåíèþ, â òðåõìåðíîì óðîâíå ãàìèëüòîíèàíà V0, ñîäåðæàùåì

ñåäëî-öåíòð, ëåæèò òàêæå ñåäëîâàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ γ. Íàïîìíèì,
÷òî â îêðåñòíîñòè òàêîé òðàåêòîðèè â òîì æå óðîâíå ãàìèëüòîíèàíà ëåæàò
äâà ãëàäêèõ (ñîîòâåòñòâåííî � àíàëèòè÷åñêèõ, åñëè ñèñòåìà âåùåñòâåííî�
àíàëèòè÷åñêàÿ) äâóìåðíûõ ëàãðàíæåâûõ ìíîãîîáðàçèÿ W s(γ), W u(γ), ÿâ-
ëÿþùèåñÿ åå óñòîé÷èâûì è íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèÿìè, ñîîòâåòñòâåííî.
Îíè ñîäåðæàò êàæäîå ñàìó γ è òîïîëîãè÷åñêè ÿâëÿþòñÿ îáà ëèáî öèëèíäðàìè
(åñëè ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ èìååò ïîëîæèòåëüíûå ìóëüòèïëèêàòîðû),
ëèáî ëèñòàìè Ìåáèóñà (åñëè ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ èìååò îòðèöàòåëü-
íûå ìóëüòèïëèêàòîðû).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîíÿòü ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ñèñòåìû îêîëî ñîñòîÿíèÿ
ðàâíîâåñèÿ òèïà ñåäëî-öåíòð îïèñàíà èõ ñòðóêòóðà ñëîåíèÿ íà òðàåêòîðèè íà
êàæäîì óðîâíå ãàìèëüòîíèàíà. Ñèììåòðè÷íàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ γ
â óðîâíå V0 ëåæèò âíå íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè ñåäëî-öåíòðà p, ïîýòîìó íóæíî
îïèñàòü ïîëîæåíèå ýòîé òðàåêòîðèè. Çäåñü âîçìîæíû äâà òèïà ñèììåòðè÷-
íûõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êîíòóðîâ, êîòîðûå ìû íàçûâàåì ñëó÷àåì 1 (ñì. ðèñ.
1) è ñëó÷àåì 2 (ñì. ðèñ. 2).

Ðèñ. 1. Ñëó÷àé 1

Ðèñ. 2. Ñëó÷àé 2

Ïåðâûì ðåçóëüòàòîì ýòîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:
Òåîðåìà 1. Åñëè àíàëèòè÷åñêàÿ îáðàòèìàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà èìå-

åò ãåòåðîêëèíè÷åñêèé êîíòóð òèïà 1 ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè, òî ñåäëî-
âàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ γ èìååò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî îäíîîáõîäíûõ
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òðàíñâåðñàëüíûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé. Â ñëó÷àå êîíòóðà òèïà 2
íà óðîâíå H = 0 íåò òðàåêòîðèé, îòëè÷íûõ îò òðàåêòîðèé êîíòóðà, ëå-
æàùèõ öåëèêîì â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè êîíòóðà.

Â ïåðâîé ãëàâå òàêæå ðàññìàòðèâàþòñÿ óðîâíè Vc, c < 0, âáëèçè êîíòóðà
äëÿ ñëó÷àÿ 1. Äëÿ ñëó÷àÿ 2 è c < 0 âñå òðàåêòîðèè, âõîäÿùèå â îêðåñòíîñòü,
ïîêèäàþò åå, òî æå âåðíî è äëÿ òðàåêòîðèé, âõîäÿùèõ â îêðåñòíîñòü, ïðè
óáûâàíèè t.

Äëÿ ñëó÷àÿ 1 äîêàçàíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:
Òåîðåìà 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî a′1(0) ̸= 0 äëÿ êî-

ýôôèöèåíòà ãëîáàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ. Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü cn → −0 òàêàÿ, ÷òî íà óðîâíå Vcn ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ γcn îá-
ëàäàåò ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèåé, âäîëü êîòîðîé óñòîé÷èâîå è íåóñòîé-
÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ W s(γcn), W u(γcn) èìåþò êâàäðàòè÷íîå êàñàíèå. Äëÿ
êàæäîãî òàêîãî çíà÷åíèÿ cn ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî c-èíòåðâàëîâ
Inm, Inm → cn ïðè m → ∞, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ c ∈ Inm ïðåäñòàâëÿþò óðîâ-
íè, íà êîòîðûõ ñèñòåìà èìååò îäíîîáõîäíûå ýëëèïòè÷åñêèå òðàåêòîðèè.

×òîáû äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ýëëèïòè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé
â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè êîíòóðà, ñíà÷àëà íàõîäèòñÿ ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî çíà-
÷åíèé cn < 0, äëÿ êîòîðûõ ñèñòåìà íà óðîâíå Vcn èìååò íåòðàíñâåðñàëüíóþ
ãîìîêëèíè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ ñ êâàäðàòè÷íûì êàñàíèåì äëÿ ñåäëîâîé ïåðèî-
äè÷åñêîé òðàåêòîðèè γcn. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ðåçóëüòàòû î ñóùåñòâîâà-
íèè êàñêàäîâ ýëëèïòè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé íà óðîâíÿõ, áëèçêèõ
ê Vcn (ñì., íàïðèìåð,

13 14 ).
Òåîðåìà 3. Ïóñòü f ãëàäêîå (íå ìåíåå C4) ñèìïëåêòè÷åñêîå îòîáðàæå-

íèå, èìåþùåå ñåäëîâóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó p è ãîìîêëèíè÷åñêóþ òðàåêòî-
ðèþ fn(q), ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó q ̸= p. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñòîé÷èâîå
è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ñåäëîâîé íåïîäâèæíîé òî÷êè p êâàäðàòè÷íî
êàñàþòñÿ â òî÷êå q. Òîãäà äëÿ ëþáîãî îáùåãî ãëàäêîãî îäíîïàðàìåòðè÷å-
ñêîãî ñåìåéñòâà ãëàäêèõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé fµ, ñîâïàäàþùåãî
ïðè µ = 0 ñ f , äëÿ ëþáîãî îòðåçêà çíà÷åíèé ïàðàìåòðà [−µ0, µ0], ñóùåñòâó-
åò öåëîå ÷èñëî k0 ∈ Z è ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî îòêðûòûõ èíòåðâàëîâ Ik,
k ≥ k0, òàêèõ, ÷òî Ik íàêàïëèâàþòñÿ ê µ = 0 ïðè k → ∞, è îòîáðàæåíèå
fµ, µ ∈ Ik èìååò îäíîîáõîäíóþ ýëëèïòè÷åñêóþ ïåðèîäè÷åñêóþ òðàåêòî-
ðèþ (ïåðèîäà q + k).

Óðîâíè Vc, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì c > 0, ñîäåðæàò ñåäëîâóþ ëÿïóíîâñêóþ
ïåðèîäè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ lc. Åå ëîêàëüíûå óñòîé÷èâîå W s(lc) è íåóñòîé÷è-
âîå W u(lc) ìíîãîîáðàçèÿ ïðèíàäëåæàò Vc, à èõ ïðîäîëæåíèå âäîëü ïîòîêà
âî âñåì ôàçîâîì ìíîãîîáðàçèè ïðîèñõîäèò âáëèçè êðèâûõ W s(p) è W u(p),

13Delshams A., Gonchenko M., Gonchenko S. On dynamics and bifurcations of area-preserving maps with
homoclinic tangencies //Nonlinearity. � 2015. � V. 28, � 9. � P. 3027-3071.

14Gonchenko M. S., Gonchenko S. V. On cascades of elliptic periodic points in two-dimensional symplectic
maps with homoclinic tangencies //Regular and Chaotic Dynamics. � 2009. � V. 14. � P. 116-136.
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ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, îíè áóäóò ïåðåñåêàòü ñåêóùèå D1(c) è D2(c)
ïî îêðóæíîñòÿì σs(c), σu(c).

Â ýòîì ñëó÷àå ñòðîèòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå ôîðìèðó-
åòñÿ âáëèçè ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êîíòóðà, âêëþ÷àþùåãî ïàðó ñåäëîâûõ ïå-
ðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé lc, γc è ÷åòûðå òðàíñâåðñàëüíûå ãåòåðîêëèíè÷åñêèå
òðàåêòîðèè, äâå èç êîòîðûõ ïåðåõîäÿò, ïðè óâåëè÷åíèè âðåìåíè, îò lc ê γc
(îêîëî Γ2), à äâå äðóãèå - îò γc ê lc (îêîëî Γ1). Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò ñ÷åò-
íîå ìíîæåñòâî òðàíñâåðñàëüíûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé äëÿ êàæäîé
ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè lc è γc. Âñå ýòî ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ãèïåðáîëè÷åñêîãî ìíîæåñòâà.

Òåîðåìà 4. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ c > 0 ìíîãîîáðàçèÿW s(lc)
è W u(γc) ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî ïî äâóì ãåòåðîêëèíè÷åñêèì òðà-
åêòîðèÿì Γ11(c), Γ12(c) è, â ñèëó ñèììåòðèè, W u(lc) è W s(γc) ïåðåñåêà-
þòñÿ òðàíñâåðñàëüíî ïî äâóì ãåòåðîêëèíè÷åñêèì òðàåêòîðèÿì Γ21(c) =
L(Γ11(c)), Γ22(c) = L(Γ12(c)), îáðàçóÿ, òåì ñàìûì, òðàíñâåðñàëüíûé ãåòå-
ðîêëèíè÷åñêèé êîíòóð.

Ñëåä W u(γc) â îêðåñòíîñòè Πs(c) (îáðàç ëîêàëüíî-íåóñòîé÷èâîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ) ïîä äåéñòâèåì ãëîáàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ T2(c) ◦ T (c) ◦ T1(c)) ñî-
ñòîèò èç ïàðû àíàëèòè÷åñêèõ ñïèðàëåâèäíûõ êðèâûõ, êîòîðûå íàìàòû-
âàþòñÿ íà çàìêíóòóþ êðèâóþ T2(c)(σu(c)) è ïåðåñåêàþò òðàíñâåðñàëüíî
ëîêàëüíî-íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå â ñ÷åòíîì ìíîæåñòâå òî÷åê, ÿâëÿ-
þùèõñÿ ñëåäàìè òðàíñâåðñàëüíûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé Ïóàíêàðå
ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè γc.

Ñî ìíîæåñòâîì òðàíñâåðñàëüíûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ïåðèîäè-
÷åñêîé òðàåêòîðèè γc ñâÿçàíî ãèïåðáîëè÷åñêîå ìíîæåñòâî. Îäíàêî ýòî ãèïåð-
áîëè÷åñêîå ìíîæåñòâî íå èñ÷åðïûâàåò èíâàðèàíòíûå ìíîæåñòâà íà óðîâíå Vc.
Çäåñü òàêæå äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ýëëèïòè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòî-
ðèé äëÿ èíòåðâàëîâ c-çíà÷åíèé, ñòðåìÿùèõñÿ ê c = 0. Ñ ýòîé öåëüþ ñíà÷àëà
äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 5. Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé cn → 0 òàêàÿ,
÷òî íà óðîâíå Vcn ñåäëîâàÿ ëÿïóíîâñêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ lcn îáëà-
äàåò ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèåé, âäîëü êîòîðîé W s(lcn) è W u(lcn) èìå-
þò êâàäðàòè÷íîå êàñàíèå.

Òåïåðü ñíîâà ïðèìåíÿåòñÿ òåîðåìà 3 î ñóùåñòâîâàíèè ýëëèïòè÷åñêîé ïå-
ðèîäè÷åñêîé òî÷êè â îáùåì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå äâóìåðíûõ ñèì-
ïëåêòè÷åñêèõ äèôôåîìîðôèçìîâ, ñîäåðæàùåì äèôôåîìîðôèçì ñ êâàäðà-
òè÷íûì ãîìîêëèíè÷åñêèì êàñàíèåì.

Äëÿ ñëó÷àÿ 2 âñå òðàåêòîðèè íà óðîâíå V0, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç äîñòàòî÷-
íî ìàëóþ îêðåñòíîñòü êîíòóðà, êðîìå òðàåêòîðèé ñàìîãî êîíòóðà, ïîêèäà-
þò ýòó îêðåñòíîñòü, è íå ñóùåñòâóåò òðàåêòîðèé, êîòîðûå öåëèêîì ëåæàò
â ýòîé îêðåñòíîñòè. Óðîâíè Vc, ïðè c < 0 âîîáùå íå ñîäåðæàò òðàåêòîðèé,
ïðèíàäëåæàùèõ öåëèêîì ýòèì óðîâíÿì, ïîñêîëüêó òðàåêòîðèè, âõîäÿùèå â
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çàïîëíåííûé öèëèíäð ÷åðåç ñåêóùóþ D1(c), ïîêèäàþò îêðåñòíîñòü òî÷êè
p, íå ïåðåñåêàÿ âòîðóþ ñåêóùóþ D2(c). Èìåííî ïîýòîìó ðàññìàòðèâàþòñÿ
óðîâíè Vc äëÿ c > 0, ãäå âîçíèêàþò òðàåêòîðèè, ëåæàùèå öåëèêîì â íåïî-
ñðåäñòâåííîé áëèçîñòè êîíòóðà. Íà ñîîòâåòñòâóþùåì òðàíñâåðñàëüíîì äèñêå
D1(c) ýòè òðàåêòîðèè âõîäÿò â çàïîëíåííûé öèëèíäð ÷åðåç òî÷êè, ëåæàùèå
âíóòðè îêðóæíîñòè σs(c) (ñëåä óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ ëÿïóíîâñêîé ïå-
ðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè) è âûõîäÿò ÷åðåç äèñê D2(c) èç äðóãîãî çàïîëíåí-
íîãî öèëèíäðà ÷åðåç òî÷êè, ëåæàùèå âíóòðè îêðóæíîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé
îêðóæíîñòè σu(c). Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 6. Äëÿ ñëó÷àÿ 2 ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ìàëîå c0 > 0 òà-
êîå, ÷òî íà èíòåðâàëå (0, c0) ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî èíòåðâàëîâ
çíà÷åíèé c, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò óðîâíÿì Vc, ñîäåðæàùèì îäíîîáõîä-
íóþ ýëëèïòè÷åñêóþ ïåðèîäè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ â îêðåñòíîñòè èñõîäíîãî
ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êîíòóðà.

Òàêæå â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáùåå 1-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî
îáðàòèìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì XHµ

, ñîäåðæàùåå ïðè µ = 0 ñèñòåìó, èìå-
þùóþ ãåòåðîêëèíè÷åñêèé êîíòóð, ðàññìîòðåííûé âûøå. Îñíîâíûì ðåçóëüòà-
òîì, êîòîðûé áûë ïîëó÷åí çäåñü, ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè ñ÷åòíîãî
ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ïàðàìåòðà µ, íàêàïëèâàþùèõñÿ ê µ = 0, ïðè êîòîðûõ ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà èìååò ãîìîêëèíè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ ê ñåäëî-öåíòðó.

Òåîðåìà 7. Ïóñòü XHµ
îáùåå 1-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îáðàòèìûõ

àíàëèòè÷åñêèõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, êîòîðîå ïðè µ = 0 èìååò ãåòåðî-
êëèíè÷åñêèé êîíòóð òèïà 1 èëè 2, ðàññìîòðåííûå â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ.
Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ µn, íàêàïëè-
âàþùèõñÿ ê µ = 0, ïðè êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà ñåìåéñòâà
èìååò ãîìîêëèíè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ îáùåãî òèïà ê ñåäëî-öåíòðó. Ñîîò-
âåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ µn èìåþò îäèí è òîò æå çíàê.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýòà òåîðåìà äàåò êðèòåðèé ñóùåñòâîâàíèÿ ãîìîêëè-
íè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ñåäëî-öåíòðà, îáû÷íî ïîèñê òàêèõ òðàåêòîðèé ÿâëÿåòñÿ
âåñüìà òðóäíîé çàäà÷åé, êàê òåîðåòè÷åñêè, òàê è ÷èñëåííî.

Âî âòîðîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ äèíàìèêà ãëàäêèõ ÷åòûðåõìåðíûõ âåêòîð-
íûõ ïîëåé, îáðàòèìûõ îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé ãëàäêîé èíâîëþöèè, èìåþ-
ùåé ãëàäêîå äâóìåðíîå ïîäìíîãîîáðàçèå íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Ïðåäñòàâëåíà
ñòðóêòóðà òðàåêòîðèé òàêîé ñèñòåìû âáëèçè äâóõ òèïîâ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ
êîíòóðîâ, âêëþ÷àþùèõ ñåäëî-ôîêóñû è ñîåäèíÿþùèõ èõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ
òðàåêòîðèé. Äëÿ ãëàäêîãî ÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ñåäëî-ôîêóñîì
íàçûâàåòñÿ ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ p, ó êîòîðîãî îïåðàòîð ëèíåàðèçàöèÿ â òî÷-
êå p, äåéñòâóþùèé â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå TpM , èìååò ÷åòâåðêó ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé α1 ± iβ1, α2 ± iβ2, αiβi ̸= 0, α1α2 < 0. Òàêîå ñîñòîÿ-
íèå ðàâíîâåñèÿ èìååò ñåäëîâîé òèï, îíî îáëàäàåò ëîêàëüíî äâóìÿ ãëàäêèìè
äâóìåðíûìè èíâàðèàíòíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè, óñòîé÷èâûì W s(p) è íåóñòîé-
÷èâûì W u(p), òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþùèìèñÿ â òî÷êå p. Ïåðâûé òèï ãå-
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òåðîêëèíè÷åñêèõ êîíòóðîâ ñîñòîèò èç ïàðû íåñèììåòðè÷íûõ ñåäëî-ôîêóñîâ
p1, p2, p2 = L(p1), è äâóõ ñèììåòðè÷íûõ íåâûðîæäåííûõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ
òðàåêòîðèé Γi, i = 1, 2, ñîåäèíÿþùèõ ýòè äâà ñåäëî-ôîêóñà (ñì. ðèñ. 3, ëå-
âàÿ ÷àñòü). Ñåäëîâîé âåëè÷èíîé ñåäëî-ôîêóñà ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî σ = α1 + α2.
Äëÿ íåñèììåòðè÷íîé ïàðû ñåäëî-ôîêóñîâ p1, p2, p2 = L(p1), èõ ñåäëîâûå âå-
ëè÷èíû σ1, σ2 èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè: σ2 = −σ1. Ýòî ñëåäóåò èç ñî-
îòíîøåíèé äëÿ îïåðàòîðîâ ëèíåàðèçàöèè A1 = DΦ0(p1), A2 = DΦ0(p2) äëÿ
p1, p2, A2 = −DL(p2)◦A1 ◦DL−1(p2), ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
îïåðàòîðà ëèíåàðèçàöèè A2 ðàâíû ìèíóñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì îïåðàòî-
ðà ëèíåàðèçàöèè A1. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî σ1 < 0, òîãäà
σ2 > 0.

Ãåòåðîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèåé âåêòîðíîãî ïîëÿ v ÿâëÿåòñÿ òàêàÿ åãî
òðàåêòîðèÿ, êîòîðàÿ ñòðåìèòñÿ ê ðàçíûì ñîñòîÿíèÿì ðàâíîâåñèÿ ïðè t →
→ −∞ è t → ∞. Èçó÷àþòñÿ è äðóãèå òèïû ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé,
ñâÿçûâàþùèõ ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ è ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè, èíâàðèàíò-
íûå òîðû, íî ìû îãðàíè÷èâàåìñÿ ëèøü ðàññìîòðåíèåì ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ
â êà÷åñòâå ïðåäåëüíûõ ìíîæåñòâ òðàåêòîðèè. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî áóäåò òðà-
åêòîðèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ p1 è p2. Ïðåäïîëîæèì, êðîìå òîãî, ÷òî îáå òðàåêòî-
ðèè Γ1,Γ2 ñèììåòðè÷íû (L(Γi) = Γi) è íåâûðîæäåíû (ñì. íèæå). Ãåòåðîêëè-
íè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ ïðèíàäëåæèò ïåðåñå÷åíèþ óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ
îäíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ è íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ äðóãîãî ñîñòîÿ-
íèÿ ðàâíîâåñèÿ. Âîçüìåì òî÷êó q íà ýòîé òðàåêòîðèè è âûáåðåì íåêîòîðóþ
ñåêóùóþ N ê ïîòîêó, ñîäåðæàùóþ ýòó òî÷êó. Äëÿ ÷åòûðåõìåðíîãî ìíîãî-
îáðàçèÿ ïåðåñå÷åíèå N ñ óñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì îäíîãî ñåäëî-ôîêóñà è
ñ íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì äðóãîãî ñåäëî-ôîêóñà äàåò äâå ãëàäêèå êðè-
âûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç q. Íåâûðîæäåííîñòü ãåòåðîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè
îçíà÷àåò, ÷òî ïîëó÷åííûå äâå ãëàäêèå êðèâûå íå êàñàþòñÿ äðóã äðóãà â òî÷êå
q.

Â ñëó÷àå ïàðíîãî ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êîíòóðà ïåðâîãî òèïà ñóùåñòâîâà-
íèå äâóõ ñèììåòðè÷íûõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé Γi, i = 1, 2, îçíà÷àåò,
÷òî ëîêàëüíîå íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W u(p2), ïðîäîëæåííîå ïîòîêîì,
ïåðåñåêàåò óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W s(p1) è ïåðåñå÷åíèå ñîäåðæèò Γ1, ïðè-
÷åì ñèììåòðè÷íîñòü ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé îçíà÷àåò, ÷òî L(Γ1) =
= Γ1. Òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî è äëÿ Γ2, íî Γ2 ⊂ W u(p1) ∩ W s(p2). Íà-
ïîìíèì, ÷òî ñèììåòðèÿ òðàåêòîðèè îçíà÷àåò, ÷òî ýòà òðàåêòîðèÿ ïåðåñåêà-
åò ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê èíâîëþöèè Fix (L) 15. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
qi = Γi ∩ Fix (L), i = 1, 2. Ïóñòü φi(t) áóäóò ðåøåíèÿ ïîëÿ v, êîòîðûå íà÷è-
íàþòñÿ â òî÷êàõ qi ïðè t = 0, φi(0) = qi. Òàêîå ðåøåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì
ñèììåòðèè φi(t) = Lφi(−t) è limφ1(t) = p1 ïðè t → ∞, limφ1(t) = p2 ïðè

15Devaney R. L. Blue sky catastrophes in reversible and Hamiltonian systems //Indiana University
Mathematics Journal. � 1977. � V. 26, � 2. � P. 247-263.
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t → −∞, è limφ2(t) = p2 ïðè t → ∞, limφ2(t) = p1 ïðè t → −∞.
Âòîðûì òèïîì ïàðíûõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êîíòóðîâ â îáðàòèìîé ñèñòåìå

ÿâëÿþòñÿ êîíòóðà, ñîñòîÿùèå èç äâóõ ñèììåòðè÷íûõ ñåäëî-ôîêóñîâ p1, p2 ∈
∈ Fix (L) è äâóõ íåñèììåòðè÷íûõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé Γ1,Γ2, ñî-
åäèíÿþùèõ p1, p2 è ïåðåñòàâëÿåìûõ èíâîëþöèåé Γ2 = L(Γ1) (ñì. ðèñ. 3, ïðà-
âàÿ ÷àñòü). Â îòëè÷èå îò ïåðâîãî òèïà ïàðíûõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êîíòóðîâ,
êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûìè îáúåêòàìè â êëàññå îáðàòèìûõ
âåêòîðíûõ ïîëåé îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ èíâîëþöèè L, âòîðîé òèï òàêîâûì
íå ÿâëÿåòñÿ, ïîñêîëüêó ãåòåðîêëèíè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ Γ1 (è Γ2) íåñèììåò-
ðè÷íà è ìîæåò áûòü ðàçðóøåíà îáðàòèìûì âîçìóùåíèåì. Ýòî ñëåäóåò èç
òîãî, ÷òî ãîìî- è ãåòåðîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè íå ÿâëÿþòñÿ ñòðóêòóðíî
óñòîé÷èâûìè îáúåêòàìè â êëàññå îáùèõ âåêòîðíûõ ïîëåé.

à) Òèï 1
á) Òèï 2

Ðèñ. 3. Äâà òèïà ïàðíûõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êîíòóðîâ

Ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàòû, êîòîðûå äîêàçàíû âî âòîðîé ãëàâå. Ïåðâûì
ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñå-
ìåéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé äëÿ ïàðíîãî ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êîíòóðà
ïåðâîãî òèïà, äàííàÿ òåîðåìà áûëà ñôîðìóëèðîâàíà áåç äîêàçàòåëüñòâà â ðà-
áîòå Äåâàíè 16

Òåîðåìà 8. Ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êîíòó-
ðà C = Γ1 ∪ Γ2 òàêàÿ, ÷òî U ñîäåðæèò ãëàäêîå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñå-
ìåéñòâî ñèììåòðè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé γτ , íàêàïëèâàþùèõñÿ
ê êîíòóðó C. Ïàðàìåòðèçàöèåé ñåìåéñòâà ìîæíî ñ÷èòàòü ïåðèîä γτ è γτ
òîïîëîãè÷åñêè ñòðåìèòñÿ ê êîíòóðó C ïðè τ → ∞.

16Devaney R. L. Blue sky catastrophes in reversible and Hamiltonian systems //Indiana University
Mathematics Journal. � 1977. � V. 26, � 2. � P. 247-263.
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Âòîðûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèå ñ÷¼òíîãî ìíîæå-
ñòâà äâóõîáõîäíûõ ñèììåòðè÷íûõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êîíòóðîâ, ñîäåðæàùèõ
ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ p1, p2. Îáõîäíîñòüþ îðèåíòèðóåìîé çàìêíóòîé êðèâîé
γ, ëåæàùåé â îêðåñòíîñòè äàííîé îðèåíòèðóåìîé çàìêíóòîé êðèâîé C, íàçû-
âàåòñÿ öåëîå ÷èñëî, âûðàæàþùåå êëàññ ñâîáîäíîé ãîìîòîïèè γ îòíîñèòåëüíî
γ, ò.å. C: [γ] = n[C].

Òåîðåìà 9. Ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êîíòóðà
C = Γ1 ∪ Γ2 òàêàÿ, ÷òî U ñîäåðæèò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñèììåòðè÷-
íûõ äâóõîáõîäíûõ íåâûðîæäåííûõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, èäóùèõ
îò p2 ê p1 ïðè óâåëè÷åíèè âðåìåíè. Àíàëîãè÷íî ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ìíî-
æåñòâî ñèììåòðè÷íûõ äâóõîáõîäíûõ íåâûðîæäåííûõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ
òðàåêòîðèé, èäóùèõ îò p1 ê p2 ïðè óâåëè÷åíèè âðåìåíè. Òàêèì îáðàçîì,
âçÿâ ïî îäíîé ãåòåðîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè èç ýòèõ äâóõ ñåìåéñòâ, ïî-
ëó÷àåì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êîíòóðîâ ïåðâîãî òèïà.

Ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå 2n-îáõîäíûõ ñèììåòðè÷-
íûõ íåâûðîæäåííûõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êîíòóðîâ, ñóùåñòâóþùèå â îêðåñò-
íîñòÿõ èñõîäíîãî ïàðíîãî êîíòóðà C. Íî ÷òîáû äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå êîí-
òóðîâ ëþáîé îáõîäíîñòè, íóæíî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ñèììåòðè÷íûõ ãå-
òåðîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé íå÷åòíîé îáõîäíîñòè. Äëÿ ýòîé öåëè äîêàçàíà
ñëåäóþùàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 10. Äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè êîíòóðà C ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå
÷èñëî ñèììåòðè÷íûõ òðåõîáõîäíûõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, èäó-
ùèõ ïðè óâåëè÷åíèè âðåìåíè îò p2 ê p1. Àíàëîãè÷íî ñóùåñòâóåò åùå îäíî
êîíå÷íîå ñåìåéñòâî ñèììåòðè÷íûõ òðåõîáõîäíûõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òðà-
åêòîðèé, èäóùèõ ïðè óâåëè÷åíèåì âðåìåíè îò p1 ê p2.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà êàñàåòñÿ ñåìåéñòâà îáðàòèìûõ âåêòîðíûõ ïîëåé, ãëàä-
êî çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà. Ïóñòü vµ � òàêîå ñåìåéñòâî, êàæäîå âåêòîðíîå
ïîëå vµ îáðàòèìî îòíîñèòåëüíî ãëàäêîé èíâîëþöèÿ L òîãî æå òèïà, ÷òî è
âûøå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå v0 ïðè µ = 0 èìååò ãåòåðîêëèíè-
÷åñêèé êîíòóð ïåðâîãî òèïà.

Òåîðåìà 11. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñåìåéñòâî vµ óäîâëåòâîðÿåò íåêîòî-
ðîìó óñëîâèþ îáùåãî ïîëîæåíèÿ ïðè µ = 0, à èìåííî [β1(µ)/β2(µ)]

′ ̸= 0.
Òîãäà äëÿ ëþáîé ôèêñèðîâàííîé îêðåñòíîñòè V ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êîí-
òóðà C ïðè µ = 0 ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü µn, íàêàïëèâàþùàÿñÿ
ê çíà÷åíèþ µ = 0, òàêàÿ, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå vµ ïðè µ = µn èìååò ñèì-
ìåòðè÷íóþ ïàðó íåñèììåòðè÷íûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé îäíó ê p1,
äðóãóþ ê p2. Îáå ãîìîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè ïðèíàäëåæàò îêðåñòíîñòè
V.

Òåîðåìà 11 óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè, êðîìå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
α1+α2 ̸= 0 òî ïðè µ = µn âåêòîðíîå ïîëå vµn

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðå-
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ìûØèëüíèêîâà 17 î ñóùåñòâîâàíèè ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷å-
ñêèõ òðàåêòîðèé (â íàøåì ñëó÷àå íåñèììåòðè÷íûõ) â îêðåñòíîñòè ãîìîêëè-
íè÷åñêîé òðàåêòîðèè äëÿ p1. Ïî ñèììåòðèè ñóùåñòâóåò àíàëîãè÷íîå ñåìåé-
ñòâî íåñèììåòðè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòè ãîìîêëèíè-
÷åñêîé òðàåêòîðèè äëÿ p2. Äðóãîé ðåçóëüòàò, äîêàçàííûé â ðàáîòå 18, ãëàñèò,
÷òî åñëè ñåäëîâîå çíà÷åíèå îòðèöàòåëüíî äëÿ ñåäëî-ôîêóñà p1, òî äëÿ òèïè÷-
íîãî äâóïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ñóùåñòâóþò ñèñòåìû ñåìåéñòâà, èìåþ-
ùèå óñòîé÷èâûå ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè âáëèçè ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåê-
òîðèè ê p1. Ââèäó îáðàòèìîñòè òàêàÿ ñèñòåìà èìååò åùå è íåóñòîé÷èâûå ïå-
ðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè âáëèçè ñèììåòðè÷íîé ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè
ê p2, äëÿ êîòîðûõ ñåäëîâàÿ âåëè÷èíà ïîëîæèòåëüíà. Òàêàÿ ñèòóàöèÿ ãîâî-
ðèò î òîì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà èìååò ñìåøàííóþ äèíàìèêó 19, òàê
êàê ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñîäåðæèò ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè óñòîé÷èâîãî,
ñåäëîâîãî è íåóñòîé÷èâîãî òèïîâ, à òàêæå ýëëèïòè÷åñêèå ñèììåòðè÷íûå ïå-
ðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè. Íàïðèìåð, òàêîé òèï ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êîíòóðà
âñòðå÷àåòñÿ â îäíîé èç ìîäåëåé êåëüòñêîãî êàìíÿ 20. Òàêèì îáðàçîì, ýòî ïîç-
âîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî â ìîäåëè êåëüòñêîãî êàìíÿ ñóùåñòâóþò óñòîé÷èâûå
ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè.

Äàëüíåéøèå ðåçóëüòàòû êàñàþòñÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ è ãîìî-
êëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé äëÿ êîíòóðîâ âòîðîãî òèïà.

Òåîðåìà 12. Äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U ïàðíîãî ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî
êîíòóðà âòîðîãî òèïà C è ëþáîãî n ∈ N ñóùåñòâóþò ñ÷åòíûå ñåìåéñòâà
n-îáõîäíûõ íåâûðîæäåííûõ ñèììåòðè÷íûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé
äëÿ pi, i = 1, 2, è ñ÷åòíûå îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà ñèììåòðè÷íûõ
ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò êàñàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèÿ äâóõîáõîäíûõ êîíòóðîâ
âáëèçè èñõîäíîãî êîíòóðà C äëÿ ñåìåéñòâ îáðàòèìûõ ñèñòåì îáùåãî ïîëî-
æåíèÿ ñ êîíòóðîì âòîðîãî òèïà. Êîíòóðà âêëþ÷àþò â ñåáÿ äâà ñèììåòðè÷-
íûõ ñåäëî-ôîêóñà p1, p2, ÿâëÿþùèõñÿ ïðîäîëæåíèåì ïî ïàðàìåòðó èñõîä-
íûõ ñåäëî-ôîêóñîâ è êàæäûé òàêîé êîíòóð ñîäåðæèò äâå íåâûðîæäåííûå
íåñèììåòðè÷íûå äâóõîáõîäíûå ãåòåðîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè, ïåðåñòàâëÿå-
ìûå èíâîëþöèåé L.

Òåîðåìà 13. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñåìåéñòâî vµ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
îáùåãî ïîëîæåíèÿ ïðè µ = 0. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôèêñèðîâàííîé îêðåñòíîñòè
V ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êîíòóðà C ïðè µ = 0 ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëü-

17Øèëüíèêîâ Ë. Ï. Î ñóùåñòâîâàíèè ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé â ÷åòûðåõìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå â ðàñøèðåííîé îêðåñòíîñòè ñåäëî-ôîêóñà //ÄÀÍ ÑÑÑÐ. � 1967. � Ò. 172, � 2. � Ñ. 298.

18Îâñÿííèêîâ È.Ì., Øèëüíèêîâ Ë. Ï. Ñèñòåìû ñ ãîìîêëèíè÷åñêîé êðèâîé ìíîãîìåðíîãî ñåäëî-ôîêóñà
è ñïèðàëüíûé õàîñ //Ìàòåìàòè÷åñêèé ñáîðíèê. � 1991. � Ò. 182, � 7. � Ñ. 1043-1073.

19Gonchenko S. V., Turaev D. V. On three types of dynamics and the notion of attractor //Proceedings of
the Steklov Institute of Mathematics. � 2017. � V. 297. � P. 116-137.

20Gonchenko A. S., Gonchenko S. V., Kazakov A. O. Richness of chaotic dynamics in nonholonomic models
of a Celtic stone //Regular and Chaotic Dynamics. � 2013. � V. 18. � P. 521-538.
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íîñòü µn, íàêàïëèâàþùàÿñÿ ê çíà÷åíèè µ = 0 òàêàÿ, ÷òî âåêòîðíîå ïî-
ëå vµn

èìååò ãåòåðîêëèíè÷åñêèé êîíòóð âòîðîãî òèïà, âêëþ÷àþùèé ïàðó
ñèììåòðè÷íûõ ñåäëî-ôîêóñîâ è äâå íåñèììåòðè÷íûå íåâûðîæäåííûå äâó-
õîáõîäíûå ãåòåðîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè, ñîåäèíÿþùèå ñåäëî-ôîêóñû è ïå-
ðåñòàâëÿåìûå èíâîëþöèåé.

Â òðåòüåé ãëàâå èçó÷àåòñÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ äèíàìèêà àâòîìîðôèçìîâ
øåñòèìåðíîãî òîðà, ïîðîæäåííûõ öåëî÷èñëåííûìè ñèìïëåêòè÷åñêèìè ïðå-
îáðàçîâàíèÿìè ïðîñòðàíñòâà R6, â ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêîì ñëó÷àå. Îáû÷-
íî ñîîòâåòñòâóþùèå äèôôåîìîðôèçìû òîðà íàçûâàþòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèìè
àâòîìîðôèçìàìè òîðà. Öåëüþ ÿâëÿåòñÿ êëàññèôèêàöèÿ âîçìîæíûõ òèïîâ
ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé ñèìïëåêòè÷åñêèõ ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèõ àâòîìîð-
ôèçìîâ íà T6.

Äëÿ àâòîìîðôèçìîâ òîðà ñïðàâåäëèâà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþùàÿ êëàññè-
÷åñêàÿ òåîðåìà Õàëìîøà 21

Òåîðåìà 14. (Õàëìîø) Íåïðåðûâíûé àâòîìîðôèçì f êîìïàêòíîé àáå-
ëåâîé ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ ýðãîäè÷åñêèì (èëè ïåðåìåøèâàþùèì) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà èíäóöèðîâàííûé èì àâòîìîðôèçì ãðóïïû õàðàêòåðîâ
G∗ íå èìååò êîíå÷íûõ îðáèò.

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî àâòîìîðôèçì fA, ïîðîæäåííûé
öåëî÷èñëåííîé óíèìîäóëÿðíîé ìàòðèöåé A íà Tn, ÿâëÿåòñÿ ýðãîäè÷åñêèì èëè
ïåðåìåøèâàþùèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà A íå èìååò ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé, ÿâëÿþùèõñÿ êîðíÿìè èç åäèíèöû.

Â ñëó÷àå ÷åòíîé ðàçìåðíîñòè òîðà n = 2m ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñèì-
ïëåêòè÷åñêèå àâòîìîðôèçìû, åñëè â R2m ââåñòè ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòó-
ðó. Äëÿ ýòîãî çàäàäèì â R2m íåâûðîæäåííóþ êîñîñèììåòðè÷åñêóþ öåëî-
÷èñëåííóþ íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó J . Òàêàÿ ìàòðèöà îïðåäåëÿåò â R2m

áèëèíåéíóþ 2-ôîðìó [x, y] = (Jx, y), ãäå (·, ·) � ñòàíäàðòíîå êîîðäèíàòíîå
ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíûõ êîîðäèíàò. Òàêóþ ôîð-
ìó íàçûâàþò åùå êîñîñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì 22. Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
S : R2m → R2m íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì, åñëè äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî
òîæäåñòâî [Sx, Sy] = [x, y] äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R2m. Ýòî âëå÷åò ñëåäóþùåå
òîæäåñòâî äëÿ ìàòðèöû S ñèìïëåêòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ: S⊤JS = J . Åñëè

J îòëè÷íà îò ìàòðèöû I =

(
0 En

−En 0

)
, òî òàêóþ ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóê-

òóðó â R2m áóäåì íàçûâàòü íåñòàíäàðòíîé.
Â ñëó÷àå 6-ìåðíîãî òîðà ñèìïëåêòè÷åñêèå àâòîìîðôèçìû ñ ïîëîæèòåëü-

íîé òîïîëîãè÷åñêîé ýíòðîïèåé ìîãóò áûòü ãèïåðáîëè÷åñêèìè èëè ÷àñòè÷íî
ãèïåðáîëè÷åñêèìè. Íàïîìíèì ïîíÿòèå ÷àñòè÷íîé ãèïåðáîëè÷íîñòè äèôôåî-
ìîðôèçìà ãëàäêîãî ìíîãîîáðàçèÿ M , âïåðâûå ââåäåííîå è èçó÷åííîå â 23.

21Halmos P.R., On automorphism of compact groups// Bull. AMS. � 1943. � V. 49, � 8. � P. 619-624.
22Àðíîëüä Â. È. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè// Ðèïîë Êëàññèê. � 1979.
23Áðèí Ì. È., Ïåñèí ß. Á. ×àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû //Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ. Ñåð.
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Ïóñòü L ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå â ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå
H. Íîðìà è êîíîðìà äëÿ L îïðåäåëÿþòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, êàê

||L|| := sup
||v||=1

||Lv||, m(L) := inf
||v||=1

||Lv||.

Ïóñòü òåïåðü f : M → M � äèôôåîìîðôèçì ãëàäêîãî êîìïàêòíîãî ìíîãîîá-
ðàçèÿ M .

Îïðåäåëåíèå 1. Äèôôåîìîðôèçì f : M → M íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî
ãèïåðáîëè÷åñêèì, åñëè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå Df -èíâàðèàíòíîå ðàçëî-
æåíèå êàñàòåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà TM = Eu⊕Ec⊕Es, â êîòîðîì Eu è Es

íåòðèâèàëüíûå ïîäðàññëîåíèÿ è

m(Duf) > ||Dcf || ≥ m(Dcf) > ||dsf ||, m(Duf) > 1 > ||Dsf ||,

ãäå Dσf îãðàíè÷åíèå äèôôåðåíöèàëà Df íà Eσ äëÿ σ = s, c èëè u.
Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà ïîðîæäàåò ÷àñòè÷íî ãèïåðáî-

ëè÷åñêèé àâòîìîðôèçì òîðà, åñëè åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ëåæàò êàê âíå
åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, òàê è íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Òîïîëîãè÷åñêàÿ
êëàññèôèêàöèÿ òàêèõ àâòîìîðôèçìîâ îïðåäåëÿåòñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü òîïî-
ëîãèåé ñëîåíèé, ïîðîæäåííûõ íåóñòîé÷èâûìè (óñòîé÷èâûìè) ñëîÿìè àâòî-
ìîðôèçìà, òàê êàê ýòè ñëîåíèÿ èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ f , à
òàêæå äåéñòâèåì f íà ëîêàëüíîì öåíòðàëüíîì ïîäìíîãîîáðàçèè è åãî ïðî-
äîëæåíèè. Ïîýòîìó äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû êëàññèôèêàöèè áûëà â ïåðâóþ
î÷åðåäü èññëåäîâàíà ñòðóêòóðà óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé÷èâîãî ñëîåíèé.

Ñèìïëåêòè÷åñêèå àâòîìîðôèçìû íà T6, êîòîðûå èçó÷àþòñÿ â òðåòüåé ãëà-
âå, ïîðîæäåíû ñèìïëåêòè÷åñêèìè ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèìè öåëî÷èñëåí-
íûìè ìàòðèöàìè, ó êîòîðûõ ëèáî dim W c = 4, dim W s = 1, dim W u = 1,
ëèáî dim W c = 2, dim W s = 2, dim W u = 2. ÇäåñüW s - óñòîé÷èâàÿ ïëîñ-
êîñòü íåïîäâèæíîé òî÷êè ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò, à W u

� åå íåóñòîé÷èâàÿ ïëîñêîñòü, W c � öåíòðàëüíàÿ ïëîñêîñòü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè.

Â ïåðâîì ñëó÷àå èçó÷àþòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèå ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèå
àâòîìîðôèçìû, îïðåäåëÿåìûå ñèìïëåêòè÷åñêîé ìàòðèöåé ñ äâóìÿ (ïðîñòû-
ìè) âåùåñòâåííûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè λ, λ−1, |λ| > 1, ëåæàùèìè âíå
åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, è äâóìÿ ïàðàìè êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåí-
íûõ çíà÷åíèé íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ïðî-
ñòðàíñòâà ls, lu ⊂ R6 îäíîìåðíû, à öåíòðàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî W c ÷åòû-
ðåõìåðíî, ïðè ïðîåêòèðîâàíèè íà òîð T6 è ñäâèãå èõ â ëþáóþ òî÷êó òîðà
äàþò íåîáõîäèìîå ðàçëîæåíèå èç îïðåäåëåíèÿ 1 è âìåñòå ñ ýòèì ñîîòâåòñòâó-
þùèå èíâàðèàíòíûå ñëîåíèÿ � óñòîé÷èâîå, íåóñòîé÷èâîå è öåíòðàëüíîå.

ìàòåì. � 1974. � Ò. 38, � 1. � Ñ. 170-212.
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Ïðè èññëåäîâàíèè äèíàìèêè òàêèõ ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèõ àâòîìîð-
ôèçìîâ ñíà÷àëà èçó÷àåòñÿ âîçìîæíîå ïîâåäåíèå ëèíèé, ïîëó÷åííûõ ïðè ïðî-
åêòèðîâàíèè íà òîð ñîáñòâåííûõ ïðÿìûõ ls, lu, ñîîòâåòñòâóþùèõ âåùåñòâåí-
íûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ, λ−1. Îíî çàâèñèò îò òîãî, êàê ñîîòâåòñòâóþ-
ùàÿ ïðÿìàÿ ðàñïîëîæåíà îòíîñèòåëüíî öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè Z6. Ñïðàâåä-
ëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1. Äëÿ àâòîìîðôèçìà fA çàìûêàíèå íåóñòîé÷èâîãî ñëîÿ
íåïîäâèæíîé òî÷êè Ô ìîæåò áûòü ëèáî äâóìåðíûì òîðîì, ëèáî ÷åòû-
ðåõìåðíûì òîðîì, ëèáî ñîâïàäàòü ñî âñåì òîðîì T6, â ïîñëåäíåì ñëó÷àå
íåóñòîé÷èâîå ñëîåíèå ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì.

Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå äîêàçàíî, ÷òî óñòîé÷èâîå è öåíòðàëüíîå ñëîåíèå òàê-
æå ÿâëÿþòñÿ òðàíçèòèâíûìè.

Ïðåäëîæåíèå 2. Åñëè fA � ñèìïëåêòè÷åñêèé ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷å-
ñêèé àâòîìîðôèçì òîðà T6 ñ òðàíçèòèâíûì íåóñòîé÷èâûì îäíîìåðíûì
ñëîåíèåì, òî ñëîè åãî óñòîé÷èâîãî è öåíòðàëüíîãî ñëîåíèé òàêæå ïëîòíû
íà òîðå T6.

Â ðàáîòå ïîñòðîåí ïðèìåð àâòîìîðôèçìà íà T6 ñ îäíîìåðíûì íåóñòîé-
÷èâûì ñëîåíèåì, äëÿ êîòîðîãî äîêàçàíî, ÷òî îäíîìåðíîå íåóñòîé÷èâîå ñëîå-
íèå ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì, è ïðåäñòàâëåíû ïðèìåðû àâòîìîðôèçìîâ ñ îä-
íîìåðíûìè íåóñòîé÷èâûìè è óñòîé÷èâûìè ñëîåíèÿìè, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ
ðàçëîæèìûìè. Îíè õàðàêòåðèçóþòñÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: çàìûêàíèå èõ
íåóñòîé÷èâîãî (óñòîé÷èâîãî) ñëîÿ ÿâëÿåòñÿ òîðîì ðàçìåðíîñòè ìåíüøå øå-
ñòè. Èç ïðåäëîæåíèÿ 1 ñëåäóåò, ÷òî â ðàçëîæèìîì ñëó÷àå çàìûêàíèå íåóñòîé-
÷èâîãî (óñòîé÷èâîãî) ñëîÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèáî äâóìåðíûé, ëèáî ÷åòû-
ðåõìåðíûé òîð.

Âî âòîðîì ñëó÷àå, êîãäà ðàçìåðíîñòüW u (èW s) ðàâíà äâóì, ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ (6×6)-ìàòðèöà èìååò äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ λ1, λ2

âíå åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè â C, äâà ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ λ−1
1 , λ−1

2 âíóòðè
åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè è äâà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèÿ íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Â ñâîþ î÷åðåäü, λ1, λ2 ìîãóò áûòü ëèáî äâóìÿ
ðàçëè÷íûìè âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè, ëèáî ïàðîé êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ
÷èñåë. Ñîîòâåòñòâåííî,W u íàòÿíóòî ëèáî íà äâà ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåùå-
ñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðà γu

1 , γ
u
2 äëÿ âåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-

íèé, ëèáî ýòî èíâàðèàíòíîå îòíîñèòåëüíî ìàòðèöû A äâóìåðíîå âåùåñòâåí-
íîå ïîäïðîñòðàíñòâî, ñîîòâåòñòâóþùåå êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûì ñîáñòâåí-
íûì çíà÷åíèÿì. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïîðîæ-
äàåòñÿ âåùåñòâåííîé è ìíèìîé ÷àñòÿìè γu

r , γ
u
i êîìïëåêñíîãî ñîáñòâåííîãî âåê-

òîðà γu
r + iγu

i , îíè ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè âåùåñòâåííûìè âåêòîðà-
ìè.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû êëàññèôèêàöèè äîêàçàí àíàëîã ïðåäëîæåíèÿ 1.
Ñëîè íåóñòîé÷èâîãî ñëîåíèÿ îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ îðáèòàìè äåéñòâèÿ ãðóï-
ïû R2, ïîðîæäåííîé äâóìÿ êîììóòèðóþùèìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè, ñîîòâåò-
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ñòâóþùèìè ëèáî ñîáñòâåííûì âåêòîðàì äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé áîëüøå åäèíèöû, ëèáî äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòè êîìïëåêñíî-
ãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ áîëüøå åäèíèöû ïî ìîäóëþ.

Ïðåäëîæåíèå 3. Äëÿ àâòîìîðôèçìà fA çàìûêàíèå íåóñòîé÷èâîãî ñëîÿ
íåïîäâèæíîé òî÷êè Ô ìîæåò áûòü ëèáî ÷åòûðåõìåðíûì òîðîì, ëèáî
âñåì òîðîì T6, â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñëîåíèå ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì.

Òàêæå âî âòîðîì ñëó÷àå ïîñòðîåíû ïðèìåðû êàê òðàíçèòèâíûõ, òàê è
ðàçëîæèìûõ àâòîìîðôèçìîâ ñ äâóìåðíûì íåóñòîé÷èâûì ñëîåíèåì.

Âûøå áûëè ïðåäñòàâëåíû àâòîìîðôèçìû, èìåþùèå òðàíçèòèâíîå íåóñòîé-
÷èâîå (è óñòîé÷èâîå) ñëîåíèå, ò.å. âñå åãî ñëîè ïëîòíû íà T6. Òîãäà âîçíèêàåò
åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ïóñòü íåóñòîé÷èâîå ñëîåíèå àâòîìîðôèçìà fA òðàíçè-
òèâíî, ÿâëÿåòñÿ ëè òðàíçèòèâíûì ñàì àâòîìîðôèçì fA, ò.å. èìååò ëè îí òðàí-
çèòèâíóþ òðàåêòîðèþ? Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Ïðåäëîæåíèå 4. Àâòîìîðôèçì fA ñ òðàíçèòèâíûì íåóñòîé÷èâûì ñëî-
åíèåì, òðàíçèòèâåí êàê äèôôåîìîðôèçì òîðà T6.

Ïðè èçó÷åíèè ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ àâòîìîðôèç-
ìîâ ãëàâíûì âîïðîñîì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé: â êàêîì ñëó÷àå äâà òàêèõ àâ-
òîìîðôèçìà òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû. Íàïîìíèì, ÷òî äâà ãîìåîìîðôèçìà
f1, f2 ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâàM íàçûâàþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííû-
ìè, åñëè ñóùåñòâóåò ãîìåîìîðôèçì h : M → M òàêîé, ÷òî h ◦ f1 = f2 ◦ h.

Äëÿ êëàññèôèêàöèè ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèõ àâòîìîðôèçìîâ íà T6 ñïðà-
âåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, îïèðàþùàÿñÿ íà òåîðåìó Àðîâà 24

Òåîðåìà 15. Äâà ñèìïëåêòè÷åñêèõ ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèõ àâòî-
ìîðôèçìà fA, fB íà T6 òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà èõ ìàòðèöû A,B öåëî÷èñëåííî ïîäîáíû.

×òîáû ðàçëè÷àòü àâòîìîðôèçìû, íå ÿâëÿþùèåñÿ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿ-
æåííûìè, ïîëåçíî èìåòü íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðèçíàêîâ, êîòîðûå ãàðàíòèðó-
þò ýòî. Äëÿ ýòîãî äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü fA � ñèìïëåêòè÷åñêèé ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷å-
ñêèé àâòîìîðôèçì 6-ìåðíîãî òîðà T6 ñ òðàíçèòèâíûì îäíîìåðíûì íåóñòîé-
÷èâûì ñëîåíèåì. Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû A íåïðè-
âîäèì íàä ïîëåì Q.

Òàêæå äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå
Ïðåäëîæåíèå 6. Åñëè fA � ñèìïëåêòè÷åñêèé ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷å-

ñêèé àâòîìîðôèçì òîðà T6 ñ òðàíçèòèâíûì íåóñòîé÷èâûì îäíîìåðíûì
ñëîåíèåì, òî ñëîè åãî óñòîé÷èâîãî è öåíòðàëüíîãî ñëîåíèé òàêæå ïëîò-
íû.

Òåïåðü âåðíåìñÿ ê êëàññèôèêàöèè àâòîìîðôèçìîâ fA íà T6, êîòîðûå ÿâ-
ëÿþòñÿ ðàçëîæèìûìè. Íà ñàìîì äåëå, òåîðåìà Àðîâà ðàáîòàåò è â ýòîì ñëó-

24Àðîâ Ä. Ç. Î òîïîëîãè÷åñêîì ïîäîáèè àâòîìîðôèçìîâ è ñäâèãîâ êîìïàêòíûõ êîììóòàòèâíûõ ãðóïï
//Óñïåõè ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê. � 1963. � Ò. 18, � 5. � Ñ. 133-138.
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÷àå. Òåì íå ìåíåå, â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñêàçàòü áîëüøå î ñîïðÿãàþùåì àâ-
òîìîðôèçìå.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà fA èìååò îäíîìåðíîå íåóñòîé÷èâîå
ñëîåíèå. Ïóñòü fA � ðàçëîæèìûé àâòîìîðôèçì, ïîðîæäåííûé ìàòðèöåé A
(ñèìïëåêòè÷åñêîé îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîé èëè íåñòàíäàðòíîé ñèìïëåêòè-
÷åñêîé ñòðóêòóðû) ñ îäíîìåðíûì íåóñòîé÷èâûì ñëîåíèåì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
çàìûêàíèå ëþáîãî íåóñòîé÷èâîãî ñëîÿ ÿâëÿåòñÿ òîðîì ðàçìåðíîñòè ìåíüøå
øåñòè. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 7. Åñëè fA ðàçëîæèìûé àâòîìîðôèçì ñ îäíîìåðíûì
íåóñòîé÷èâûì ñëîåíèåì, òî öåëî÷èñëåííûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí
χ(λ) ìàòðèöû A ïðèâîäèì íàä ïîëåì Q.

Â ðàçëîæèìîì ñëó÷àå èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå òåîðåìû î êëàññèôèêàöèè.
Òåîðåìà 16. Ïóñòü ñèìïëåêòè÷åñêèé àâòîìîðôèçì fA òîðà T6 ñ îä-

íîìåðíûì íåóñòîé÷èâûì ñëîåíèåì ðàçëîæèì, è çàìûêàíèå íåóñòîé÷èâî-
ãî (óñòîé÷èâîãî) ñëîÿ ÿâëÿåòñÿ ÷åòûðåõìåðíûì òîðîì. Òîãäà ìàòðèöà A
ðàöèîíàëüíî ïîäîáíà áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå (H, I), ãäå áëîêè 4 × 4
äëÿ H è 2 × 2 äëÿ I ÿâëÿþòñÿ ñîïðîâîæäàþùèìè ìàòðèöàìè íåïðèâîäè-
ìûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ P4 è Q2 ñîîòâåòñòâåííî. Äâå òà-
êèå áëî÷íî-äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû (H, I), (H ′, I ′) ïîðîæäàþò òîïîëîãè÷å-
ñêè ñîïðÿæåííûå ðàçëîæèìûå àâòîìîðôèçìû íà T4 × T2 òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèå öåëî÷èñëåííûå ìàòðèöû H è H ′

öåëî÷èñëåííî ïîäîáíû, à ïåðèîäè÷åñêèå ìàòðèöû I, I ′ èìåþò îäèíàêîâûé
ïåðèîä k, ãäå k ∈ {3, 4, 6}.

Òåîðåìà 17. Ïóñòü fB � ðàçëîæèìûé ñèìïëåêòè÷åñêèé àâòîìîðôèçì
T6 ñ îäíîìåðíûì íåóñòîé÷èâûìè ñëîåíèåì òàêîé, ÷òî çàìûêàíèå íåóñòîé-
÷èâîãî (óñòîé÷èâîãî) ñëîÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóìåðíûé òîð. Òîãäà ìàò-
ðèöà B ðàöèîíàëüíî ïîäîáíà áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå (H, I), áëîêè êî-
òîðîé ÿâëÿþòñÿ ñîïðîâîæäàþùèìè ìàòðèöàìè 4× 4 è 2× 2 äëÿ H, I, ñî-
îòâåòñòâåííî, ïîðîæäåííûå íåïðèâîäèìûìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ìíî-
ãî÷ëåíàìè P4, Q2, èëè òðåì 2×2 ìàòðèöàì (H, I1, I2), ïîðîæäåííûì íåïðè-
âîäèìûìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè P2, Q2, R2, ñîîòâåòñòâåí-
íî.

Â ïåðâîì ñëó÷àå äâå òàêèå áëî÷íî-äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû (H, I), (H ′, I ′)
ïîðîæäàþò òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûå ðàçëîæèìûå àâòîìîðôèçìû íà
T4×T2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ãèïåðáîëè÷åñêèå öåëî÷èñëåííûå ìàò-
ðèöû H è H ′ öåëî÷èñëåííî ïîäîáíû, à ïåðèîäè÷åñêèå ìàòðèöû I, I ′ èìåþò
îäèíàêîâûé ïåðèîä k.

Âî âòîðîì ñëó÷àå äâà íàáîðà áëî÷íî-äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö (H, I1, I2),
(H ′, I ′1, I

′
2) ïîðîæäàþò òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûå ðàçëîæèìûå àâòîìîð-

ôèçìû íà T2×T2×T2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãèïåðáîëè÷åñêèå öåëî÷èñ-
ëåííûå ìàòðèöû H è H ′ öåëî÷èñëåííî ïîäîáíû, à ïåðèîäè÷åñêèå ìàòðèöû
I1, I

′
1 èìåþò îäèíàêîâûé ïåðèîä k1 è I2, I

′
2 èìåþò îäèíàêîâûé ïåðèîä k2,
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ki = 3, 4, 6, i = 1, 2 ïðè óñëîâèè, ÷òî k1 ̸= k2.
Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ðàçëîæèìûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ àâòîìîðôèçìîâ íà T6

ñ îäíîìåðíûìè íåóñòîé÷èâûìè ñëîåíèåì, òàêæå ñïðàâåäëèâû òåîðåìû î êëàñ-
ñèôèêàöèè ðàçëîæèìûõ àâòîìîðôèçìîâ íà T6 ñ äâóìåðíûì íåóñòîé÷èâûì
ñëîåíèåì.

Òåîðåìà 18. Ïóñòü fA � ðàçëîæèìûé ñèìïëåêòè÷åñêèé àâòîìîðôèçì
òîðà T6 òàêîé, ÷òî çàìûêàíèå ëþáîãî äâóìåðíîãî íåóñòîé÷èâîãî (óñòîé-
÷èâîãî) ñëîÿ ÿâëÿåòñÿ ÷åòûðåõìåðíûì òîðîì, à ìàòðèöà A èìååò ëè-
áî ÷åòâåðêó êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé âíå åäèíè÷-
íîé îêðóæíîñòè, ëèáî äâå ðàçëè÷íûå ïàðû âåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé âíå åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Òîãäà ìàòðèöà A ðàöèîíàëüíî ïîäîáíà
áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå S, áëîêè êîòîðîé (H, I) ÿâëÿþòñÿ ñîïðîâîæ-
äàþùèìè ìàòðèöàìè (4 × 4) è (2 × 2), ïîðîæäåííûìè ìíîæèòåëÿìè õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà. Äâå òàêèå áëî÷íî-äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû
(H, I), (H ′, I ′) ïîðîæäàþò òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûå ðàçëîæèìûå àâòî-
ìîðôèçìû íà T4×T2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãèïåðáîëè÷åñêèå öåëî÷èñ-
ëåííûå ìàòðèöû H è H ′ öåëî÷èñëåííî ïîäîáíû, à ïåðèîäè÷åñêèå ìàòðèöû
I, I ′ èìåþò îäèíàêîâûé ïåðèîä k, k ∈ {3, 4, 6}.

Òåîðåìà 19. Ïóñòü fB � ðàçëîæèìûé ñèìïëåêòè÷åñêèé àâòîìîðôèçì
òîðà T6 òàêîé, ÷òî çàìûêàíèå ëþáîãî äâóìåðíîãî íåóñòîé÷èâîãî (óñòîé-
÷èâîãî) ñëîÿ ÿâëÿåòñÿ ÷åòûðåõìåðíûì òîðîì, è åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
ìíîãî÷ëåí ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì òðåõ ìîíè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ âòîðîé
ñòåïåíè. Òîãäà ìàòðèöà B ðàöèîíàëüíî ïîäîáíà áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàò-
ðèöå S, áëîêè êîòîðîé (H1, H2, I) ÿâëÿþòñÿ ñîïðîâîæäàþùèìè ìàòðèöàìè
(2× 2), (2× 2) è (2× 2), ïîðîæäåííûå ìíîæèòåëÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî
ìíîãî÷ëåíà. Äâå òàêèå áëî÷íî-äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû (H1, H2, I), (H

′
1, H

′
2, I

′)
ïîðîæäàþò òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûå ðàçëîæèìûå àâòîìîðôèçìû íà
T6 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãèïåðáîëè÷åñêèå öåëî÷èñëåííûå ìàòðèöû
H1 è H ′

1 öåëî÷èñëåííî ïîäîáíû, ãèïåðáîëè÷åñêèå öåëî÷èñëåííûå ìàòðèöû H2

è H ′
2 òàêæå öåëî÷èñëåííî ïîäîáíûå, à öåëî÷èñëåííûå ìàòðèöû I, I ′ èìåþò

îäèíàêîâûé ïåðèîä k, k ∈ {3, 4, 6}
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