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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà îòíîñèòñÿ ê îäíîìó èç íàèáîëåå
âàæíûõ è èíòåðåñíûõ ðàçäåëîâ òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì � òåîðèè ìíîãî-
ìåðíûõ ãëàäêèõ ñèñòåì ñî ñëîæíûì, õàîòè÷åñêèì ïîâåäåíèåì òðàåêòîðèé. Â
äèññåðòàöèè èçó÷àåòñÿ âàæíûé êëàññ òàêèõ ñèñòåì � ìíîãîìåðíûå ãàìèëüòîíî-
âû è îáðàòèìûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû. Ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé, êîòîðûå ìîæíî çàïèñàòü â ãàìèëüòîíîâîé ôîðìå, ÿâëÿþòñÿ êëàññè÷åñêèì
îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ â òåîðèè äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé. Îíè ïðåäñòàâ-
ëÿþò ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè ÿâëåíèé, âîçíèêàþùèõ â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ ñî-
âðåìåííîé ôèçèêè, ìåõàíèêè, ãèäðîäèíàìèêè, íåëèíåéíîé îïòèêè, õèìèè (çàäà-
÷è ìîëåêóëÿðíîé äèíàìèêè). Â íåêîòîðîì ñìûñëå ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî áîëüøèí-
ñòâî ôèçè÷åñêèõ çàäà÷ íà áàçèñíîì óðîâíå, áåç ó÷åòà äèññèïàöèè, îïèñûâàþòñÿ
ãàìèëüòîíîâûìè ñèñòåìàìè è ïîýòîìó èõ èçó÷åíèå ïðåäñòàâëÿåò ïåðâîñòåïåí-
íûé èíòåðåñ. Îáðàòèìûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû (êàê âåêòîðíûå ïîëÿ, òàê è
äèôôåîìîðôèçìû) òàêæå ïîÿâëÿþòñÿ â ðàçëè÷íûõ ðàçäåëàõ íàóêè, ïðè÷åì îá-
ðàòèìûìè ìîãóò áûòü êàê ãàìèëüòîíîâû, òàê è íåãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû. Â
ïîñëåäíåì ñëó÷àå îíè õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî èõ ïîâåäåíèå äèññèïàòèâíî â
îäíèõ îáëàñòÿõ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà è áëèçêî ê êîíñåðâàòèâíîìó � â äðó-
ãèõ îáëàñòÿõ ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Ïîýòîìó èññëåäîâàíèå îáðàòèìûõ ñèñòåì
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áîëüøîé èíòåðåñ êàê ñ ìàòåìàòè÷åñêîé, òàê è ñ ïðèêëàäíîé
òî÷êè çðåíèÿ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îáùåïðèçíàíî, ÷òî áîëüøèíñòâî ãàìèëüòîíîâûõ è îá-
ðàòèìûõ ñèñòåì èìåþò âåñüìà ñëîæíóþ äèíàìèêó, ïîýòîìó îäíèì èç ïëîäî-
òâîðíûõ ïîäõîäîâ ïðè èçó÷åíèè èõ äèíàìèêè ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ
ñèñòåìû â îêðåñòíîñòÿõ êàêèõ-òî èíâàðèàíòíûõ ïîäìíîæåñòâ, êîòîðûå ìîãóò
áûòü âûäåëåíû íåêèìè ïðîñòûìè óñëîâèÿìè. Èçó÷åíèå ñèñòåì â îêðåñòíîñòÿõ
ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé è ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êîíòóðîâ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç
òàêèõ çàäà÷. Êðîìå òîãî ãîìîêëèíè÷åñêèå è ãåòåðîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè ÷à-
ñòî ÿâëÿþòñÿ îáüåêòîì èññëåäîâàíèÿ â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ, íàïðèìåð ïðè èçó-
÷åíèè ëîêàëèçàâàííûõ ðåøåíèé â óðàâíåíèÿõ ñ ÷àñòíûìè ïðîèçâîäíûìè (ðå-
øåíèÿ òèïà áåãóùèõ âîëí, ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ è ò.ä.).

Èçâåñòíî, ÷òî èçó÷åíèå ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé è ïîâåäåíèÿ ãàìèëü-
òîíîâîé ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè òàêèõ òðàåêòîðèé íà÷àëîñü ñ ðàáîò À.Ïóàíêà-
ðå, îáíàðóæèâøèì ñëîæíîå ïîâåäåíèå óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîá-
ðàçèé ñåäëîâîé íåïîäâèæíîé òî÷êè ïðè íàëè÷èè òðàíñâåðñàëüíîé ãîìîêëèíè-
÷åñêîé òðàåêòîðèè ñåäëà. Çàòåì ýòî èçó÷åíèå áûëî ïðîäîëæåíî â ðàáîòàõ Äæ.
Áèðêãîôà: â ñëó÷àå äâóìåðíûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ äèôôåîìîðôèçìîâ èì áûëî
äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòî-
ðèé â îêðåñòíîñòè òðàíñâåðñàëüíîé ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè ê ñåäëîâîé
íåïîäâèæíîé òî÷êå. Ñëåäóþùèé øàã áûë ñäåëàí Ñ. Ñìåéëîì, äîêàçàâøèì, ïðè
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óñëîâèè ëèíåàðèçóåìîñòè äèôôåîìîðôèçìà â îêðåñòíîñòè íåïîäâèæíîé òî÷êè,
òåîðåìó î ñëîæíîé ñòðóêòóðå ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé â ìàëîé îêðåñòíîñòè òðàíñ-
âåðñàëüíîé ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè äëÿ äèôôåîìîðôèçìîâ îáùåãî òèïà.
Îäíàêî çàäà÷à îá îïèñàíèè ñòðóêòóðû ìíîæåñòâà âñåõ òðàåêòîðèé, öåëèêîì ëå-
æàùèõ â ìàëîé îêðåñòíîñòè ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè, èì íå áûëà ðåøåíà.
Ýòà çàäà÷à áåç êàêèõ-ëèáî äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèé áûëà çàòåì ðåøåíà
Ë.Ï. Øèëüíèêîâûì. Âñå ýòî êàñàëîñü èçó÷åíèÿ ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ê
ñåäëîâûì ïåðèîäè÷åñêèì òðàåêòîðèÿì ãëàäêèõ ïîòîêîâ èëè, ñîîòâåòñòâåííî, ãî-
ìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ñåäëîâûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê ãëàäêèõ äèôôåîìîð-
ôèçìîâ. Ïåðâûå ðåçóëüòàòû ïî èçó÷åíèþ ãîìîêëèíè÷åñêèõ ñòðóêòóð â ìíîãî-
ìåðíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåìàõ áûëè ïîëó÷åíû Ð. Äåâàíè. Èçó÷åíèå äèíàìèêè
â îêðåñòíîñòè ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êîíòóðîâ ðàçíîãî òèïà áûëî ðàçâèòèåì ýòîé
òåìàòèêè, ãäå ñ îäíîé ñòîðîíû áûëè ïîëó÷åíû áëèçêèå ðåçóëüòàòû, à ñ äðóãîé
ñòîðîíû áûëè îáíàðóæåíû ïðèíöèïèàëüíî íîâûå ÿâëåíèÿ � ñîñóùåñòâîâàíèå
èíâàðèàíòíûõ ìíîæåñòâ, ñîäåðæàùèõ óñòîé÷èâûå, ñåäëîâûå è íåóñòîé÷èâûå
ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè, ò.å. ÷òî ïîòîì ñòàëî íàçûâàòüñÿ ñìåøàííîé äèíà-
ìèêîé. Çäåñü â ïåðâóþ î÷åðåäü ñëåäóåò îòìåòèòü ðàáîòû Ø. Íüþõàîñà, Ë.Ï.
Øèëüíèêîâà, Ñ.Â. Ãîí÷åíêî, Ä.Â. Òóðàåâà, Ï. Äóàðòå, Ë. Ìîðà, Í. Ðîìåðî, À.
Ðîäðèãåñà è äð.

Â îáùåé äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìå íàëè÷èå ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, èìåþùèõ ÷è-
ñòî ìíèìûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, ÿâëÿåòñÿ âûðîæäåíèåì è èçó÷àåòñÿ â òåîðèè
áèôóðêàöèé. Â îòëè÷èå îò ýòîãî, â ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåìàõ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè íà ìíèìîé îñè ÿâëÿþòñÿ ñîñòîÿíèÿìè ðàâíîâå-
ñèÿ îáùåãî òèïà, îíè íå èñ÷åçàþò ïðè âàðèàöèè ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû. Ïîýòîìó
èçó÷åíèå ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé äëÿ òàêèõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåò-
ñÿ îäíîé èç âàæíûõ çàäà÷. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ó
ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ äîëæíû ñóùåñòâîâàòü ãèïåðáîëè÷åñêèå íàïðàâëåíèÿ, ò.å.
ñïåêòð åãî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé äîëæåí ñîäåðæàòü êàê ÷èñòî ìíèìûå, òàê è
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ñ íåíóëåâîé ðåàëüíîé ÷àñòüþ. Òàêèå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ ñóùåñòâóþò óæå â ñèñòåìàõ ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû è íàçûâàþòñÿ ñåäëî-
öåíòðàìè. Ïåðâûé ñóùåñòâåííûé ðåçóëüòàò î ñòðóêòóðå ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû
â îêðåñòíîñòè ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè ê ñåäëî-öåíòðó áûë ïîëó÷åí Ë.Ì.
Ëåðìàíîì [104]. Îí äîêàçàë, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðîãî óñëîâèÿ îáùåãî
ïîëîæåíèÿ íà ñèñòåìó ñ ïåòëåé âñå ìàëûå ëÿïóíîâñêèå ñåäëîâûå ïåðèîäè÷å-
ñêèå òðàåêòîðèè, ñóùåñòâóþùèå â îêðåñòíîñòè ñåäëî-öåíòðà è çàïîëíÿþùèå åãî
äâóìåðíîå öåíòðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå, èìåþò êàæäàÿ ïî ÷åòûðå òðàíñâåðñàëü-
íûå ãîìîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè Ïóàíêàðå è òåì ñàìûì, â ñèëó ðåçóëüòàòîâ Ñ.
Ñìåéëà è Ë.Ï. Øèëüíèêîâà, ñèñòåìà îáëàäàåò ñëîæíîé ñòðóêòóðîé è íåèíòå-
ãðèðóåìà. Â äàëüíåéøåì, ýòè ðåçóëüòàòû áûëè îáîáùåíû íà ñèñòåìû ñ ïàðàìåò-
ðàìè (Êîëüöîâà�Ëåðìàí), íà ìíîãîìåðíûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû (Êîëüöîâà�
Ëåðìàí), íà îáðàòèìûå ãàìèëüòîíîâû ñèñòåìû (Mielke-Holmes�O'Reiley, Grotta
Ragazzo, Yagasaki è äð.)
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Íàïîìíèì âàæíîå äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ïîíÿòèå îáðàòèìîé ñèñòåìû.
Ïóñòü M � ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå, íà êîòîðîì äåéñòâóåò ãëàäêèé äèôôåîìîð-
ôèçì L, ÿâëÿþùèéñÿ èíâîëþöèåé, ò.å. L2 = L ◦ L = idM , ãäå idM � òîæäå-
ñòâåííîå îòîáðàæåíèå íà M . Âåêòîðíîå ïîëå v íà M íàçûâàåòñÿ îáðàòèìûì
(reversible), åñëè âûïîëíåíî òîæäåñòâî DL(v(x)) = −v(L(x)) äëÿ ëþáîé òî÷êè
x ∈ M . Ýòî òîæäåñòâî âëå÷åò ñîïðÿæåííîñòü ïîòîêà Φt ñ îáðàòíûì ïîòîêîì:
L ◦ Φt = Φ−t ◦ L. Â òåîðèè îáðàòèìûõ ñèñòåì âàæíóþ ðîëü èãðàåò ìíîæåñòâî
Fix (L) íåïîäâèæíûõ òî÷åê èíâîëþöèè. Íèæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòî ìíîæå-
ñòâî ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì â M , ïðè÷åì åãî ðàçìåðíîñòü ðàâíà
ïîëîâèíå ðàçìåðíîñòè M , ò.å. ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî M � ÷åòíîìåðíî. Òðàåêòî-
ðèÿ γ îáðàòèìîãî ïîëÿ íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, åñëè îíà èíâàðèàíòíà îòíî-
ñèòåëüíî äåéñòâèÿ L. Â ÷àñòíîñòè, òàêàÿ òðàåêòîðèÿ îáÿçàíà ïåðåñåêàòü ìíî-
æåñòâî Fix (L). Ïîýòîìó ñèììåòðè÷íîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ëåæèò â Fix (L) è
åãî ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà àíàëîãè÷íû ñîñòîÿíèÿì ðàâíîâåñèÿ ãàìèëüòîíîâûõ
ñèñòåì, à òðàåêòîðèÿ, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò Fix (L) äâàæäû, ÿâëÿåòñÿ ïåðèîäè÷å-
ñêîé òðàåêòîðèåé, ïåðèîä êîòîðîé ðàâåí âðåìåíè ïåðåõîäà îò îäíîé òî÷êè ïå-
ðåñå÷åíèÿ äî äðóãîé. Ñïåêòðàëüíûå ñâîéñòâà ìóëüòèïëèêàòîðîâ ñèììåòðè÷íûõ
ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé àíàëîãè÷íû ñâîéñòâàì ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé
ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì.

Çàäà÷è îá èññëåäîâàíèè ñèñòåì ñ ãåòåðîêëèíè÷åñêèìè ñòðóêòóðàìè âîçíèêà-
þò êàê ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷ òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì äëÿ õàðàêòåðèçà-
öèè õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ, òàê è â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ. Íàïðèìåð, ìîäåëüþ
ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçäóøíûõ ïóçûðüêîâ â òîíêèõ òðóáêàõ, ïðîâîäÿùèõ ñæèìàå-
ìóþ æèäêîñòü [108] ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðîå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå,
à óðàâíåíèå äëÿ åãî áåãóùèõ âîëí ïðèâîäèòñÿ ê ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìå ñ äâóìÿ
ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ñ êîòîðîé ïîêàçàëè íàëè÷èå ñèì-
ìåòðè÷íîãî ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êîíòóðà, ñîñòîÿùåãî èç ñåäëî-öåíòðà, ïåðèîäè-
÷åñêîé òðàåêòîðèè è ïàðû ãåòåðîêëèíè÷åñèõ òðàåêòîðèé. Ñ êîíòóðîì ñâÿçàíî
ñóùåñòâîâàíèå ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ê ñåäëî-öåíòðó, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ëîêàëèçîâàííûì ðåøåíèÿì òèïà ñîëèòîíîâ äëÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Äðóãîé
çàäà÷åé, ãäå âîçíèêàåò âîïðîñ î ïîâåäåíèè òðàåêòîðèé â îáðàòèìîé (íåãàìèëü-
òîíîâîé) ñèñòåìå ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèå äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé äëÿ èçâåñòíî-
ãî óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ, à èìåííî � îäèí èç âàðèàíòîâ óðàâíåíèÿ
Ñâèôòà-Õîýíáåðãà [84]. Íåêîòîðûå âàðèàíòû ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷åíû èç âà-
ðèàöèîííûõ ïðèíöèïîâ è èõ óðàâíåíèÿ äëÿ ñòàöèîíàðíûõ ðåøåíèé ïðèâîäÿòñÿ
ê ãàìèëüòîíîâûì ñèñòåìàì [3, 10, 24]; îäíàêî ñóùåñòâóþò è íåãàìèëüòîíîâû âåð-
ñèè, îäíà èç êîòîðûõ ðàññìîòðåíà â äèññåðòàöèè, îíà ïðèâîäèòñÿ ê îáðàòèìîé
ñèñòåìå â R4, íå ÿâëÿþùåéñÿ ãàìèëüòîíîâîé. Âñå ýòî ãîâîðèò îá àêòóàëüíîñòè
ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ î ñòðóêòóðå òðàåêòîðèé ñèñòåìû â îêðåñòíîñòÿõ ãåòå-
ðîêëèíè÷åñêèõ êîíòóðîâ.

Êàê èçâåñòíî, ñèìïëåêòè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ ïîëó÷àþòñÿ êàê îòîáðàæåíèÿ
Ïóàíêàðå íà íåêîòîðûõ ñåêóùèõ â ôèêñèðîâàííîì óðîâíå ãàìèëüòîíèàíà äëÿ
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àâòîíîìíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì. Òàêæå îíè ïîÿâëÿþòñÿ ïðè èçó÷åíèè íåàâ-
òîíîìíûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, ïåðèîäè÷åñêè çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè, ïðè èçó-
÷åíèè îòîáðàæåíèÿ çà ïåðèîä ñèñòåìû. Ñòðóêòóðà òàêèõ îòîáðàæåíèé â ñìûñ-
ëå ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé èòåðàöèé òàêîãî îòîáðàæåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå âåñüìà
ñëîæíà. Âïåðâûå èçó÷åíèå òàêèõ ñîõðàíÿþùèõ ïëîùàäü îòîáðàæåíèé ïðîâîäè-
ëîñü Äæ. Áèðêãîôîì, êîòîðûé ïîëó÷èë äëÿ íèõ áîëüøîå ÷èñëî çàìå÷àòåëüíûõ
ðåçóëüòàòîâ. Â íà÷àëå 60-õ ãîäîâ ïðîøëîãî ñòîëåòèÿ ïîÿâèëèñü ìîäåëè ñèìïëåê-
òè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé ñ ãèïåðáîëè÷åñêîé ñòðóêòóðîé (àíîñîâñêèå äèôôåîìîð-
ôèçìû). Èõ èçó÷åíèå ïðèâåëî ê áîëüøîìó ïðîãðåññó â òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ
ñèñòåì è, â ÷àñòíîñòè, â òåîðèè ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì. Îäíèì èç ïðèìåðîâ òà-
êîãî ïîâåäåíèÿ áûë ò.í. ãèïåðáîëè÷åñêèé àâòîìîðôèçì Òîìà íà äâóìåðíîì òîðå,
êàê ïðèìåð (ïðåäïîëîæèòåëüíî) ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâîãî äèôôåîìîðôèçìà ñî
ñ÷åòíûì ïëîòíûì ìíîæåñòâîì ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê. Çàòåì Ä. Â. Àíîñîâ ââåë
îáùèé êëàññ ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèñòåì è, â ÷àñòíîñòè, ãèïåðáîëè÷åñêèõ äèôôåî-
ìîðôèçìîâ [92] è äîêàçàë èõ ñòðóêòóðíóþ óñòîé÷èâîñòü. Ïîçæå, â ðàáîòàõ Ì.
È. Áðèíà è ß. Á. Ïåñèíà [98] áûëè ââåäåíû ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèå ñèñòå-
ìû, â êîòîðûõ áûëî îñëàáëåíî óñëîâèå ãèïåðáîëè÷íîñòè, íî ñîõðàíåíû ñâîéñòâà
ýðãîäè÷íîñòè, ïåðåìåøèâàíèÿ, Ê-ñâîéñòâà è ò.ä..

×àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèå ñèìïëåêòè÷åñêèå àâòîìîðôèçìû 6-ìåðíîãî òî-
ðà ÿâëÿþòñÿ îäíîé èõ êëàññè÷åñêèõ ïðîñòûõ ìîäåëåé õàîòè÷åñêîé äèíàìèêè,
êîòîðûå î÷åíü ïðîñòî ôîðìóëèðóþòñÿ, íî èìåþò ñëîæíîå ïîâåäåíèå òðàåêòî-
ðèé, êîòîðîå õàðàêòåðèçóåòñÿ íàëè÷èåì òðàåêòîðèé ñ íóëåâûìè ëÿïóíîâñêèìè
ïîêàçàòåëÿìè, òàê è ñ ïîëîæèòåëüíûìè/îòðèöàòåëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè. Òàêèå
àâòîìîðôèçìû ïîðîæäàþòñÿ öåëî÷èñëåííûìè ñèìïëåêòè÷åñêèìè ëèíåéíûìè
ïðåîáðàçîâàíèÿìè ïðîñòðàíñòâà R2n â ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêîì ñëó÷àå, ò.å.
êîãäà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû ïðåîáðàçîâàíèÿ ëåæàò âíå è íà åäèíè÷-
íîé îêðóæíîñòè êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè. Âàæíîé çàäà÷åé áûëî ïîëó÷èòü èõ
òîïîëîãè÷åñêóþ êëàññèôèêàöèþ.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïîëó÷åíî ìíîãî ðåçóëüòàòîâ î ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèõ
äèôôåîìîðôèçìàõ [12, 32, 37]. ×òî êàñàåòñÿ ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèõ àâòî-
ìîðôèçìîâ òîðà Tn, òî íàèáîëåå ïîäðîáíîå èõ èññëåäîâàíèå áûëî ïðîâåäåíî â
ñòàòüå [37], ãäå áûë èññëåäîâàí âîïðîñ îá èõ óñòîé÷èâîé ýðãîäè÷íîñòè, ïîñòàâ-
ëåííûé â [38]. Íåñìîòðÿ íà áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò ïî ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèì
äèôôåîìîðôèçìàì, êëàññèôèêàöèÿ òàêèõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ àâòîìîðôèçìîâ íå
áûëà ïîëó÷åíà.

Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå è õàðàêòåðèçàöèÿ ñëîæ-
íîãî ïîâåäåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû, îñíîâûâàÿñü íà åå ïîâåäåíèè â îêðåñò-
íîñòè èíâàðèàíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ñ ïðîñòîé äèíàìèêîé, à èìåííî � ãåòåðîêëè-
íè÷åñêèõ êîíòóðîâ ðàçëè÷íîãî òèïà. Ïîñêîëüêó îñíîâíûì êëàññîì èññëåäóåìûõ
ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ ãàìèëüòîíîâû è îáðàòèìûå ñèñòåìû, òî èçó÷àþòñÿ îêðåñòíîñòè
êîíòóðîâ ðàçëè÷íîãî òèïà, âñòðå÷àþùèõñÿ â òàêèõ ñèñòåìàõ. Èõ âûáîð îñíîâû-
âàåòñÿ íà òîì, ÷òî îíè áûëè îáíàðóæåíû â êîíêðåòíûõ ñèñòåìàõ, íå áûëè ðàíåå
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èññëåäîâàíû è ïðèâîäÿò ê ìàòåìàòè÷åñêè íåòðèâèàëüíûì çàäà÷àì. Äðóãèì ïîä-
õîäîì ê èçó÷åíèþ ñëîæíîé äèíàìèêè ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ìîäåëüíûõ çàäà÷,
ÿâëÿþùèõñÿ ïðîñòûìè ïî ïîñòàíîâêå, íî ïðèâîäÿùèå ê ñëîæíîìó ïîâåäåíèþ
òðàåêòîðèé. Ñ ýòîé öåëüþ èçó÷àþòñÿ ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèå ñèìïëåêòè÷å-
ñêèå àâòîìîðôèçìû 6-ìåðíîãî òîðà, ìîäåëèðóþùèå ïîâåäåíèå ãàìèëüòîíîâîé
ñèñòåìû ñ ÷åòûðüìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû íà óðîâíÿõ åå ãàìèëüòîíèàíà.

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííîé öåëè ðåøàþòñÿ ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. Èçó÷åíèå äèíàìèêè âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêîé îáðàòèìîé ãàìèëüòîíî-
âîé ñèñòåìû ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû â îêðåñòíîñòè åå ñèììåòðè÷íîãî
êîíòóðà, ñîñòîÿùåãî èç ñèììåòðè÷íîãî ñåäëî-öåíòðà, ñèììåòðè÷íîé ñåä-
ëîâîé ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè â òîì æå óðîâíå ãàìèëüòîíèàíà è ïà-
ðû íåñèììåòðè÷íûõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, ïåðåñòàâëÿåìûõ èí-
âîëþöèåé.

2. Èçó÷åíèå äèíàìèêè ãëàäêîãî ÷åòûðåõìåðíîãî îáðàòèìîãî âåêòîðíîãî ïî-
ëÿ â îêðåñòíîñòÿõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êîíòóðîâ äâóõ òèïîâ. Êîíòóð ïåð-
âîãî òèïà ñîñòîèò èç äâóõ íåñèììåòðè÷íûõ ñåäëî-ôîêóñîâ, ïåðåñòàâëÿå-
ìûõ èíâîëþöèåé è äâóõ ñèììåòðè÷íûõ íåâûðîæäåííûõ ãåòåðîêëèíè÷å-
ñêèõ òðàåêòîðèé. Êîíòóð âòîðîãî òèïà ñîñòîèò èç äâóõ ñèììåòðè÷íûõ
ñåäëî-ôîêóñîâ è äâóõ íåñèììåòðè÷íûõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, ïå-
ðåñòàâëÿåìûõ èíâîëþöèåé, èäóùèõ îò ïåðâîãî ñåäëî-ôîêóñà êî âòîðîìó è
íàîáîðîò.

3. Îïèñàíèå äèíàìèêè è ïîëó÷åíèå êëàññèôèêàöèè ñèìïëåêòè÷åñêèõ ÷àñòè÷-
íî ãèïåðáîëè÷åñêèõ àâòîìîðôèçìîâ 6-ìåðíîãî òîðà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ïîëó÷åííûå â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ
íîâûìè.

1. Äëÿ îáðàòèìîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè ñèììåòðè÷íîãî êîí-
òóðà ñ ïðåäåëüíûì ìíîæåñòâîì èç ñåäëî-öåíòðà è ãèïåðáîëè÷åñêîé ïåðè-
îäè÷åñêîé òðàåêòîðèè äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà òðàíñ-
âåðñàëüíûõ îäíîîáõîäíûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé äëÿ ñåäëîâîé ïå-
ðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè è ñâÿçàííîé ñ íèìè ãèïåðáîëè÷åñêîé äèíàìèêè,
ñóùåñòâîâàíèå ñ÷åòíûõ ñåìåéñòâ ýëëèïòè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòî-
ðèé â îêðåñòíîñòè êîíòóðà, ÷òî âëå÷åò ñóùåñòâîâàíèå áëèçêèõ ê íèì èí-
âàðèàíòíûõ ÊÀÌ òîðîâ.

2. Äëÿ îáùåãî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà îáðàòèìûõ ãàìèëüòîíîâûõ
ñèñòåì, ó êîòîðîãî ñèñòåìà ïðè êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà èìååò
óêàçàííûé êîíòóð, äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé
ïàðàìåòðà, ïðè êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà ñåìåéñòâà èìååò íåâû-
ðîæäåííóþ ãîìîêëèíè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ ê ñåäëî-öåíòðó, à ñëåäîâàòåëüíî
ãèïåðáîëè÷åñêóþ äèíàìèêó â áëèçêèõ óðîâíÿõ ñîîòâåòñòâóþùåãî ãàìèëü-
òîíèàíà.
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3. Äëÿ 4-ìåðíîé îáðàòèìîé ñèñòåìû ñ ãåòåðîêëèíè÷åñêèì êîíòóðîì ïåðâî-
ãî òèïà äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ñèììåò-
ðè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, íàêàïëèâàþùèõñÿ ê êîíòóðó, ñóùå-
ñòâîâàíèå ñ÷åòíûõ ñåìåéñòâ 2-îáõîäíûõ êîíòóðîâ è êîíå÷íîãî ÷èñëà 3-
îáõîäíûõ êîíòóðîâ ðàññìàòðèâàåìîãî òèïà, ÷òî õàðàêòåðèçóåò ñëîæíóþ
äèíàìèêó â îêðåñòíîñòè òàêîãî êîíòóðà.

4. Äëÿ îáùåãî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà îáðàòèìûõ ñèñòåì ñ ãåòåðî-
êëèíè÷åñêèì êîíòóðîì ïåðâîãî òèïà äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ñ÷åòíûõ ñå-
ìåéñòâ íåñèììåòðè÷íûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé äëÿ êàæäîãî ñåäëî-
ôîêóñà. Äëÿ ñåäëî-ôîêóñà ñ îòðèöàòåëüíîé ñåäëîâîé âåëè÷èíîé ýòî ïîçâî-
ëÿåò äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ
òðàåêòîðèé âáëèçè ãîìîêëèíè÷åñêîé, à äëÿ ïàðíîãî ñåäëî- ôîêóñà ñ ïîëî-
æèòåëüíîé ñåäëîâîé âåëè÷èíîé � àñèìïòîòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûõ ïåðèîäè-
÷åñêèõ òðàåêòîðèé.

5. Äëÿ 4-ìåðíîé îáðàòèìîé ñèñòåìû ñ ãåòåðîêëèíè÷åñêèì êîíòóðîì âòîðîãî
òèïà äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ñ÷åòíûõ ñåìåéñòâ n-îáõîäíûõ ãîìîêëèíè÷å-
ñêèõ òðàåêòîðèé ê êàæäîìó ñèììåòðè÷íîìó ñåäëî-ôîêóñó, ÷òî õàðàêòåðè-
çóåò ñëîæíóþ äèíàìèêó â îêðåñòíîñòè êîíòóðà.

6. Äëÿ îáùåãî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà îáðàòèìûõ ñèñòåìû ñ êîíòó-
ðîì âòîðîãî òèïà äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé
ïàðàìåòðà, íàêàïëèâàþùèõñÿ ê êðèòè÷åñêîìó, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà èìååò
2-îáõîäíûé êîíòóð âòîðîãî òèïà.

7. Äàíà òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèè âîçìîæíûõ òèïîâ ïîâåäåíèÿ òðàåê-
òîðèé ñèìïëåêòè÷åñêèõ àâòîìîðôèçìîâ íà 6-ìåðíîì òîðå ñ îäíîìåðíûì
íåóñòîé÷èâûì ñëîåíèåì è ïîñòðîåíû ïðèìåðû òàêèõ àâòîìîðôèçìû âî
âñåõ ñëó÷àÿõ, êàê òðàíçèòèâíûõ, òàê è ðàçëîæèìûõ.

8. Äàíà òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàññèôèêàöèè âîçìîæíûõ òèïîâ ïîâåäåíèÿ òðàåê-
òîðèé ñèìïëåêòè÷åñêèõ àâòîìîðôèçìîâ íà 6-ìåðíîì òîðå ñ äâóìåðíûì
íåóñòîé÷èâûì ñëîåíèåì è ïîñòðîåíû ïðèìåðû òàêèõ àâòîìîðôèçìû âî
âñåõ ñëó÷àÿõ, êàê òðàíçèòèâíûõ, òàê è ðàçëîæèìûõ.

Ìåòîäîëîãèÿ è ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçóþòñÿ ìå-
òîäû òåîðèè ãëàäêèõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì (âåêòîðíûõ ïîëåé è äèôôåîìîðôèç-
ìîâ íà ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ) è òåîðèè áèôóðêàöèé, ìåòîäû òåîðèè íîðìàëü-
íîé ôîðìû, ìåòîäû ñèìïëåêòè÷åñêîé ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðàáîòû. Ðàáîòà íîñèò òåî-
ðåòè÷åñêèé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå â íåé ðåçóëüòàòû âíîñÿò âêëàä â ðàçâèòèå
òåîðèè ìíîãîìåðíûõ äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì, à ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ ìîãóò áûòü
ïðèìåíåíû äëÿ õàðàêòåðèçàöèè õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ñèñòåì â òåîðèè îáðà-
òèìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ïðè èçó÷åíèè ñòðóêòóðû òðàåêòîðèé è åå áèôóð-
êàöèé ïðè âàðèàöèè óðîâíÿ ãàìèëüòîíèàíà è ïàðàìåòðîâ â îêðåñòíîñòÿõ ãåòåðî-
êëèíè÷åñêèõ êîíòóðîâ ðàçëè÷íîãî òèïà, ïðè èçó÷åíèè ïðîñòðàíñòâåííîé ñòðóê-
òóðû ñòàöèîíàðíûõ è áåãóùèõ ëîêàëèçîâàííûõ âîëí äëÿ óðàâíåíèé ñ ÷àñòíûìè
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ïðîèçâîäíûìè è èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé, â çàäà÷àõ íåãîëîíîì-
íîé ìåõàíèêè, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå îáðàòèìûõ ñèñòåì äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

1. Òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà òðàíñâåðñàëüíûõ ãîìîêëè-
íè÷åñêèõ òðàåêòîðèé äëÿ ñåäëîâîé ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè, ñ÷åòíûõ ñå-
ìåéñòâ ýëëèïòè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòè ðàññìàò-
ðèâàåìîãî ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êîíòóðà îáðàòèìîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû
ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû.

2. Äëÿ îáùåãî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà îáðàòèìûõ ãàìèëüòîíîâûõ
ñèñòåì, èìåþùåãî ïðè êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà óêàçàííûé ãåòå-
ðîêëèíè÷åñêèé êîíòóð, äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà çíà-
÷åíèé ïàðàìåòðà, ïðè êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà ñåìåéñòâà èìååò
ãîìîêëèíè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ ñåäëî-öåíòðà.

3. Äëÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êîíòóðîâ ïåðâîãî òèïà â îáðàòèìûõ ñèñòåìàõ äî-
êàçàòåëüñòâà òåîðåì î ñóùåñòâîâàíèè îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ñèì-
ìåòðè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, íàêàïëèâàþùèõñÿ ê êîíòóðó, î ñó-
ùåñòâîâàíèè ñ÷åòíûõ ñåìåéñòâ 2-îáõîäíûõ êîíòóðîâ è êîíå÷íîãî ÷èñëà
3-îáõîäíûõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êîíòóðîâ ïåðâîãî òèïà è òåîðåìû î ñóùå-
ñòâîâàíèè ñ÷åòíûõ ñåìåéñòâ n-îáõîäíûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ê
êàæäîìó ñèììåòðè÷íîìó ñåäëî-ôîêóñó äëÿ êîíòóðîâ âòîðîãî òèïà.

4. Äëÿ êîíòóðîâ ïåðâîãî òèïà â îáùåì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå îáðà-
òèìûõ ñèñòåì äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè ñ÷åòíûõ ñåìåéñòâ
íåñèììåòðè÷íûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé äëÿ êàæäîãî ñåäëî-ôîêóñà,
äëÿ êîíòóðîâ âòîðîãî òèïà � òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèå ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà
çíà÷åíèé ïàðàìåòðà, íàêàïëèâàþùèõñÿ ê êðèòè÷åñêîìó, ïðè êîòîðûõ ñî-
îòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà èìååò 2-îáõîäíûé êîíòóð âòîðîãî òèïà.

5. Òåîðåìû î êëàññèôèêàöèè ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ
àâòîìîðôèçìîâ 6-ìåðíîì òîðà êàê ñ îäíîìåðíûì íåóñòîé÷èâûì ñëîåíèåì,
òàê è ñ äâóìåðíûì íåóñòîé÷èâûì ñëîåíèåì.

Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîäòâåðæäàåòñÿ íàëè÷èåì ñòðî-
ãèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ, îïóáëèêîâàííûõ â ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ
èçäàíèÿõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü è îá-
ñóæäàëèñü

íà íàó÷íûõ ñåìèíàðàõ ÈÈÒÌÌ ÍÍÃÓ ¾Íåëèíåéíàÿ äèíàìèêà: òåîðèÿ è
ïðèëîæåíèÿ¿ èì. Ë.Ï. Øèëüíèêîâà (ðóêîâîäèòåëü � Ñ.Â. Ãîí÷åíêî)

íàó÷íîì ñåìèíàðå Ëàáîðàòîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è ïðèëîæåíèé ÂØÝ,
Íèæíèé Íîâãîðîä (ðóêîâîäèòåëè Â.Ç. Ãðèíåñ, Î.Â. Ïî÷èíêà).

Êðîìå ýòîãî ðåçóëüòàòû äîêëàäûâàëèñü íà ñëåäóþùèõ âñåðîññèéñêèõ è ìåæ-
äóíàðîäíûõ êîíôåðåíöèÿõ:
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Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ � Topological methods in dynamics and related
topics� (Í. Íîâãîðîä, 2019 ã.);

Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà, äèíàìè÷åñêèå ñè-
ñòåìû è áåñêîíå÷íîìåðíûé àíàëèç�. (ÌÔÒÈ, ã. Äîëãîïðóäíûé 2019);

Ðàáî÷àÿ ãðóïïà �Topological methods in dynamics and related topics. Shilnikov
workshop�, (Í. Íîâãîðîä, 2019);

Êîíôåðåíöèÿ �Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå è ñóïåðêîìïüþòåðíûå òåõíî-
ëîãèè�, (Í. Íîâãîðîä, 2020 ã.);

8th International Conference on Nonlinear Science and Complexity 2020-21 (Mar-
seille, France, 2021 ã.);

Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Topological Methods in Dynamics and Related
Topics � IV� (Í. Íîâãîðîä, 2021 ã.);

Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �ShilnikovWorkShop� (Í. Íîâãîðîä, 2021, 2022,
2023);

Âòîðàÿ êîíôåðåíöèÿ Ìàòåìàòè÷åñêèõ öåíòðîâ Ðîññèè (ã. Ìîñêâà, 2022 ã.).
Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâèëèñü ñîñòàâíîé ÷àñòüþ ðàáîò, âûïîëíÿâøèõñÿ

ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ãîñçàäàíèå FSWR-2020-0036),
ãðàíòîâ ÐÔÔÈ è ÐÍÔ.

Ëè÷íûé âêëàä. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿ-
þòñÿ íîâûìè è ïðèíàäëåæàò àâòîðó. Â ðàáîòàõ, âûïîëíåííûõ ñîâìåñòíî ñ Ë.Ì.
Ëåðìàíîì, àâòîðó ïðèíàäëåæàò äîêàçàòåëüñòâà âñåõ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ, Ë.Ì.
Ëåðìàíó ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêè çàäà÷ è ó÷àñòèå â îáñóæäåíèè ðåçóëüòàòîâ.
Â ðàáîòàõ, âûïîëíåííûõ ñîâìåñòíî ñ Ë.Ì. Ëåðìàíîì è Í.Å. Êóëàãèíûì, àâ-
òîðó ïðèíàäëåæàò äîêàçàòåëüñòâà âñåõ îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ, Ë.Ì. Ëåðìàíó
ïðèíàäëåæàò ïîñòàíîâêè çàäà÷, Í.Å. Êóëàãèíó ïðèíàäëåæàò ðåçóëüòàòû ÷èñ-
ëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

Ïóáëèêàöèè ïî òåìå ðàáîòû. Âñåãî ïî òåìå äèññåðòàöèè àâòîðîì îïóá-
ëèêîâàíî 14 ðàáîò, èç íèõ 6 ðàáîò â æóðíàëàõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ
è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ïîëíûé îáú¼ì äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 124 ñòðàíèöû.
Ñïèñîê ëèòåðàòóðû ñîäåðæèò 117 íàèìåíîâàíèé.

Ñòàòüè, îïóáëèêîâàííûå â ðåöåíçèðóåìûõ æóðíàëàõ, ðåêîìåíäî-

âàííûõ ÂÀÊ

1. Lerman L. M., Trifonov K. N. Geometry of symplectic partially hyperbolic
automorphisms on 4-torus //Dynamical Systems. � 2020. � V. 35, � 4. � P. 609-624.

2. Ëåðìàí Ë. Ì., Òðèôîíîâ Ê. Í. Òîïîëîãèÿ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ÷àñòè÷íî
ãèïåðáîëè÷åñêèõ àâòîìîðôèçìîâ 4-ìåðíîãî òîðà //Ìàòåìàòè÷åñêèå çàìåòêè. �
2020. � Ò. 108, � 3. � Ñ. 474-476.

3. Lerman L. M., Trifonov K. N. Saddle-center and periodic orbit: Dynamics
near symmetric heteroclinic connection //Chaos: An Interdisciplinary Journal of
Nonlinear Science. � 2021. � V. 31, � 2.
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4. Òðèôîíîâ Ê. Í. Î ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ àâòîìîð-
ôèçìàõ øåñòèìåðíîãî òîðà //Òåîðåòè÷åñêàÿ è ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà. � 2022.
� Ò. 212, � 2. � Ñ. 287-302.

5. Lerman L. M., Trifonov K. N. Symplectic partially hyperbolic automorphisms
of 6-torus //Journal of Geometry and Physics. � 2024. � V. 195. � P. 105038.

6.Kulagin N. E., Lerman L. M., Trifonov K. N. Twin heteroclinic connections
of reversible systems //Regular and Chaotic Dynamics. � 2024. � V. 29, � 1. � P.
40-64.

Ìàòåðèàëû êîíôåðåíöèé è ïðî÷èå èçäàíèÿ

1. Lerman L.M., Trifonov K.N. Complicated dynamics in a reversible Hamilto-
nian system// Abstracts of the Intern. Conf. �Topological methods in dynamics and
related topics. Shilnikov workshop�, Nizhny Novgorod, 2019, Book of Abstracts.� P.
128-129.

2. Trifonov K.N. Complicated dynamics in a reversible Hamiltonian system// 8th
International Conference on Nonlinear Science and Complexity 2020-21, Marseille,
2021, Book of Abstracts.� P. 29.

3. Lerman L.M., Trifonov K.N. Partially Hyperbolic Symplectic Automor- phisms
of 6-Torus// International Conference �Topological Methods in Dynamics and Related
Topics � IV�, Nizhny Novgorod, 2021, Book of Abstracts.� P. 35-36.

4. Ëåðìàí Ë.Ì., Òðèôîíîâ Ê.Í. Äèíàìèêà îáðàòèìîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòå-
ìû â îêðåñòíîñòè ñèììåòðè÷íîãî ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êîíòóðà// Ìàòåìàòè÷å-
ñêîå ìîäåëèðîâàíèå è ñóïåðêîìïüþòåðíûå òåõíîëîãèè, Òðóäû XX ìåæäóíàðîä-
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Ãëàâà 1

Äèíàìèêà îáðàòèìîé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû â

îêðåñòíîñòè ñèììåòðè÷íîãî ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êîíòóðà

1.1 Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ è îïðåäåëåíèÿ

Ïóñòü (M,Ω) � âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêîå ÷åòûðåõìåðíîå ñèìïëåêòè÷å-
ñêîå ìíîãîîáðàçèå, Ω � ñèìïëåêòè÷åñêàÿ 2-ôîðìà, à H � âåùåñòâåííî-àíàëèòè-
÷åñêàÿ ôóíêöèÿ (ãàìèëüòîíèàí). Ôóíêöèÿ H çàäàåò ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå
ïîëå XH íà M . Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå XH èìååò
îñîáóþ òî÷êó p òèïà ñåäëî-öåíòð. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü,
÷òî ñåäëî-öåíòð ëåæèò â íóëåâîì óðîâíå ãàìèëüòîíèàíà, ò. å. H(p) = 0 . Òàêæå
áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â òîì æå òðåõìåðíîì óðîâíå ãàìèëüòîíèàíà H = 0
ëåæèò ñåäëîâàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ γ. Íèæå èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå
Vc = {x ∈ M |H(x) = c}.

Íàïîìíèì, ÷òî îñîáàÿ òî÷êà p ãàìèëüòîíîâîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ XH íà 4-
ìåðíîì ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè M íàçûâàåòñÿ ñåäëî-öåíòðîì [104], åñ-
ëè îïåðàòîð ëèíåàðèçàöèè âåêòîðíîãî ïîëÿ â òî÷êå p èìååò ïàðó ÷èñòî ìíèìûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ±iω, ω ∈ R \ {0}, è ïàðó âåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé ±λ ̸= 0. Â îêðåñòíîñòè òàêîé òî÷êè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ëî-
êàëüíîå èíâàðèàíòíîå 2-ìåðíîå ñèìïëåêòè÷åñêîå ìíîãîîáðàçèå W c

p , çàïîëíåí-
íîå çàìêíóòûìè òðàåêòîðèÿìè lc (ëÿïóíîâñêîå ñåìåéñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåê-
òîðèé). Â âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêîì ñëó÷àå M,H ìíîãîîáðàçèå W c

p ÿâëÿåòñÿ
âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêèì. Â ñîîòâåòñòâóþùåì óðîâíå ãàìèëüòîíèàíà ëÿïó-
íîâñêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé âáëèçè òî÷êè p è êàæäàÿ
èç íèõ ðàñïîëîæåíà íà ñâîåì óðîâíå ãàìèëüòîíèàíà Vh = {x ∈ M |H(x) = h}.

Òàêæå â îêðåñòíîñòè òî÷êè p ñèñòåìà èìååò ëîêàëüíûå 3-ìåðíûå öåíòðàëüíî-
óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W cs è öåíòðàëüíî-íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W cu,
ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êó p. Ýòè ïîäìíîãîîáðàçèÿ ñîäåðæàò òðàåêòîðèè, àñèìï-
òîòè÷åñêèå ê òðàåêòîðèÿì ëÿïóíîâñêîãî ñåìåéñòâà ïðè t → ∞ (äëÿ W cs) è ïðè
t → −∞ (äëÿ W cu), ïðè÷åì W c = W cs∩W cu. Ìíîãîîáðàçèå W cs (ñîîòâåòñòâåí-
íî, W cu) ñàìî ðàññëîåíî óðîâíÿìè Vh íà ëîêàëüíûå óñòîé÷èâûå (íåóñòîé÷èâûå)
ìíîãîîáðàçèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé lc, ýòè ìíîãîîáðàçèÿ äèôôåîìîðôíû
öèëèíäðàì I × S1. Êðîìå òîãî W cs (ñîîòâåòñòâåííî, W cu), ÿâëÿÿñü çàïîëíåí-
íûì öèëèíäðîì, ñîäåðæèò ãëàäêóþ êðèâóþ W s(W u) � ëîêàëüíîå óñòîé÷èâîå
(íåóñòîé÷èâîå) ìíîãîîáðàçèå òî÷êè p, ñîñòîÿùåå èç òî÷êè p è äâóõ ïîëóòðàåê-
òîðèé ñòðåìÿùèõñÿ ê p ïðè t → ∞ (t → −∞).

Âñþäó â ýòîé ãëàâå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â óðîâíå ãàìèëüòîíèàíà V0, ñîäåð-
æàùåì ñåäëî-öåíòð, ëåæèò òàêæå ñåäëîâàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ γ. Â M
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ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ γ ïðèíàäëåæèò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîìó ñåìåéñòâó òà-
êèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé γc ⊂ Vc, îáðàçóþùèõ àíàëèòè÷åñêèé 2�ìåðíûé
ñèìïëåêòè÷åñêèé öèëèíäð. Íàïîìíèì, ÷òî â Vc ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ γc
èìååò äâà ãëàäêèõ (ñîîòâåòñòâåííî � àíàëèòè÷åñêèõ, åñëè ñèñòåìà âåùåñòâåííî-
àíàëèòè÷åñêàÿ) äâóìåðíûõ ëàãðàíæåâûõ ìíîãîîáðàçèÿ W s(γ), W u(γ), ÿâëÿþ-
ùèõñÿ åå óñòîé÷èâûì è íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèÿìè, ñîîòâåòñòâåííî. Îíè
ñîäåðæàò êàæäîå ñàìó γ è òîïîëîãè÷åñêè ÿâëÿþòñÿ îáà ëèáî öèëèíäðàìè (åñ-
ëè ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ èìååò ïîëîæèòåëüíûå ìóëüòèïëèêàòîðû), ëèáî
ëèñòàìè Ìåáèóñà (åñëè ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ èìååò îòðèöàòåëüíûå ìóëü-
òèïëèêàòîðû).

Âñþäó â ýòîé ãëàâå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðàññìàòðèâàåìîå âåêòîðíîå ïîëå
v = XH ÿâëÿåòñÿ òàêæå îáðàòèìûì. Îáðàòèìîñòü îçíà÷àåò, êàê èçâåñòíî [21],
÷òî íà ìíîãîîáðàçèè M , ãäå çàäàíî âåêòîðíîå ïîëå v, ãëàäêî äåéñòâóåò èíâîëþ-
öèÿ L : M → M, L2 = idM , è âåêòîðíîå ïîëå v îáëàäàåò ñâîéñòâîìDLv = −v◦L.
Îñíîâíîå ñâîéñòâî îáðàòèìîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: åñëè x(t)
ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé,
òî x1(t) = Lx(−t) òàêæå ÿâëÿåòñÿ åãî ðåøåíèåì. Òðàåêòîðèÿ γ îáðàòèìîãî âåê-
òîðíîãî ïîëÿ v íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì
ìíîæåñòâîì îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ èíâîëþöèè L, ò.å. äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ γ
âûïîëíåíî Lx ∈ γ. Â ÷àñòíîñòè, ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ p, v(p) = 0, ñèììåòðè÷-
íî, åñëè L(p) = p, ò.å. òî÷êà p ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó íåïîäâèæíûõ òî÷åê
èíâîëþöèè Fix(L). Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå [21].

Ïðåäëîæåíèå 1. Òðàåêòîðèÿ îáðàòèìîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ñèììåòðè÷íà, òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ïåðåñåêàåò Fix(L). Ñèììåòðè÷íàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðà-
åêòîðèÿ ïåðåñåêàåò ìíîæåñòâî Fix(L) ðîâíî â äâóõ òî÷êàõ. Âåðíî è îáðàòíîå:
åñëè òðàåêòîðèÿ îáðàòèìîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ïåðåñåêàåò Fix(L) â äâóõ ðàçíûõ
òî÷êàõ x1, x2, òî ýòà òðàåêòîðèÿ ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé, ïåðèîäè÷åñêîé è åå
ïåðèîä ðàâåí óäâîåííîìó âðåìåíè ïåðåõîäà èç x1 â x2.

Äëÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ñâîéñòâî îáðàòèìîñòè òðåáóåò óòî÷íåíèÿ, òàê
êàê èíâîëþöèÿ äåéñòâóåò íà ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìå

[L∗Ω](ξ, η) = Ω(DL(ξ), DL(η)).

Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî àíàëèòè÷åñêîå èíâîëþòèâíîå îòîáðàæåíèå L
ÿâëÿåòñÿ àíòèêàíîíè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì, ò.å. L∗(Ω) = Ω◦DL = −Ω. Ãîâîðÿò,
÷òî ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìàXH c âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêèì ãàìèëüòîíèàíîì H
îáðàòèìà îòíîñèòåëüíî èíâîëþöèè L, åñëè H ◦ L = H. Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåä-
ëèâû ñëåäóþùèå òîæäåñòâà:

DLXH = −XH ◦ L, è Φt ◦ L = L ◦ Φ−t.

Òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Fix(L) ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì àíàëèòè÷åñêèì ìíîãî-
îáðàçèåì â M (íå îáÿçàòåëüíî ñâÿçíûì).
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Èòàê, ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêàÿ îáðàòèìàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà XH

íà ÷åòûðåõìåðíîì âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêîì ñèìïëåêòè÷åñêîì ìíîãîîáðàçèè
(M,Ω), íà êîòîðîì àíòèêàíîíè÷åñêè äåéñòâóåò àíàëèòè÷åñêàÿ èíâîëþöèÿ L.
Íèæå ñ÷èòàåì, ÷òî ìíîæåñòâî Fix(L) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì äâóìåðíûì ïîäìíîãî-
îáðàçèåì â M. Òàêæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî XH èìååò ñèììåòðè÷íîå ñîñòîÿíèå
ðàâíîâåñèÿ p, H(p) = 0, òèïà ñåäëî-öåíòð, ñåäëîâóþ ïåðèîäè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ
γ, H(γ) = 0, è äâå ãåòåðîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè: Γ1, èäóùóþ ïðè âîçðàñòàíèè
âðåìåíè îò γ ê p, è Γ2 = L(Γ1), èäóùóþ ïðè âîçðàñòàíèè âðåìåíè îò p ê γ.
Èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòè ïîëó÷åííîãî ãåòåðîêëèíè÷åñêî-
ãî êîíòóðà, ñîñòîÿùåãî èç ñëåäóþùèõ òðàåêòîðèé p,Γ1, γ,Γ2. Îòìåòèì, ÷òî ñàìà
çàäà÷à, ïî ïîñòàíîâêå, ÿâëÿåòñÿ áèôóðêàöèîííîé, ò.ê. ñòðóêòóðà òðàåêòîðèé íà
èíâàðèàíòíîì óðîâíå ãàìèëüòîíèàíà ìåíÿåòñÿ ïðè èçìåíåíèè âíóòðåííåãî ïà-
ðàìåòðà ñèñòåìû � çíà÷åíèÿ ãàìèëüòîíèàíà c âáëèçè åãî íóëåâîãî çíà÷åíèÿ.
Íàïðèìåð, íà óðîâíÿõ, îòëè÷íûõ îò V0 = {H = 0}, ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ îò-
ñóòñòâóåò, ò.å. êîíòóð ðàçðóøàåòñÿ è ïðîèñõîäÿò áèôóðêàöèè. Â ÷àñòíîñòè, íàñ
áóäóò èíòåðåñîâàòü áèôóðêàöèè ðîæäåíèÿ ýëëèïòè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðà-
åêòîðèé.

Ðèñ. 1.1. Ãåòåðîêëèíè÷åñêèé êîíòóð

1.2 Ìîçåðîâñêèå êîîðäèíàòû

Äëÿ èçó÷åíèÿ ñèñòåìû íóæíî ïîñòðîèòü óäîáíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò â
îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ òèïà ñåäëî-öåíòð p. Ðåçóëüòàòû, êîòîðûå èñ-
ïîëüçóþòñÿ íèæå, â àíàëèòè÷åñêîì ñëó÷àå ïîëó÷åíû â ðàáîòå Ìîçåðà [71, 72],
â êîòîðûõ ãîâîðèòñÿ, ÷òî îêîëî îñîáîé òî÷êè òèïà ñåäëî-öåíòð âåùåñòâåííî-
àíàëèòè÷åñêîå ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå èíòåãðèðóåìî, êîíå÷íî-ãëàäêèé âà-
ðèàíò äëÿ ñåäëîâîé íåïîäâèæíîé òî÷êè ñèïëåêòè÷åñêîãî äèôôåîìîðôèçìà ïî-
ëó÷åí â ðàáîòå [26].
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü XH àíàëèòè÷åñêîå ãàìèëüòîíîâî âåêòîðíîå ïîëå è p åãî ñî-
ñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ òèïà ñåäëî-öåíòð. Òîãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè U òî÷-
êè p ñóùåñòâóþò àíàëèòè÷åñêèå ñèìïëåêòè÷åñêèå êîîðäèíàòû (x1, y1, x2, y2),
Ω = dx1 ∧ dy1 + dx2 ∧ dy2, è âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ h(ξ, η), äëÿ
êîòîðûõ ãàìèëüòîíèàí H èìååò âèä

h(ξ, η) = λξ + ωη +R(ξ, η), R(ξ, η) = O(ξ2 + η2),

ξ = x1y1; η =
x22 + y22

2
.

×òîáû ïîëó÷èòü ñèìïëåêòè÷åñêóþ çàìåíó êîîðäèíàò â ýòîé òåîðåìå, êðîìå
ðåçóëüòàòîâ èç [71], íóæíî èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû Ðþññìàíà [78].

Çàìå÷àíèå 1. Çàìåíîé âðåìåíè (t → ±t/n) è, ïðè íåîáõîäèìîñòè, êàíîíè÷å-
ñêèì ïðåîáðàçîâàíèåì (y1 → x1, x1 → −y1), ìîæíî ñäåëàòü λ = −1, à ω > 0
(íîâîå ω ïðåäñòàâëÿåò ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà îòíîøåíèå |ω/λ|). Âñþäó íèæå
áóäåì èñïîëüçîâàòü ýòó íîðìàëèçàöèþ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φt : m → Φt(m) ïîòîê âåêòîðíîãî ïîëÿ XH . Â êîîðäèíàòàõ
òåîðåìû 1 ñèñòåìà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåêòîðíîìó ïîëþ XH , çàïèøåòñÿ

ẋ1 = −hξx1, ẏ1 = hξy1, ẋ2 = −hηy2, ẏ2 = hηx2 (1.1)

è Φt êàê


x1(t)
y1(t)
x2(t)
y2(t)

 =


exp[−t · h0

ξ] 0 0 0
0 exp[t · h0

ξ] 0 0
0 0 cos(t · h0

η) − sin(t · h0
η)

0 0 sin(t · h0
η) cos(t · h0

η)



x01
y01
x02
y02

 , (1.2)

ãäå

h0
ξ = hξ(ξ0, η0), h0

η = hη(ξ0, η0), ξ0 = x01y
0
1, η0 = ((x02)

2 + (y02)
2)/2.

Ïîñêîëüêó ðàññìàòðèâàåìàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà îáðàòèìà, âàæíî âûÿñ-
íèòü ê êàêîìó íàèáîëåå ïðîñòîìó âèäó ìîæíî ïðèâåñòè îäíîé çàìåíîé èíâîëþ-
öèþ è ãàìèëüòîíèàí â îêðåñòíîñòè ñèììåòðè÷íîãî ñåäëî-öåíòðà. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ìîçåðîâñêèå êîîðäèíàòû íóæíî ñîãëàñîâàòü ñî ñâîéñòâîì îáðàòèìîñòè â
ñèñòåìå êîîðäèíàò èç Òåîðåìû 1. Ýòî áûëî ñäåëàíî â ðàáîòå [76]. Íàïîìíèì
íåîáõîäèìûå ðåçóëüòàòû.

Ëåììà 1. Ïóñòü σ � àíòèêàíîíè÷åñêîå îòîáðàæåíèå íà (R4,Ω = dx1 ∧ dy1 +
dx2∧dy2), êîòîðîå ñîõðàíÿåò íà÷àëî êîîðäèíàò è äëÿ íåãî âûïîëíåíî òîæäåñòâî
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h ◦ σ = h. Òîãäà σ èìååò ñëåäóþùèé âèä

v :


x1
y1
x2
y2

→


0 ±e∂ξg 0 0

±e−∂ξg 0 0 0
0 0 cos(∂ηg) − sin(∂ηg)
0 0 sin(∂ηg) cos(∂ηg)



x1
y1
x2
y2


ãäå â ïåðâûõ äâóõ ñòðîêàõ ýòîé ìàòðèöû ëèáî îáà çíàêà +, ëèáî îáà çíàêà −, è
g � âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îò ξ è η.

Òåîðåìà 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîðíîå ïîëåXH óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåî-
ðåìû 1, îáðàòèìî îòíîñèòåëüíî àíòèêàíîíè÷åñêîé èíâîëþöèè L è èìååò ñèììåò-
ðè÷íîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ p òèïà ñåäëî-öåíòð. Òîãäà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
U òî÷êè p ñóùåñòâóåò òàêàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ñ òåìè æå ñâîé-
ñòâàìè, êàê â òåîðåìå 1, â êîòîðîé L ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñëåäóþùèõ ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé: 

x1
y1
x2
y2

→


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 1



x1
y1
x2
y2


èëè 

x1
y1
x2
y2

→


0 −1 0 0
−1 0 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 1



x1
y1
x2
y2


1.3 Ëîêàëüíàÿ ñòðóêòóðà ñèñòåìû îêîëî ñåäëî-

öåíòðà

Èñïîëüçóÿ ìîçåðîâñêèå êîîðäèíàòû, îïèøåì ñòðîåíèå óðîâíåé ãàìèëüòîíè-
àíà Vc = {H = c} è ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé ñèñòåìû îêîëî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ íà êàæäîì óðîâíå. Çäåñü ìû ñëåäóåì ðàáîòå [105]. Ýòà èíôîðìàöèÿ áóäåò
íåîáõîäèìà äëÿ äàëüíåéøåãî èññëåäîâàíèÿ. Â ìîçåðîâñêèõ êîîðäèíàòàõ ñèñòå-
ìà âáëèçè òî÷êè p èìååò âèä (1.1). Ñèñòåìà ëîêàëüíî èíòåãðèðóåìà è èìååò äâå
èíâàðèàíòíûå ñèìïëåêòè÷åñêèå ïëîñêîñòè (ôàêòè÷åñêè � äèñêà): x1 = y1 = 0 è
x2 = y2 = 0. Êâàäðàòè÷íûå ôóíêöèè ξ = x1y1, η = (x22+y22)/2 ÿâëÿþòñÿ ëîêàëü-
íûìè èíòåãðàëàìè ñèñòåìû. Ðàññìîòðèì ïëîñêîñòü (ξ, η) â îêðåñòíîñòè íà÷àëà
êîîðäèíàò (0, 0). Óðîâåíü Vc ãàìèëüòîíèàíà ñîîòâåòñòâóåò àíàëèòè÷åñêîé êðè-
âîé ξ = −c + ωη + O(η2 + c2) = ac(η), 0 ≤ η ≤ η∗. Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî
çíà÷åíèÿ c ýòè êðèâûå îáðàçóþò àíàëèòè÷åñêîå ñëîåíèå â îêðåñòíîñòè íà÷àëà
êîîðäèíàò (0, 0). Â ñàìîì äåëå, ïðè η ≥ 0, íóæíî ðàññìîòðåòü ïðÿìîóãîëüíèê
|ξ| ≤ ξ0, 0 ≤ η ≤ η∗ â ïëîñêîñòè (ξ, η).
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Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà óðîâåíü V0, êîòîðîìó ñîîòâåòñòâóåò êðèâàÿ ξ = ωη+
+O(η) = a(η) íà ïëîñêîñòè (ξ, η), 0 ≤ η ≤ η∗. Ðàññìîòðèì îêðåñòíîñòü ýòîé
êðèâîé |ξ − a(η)| ≤ ρ äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ρ. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îêðåñòíîñòè
íà÷àëà êîîðäèíàò â R4 ñ êîîðäèíàòàìè (x1, x2, y1, y2) âûáåðåì åùå äâå ñåêóùèå
|x1| = d, |y1| = d. Íà ìíîãîîáðàçèè M îêðåñòíîñòü U òî÷êè p â êîîðäèíàòàõ
(x1, y1, x2, y2) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå äâóõ äîñòàòî÷íî ìà-
ëûõ äèñêîâ (x1, y1, 0, 0) è (0, 0, x2, y2).

Ëîêàëüíóþ ñòðóêòóðó óðîâíÿ V0 áóäåì èçó÷àòü, ðàññëàèâàÿ åãî íà èíâàðè-
àíòíûå óðîâíè èíòåãðàëà η. Ïðè η = 0 (íà÷àëî êîîðäèíàò íà äèñêå (0, 0, x2, y2))
ïîëó÷àåì ξ = a(0) = 0, ò.å. "êðåñò"íà äèñêå (x1, y1, 0, 0) (îáúåäèíåíèå äâóõ
ïðÿìûõ y1 = 0 è x1 = 0). Â U ýòîò êðåñò ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ëîêàëüíîãî
óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèé ñåäëî-öåíòðà p (êðèâûõ � â äàííîì
ñëó÷àå). Ïðè η > 0 ïîëó÷àåì ïîëîæèòåëüíîå çíà÷åíèå ξ = a(η), êîòîðîìó íà
äèñêå (x1, y1, 0, 0) ñîîòâåòñòâóåò äâà êóñêà ãèïåðáîëû x1y1 = a(η), ëåæàùèå â
ïåðâîì è òðåòüåì êâàäðàíòå ïëîñêîñòè (x1, y1, 0, 0), ñîîòâåòñòâåííî. Â U êàæ-
äûé êóñîê ãèïåðáîëû óìíîæàåòñÿ íà îêðóæíîñòü x22 + y22 = 2η íà ïëîñêîñòè
(0, 0, x2, y2). Ìåíÿÿ η îò íóëÿ äî η∗, ïîëó÷àåì äâà çàïîëíåííûõ öèëèíäðà â U ,
êîòîðûå èìåþò åäèíñòâåííóþ îáùóþ òî÷êó � íà÷àëî êîîðäèíàò, ò.å. ñåäëî-öåíòð.
Êàæäûé çàïîëíåííûé öèëèíäð ñîäåðæèò óãîë, ñîñòàâëåííûé èç äâóõ ñêëååííûõ
ïîëóîòðåçêîâ êðåñòà (x1 ≥ 0, y1 = 0 è y1 ≥ 0, x1 = 0 äëÿ îäíîãî öèëèíäðà è
x1 ≤ 0, y1 = 0 è y1 ≤ 0, x1 = 0 äëÿ äðóãîãî öèëèíäðà). Çàìåòèì, ÷òî äâà îòðåçêà
êðåñòà ( x1 ≥ 0, y1 = 0, è y1 ≥ 0, x1 = 0) ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ïðåäåëîì ïðè
η → +0 öèëèíäðîâ x1y1 = v(η), x22+y22 = 2η, ëåæàùèõ â îäíîì çàïîëíåííîì öè-
ëèíäðå, à äâà äðóãèõ îòðåçêà êðåñòà ( x1 ≤ 0, y1 = 0, è y1 ≤ 0, x1 = 0) ÿâëÿþòñÿ
òîïîëîãè÷åñêèì ïðåäåëîì ïðè η → +0 öèëèíäðîâ x1y1 = v(η), x22 + y22 = 2η, ëå-
æàùèõ â äðóãîì çàïîëíåííîì öèëèíäðå. Òàêèì îáðàçîì, â êàæäîì çàïîëíåííîì
öèëèíäðå ëåæèò îäíà ïîëîâèíà óñòîé÷èâîé êðèâîé (óñòîé÷èâàÿ ñåïàðàòðèñà) è
îäíà ïîëîâèíà íåóñòîé÷èâîé êðèâîé (íåóñòîé÷èâàÿ ñåïàðàòðèñà) ñåäëî-öåíòðà.
Ïðè ôèêñèðîâàííîì η > 0 êàæäûé äâóìåðíûé öèëèíäð ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíò-
íûì ìíîæåñòâîì è òðàåêòîðèè íà íåì âûõîäÿò èç îäíîé ÷àñòè äâóõ ñåêóùèõ
|y1| = d â äðóãóþ ÷àñòü äâóõ ñåêóùèõ |x1| = d (ñì. ðèñ. 1.2).

Çàìå÷àíèå 2. Ñòîèò îòìåòèòü ñëåäóþùåå ñâîéñòâî, êîòîðîå áóäåò èñïîëüçîâà-
íî íèæå. Â ìîçåðîâñêèõ êîîðäèíàòàõ íà óðîâíå H = 0 ñåêóùàÿ äëÿ òðàåêòîðèé
â çàïîëíåííîì öèëèíäðå, êîòîðàÿ ïðîåêòèðóåòñÿ â ïåðâûé êâàäðàíò íà ïëîñ-
êîñòè x2 = y2 = 0, ðàâíà y1 = d > 0 (äëÿ âõîäÿùèõ òðàåêòîðèé) è x1 = d
(äëÿ âûõîäÿùèõ òðàåêòîðèé), à äëÿ âòîðîãî çàïîëíåííîãî öèëèíäðà, êîòîðûé
ïðîåêòèðóåòñÿ â òðåòèé êâàäðàíò, ðàâíà y1 = −d (äëÿ âõîäÿùèõ òðàåêòîðèé) è
x1 = −d (äëÿ âûõîäÿùèõ òðàåêòîðèé). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ ïåðâî-
ãî òèïà ñèììåòðèÿ èíâîëþöèè ïåðåñòàâëÿåò òðàåêòîðèè èç ìíîæåñòâà y1 > 0,
x1 = x2 = y2 = 0 ñ òðàåêòîðèÿìè èç ìíîæåñòâà x1 > 0, y1 = x2 = y2 = 0 è òðà-
åêòîðèè èç ìíîæåñòâà y1 < 0, x1 = x2 = y2 = 0 ñ òðàåêòîðèÿìè èç ìíîæåñòâà
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x1 < 0, y1 = x2 = y2 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèììåòðèÿ ïåðåñòàâëÿåò ñåêóùèå èç
îäíîãî è òîãî æå çàïîëíåííîãî öèëèíäðà. Äëÿ ñëó÷àÿ âòîðîãî òèïà ñèììåòðèÿ
èíâîëþöèè ïåðåñòàâëÿåò òðàåêòîðèè èç ìíîæåñòâà y1 > 0, x1 = x2 = y2 = 0
ñ òðàåêòîðèÿìè èç ìíîæåñòâà x1 < 0, y1 = x2 = y2 = 0 è òðàåêòîðèè èç
ìíîæåñòâà y1 < 0, x1 = x2 = y2 = 0 ñ òðàåêòîðèÿìè èç ìíîæåñòâà x1 > 0,
y1 = x2 = y2 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèììåòðèÿ ïåðåñòàâëÿåò ñåêóùèå èç ðàçíûõ
çàïîëíåííûõ öèëèíäðîâ. Ýòî áóäåò èñïîëüçîâàíî äëÿ êëàññèôèêàöèè ãåòåðî-
êëèíè÷åñêèõ êîíòóðîâ.

Óðîâåíü Vc ïðè c < 0 íà ïëîñêîñòè (ξ, η) ñîîòâåòñòâóåò êðèâîé ξ = −c+
+ωη + O(η2 + c2) = ac(η) > 0 ïðè âñåõ 0 ≤ η ≤ η∗. Ñëåäîâàòåëüíî, óðîâåíü
Vc ïðè c < 0 ñîñòîèò èç íåñâÿçíîãî îáúåäèíåíèÿ äâóõ çàïîëíåííûõ öèëèíäðîâ,
èõ ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü (x1, y1) åñòü äâà êðèâîëèíåéíûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêà
â ïåðâîì è òðåòüåì êâàäðàíòàõ, îãðàíè÷åííûõ îòðåçêàìè |x1| = d, |y1| = d, è
êóñêàìè ãèïåðáîë x1y1 = ac(0) = −c > 0 è x1y1 = ac(η∗). Êàæäûé äâóìåðíûé
öèëèíäð η = η0 ðàññëàèâàåòñÿ òðàåêòîðèÿìè ïîòîêà, èäóùèìè èç îäíîé ñåêóùåé
|y1| = d â äðóãóþ |x1| = d (ñì. ðèñ. 1.3).

Ïðè c > 0 ñèòóàöèÿ áîëåå ñëîæíàÿ, òàê êàê êðèâàÿ ξ = ac(η) íà ïëîñêîñòè
(ξ, η) ïðè 0 ≤ η ≤ η∗ ñîîòâåòñòâóåò êàê ïîëîæèòåëüíûì çíà÷åíèÿì ξ, òàê è îò-
ðèöàòåëüíûì çíà÷åíèÿì ( äëÿ |c| äîñòàòî÷íî ìàëûõ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç ηc åäèí-
ñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ ac(η) = 0. Òîãäà ïðè 0 ≤ η ≤ ηc
êóñêè ãèïåðáîë x1y1 = ac(η) < 0 ëåæàò âî âòîðîì è ÷åòâåðòîì êâàäðàíòàõ
ïëîñêîñòè (x1, y1, 0, 0) , à ïðè η > ηc � â ïåðâîì è òðåòüåì êâàäðàíòàõ ýòîé ïëîñ-
êîñòè. Òîïîëîãè÷åñêèé òèï ìíîæåñòâà óðîâíÿ Vc ÿâëÿåòñÿ ñâÿçíîé ñóììîé äâóõ
çàïîëíåííûõ öèëèíäðîâ (ò.å. øàðîâ). ×òîáû óâèäåòü ýòî, ðàññìîòðèì ïðîåêöèþ
ìíîæåñòâà Vc íà ïëîñêîñòü (x1, y1, 0, 0), ëåæàùóþ âíóòðè êâàäðàòà |x1| ≤ d,
|y1| ≤ d. Ðàçðåæåì ýòî ìíîæåñòâî íà äâå ïîëîâèíû äèàãîíàëüþ y1 = −x1. Íàä
ýòîé äèàãîíàëüþ â Vc ëåæèò äâóìåðíàÿ ñôåðà S. Äåéñòâèòåëüíî, êðàéíèì òî÷-
êàì äèàãîíàëè âî âòîðîì è ÷åòâåðòîì êâàäðàíòàõ ñîîòâåòñòâóþò â Vc äâå òî÷êè
(−

√
c,
√
c) è (

√
c,−

√
c) (äëÿ íèõ η = 0), íî äëÿ ëþáîé òî÷êè äèàãîíàëè ìåæäó

êðàéíèìè â Vc ëåæèò îêðóæíîñòü, ò.ê. äëÿ ýòèõ òî÷åê η > 0. Â ÷àñòíîñòè, íàä
ñðåäíåé òî÷êîé îòðåçêà (0, 0) ëåæèò îêðóæíîñòü x22+y22 = 2ηc, ýòî ïåðèîäè÷åñêàÿ
ëÿïóíîâñêàÿ òðàåêòîðèÿ. Îòðåçêè x1 = 0 è, ñîîòâåòñòâåííî, y1 = 0 ïëîñêîñòè,
â Vc ñîîòâåòñòâóþò óñòîé÷èâîìó è íåóñòîé÷èâîìó ìíîãîîáðàçèþ ïåðèîäè÷åñêèõ
òðàåêòîðèé.

Ïîäìíîæåñòâî V +
c ⊂ Vc, ëåæàùåå íàä ïîëóïëîñêîñòüþ x1 + y1 > 0 ñîñòî-

èò èç òðåõ ÷àñòåé. Îäíà èç íèõ ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèÿì ηc ≤ η ≤ η∗. Ïðè
ñòðîãîì íåðàâåíñòâå ïîëó÷àåòñÿ ìíîæåñòâî, äèôôåîìîðôíîå ïðÿìîìó ïðîèçâå-
äåíèþ êîëüöà (íà ïëîñêîñòè (x2, y2)) íà îòðåçîê. Ïðè η → ηc + 0 ýòî ìíîæåñòâî
èìååò â êà÷åñòâå òîïîëîãè÷åñêîãî ïðåäåëà ìíîæåñòâî, ÿâëÿþùååñÿ ïðÿìûì ïðî-
èçâåäåíèåì óãëà â ïëîñêîñòè (x1, y1): 0 ≤ x1 ≤ d, y1 = 0, è 0 ≤ y1 ≤ d, x1 = 0
íà îêðóæíîñòü x22 + y22 = ηc. Äâå äðóãèå ÷àñòè V +

c ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâà
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çàïîëíåííûõ öèëèíäðà. Îíè ïîëó÷àþòñÿ, åñëè ðàññìîòðåòü ïîäìíîæåñòâà, ïðî-
åêòèðóþùèåñÿ âî âòîðîé è ÷åòâåðòûé êâàäðàíòû ïëîñêîñòè (x1, y1). ×òîáû ýòî
óâèäåòü, çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå η, 0 ≤ η < ηc. Ïîäìíîæåñòâî èç V

+
c , ëåæàùåå

íàä ïîëóïëîñêîñòüþ x1+ y1 > 0 ïðè ξ < 0, ñîñòîèò èç äâóõ çàïîëíåííûõ öèëèí-
äðîâ, êàæäûé èç íèõ ðàññëîåí íà äâóìåðíûå öèëèíäðû, ëåæàùèå íàä êóñêàìè
ãèïåðáîëû ξ = ac(η), ñîîòâåòñòâåííî, âî âòîðîì è ÷åòâåðòîì êâàäðàíòå. Îäíà èç
ãðàíè÷íûõ îêðóæíîñòåé òàêîãî öèëèíäðà ëåæèò íàä òî÷êîé íà äèàãîíàëè (äëÿ
êàæäîãî öèëèíäðà � ñâîÿ), âòîðàÿ ãðàíè÷íàÿ îêðóæíîñòü � íàä òî÷êîé îòðåçêà
x = d èëè y = d. Çàïîëíåííûé öèëèíäð, ïðîåêòèðóþùèéñÿ âî âòîðîé êâàäðàíò,
ñêëååí áîêîâîé ãðàíèöåé ñ ìíîæåñòâîì, ëåæàùèì íàä ïåðâûì êâàäðàíòîì âäîëü
öèëèíäðà x1 = 0, y1 > 0, x22 + y22 = 2ηc, à âòîðîé çàïîëíåííûé öèëèíäð, ïðîåê-
òèðóþùèéñÿ â ÷åòâåðòûé êâàäðàíò, ñêëååí åãî áîêîâîé ãðàíèöåé ñ ìíîæåñòâîì
íàä ïåðâûì êâàäðàíòîì âäîëü öèëèíäðà y1 = 0, x1 > 0, x22 + y22 = 2ηc. Òà-
êèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ ìíîæåñòâî, ãîìåîìîðôíîå çàïîëíåííîìó öèëèíäðó, èç
êîòîðîãî âûðåçàí âíóòðåííèé øàð ñ ãðàíèöåé S.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåòñÿ âòîðàÿ ÷àñòü V −
c ìíîæåñòâà Vc, ëåæàùàÿ

íàä ïîëóïëîñêîñòüþ x1 + y1 ≤ 0. Ìíîæåñòâà V −
c è V +

c ñêëååíû âäîëü ñôåðû
S, ñêëåéêà ñîîòâåòñòâóåò îäèíàêîâûì òî÷êàì äèàãîíàëè y1 = −x1. Íàãëÿäíî
ýòî ìîæíî ñåáå ïðåäñòàâèòü â òàêîì âèäå, ÷òî â êàæäîé ïîëîâèíå (çàïîëíåí-
íîì öèëèíäðå) âûðåçàëè ïî âíóòðåííåìó øàðó è ïî ãðàíèöå ýòèõ äâóõ øàðîâ
ïîëó÷åííûå ïîëîâèíû ñêëåèëè ñîãëàñíî îðèåíòàöèè. Ýòî è åñòü ÷àñòíûé ñëó-
÷àé ñâÿçíîé ñóììû äâóõ ìíîãîîáðàçèé. Òîïîëîãè÷åñêè ïîëó÷åííîå ìíîæåñòâî
ãîìåîìîðôíî ñôåðè÷åñêîìó ñëîþ S2 × I. Ïîñêîëüêó êàæäûé óðîâåíü ðàññëîåí
íà èíâàðèàíòíûå öèëèíäðû η = const, ïîëó÷àåì ïîëíóþ êàðòèíó ëîêàëüíîãî
ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé âáëèçè ñåäëî-öåíòðà (ñì. ðèñ. 1.2-1.4).

Ðèñ. 1.2. c = 0

1.4 Îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå â îêðåñòíîñòè γ

Äëÿ îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòè ïåðèîäè÷åñêîé òðàåê-
òîðèè γ íà óðîâíå V0, ðàññìîòðèì äâóìåðíîå ñèìïëåêòè÷åñêîå àíàëèòè÷åñêîå
îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå, ïîðîæäåííîå ïîòîêîì XH íà íåêîòîðîé àíàëèòè÷åñêîé
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Ðèñ. 1.3. c < 0

Ðèñ. 1.4. c > 0

ñåêóùåé Σ ê γ. Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîãî ñëó÷àÿ, âåêòîðíîå ïîëå îáðàòèìî, ïîýòî-
ìó ñåêóùóþ ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî îáðàòèìîñòü ñîõðàíèòñÿ è äëÿ îòîáðàæå-
íèÿ Ïóàíêàðå.

Ñèììåòðè÷íàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ ïåðåñåêàåò ìíîãîîáðàçèå Fix(L)
â äâóõ òî÷êàõ m1,m2. Âîçüìåì îäíó èç íèõ, m = m1, è ðàññìîòðèì òðåõìåðíóþ
àíàëèòè÷åñêóþ ñåêóùóþ N äëÿ γ ñîäåðæàùóþ m. N ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òî-
áû m ïðèíàäëåæàëî N âìåñòå ñ íåêîòîðûì äîñòàòî÷íî ìàëûì àíàëèòè÷åñêèì
äèñêîì èç Fix(L) è ñåêóùàÿ N ÿâëÿëàñü èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ
èíâîëþöèè L. Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ òàêîé âûáîð ñåêóùåé.

Â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êèm óðîâíè Vc îáðàçóþò àíàëèòè÷åñêîå
ðàññëîåíèå íà òðåõìåðíûå ìíîãîîáðàçèÿ, òàê êàê dHm ̸= 0. Óðîâåíü V0 ñîäåðæèò
êðèâóþ γ, íî N òðàíñâåðñàëåíî ýòîé êðèâîé, ïîýòîìó V0 è N ïåðåñåêàþòñÿ
äðóã ñ äðóãîì òðàíñâåðñàëüíî â òî÷êå m, ñëåäîâàòåëüíî, îíè ïåðåñåêàþòñÿ â M
âäîëü àíàëèòè÷åñêîãî äâóìåðíîãî äèñêà Σ ⊂ N . Σ ñåêóùàÿ ê γ â óðîâíå V0 è
ìû ïîëó÷àåì àíàëèòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå S : Σ → Σ ñ íåïîäâèæíîé
ñåäëîâîé òî÷êîé m.

Äëÿ èçó÷åíèÿ ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé ñèñòåìû â îêðåñòíîñòè γ âîñïîëüçóåì-
ñÿ òåîðåìîé Ìîçåðà [72] î íîðìàëüíîé ôîðìå äâóìåðíîãî àíàëèòè÷åñêîãî ñèì-
ïëåêòè÷åñêîãî äèôôåîìîðôèçìà â îêðåñòíîñòè ñåäëîâîé íåïîäâèæíîé òî÷êè.
Òàê êàê ñåäëîâàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ γ îðèåíòèðóåìà, ñîãëàñíî ïðåäïî-
ëîæåíèþ, åå ìóëüòèïëèêàòîðû ν, ν−1 ïîëîæèòåëüíû.

Òåîðåìà 3 (Ìîçåð). Â îêðåñòíîñòè ñåäëîâîé íåïîäâèæíîé òî÷êè âåùåñòâåííî-
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àíàëèòè÷åñêîãî ñèìïëåêòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ S ñóùåñòâóþò ñèìïëåêòè÷åñêèå
àíàëèòè÷åñêèå êîîðäèíàòû (u, v) è àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f(ζ), ζ = uv, f(0) =
= ν, òàêàÿ, ÷òî S èìååò ñëåäóþùèé âèä

ū = u/f(ζ), v̄ = vf(ζ), ãäå f(ζ) = ν +O(ζ), 0 < ν < 1. (1.3)

Â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå îòîáðàæåíèå S òàêæå ÿâëÿåòñÿ îáðàòèìûì
îòíîñèòåëüíî îãðàíè÷åíèÿ èíâîëþöèè íà ñåêóùóþ Σ è èíâîëþöèÿ ïåðåñòàâëÿåò
óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ (â äàííîì ñëó÷àå êðèâûå) íåïîäâèæ-
íîé òî÷êè m. Òàê êàê XH(m) ̸= 0, òî ïåðåñå÷åíèå Fix(L) è V0 òðàíñâåðñàëüíî â
òî÷êå m è ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé êðèâîé l ⊂ Σ, ÿâëÿþùåéñÿ ëèíèåé ñèììåò-
ðèè ñîäåðæàùåé m. Íåòðóäíî äîêàçàòü, ñëåäóÿ ðàáîòå [100], ÷òî ñèìïëåêòè÷å-
ñêèå êîîðäèíàòû (u, v) â òåîðåìå Ìîçåðà ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû íà Σ äåé-
ñòâèå îãðàíè÷åíèÿ èíâîëþöèè äåéñòâîâàëî ñëåäóþùèì îáðàçîì (u, v) → (v, u).
Òîãäà ëîêàëüíî îêîëî òî÷êè m ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê ýòîé èíâîëþ-
öèè ñîâïàäàåò ñ äèàãîíàëüþ u = v. Â äàëüíåéøåì ýòî óñëîâèå ïðåäïîëàãàåòñÿ
âûïîëíåííûì.

Òðàåêòîðèÿ Γ1 íåñèììåòðè÷íà è ñòðåìèòñÿ ê γ ïðè t → −∞, ñëåäîâàòåëü-
íî, ïåðåñåêàåò Σ â ñ÷åòíîì ìíîæåñòâå òî÷åê, ñòðåìÿùèõñÿ ê m, íî íåëåæàùèõ
íà l. Ýòè òî÷êè ïðèíàäëåæàò àíàëèòè÷åñêîé êðèâîé wu, ÿâëÿþùåéñÿ ñëåäîì
íà äèñêå Σ ìíîãîîáðàçèÿ W u(γ). Àíàëîãè÷íî, òðàåêòîðèÿ Γ2 ïåðåñåêàåò Σ â
ñ÷åòíîì ìíîæåñòâå òî÷åê, ñòðåìÿùèõñÿ ê m ïðè ïîëîæèòåëüíûõ èòåðàöèÿõ S,
ïðè÷åì òî÷êè íå ëåæàò íà l. Ýòè òî÷êè ïðèíàäëåæàò àíàëèòè÷åñêîé êðèâîé
ws, ÿâëÿþùåéñÿ ñëåäîì ìíîãîîáðàçèÿ W s(γ) íà Σ. Â ìîçåðîâñêèõ êîîðäèíàòàõ
ëîêàëüíî-óñòîé÷èâàÿ êðèâàÿ ñîâïàäàåò ñ îñüþ v (îíà çàäàåòñÿ êàê u = 0), à
ëîêàëüíî-íåóñòîé÷èâàÿ ñ îñüþ u (v = 0). Ïîýòîìó òî÷êà ps � ñëåä òðàåêòîðèè
Γ2 � èìååò êîîðäèíàòû (0, v+), à òî÷êà pu = L(ps) � ñëåä òðàåêòîðèè Γ1 � êî-
îðäèíàòû (u−, 0). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî v+ > 0. Òîãäà, ââèäó
îáðàòèìîñòè è äåéñòâèÿ èíâîëþöèè, èìååì u− = v+.

Âûáåðåì îêðåñòíîñòè Πs,Πu òî÷åê ps, pu, îïðåäåëÿåìûå íåðàâåíñòâàìè Πs :
|v − v+| < ε, |u| < δ, è Πu : |v| < δ, |u − u−| < ε, âåëè÷èíû δ, ε äîñòàòî÷íî
ìàëû. Ìíîæåñòâî òî÷åê èç Πs, êîòîðûå îòîáðàæàþòñÿ â îêðåñòíîñòü Πu êàêîé-
ëèáî èòåðàöèåé îòîáðàæåíèÿ S, êàê èçâåñòíî èç [82, 115], ñîñòîèò èç ñ÷åòíîãî
ìíîæåñòâà ïîëîñ âΠs, ñòðåìÿùèõñÿ ê óñòîé÷èâîé êðèâîé u = 0. Áëàãîäàðÿ óäîá-
íîé íîðìàëüíîé ôîðìå, ýòè ïîëîñû ëåãêî íàõîäÿòñÿ. Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå

Ëåììà 2. Óðàâíåíèÿ u = fk(ζ)(u− ± ε) îïðåäåëÿþò ôóíêöèè u = s±k (v), îáëà-
ñòüþ îïðåäåëåíèÿ êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ |v − v+| < ε. Äëÿ íèõ âûïîëíÿþòñÿ íåðà-
âåíñòâà s+k (v) > s−k (v) s−k (v) > s+k+1(v), è s+k (v) ðàâíîìåðíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ
ïðè k → ∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áîêîâûå ãðàíèöû ïîëîñ σs
k ÿâëÿþòñÿ îòðåçêàìè |v−v+| = ±ε.

Èõ âåðõíåé ãðàíèöåé ñëóæèò êðèâàÿ s+k (v), îïðåäåëÿåìàÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
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uk = u−+ε, à íèæíåé ãðàíèöåé ÿâëÿåòñÿ êðèâàÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ ðåøåíèåì óðàâíå-
íèÿ uk = u−−ε. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû âîçüìåì ïðîèçâîëüíîå v, |v−v+| ≤ ε
è íàéäåì ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ u = s+k (v) è u = s−k (v) èç óðàâíåíèé:

u = fk(ζ)(u− + ε), u = fk(ζ)(u− − ε).

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ïåðâîå óðàâíåíèå. Ïîñêîëüêó çíà÷åíèå ζ ñîõðàíÿåòñÿ
âäîëü òðàåêòîðèé S, òî óìíîæàÿ îáå ÷àñòè ïåðâîãî óðàâíåíèÿ íà v ïîëó÷àåì
gk(ζ) = ζ/fk(ζ) = v(u− + ε). Ïðè k ≥ k0 > 0 ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîìïëåêñ-
íûõ ôóíêöèé èìååò êàæäàÿ îáðàòíóþ è âñå îíè îïðåäåëåíû íà îäíîì è òîì
æå äèñêå |ζ| ≤ σ êîìïëåêñíîé ïëîñêîñòè C. Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû îá îáðàò-
íîé êîìïëåêñíîé ôóíêöèè, ïîñêîëüêó gk(0) = 0, g′k(0) = ν−k. Òàêèì îáðàçîì,
ïîëó÷àåì s+k (v) = g−1(v(u−+ε))/v è s+k (v) → 0 ïðè k → ∞ ðàâíîìåðíî ïî v.

Ôóíêöèè s±k (v) ÿâëÿþòñÿ âåðõíåé è íèæíåé ãðàíèöåé ïîëîñ σ
s
k. Îòñþäà ñëå-

äóåò ñóùåñòâîâàíèå ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà òàêèõ ïîëîñ äëÿ âñåõ

k > k0 = E

{
ln((ε+ u−)/δ)

ln(ν−1)

}
.

Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ε+u− > δ (ýòî ïåðâîå îãðàíè÷åíèå íà âåëè÷èíû ε, δ,
îïðåäåëÿþùèå ðàçìåðû îêðåñòíîñòåé ñëåäîâ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òî÷åê).

Îãðàíè÷åíèå èíâîëþöèè L íà Σ äåéñòâóåò êàê L : (u, v) → (v, u), îòêóäà
ïîëó÷àåì, ÷òî u− = v+ = r. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì òàêîå æå óñëîâèå íà k0
äëÿ ïîëîñ σu

k :

k > k0 = E

{
ln((ε+ r)/δ

ln(ν−1)

}
.

Åùå îäíî îãðàíè÷åíèå íà ýòè âåëè÷èíû ïîëó÷àåòñÿ èç òðåáîâàíèÿ, ÷òîáû
îêðåñòíîñòü Πs íå ïåðåñåêàëàñü ñî ñâîèì îáðàçîì S(Πs), à îêðåñòíîñòü Πu - ñî
ñâîèì ïðîîáðàçîì S−1(Πu), è Πs ∩Πu = ∅. Ýòè óñëîâèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèì
íåðàâåíñòâàì:

δ < r
1− ν

1 + ν
, δ < r − ε.

Òåïåðü ìîæíî óòâåðæäàòü, â ñèëó äàííîé êîíñòðóêöèè, ÷òî âñå òðàåêòî-
ðèè îòîáðàæåíèÿ S, êîòîðûå ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êè îêðåñòíîñòè Πs è äîñòèãàþò
îêðåñòíîñòè Πu ïðè ïîëîæèòåëüíûõ èòåðàöèÿõ îòîáðàæåíèÿ S, äîëæíû ïðîõî-
äèòü ÷åðåç ïîñòðîåííûå ïîëîñû σs

k, k ≥ k0. Ýòè ïîëîñû èìåþò ñâîèì òîïîëî-
ãè÷åñêèì ïðåäåëîì îòðåçîê u = 0 â Πs. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå îíè ïðèíàäëåæàò
óñòîé÷èâîìó ìíîãîîáðàçèþ è ïðè ïîëîæèòåëüíûõ èòåðàöèÿõ îòîáðàæåíèÿ Sn

ñòðåìÿòñÿ ê íåïîäâèæíîé òî÷êå m ïðè n → ∞.
Â ñèëó îáðàòèìîñòè S è òåõ æå ñàìûõ ñîîáðàæåíèé ïîëó÷àåì, ÷òî îáðàçû

ïîëîñ σs
k â Πu, ò.å. ïîëîñû σu

k , ïðè k → ∞ ñòðåìÿòñÿ ê îòðåçêó íåóñòîé÷èâîãî
ìíîãîîáðàçèÿ v = 0 âΠu. Ýòè òî÷êè ïðè îòðèöàòåëüíûõ èòåðàöèÿõ îòîáðàæåíèÿ
S ñòðåìÿòñÿ ê íåïîäâèæíîé òî÷êå m.
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Çàìå÷àíèå 3. Îòìåòèì ñëåäóþùèé ïîëåçíûé ôàêò. Ïðè èçìåíåíèè c (çíà÷å-
íèå ãàìèëüòîíèàíà) âáëèçè íóëÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà â îêðåñòíîñòè ïåðèîäè-
÷åñêîé òðàåêòîðèè γ èìååò àíàëèòè÷åñêîå èíâàðèàíòíîå 3-ìåðíîå ïîäìíîãîîá-
ðàçèå Vc = {H = c}. Íà Vc ëåæèò ñåäëîâàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ γc, ÿâëÿ-
þùàÿñÿ ïðîäîëæåíèåì ïî c òðàåêòîðèè γ. Ñåìåéñòâî γc îáðàçóåò àíàëèòè÷åñêèé
äâóìåðíûé ëîêàëüíûé ñèìïëåêòè÷åñêèé öèëèíäð, ñîäåðæàùèé γ0 = γ. Âûáðàí-
íàÿ âûøå 3-ìåðíàÿ ñåêóùàÿ N ïðè ïåðåñå÷åíèè ñ Vc äàåò àíàëèòè÷åñêèé 2-
ìåðíûé ñèïëåêòè÷åñêèé äèñê Σc, ÿâëÿþùèéñÿ ëîêàëüíîé ñåêóùåé îãðàíè÷åíèÿ
ïîòîêà íà óðîâåíü Vc. Âûáèðàÿ ñåêóùóþ âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêèì ïîäìíîãî-
îáðàçèåì, ïîëó÷èì âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêèé äèñê Σc è íà íåì âåùåñòâåííî-
àíàëèòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå Sc ñ ñåäëîâîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé mc.
Ïîýòîìó äëÿ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ òàêæå ñïðàâåäëèâà òåîðåìà Ìîçåðà è åãî ìîæíî
ïðèâåñòè àíàëèòè÷åñêîé çàìåíîé êîîðäèíàò ê âèäó (1.3). Áîëåå òîãî, ïîñêîëü-
êó çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðà c îòîáðàæåíèÿ áóäåò àíàëèòè÷åñêîé, òî çàìåíó
ìîæíî äåëàòü ñðàçó äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ c, â (1.3) ôóíêöèÿ f áóäåò àíà-
ëèòè÷åñêè çàâèñåòü îò ïàðàìåòðà c. Ýòî áóäåò èñïîëüçîâàíî íèæå ïðè èçó÷åíèè
äèíàìèêè íà Vc äëÿ c áëèçêèõ ê c = 0.

1.5 Ãëîáàëüíûå îòîáðàæåíèÿ

Òåïåðü ðàññìîòðèì ãëîáàëüíîå îòîáðàæåíèå T1, îïðåäåëÿåìîå ñäâèãîì ïî
òðàåêòîðèÿì ñèñòåìû, ïðîõîäÿùèõ âáëèçè ãëîáàëüíîãî êóñêà Γ1, è äåéñòâóþ-
ùåå èç îêðåñòíîñòè Πu â îêðåñòíîñòü D1, T1 : Πu → D1. Îòîáðàæåíèå T1

ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì ñèìïëåêòè÷åñêèì äèôôåîìîðôèçì, êîòîðûé çàïèñû-
âàåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå x2 = f(u, v), y2 = g(u, v), çäåñü ñèìïëåêòè÷íîñòü
ýêâèâàëåíòíà òîæäåñòâó fugv − fvgu ≡ 1 (ñîõðàíåíèå ïëîùàäè).

Ëèíåàðèçàöèÿ ýòîãî îòîáðàæåíèÿ â òî÷êå (u−, 0) èìååò âèä x2 = α(u−u−)+
+βv, y2 = γ(u − u−) + δv, ãäå α = fu, β = fv, γ = gu, δ = gv, âñå
ïðîèçâîäíûå âû÷èñëÿþòñÿ â òî÷êå (u−, 0). Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì îáùèé
âèä îòîáðàæåíèÿ T1:

x2 = α(u− u−) + βv + · · · , y2 = γ(u− u−) + δv + · · · .

Ïîñêîëüêó èññëåäóåìàÿ ñèñòåìà îáðàòèìà è ñåêóùèå âûáèðàþòñÿ ñîãëàñíî
äåéñòâèþ èíâîëþöèè, òî ãëîáàëüíîå îòîáðàæåíèå îêîëî òðàåêòîðèè Γ2 = L(Γ1)
èç îêðåñòíîñòè D2 â îêðåñòíîñòü Πs, T2 : D2 → Πs âûðàæàåòñÿ â ñëåäóþùåì
âèäå T2 = L ◦ T−1

1 ◦ L, èëè â êîîðäèíàòàõ:

u1 = γx̄2 + αȳ2 + · · · ,
v1 − v+ = −δx̄2 − βȳ2 + · · · .

Íèæå ïðè èçó÷åíèè ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé íà óðîâíÿõ Vc ïðè c ̸= 0 íàì ïîíà-
äîáèòñÿ çíàòü ôîðìó ãëîáàëüíûõ îòîáðàæåíèé â ýòèõ ñëó÷àÿõ. Êàê áûëî óïî-
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ìÿíóòî âûøå, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, êîîðäèíàòàìè íà äèñêàõ D1(c), D2(c)
ìîæíî ñ÷èòàòü ñèìïëåêòè÷åñêèå êîîðäèíàòû (x2, y2) è (x̄2, ȳ2), ñîîòâåòñòâåííî,
à íà äèñêå Σ(c) ñèìïëåêòè÷åñêèå êîîðäèíàòû (u, v). Òîãäà ãëîáàëüíûå îòîáðà-
æåíèÿ ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè ñèìïëåêòè÷åñêèìè äèôôåîìîðôèçìàìè, àíà-
ëèòè÷åñêè çàâèñÿùèå îò c. Òàêèì îáðàçîì, îíè èìåþò âèä

T1(c) : x2 = a(c) + α(c)(u− u−) + β(c)v + · · · ,

y2 = b(c) + γ(c)(u− u−) + δ(c)v + · · ·

T2(c) : u1 = a1(c) + γ(c)x̄2 + α(c)ȳ2 + · · · ,

v1 − v+ = b1(c)− δ(c)x̄2 − β(c)ȳ2 + · · · ,

(1.4)

ãäå a1(c) = γ(c)a(c)− α(c)b(c), b1(c) = −δ(c)a(c) + β(c)b(c).

1.6 Âîçìîæíûå òèïû ñèììåòðè÷íûõ êîíòóðîâ

Ñèììåòðè÷íàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ γ â óðîâíå V0 ëåæèò âíå ðàññìàò-
ðèâàåìîé îêðåñòíîñòè ñåäëî-öåíòðà p, ïîýòîìó íóæíî ñîãëàñîâàòü ðàñïîëîæå-
íèå ýòîé òðàåêòîðèè è åå ñèììåòðèþ ñ ëîêàëüíûì äåéñòâèåì èíâîëþöèè â U ,
îòíîñèòåëüíî ââåäåííûõ êîîðäèíàò. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî p è γ ñâÿçàíû äâóìÿ
íåñèììåòðè÷íûìè ãåòåðîêëèíè÷åñêèìè òðàåêòîðèÿìè Γ1 è Γ2 = L(Γ1).

Âáëèçè òî÷êè p èíâîëþöèÿ L ïåðåñòàâëÿåò ëîêàëüíûå óñòîé÷èâîå è íåóñòîé-
÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ (êðèâûå) ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ p. Ïîñêîëüêó ãåòåðîêëèíè-
÷åñêèå òðàåêòîðèè ñîäåðæàò ýòè êðèâûå, òî âîçìîæíû äâà ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿ.
×òîáû ïîíÿòü ýòî, íàïîìíèì, ÷òî ìû âûáðàëè â îêðåñòíîñòè U òî÷êè p íà
óðîâíå V0 äâà ãëàäêèõ äèñêà D1, D2 = L(D1), òðàíñâåðñàëüíûõ ãåòåðîêëèíè-
÷åñêèì òðàåêòîðèÿì Γ1 è Γ2, ñîîòâåòñòâåííî. Â êîîðäèíàòàõ Ìîçåðà âáëèçè p
â êà÷åñòâå òàêèõ äèñêîâ ìîæíî âçÿòü ñåêóùèå y1 = ±d è x1 = ±d, ãäå çíàê
îïðåäåëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ñîîòâåòñòâóþùåé ñåêóùåé ñ Γ1 è Γ2. Íà V0 êîîðäè-
íàòàìè íà äèñêàõ ÿâëÿþòñÿ (x2, y2), ïîñêîëüêó êîîðäèíàòà, ñîïðÿæåííàÿ ñ y1
(èëè, ñîîòâåòñòâåííî, x1) íàõîäèòñÿ èç ðàâåíñòâà H = 0. Íàïîìíèì (ñì. âûøå),
÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè p ëîêàëüíûé òîïîëîãè÷åñêèé òèï óðîâíÿ V0 � ýòî ïàðà
3-ìåðíûõ çàïîëíåííûõ öèëèíäðîâ, ñ îòîæäåñòâëåííûìè âíóòðåííèìè òî÷êàìè,
âûáðàííûìè ïî îäíîé â êàæäîì öèëèíäðå (ïîñëå ñêëåéêè � ýòî òî÷êà p) (ñì.
ðèñ. 1.2 ). Áîêîâàÿ ãðàíèöà êàæäîãî çàïîëíåííîãî öèëèíäðà � ãëàäêèé äâó-
ìåðíûé èíâàðèàíòíûé öèëèíäð, äâå äðóãèå ãðàíèöû � äâà äèñêà (¾êðûøêè¿).
Äëÿ êàæäîãî çàïîëíåííîãî öèëèíäðà òðàåêòîðèè âõîäÿò ÷åðåç îäíó êðûøêó è
âûõîäÿò èç öèëèíäðà ÷åðåç äðóãóþ êðûøêó.

Ñåêóùèå D1, D2 ìîæíî ñ÷èòàòü äâóìÿ êðûøêàìè ýòèõ öèëèíäðîâ è áîëåå
òîãî, ÷åðåç D1 òðàåêòîðèè âõîäÿò â çàïîëíåííûé öèëèíäð, à ÷åðåç D2 � âûõî-
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äÿò. Âîçìîæíû äâå ðàçëè÷íûå ñèòóàöèè: 1) îáå òðàåêòîðèè Γ1, Γ2 ïðèíàäëåæàò
ëîêàëüíî îäíîìó è òîìó æå çàïîëíåííîìó öèëèíäðó, ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî
îáà äèñêà D1, D2 íàõîäÿòñÿ íà ãðàíèöå îäíîãî è òîãî æå öèëèíäðà; 2) òðàåêòî-
ðèÿ Γ1 ïðèíàäëåæèò ëîêàëüíî îäíîìó çàïîëíåííîìó öèëèíäðó, à Γ2 ëîêàëüíî
ïðèíàäëåæèò äðóãîìó çàïîëíåííîìó öèëèíäðó, ò.å. äèñêè D1 è D2 ïðèíàäëåæàò
ãðàíèöàì ðàçíûõ öèëèíäðîâ. Â ìîçåðîâñêèõ êîîðäèíàòàõ ñëó÷àé 1 ñîîòâåòñòâó-
åò äåéñòâèþ èíâîëþöèè L : (x1, y1, x2, y2) → (y1, x1,−x2, y2), à ñëó÷àé 2 ñîîòâåò-
ñòâóåò äåéñòâèþ èíâîëþöèè L : (x1, y1, x2, y2) → (−y1,−x1,−x2, y2). Ñëó÷àé 1
îçíà÷àåò èíâàðèàíòíîñòü ñâÿçíîãî öèëèíäðà îòíîñèòåëüíî èíâîëþöèÿ, à ñëó÷àé
2 îçíà÷àþò åãî ïåðåñòàíîâî÷íîñòü (îäèí öèëèíäð ïåðåõîäèò â äðóãîé). Â ñëó-
÷àå, åñëè L ñîõðàíÿåò öèëèíäð, ïåðåñå÷åíèå Fix(L) ñ öèëèíäðîì åñòü êðèâàÿ,
íî åñëè L ïåðåñòàâëÿåò öèëèíäðû, òî ýòî ïåðåñå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé
òî÷êîé p (ñì. ðèñ. 1.5-1.6).

Ðàññìîòðèì òðàåêòîðèè âåêòîðíîãî ïîëÿ, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç D1 âáëèçè Γ1,
íî îòëè÷íûå îò Γ1. Ïðè âîçðàñòàíèè t îíè âõîäÿò â ñîîòâåòñòâóþùèé ëîêàëüíûé
çàïîëíåííûé öèëèíäð, ïðîõîäÿò åãî è âûõîäÿò èç öèëèíäðà (ñàìà ïîëîæèòåëü-
íàÿ ïîëóòðàåêòîðèÿ Γ1 ñòðåìèòñÿ ê p è îñòàåòñÿ â öèëèíäðå). Ïðè ýòîì îíè ëèáî
ïåðåñåêàþò D2 (ñëó÷àé 1), ëèáî âûõîäÿò èç öèëèíäðà, íå ïåðåñåêàÿ D2 (ñëó÷àé
2). Â ñëó÷àå 2 îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå â îêðåñòíîñòè êîíòóðà íå îïðåäåëåíî ïðè
çíà÷åíèÿõ c ≤ 0, ïîñêîëüêó òðàåêòîðèè, áëèçêèå ê Γ1, íå âîçâðàùàþòñÿ íà D2,
åñëè òîëüêî äëÿ ñèñòåìû íå âûïîëíåíû íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ãëîáàëüíûå
óñëîâèÿ (òèïà ñóùåñòâîâàíèå ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè, ñîåäèíÿþùåé äâå
îñòàâøèåñÿ êðûøêè).

Ðèñ. 1.5. Ñëó÷àé 1

Çàìå÷àíèå 4. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ ïîëîæèòåëüíûõ c > 0 äëÿ ñëó÷àÿ 2 îòîá-
ðàæåíèå Ïóàíêàðå íà ñîîòâåòñòâóþùåì äèñêå D1(c) ñòàíîâèòñÿ îïðåäåëåííûì
âíóòðè íåêîòîðîãî ìàëîãî äèñêà ñ öåíòðîì â òî÷êå (0, 0) ãðàíè÷íàÿ îêðóæ-
íîñòü êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñëåäîì óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ W s(lc) ëÿïóíîâñêîé
ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè lc. Òîãäà âäîëü íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî-
ëîæèòåëüíûõ cn, ñòðåìÿùèõñÿ ê íóëþ, ñëåä W s(γcn) óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ
ñåäëîâîé ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè γcn áóäåò êàñàòüñÿ ñëåäàW

u(γcn) íà D1(cn),
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Ðèñ. 1.6. Ñëó÷àé 2

÷òî ñîïðîâîæäàåòñÿ ïîÿâëåíèåì ýëëèïòè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé. Ýòî
áóäåò ðàññìîòðåíî íèæå.

1.7 Óðîâåíü V0

Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ ñëó÷àÿ 1 ïðè c = 0. Â îêðåñòíîñòè U òî÷êè p â
ìîçåðîâñêèõ êîîðäèíàòàõ èìååì ïðåäñòàâëåíèå h = −ξ + ωη +R(ξ, η), ïîýòîìó
ìíîãîîáðàçèå W cs çàäàåòñÿ ðàâåíñòâîì x1 = 0, W cu � ðàâåíñòâîì y1 = 0, W s �
ðàâåíñòâàìè x1 = x2 = y2 = 0, è W u � ðàâåíñòâàìè y1 = x2 = y2 = 0. Ïðåäïîëî-
æèì, äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî â îêðåñòíîñòè U ãåòåðîêëèíè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ
Γ1 ñòðåìèòñÿ ê p ïðè çíà÷åíèÿõ y1 > 0, ò.å â óðîâíå V0 äèñê D1 îïðåäåëÿåò-
ñÿ ðàâåíñòâîì y1 = d, à äèñê D2 ðàâåíñòâîì x1 = d. Â îêðåñòíîñòè U çíàêè
ïåðåìåííûõ x1 è y1 ñîõðàíÿþòñÿ ïîä äåéñòâèåì ïîòîêà è òðåõìåðíàÿ ñåêóùàÿ
N s : y1 = d, |x1| ≤ δ, η ≤ η0 òðàíñâåðñàëüíà Γ1 è òðàåêòîðèÿì, áëèçêèì ê Γ1, â
ñèëó íåðàâåíñòâà hξ = −1 + . . . ̸= 0 â îêðåñòíîñòè U . Àíàëîãè÷íûå óòâåðæäå-
íèÿ ñïðàâåäëèâû äëÿ ñåêóùåé Nu = L(N s) : x1 = d, |y1| ≤ δ, η ≤ η0. Êàæäàÿ
ñåêóùàÿ ðàññëîåíà óðîâíÿìè H = c íà äèñêè, îäèí èç êîòîðûõ D1 = V0 ∩N s è,
ñîîòâåòñòâåííî, D2 = V0 ∩Nu.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç a(η) ðåøåíèå óðàâíåíèÿ h(ξ, η) = 0 îòíîñèòåëüíî ξ, ξ =
= a(η) = ωη + O(η2). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êîãäà ïåðåìåííûå (x, y) èçìåíÿþòñÿ
â U ∩ V0, ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ h(ξ, η) = 0 ëåæàò íà ãðàôè-
êå ôóíêöèè a(η). Òîãäà äâóìåðíûé äèñê D1 â N s ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ôóíê-
öèè x1 = a(η)/d, à äâóìåðíûé äèñê D2 â Nu ÿâëÿåòñÿ ãðàôèêîì ôóíêöèè
y1 = a(η)/d. Îáà äèñêà D1 è D2 ÿâëÿþòñÿ àíàëèòè÷åñêèìè äâóìåðíûìè äèñ-
êàìè, ñèìïëåêòè÷åñêèìè îòíîñèòåëüíî îãðàíè÷åíèå 2-ôîðìû Ω íà D1 è D2,
ñîîòâåòñòâåííî. Ïîðîæäåííîå ëîêàëüíîå îòîáðàæåíèå T : D1 → D2 ïîòîêîì Φt

ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì.

Çàìå÷àíèå 5. Äëÿ âòîðîãî òèïà èíâîëþöèè ñåêóùèìè ÿâëÿþòñÿ y1 = d (äëÿ
N s) è x2 = −d (äëÿ Nu), ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, òðàåêòîðèè èç D1 =
= N s ∩ V0 ïîïàäàþò â D2 = Nu ∩ V0, òîëüêî åñëè a(η) < 0.
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Íàéäåì ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ îòîáðàæåíèÿ T â êîîðäèíàòàõ (x2, y2). Âðå-
ìÿ ïåðåõîäà τ òðàåêòîðèé èç N s â Nu íàéäåì èç (1.1), ãäå x1(τ) = d, y1(0) = d:
τ = −(hξ)

−1 ln(d/x1), x1 = a(η)/d. Èç (1.1) ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå T èìååò
âèä

x̄2 = x2 cos∆(η)− y2 sin∆(η), ȳ2 = x2 sin∆(η) + y2 cos∆(η), (1.5)

ãäå

∆(η) = −hη

hξ
ln(d/x1) = a′(η) ln(d2/a(η)) = (ω +O(η)) ln(d2/a(η)). (1.6)

Çàìå÷àíèå 6. Äëÿ âòîðîãî òèïà èíâîëþöèè ôîðìóëà äëÿ∆(η) âèäîèçìåíÿåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì ∆(η) = a′(η) ln(−d2/a(η)).

Ïåðâûì ðåçóëüòàòîì äàííîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà:

Òåîðåìà 4. Åñëè àíàëèòè÷åñêàÿ îáðàòèìàÿ ãàìèëüòîíîâà ñèñòåìà èìååò ãåòå-
ðîêëèíè÷åñêèé êîíòóð òèïà 1 ñ óêàçàííûìè ñâîéñòâàìè, òî ñåäëîâàÿ ïåðèîäè-
÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ γ èìååò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî îäíîîáõîäíûõ òðàíñâåðñàëüíûõ
ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé. Â ñëó÷àå êîíòóðà òèïà 2 íà óðîâíå H = 0 íåò
òðàåêòîðèé, îòëè÷íûõ îò òðàåêòîðèé êîíòóðà, ëåæàùèõ öåëèêîì â äîñòàòî÷íî
ìàëîé îêðåñòíîñòè êîíòóðà.

Óòî÷íèì ïîíÿòèå îäíîîáõîäíîé ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè ê ïåðèîäè÷å-
ñêîé òðàåêòîðèè γ. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì â óðîâíå V0 äîñòàòî÷íî ìàëóþ òðóá-
÷àòóþ îêðåñòíîñòü òðàåêòîðèè γ. Òàê êàê óðîâåíü V0 îðèåíòèðóåì, ýòà îêðåñò-
íîñòü ãîìåîìîðôíà ïîëíîòîðèþ D2 × S1. Îáúåäèíåíèå òî÷åê òðàåêòîðèè Γ1,
p è òî÷åê òðàåêòîðèè Γ2 äàåò ïðîñòóþ íåçàìêíóòóþ êðèâóþ áåç ñàìîïåðåñå÷å-
íèé â V0. Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ýòà áåñêîíå÷íàÿ êðèâàÿ ñîñòîèò èç òðåõ ñâÿçíûõ
êóñêîâ, îäèí èç êîòîðûõ R, ëåæèò âíå òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè òðàåêòîðèè γ, à
äâà äðóãèõ � âíóòðè òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè (íàïîìíèì, ÷òî òðàåêòîðèè Γ1, Γ2

àñèìïòîòè÷åñêè ñòðåìÿòñÿ ê γ). Òåïåðü ðàññìîòðèì ãîìîêëèíè÷åñêóþ òðàåêòî-
ðèþ Γ, ó êîòîðîé åå ãëîáàëüíàÿ ÷àñòü âíå òðóá÷àòîé îêðåñòíîñòè ïðèíàäëåæèò
ìàëîé îêðåñòíîñòè êðèâîé R, à äâå îñòàëüíûå ÷àñòè ïðèíàäëåæàò òðóá÷àòîé
îêðåñòíîñòè. Òàêóþ ãîìîêëèíè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ äëÿ γ íàçîâåì îäíîîáõîäíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ïîêàæåì, ÷òî ÷àñòü íåóñòîé÷è-
âîé ñåïàðàòðèñû wu ∩ Πu ñåäëîâîé íåïîäâèæíîé òî÷êè m íà Σ ïðåîáðàçóåòñÿ
îòîáðàæåíèåì T2 ◦ T ◦ T1 â àíàëèòè÷åñêóþ êðèâóþ, ïåðåñåêàþùóþñÿ òðàíñâåð-
ñàëüíî â ñ÷åòíîì ìíîæåñòâå òî÷åê ÷àñòü ws ∩Πs íåóñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñû ws

òîé æå íåïîäâèæíîé òî÷êè.
Ðàññìîòðèì â Πu êðèâóþ (A,B) : v = 0, |u − u−| ≤ ε1 < ε, êîòîðàÿ ÿâ-

ëÿåòñÿ ÷àñòüþ êðèâîé wu. Å¼ îáðàçîì ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ T1 ÿâëÿåòñÿ
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ïàðàìåòðèçîâàííàÿ êðèâàÿ íà äèñêå D1: x2(τ) = ατ + · · · , y2(τ) = γτ + · · · ,
ïàðàìåòðîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ τ = u − u−. Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå T1 ÿâëÿåò-
ñÿ äèôôåîìîðôèçìîì, òî ïîëó÷àåì ãëàäêóþ êðèâóþ â D1, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç
(0, 0), êàñàòåëüíûé âåêòîð êîòîðîé â òî÷êå (0, 0) ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì âåêòîðîì
(α, γ). Ãðàíè÷íûå òî÷êè ýòîé êðèâîé îáîçíà÷èì ÷åðåç A1, B1, à ïîëó÷åííóþ
êðèâóþ ÷åðåç [A1, B1].

Êðèâàÿ [A1, B1] îòîáðàæåíèåì T ïðåîáðàçóåòñÿ â ñïèðàëåâèäíóþ êðèâóþ íà
äèñêå D2:

x̄2 = x2(τ) cos∆(η(τ))− y2(τ) sin∆(η(τ)),
ȳ2 = x2(τ) sin∆(η(τ)) + y2(τ) cos∆(η(τ)).

Â ñèìïëåêòè÷åñêèõ ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ íà D1, D2, ñîîòâåòñòâåííî,

x2 =
√
2η cosϕ, y2 =

√
2η sinϕ, x̄2 =

√
2η̄ cos θ, ȳ2 =

√
2η̄ sin θ,

îòîáðàæåíèå T èìååò âèä

η̄ = η, θ = ϕ+∆(η) (mod 2π).

Ýòî îòîáðàæåíèå îïðåäåëåíî äëÿ çíà÷åíèé η > 0. Ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ
T êðèâàÿ [A1, B1] ïðåîáðàçóåòñÿ â äâå áåñêîíå÷íûå ñïèðàëè, ñîîòâåòñòâåííî äëÿ
τ > 0 è τ < 0

η = η(τ), θ = ϕ(τ) + ∆(η(τ)),

ãäå äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî |τ |, ïðè α ̸= 0 ïîëó÷àåì

η(τ) = (x22(τ) + y22(τ))/2 =
α2 + γ2

2
τ 2 +O(τ 3), tanϕ(τ) =

γ

α
+O(τ),

a ïðè α = 0 óãîë îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç cotϕ, çäåñü çíà÷åíèå ϕ ïðè τ → +0 è
τ → −0 îòëè÷àåòñÿ íà π. Òàê êàê ôóíêöèÿ ϕ(τ) îãðàíè÷åíà ïðè τ → ±0, à
ôóíêöèÿ ∆(η(τ)) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò äî ∞, òî êàæäàÿ èç ñïèðàëåé , ïðè
|τ | → 0, ñòðåìèòñÿ ê òî÷êå (0, 0) íà D2, ñîâåðøàÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî îáîðîòîâ
ïî óãëó: θ(τ) → ∞. Âîçüìåì îòðåçîê íà ïðÿìîé u = 0 ñèììåòðè÷íûé ê [A,B]
è åãî T2-ïðîîáðàç [A2, B2] íà D2 ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé êðèâîé, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç òî÷êó (0, 0), ñèììåòðè÷íîé ê [A1, B1]. Ïîýòîìó, ïîëó÷åííàÿ êðèâàÿ ïå-
ðåñåêàåò êàæäóþ ñïèðàëü â ñ÷åòíîì ìíîæåñòâå òî÷åê, ÷åðåç êîòîðûå ïðîõîäÿò
òðàåêòîðèè, ñòðåìÿùèåñÿ ê γ ïðè t → ±∞, ò.å îíè ÿâëÿþòñÿ ãîìîêëèíè÷åñêèìè
òðàåêòîðèÿìè Ïóàíêàðå [115]. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì íóæíî ïî-
êàçàòü òðàíñâåðñàëüíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ ñïèðàëåé è êðèâîé [A2, B2]. Âìåñòî ýòîãî
äîêàæåì òðàíñâåðñàëüíîñòü T2-îáðàçîâ ñïèðàëåé è îòðåçêà u = 0 íà Πs.

Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, îäíó èç ñïèðàëåé, çàäàííóþ íåðàâåíñòâîì τ > 0 è
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ïðèìåíèì îòîáðàæåíèå T2 ê íåé

u1 = γx̄2 + αȳ2 + · · · =
=
√
2η(τ)

√
α2 + γ2

[
sin(φ(τ) + ∆(η(τ)) + σ) +O(

√
2η(τ))

]
,

v1 − v+ = −δx̄2 − βȳ2 + · · · =
=
√

2η(τ)
√

β2 + δ2
[
sin(φ(τ) + ∆(η(τ)) + σ1) +O(

√
2η(τ))

]
.

Îòîáðàæåíèå T2 ïðåîáðàçóåò ñïèðàëü è òî÷êó (0, 0) èç D2 â íåêîòîðóþ ñïèðà-
ëåâèäíóþ êðèâóþ è òî÷êó (0, v+) â Πs. Íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ïîëó÷åííàÿ
ñïèðàëü íå êàñàåòñÿ ïðÿìîé u = 0 íè â îäíîé îáùåé òî÷êå. Äëÿ ýòîãî ïîêàæåì,
÷òî ïðîèçâîäíàÿ u′1(τ) íå îáðàùàåòñÿ â íîëü â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ ñïèðàëè è
ïðÿìîé u = 0 â îêðåñòíîñòè Πs. Ïîñêîëüêó η(τ) ̸= 0, íóëè ôóíêöèè u1(τ) îïðå-
äåëÿþòñÿ íóëÿìè ôóíêöèè sin(φ(τ) + ∆(η(τ)) + σ), è íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü
íåðàâåíñòâî u′1(τ) ̸= 0 äëÿ òåõ τ ãäå u1 = 0.

Ïðîèçâîäíàÿ u′1(τ) â òî÷êàõ ãäå sin(φ(τ) + ∆(η(τ)) + σ) = 0, ðàâíà ñ òî÷íî-
ñòüþ äî íåíóëåâîãî ìíîæèòåëÿ

cos(φ(τ) + ∆(η(τ)) + σ)(φ′(τ) + ∆′(η(τ))η′(τ)).

Òàêèì îáðàçîì, ïåðâûé ìíîæèòåëü îòëè÷åí îò íóëÿ è ãëàâíûé ÷ëåí â ñêîá-
êàõ, äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ τ , ðàâåí ∆′(η(τ))η′(τ), ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè
ïðè τ → 0. Äåéñòâèòåëüíî, ïî ôîðìóëå (1.6) äëÿ ∆ èìååì

∆′(η) = a′′(η) ln(d2/a(η))− a′2(η)

a(η)
=

−a′2(η) + a′′(η)a(η) ln(d2/a(η))

a(η)
,

ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëèòåëü ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíûì è îòäåëåí îò íóëÿ ïðè ìà-
ëûõ çíà÷åíèÿõ η, íî çíàìåíàòåëü ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè η → +0. Ñîîòíîøåíèå
η′(τ)/a(β(τ)) èìååò ïîðÿäîê 1/τ . Òàêèì îáðàçîì, áûëî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå
ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà òðàíñâåðñàëüíûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé.

Â ñëó÷àå êîíòóðà òèïà 2 òðàåêòîðèè ñèñòåìû, ïðîõîäÿùèå â îêðåñòíîñòè
Πu ÷åðåç òî÷êè íåóñòîé÷èâîé êðèâîé v = 0, |u − u−| < ε, ïðè âîçðàñòàíèè
âðåìåíè t ïåðåñåêàþò äèñê D1 è çàòåì âûõîäÿò èç îêðåñòíîñòè V0 (ñì. ðèñ.
1.6 ). Àíàëîãè÷íî, òî æå ñàìîå ïðîèñõîäèò, â ñèëó ñèììåòðèè, ïðè óáûâàíèè
âðåìåíè t , äëÿ òðàåêòîðèé, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êè óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ
âèäà u = 0, |v − v+| < ε íà Πs

0.

Äîêàçàííàÿ òåîðåìà ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ðåçóëüòàòû [82, 115] î ñòðóêòóðå
òðàåêòîðèé âáëèçè òðàíñâåðñàëüíûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé äâóìåðíîãî
äèôôåîìîðôèçìà. À èìåííî, âáëèçè êàæäîé ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè ñó-
ùåñòâóåò åå îêðåñòíîñòü, òàêàÿ, ÷òî òðàåêòîðèè äèôôåîìîðôèçìà, ïðîõîäÿùèå
÷åðåç ýòó îêðåñòíîñòü, îáðàçóþò èíâàðèàíòíîå ãèïåðáîëè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî,
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Ðèñ. 1.7. Îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå ïðè c = 0.

äèíàìèêà êîòîðîãî ñîïðÿæåíà ñî ñäâèãîì òðàíçèòèâíîé öåïè Ìàðêîâà (ñì., íà-
ïðèìåð, [103])). Íà Πs èìååì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ
òðàåêòîðèé, íàêàïëèâàþùèõñÿ íà ñëåä ãåòåðîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè Γ2. ßñ-
íî, ÷òî äëÿ ôèêñèðîâàííîé ãîìîêëèíè÷åñêîé òî÷êè èç ýòîãî ìíîæåñòâà, ðàçìåð
îêðåñòíîñòè, ãäå âûïîëíÿåòñÿ îïèñàíèå, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ
ãîìîêëèíè÷åñêèõ òî÷åê ê ñëåäó Γ2. Åñëè ìû ðàññìîòðèì òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî
ãîìîêëèíè÷åñêèõ òî÷åê âíå ìàëîé îêðåñòíîñòè ñëåäà Γ2, òî ïîëó÷èì ðàâíîìåð-
íî ãèïåðáîëè÷åñêîå ìíîæåñòâî, ïîðîæäåííîå ýòèìè ãîìîêëèíè÷åñêèìè òðàåêòî-
ðèÿìè. Ñëåäîâàòåëüíî, âñÿ îáëàñòü, ãäå ñóùåñòâóåò ãèïåðáîëè÷åñêîå ìíîæåñòâî
äëÿ íàøåãî ñëó÷àÿ, äîëæíà èìåòü ôîðìó äâóõ ðîãîâ, îãðàíè÷åííûõ äâóìÿ ïàðà-
áîëîïîäîáíûìè êðèâûìè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êàñàòåëüíûìè ê òî÷êå (0, v+) (ñì.
ðèñ. 1.8). Ïîëîñû âáëèçè ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé (ñì. âûøå) äëÿ ðàçíûõ
ãîìîêëèíè÷åñêèõ òî÷åê âçàèìîäåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì ïðè èòåðàöèÿõ îòîáðà-
æåíèÿ Ïóàíêàðå, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê öåïè Ìàðêîâà ñî ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì
ñîñòîÿíèé, íî èíâàðèàíòíîå ìíîæåñòâî, ïîëó÷åííîå òàêèì îáðàçîì, íå ÿâëÿåòñÿ
ðàâíîìåðíî ãèïåðáîëè÷åñêèì, à òîëüêî íåðàâíîìåðíî ãèïåðáîëè÷åñêèì.

1.8 Ãèïåðáîëè÷íîñòü è ýëëèïòè÷íîñòü íà óðîâ-

íÿõ c < 0

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ óðîâíè Vc, c < 0, âáëèçè êîíòóðà äëÿ
ñëó÷àÿ 1. Äëÿ ñëó÷àÿ 2 è c < 0 âñå òðàåêòîðèè, âõîäÿùèå â îêðåñòíîñòü ÷åðåç
äèñêD1(c), ïîêèäàþò åå, òî æå âåðíî è äëÿ òðàåêòîðèé, âõîäÿùèõ â îêðåñòíîñòü,
ïðè óáûâàíèè t, ÷åðåç äèñê D2(c).

Â ýòîì ñëó÷àå äîêàçàíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:
1) ñóùåñòâîâàíèå ãèïåðáîëè÷åñêîãî ìíîæåñòâà íà êîíå÷íîì ÷èñëå òðàíñâåð-

ñàëüíûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ê ñåäëîâîé ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè γc;
2) ñóùåñòâîâàíèå ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà èíòåðâàëîâ çíà÷åíèé c < 0, íàêàïëè-
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Ðèñ. 1.8. Îáëàñòè ãèïåðáîëè÷íîñòè â îêðåñòíîñòè Πs.

âàþùèõñÿ â íóëå, çíà÷åíèÿ c â êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþò óðîâíÿì, ãäå â Vc ñóùå-
ñòâóåò îäíîîáõîäíàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ.

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ 1 è äîñòàòî÷íî ìàëûõ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé c
âñå òðàåêòîðèè â îêðåñòíîñòè òî÷êè p, ïðîõîäÿùèå ÷åðå îäíó êðûøêó D1(c) =
= N s ∩ Vc çàïîëíåííîãî öèëèíäðà, ïðè âîçðàñòàíèè t, ïåðåñåêàþò è åãî âòîðóþ
êðûøêó D2(c) = Nu ∩ Vc.

Ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà òðàíñâåðñàëüíûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåê-
òîðèé ê ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè γc ïî÷òè î÷åâèäíî è ñëåäóåò èç èõ ñóùåñòâî-
âàíèÿ ïðè c = 0. Äëÿ ëþáîãî îòðèöàòåëüíîãî çíà÷åíèÿ c, äîñòàòî÷íî ìàëîãî,
ðàññìîòðèì ëîêàëüíóþ ÷àñòü ýòîãî çàïîëíåííîãî öèëèíäðà â óðîâíå Vc îêîëî
òî÷êè p, êðûøêàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ äèñêè D1(c), D2(c). Òîãäà êðèâàÿ wu(c)
èç îêðåñòíîñòè Πu(c) (ò.å. v = 0) îòîáðàæàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ãëîáàëüíîãî îòîá-
ðàæåíèÿ T1(c) â êðèâîëèíåéíûé îòðåçîê íà D1(c), ïðîõîäÿùèé âáëèçè òî÷êè
(0, 0) íà ðàññòîÿíèè ïîðÿäêà |c|l, l ≥ 1. Òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ñèììåò-
ðè÷íîé êðèâîé íà D2(c), ÿâëÿþùåéñÿ ïðîîáðàçîì îòíîñèòåëüíî T2(c) êðèâîé
ws(c) (ò.å. u = 0). Âûðåæåì â D1(c), D2(c) ìàëåíüêèå äèñêè ðàäèóñà ïîðÿä-
êà O(

√
|c|) ñ öåíòðîì â òî÷êàõ (0, 0). Ïîñêîëüêó îòîáðàæåíèå T (c) ñîõðàíÿåò η,

òîãäà âûðåçàþòñÿ ïî îäíîìó èíòåðâàëó íà êàæäîì êðèâîëèíåéíîì îòðåçêå êàæ-
äîãî äèñêà. Ïîñëå âûðåçàíèÿ äâå îñòàâøèåñÿ ÷àñòè êðèâûõ îñòàþòñÿ íà êàæäîì
äèñêå. Ðàññìîòðèì îáðàçû îñòàâøèõñÿ ÷àñòåé êðèâûõ íàD2(c) ïðè îòîáðàæåíèè
T2(c) ◦ T (c).

Òåîðåìà 5. Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî |c| îáðàç êàæäîé îñòàâøåéñÿ ÷àñòè êðè-
âîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîíå÷íóþ ñïèðàëü, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò òðàíñâåðñàëüíî
â êîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê êðèâóþ u = 0 â îêðåñòíîñòè Πs(c).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè äîêàçàòåëüñòâå áóäåì ðàññóæäàòü àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ
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ïðè c = 0. Îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñíà÷àëà âûðåæåì äèñê íà D1(c) ðàäèóñà
O(
√
|c|), η ≤ η(c), ñ öåíòðîì â (0, 0). Îáðàç êðèâîé v = 0 â îêðåñòíîñòè Πu(c)

ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ T1(c) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãëàäêóþ êðèâóþ, ïðîõîäÿ-
ùóþ íà ðàññòîÿíèè ïîðÿäêà cl, l ≥ 1, îò òî÷êè (0, 0) (íå èñêëþ÷åí ñëó÷àé, êîãäà
ýòà êðèâàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (0, 0)). Ñëåäîâàòåëüíî, îêðóæíîñòü ðàäèóñà
η = η(c) ∼ |c| ïåðåñåêàåò ýòó êðèâóþ â äâóõ òî÷êàõ, ò.å. ÷àñòè ýòîé êðèâîé,
ëåæàùèå çà ïðåäåëàìè îêðóæíîñòè, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâå ãëàäêèõ êðèâûõ, à
èõ îáðàçû, îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ T (c), ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâå êîíå÷íûå
ñïèðàëè, êîòîðûå ïåðåñåêàþò òðàíñâåðñàëüíî T2(c)-ïðîîáðàçû êðèâîé u = 0 èç
îêðåñòíîñòè Πs(c). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì êîíå÷íîå ÷èñëî òðàíñâåðñàëüíûõ
ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé äëÿ γc. Î÷åâèäíî, ÷òî ÷åì ìåíüøå |c|, òåì áîëüøåå
÷èñëî òðàíñâåðñàëüíûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ìîæíî íàéòè.

×òîáû äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ýëëèïòè÷åñêèõ òî÷åê â íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè êîíòóðà íà âñåì ìíîãîîáðàçèè M , ñíà÷àëà íàéäåì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî
çíà÷åíèé cn < 0, äëÿ êîòîðûõ ñèñòåìà íà óðîâíå Vcn èìååò íåòðàíñâåðñàëüíóþ
ãîìîêëèíè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ ñ êâàäðàòè÷íûì êàñàíèåì äëÿ ñåäëîâîé ïåðèîäè-
÷åñêîé òðàåêòîðèè γcn. Ýòî ïîçâîëÿåò ïðèìåíèòü ðåçóëüòàòû î ñóùåñòâîâàíèè
êàñêàäîâ ýëëèïòè÷åñêèõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé íà óðîâíÿõ, áëèçêèõ ê Vcn

(ñì., íàïðèìåð, [26, 18]).

Òåîðåìà 6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî a′1(0) ̸= 0. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü cn → −0 òàêàÿ, ÷òî íà óðîâíå Vcn ïåðèîäè÷åñêàÿ òðà-
åêòîðèÿ γcn îáëàäàåò ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèåé, âäîëü êîòîðîé óñòîé÷èâîå
è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ W s(γcn), W

u(γcn) èìåþò êâàäðàòè÷íîå êàñàíèå.
Äëÿ êàæäîãî òàêîãî çíà÷åíèÿ cn ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî c-èíòåðâàëîâ
Inm, Inm → cn ïðè m → ∞, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ c ∈ Inm ïðåäñòàâëÿþò óðîâíè,
íà êîòîðûõ ñèñòåìà èìååò îäíîîáõîäíûå ýëëèïòè÷åñêèå òðàåêòîðèè â òîì æå
óðîâíå ãàìèëüòîíèàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî a′1(0) ̸= 0 ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì îáùåãî ïîëîæåíèÿ.
Ýòî àíàëîã óñëîâèÿ C â ðàáîòå [26]. Îíî ãàðàíòèðóåò, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî
|c| T2(c)-îáðàç òî÷êè (0, 0) â Πs(c) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àíàëèòè÷åñêóþ êðèâóþ,
ïåðåñåêàþùóþ òðàíñâåðñàëüíî óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå u = 0 ñåäëîâîé íåïî-
äâèæíîé òî÷êè. Íàïîìíèì, ÷òî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîîðäèíàòû (u, v) íå çàâè-
ñÿò îò ïàðàìåòðà c, îíè çàâèñÿò òîëüêî îò îòîáðàæåíèÿ. Êàê ñëåäñòâèå ýòîãî
íåðàâåíñòâà, â ñèëó îáðàòèìîñòè, ñóùåñòâóåò c0 < 0 òàêîå, ÷òî äëÿ c ∈ (c0, 0)
T1(c)-îáðàç êðèâîé v = 0 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé êðèâîé, íå ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó
(0, 0) íà D1(c), à ðàññòîÿíèå îò (0, 0) äî ýòîé êðèâîé èìååò ïîðÿäîê |c|.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ðàññìîòðèì óðîâåíü Vc

ïðè ìàëûõ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ c è íàéäåì îáðàç êðèâîé v = 0 èç îêðåñò-
íîñòè Πu(c) ïðè îòîáðàæåíèè T (c) ◦ T1(c). Ïîëó÷åííàÿ êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëè-
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òè÷åñêîé êðèâîé íà äèñêå D2(c). Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ýòà êðèâàÿ äëÿ ñ÷åòíîãî
ìíîæåñòâà çíà÷åíèé c êàñàåòñÿ T2(c)-ïðîîáðàçà êðèâîé u = 0 èç Πs(c).

Çàïèøåì ïðåäñòàâëåíèå îòîáðàæåíèÿ T (c). Îíî àíàëîãè÷íî (1.5), íî ïðè
c < 0 ôóíêöèÿ ∆c(η) ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷íîé è èìååò âèä

∆c(η) = a′c(η) ln
d2

ac(η)
, ac(η) = −c+ ωη +O2(c, η) > 0.

Ïîëîæèòåëüíîñòü ôóíêöèè ac(η) îçíà÷àåò, ÷òî îòîáðàæåíèå T (c) ÿâëÿåòñÿ ëî-
êàëüíûì àíàëèòè÷åñêèì ñèìïëåêòè÷åñêèì äèôôåîìîðôèçìîì â íåêîòîðîé îê-
ðåñòíîñòè òî÷êè (x2, y2) = (0, 0) äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ïî ìîäóëþ îòðèöà-
òåëüíûõ çíà÷åíèé c.

Îòîáðàæåíèå T1(c) òàêæå ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì, ïîýòîìó T1(c)-îáðàç êðè-
âîé v = 0, |u − u−| ≤ ε ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêèì êðèâîëèíåéíûì îòðåçêîì â
D1(c), ïðîõîäÿùèì âáëèçè òî÷êè (x2, y2) = (0, 0) íà ðàññòîÿíèè ïîðÿäêà |c|. Ýòî
ñëåäóåò èç ïðåäïîëîæåíèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ a′1(0) ̸= 0 è ñèììåòðèè T1(c) è
T2(c). Â ñèëó ñèììåòðèè, T2(c)-ïðîîáðàç êðèâîé u = 0, |v − v+| ≤ ε ÿâëÿåòñÿ
òàêæå àíàëèòè÷åñêèì êðèâîëèíåéíûì îòðåçêîì â D2(c) è ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷-
íûì îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ èíâîþöèè L ê îáðàçó îòðåçêà v = 0, |u− u−| ≤ ε â
D1(c) è ïðîõîäÿùèì âáëèçè òî÷êè (x̄2, ȳ2) = (0, 0) íà òîì æå ðàññòîÿíèè ïîðÿäêà
|c|.

Â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ íà äèñêàõ D1(c), D2(c) îòîáðàæåíèå Tc èìååò âèä

η = η, θ = φ+∆c(η),

ãäå ∆c(η) = (ω + · · · ) ln[d2/(−c+ ωη + · · · )].
Ðàçëîæèì êîýôôèöèåíòû â ôîðìóëå îòîáðàæåíèÿ T1(c) ïî ôîðìóëå Òåéëîðà

ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî c, a(c) = ac+ ..., a ̸= 0, b(c) = bc+ ....
Òîãäà

∆c(η) = −ω ln
d2

−c+ ω[(ac+ α(u− u−))2 + (bc+ γ(u− u−))2]/2
+O2(c, η).

Íà äèñêå D1(c) ðàññìàòðèâàåìûé êðèâîëèíåéíûé îòðåçîê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
àíàëèòè÷åñêóþ ãëàäêóþ êðèâóþ, ïðîõîäÿùóþ íà ðàññòîÿíèè ïîðÿäêà |c| îò òî÷-
êè (0, 0), ïîýòîìó ñóùåñòâóåò îêðóæíîñòü η = ηc òàêàÿ, ÷òî ýòà îêðóæíîñòü è
êðèâàÿ èìåþò îáùóþ òî÷êó, è îíè êàñàþòñÿ â ýòîé òî÷êå. Â ÷àñòíîñòè, ýòà òî÷êà
ìîæåò áûòü íå åäèíñòâåííîé. Äðóãèå òî÷êè ýòîé êðèâîé íàõîäÿòñÿ çà ïðåäåëàìè
ýòîé îêðóæíîñòè.

Ëîêàëüíîå îòîáðàæåíèå T (c) ñîõðàíÿåò η, ïîýòîìó T (c)-îáðàç íà D2(c) ýòîé
êðèâîé ÿâëÿåòñÿ ñïèðàëåâèäíîé êðèâîé, ëåæàùåé âíå îêðóæíîñòè η = ηc íà
D2(c). Â ñèëó ñèììåòðèè, íà òîé æå îêðóæíîñòè íà D2(c) íàõîäÿòñÿ äðóãèå åå
êàñàíèÿ ñ êðèâîé, ÿâëÿþùåéñÿ T2(c)-ïðîîáðàçîì îòðåçêà u = 0 èç îêðåñòíîñòè
Πs(c). Âàæíûì çàìå÷àíèåì ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Ëåììà 3. Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî çíà÷åíèÿ c ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà
êàñàíèÿ îêðóæíîñòè è êðèâîé íà äèñêå D1(c). Êàñàíèå â ýòîé òî÷êå êâàäðàòè÷-
íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç σs
c , σ

u
c îêðóæíîñòè η = ηc íà äèñêàõ D1(c),

D2(c), ñîîòâåòñòâåííî. Â ñèëó ñèììåòðèè, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü óòâåðæäåíèå äëÿ
çàìêíóòîé êðèâîé T2(c)(σ

u
c ), ò. å. ýòà êðèâàÿ êâàäðàòè÷íî êàñàåòñÿ u = 0 ðîâíî

â îäíîé òî÷êå ïðè |c| äîñòàòî÷íî ìàëîì. Îêðóæíîñòü σu
c èìååò ïðåäñòàâëåíèå

â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ x̄2 =
√
2ηc cos θ, ȳ2 =

√
2ηc sin θ, r(c) =

√
2ηc ∼ |c|.

Òàêèì îáðàçîì èç (1.4)ñëåäóåò, ÷òî åå T2(c)-îáðàç èìååò ïðåäñòàâëåíèå

u1 = a1(c) + r(c)[γ(c) cos θ + α(c) sin θ +O(r)],

v1 − v+ = b1(c)− r(c)[δ(c) cos θ + β(c) sin θ +O(r)].

Ñíà÷àëà íàéäåì òî÷êè, â êîòîðûõ êàñàòåëüíàÿ ê ýòîé êðèâîé êîëëèíåàðíà âåê-
òîðó (0, 1), ò. å. u′1(θ) = 0. Ýòî óñëîâèå çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì −γ sin θ + α cos θ+
+O(r) = 0. Îíî èìååò äâà êîðíÿ, îïðåäåëåííûå ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ ïîðÿäêà

O(r), ïðè θ1 = ρ, θ2 = ρ+ π, ãäå sin ρ = α/
√
α2 + γ2, cos ρ = γ/

√
α2 + γ2. Ïðè-

ðàâíèâàÿ u1(θi) = 0, ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ îòíîñèòåëüíî r: r(c) = ± a1(c)√
α2+γ2

+

+O(c2), ãäå çíàê îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç çíà÷åíèÿ θi, äëÿ êîòîðûõ r(c) > 0. Â ñè-
ëó ïðåäïîëîæåíèÿ a′1(0) ̸= 0, ïîëó÷àåì åäèíñòâåííûé êîðåíü, îáåñïå÷èâàþùèé
êàñàíèå ÷åòíîãî ïîðÿäêà.

×òîáû äîêàçàòü, ÷òî êàñàíèå ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì, íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî
ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì çíà÷åíèè c ïðîèçâîäíàÿ u′′1(v1) ̸= 0 â òî÷êå êàñàíèÿ. Ýòà
ïðîèçâîäíàÿ â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå çàäàåòñÿ êàê ( îïóñêàåì íèæíèé èíäåêñ
1 â ýòîì âû÷èñëåíèè)

u′′(v) =
u′′θv

′
θ − u′θv

′′
θ

v′3θ
=
√

α2 + γ2
[−(αδ − βγ) +O(r)]

±r(1 +O(r))
=

= ±
√
α2 + γ2r(c)−1(1 +O(r(c))).

Ïîñêîëüêó r(c) ∼ |c| ïðè |c| → 0, òî ïîëó÷åííàÿ ïðîèçâîäíàÿ ñòàíîâèòñÿ áîëüøå
ïî ìîäóëþ, ÷åì ìåíüøå |c|. Òàêèì îáðàçîì, çàêëþ÷àåì, ÷òî êàñàíèå êâàäðàòè÷-
íî.

Èòàê, èìååì íà äèñêå D2(c) äâå àíàëèòè÷åñêèå êðèâûå: ñïèðàëü è êðèâóþ,
îáå êàñàþòñÿ îêðóæíîñòè η = ηc òîëüêî â îäíîé òî÷êå (âîîáùå ãîâîðÿ â ðàçíûõ).
Òåïåðü ïðîñëåäèì çà âçàèìíûì ïîëîæåíèåì ýòèõ äâóõ òî÷åê íà îêðóæíîñòè ïðè
c → −0. Òî÷êà íà êðèâîé ñòðåìèòñÿ ê òî÷êå (0, 0) ïðè c → −0, ñ îïðåäåëåí-
íîé êàñàòåëüíîé. Íî òî÷êà êàñàíèÿ ñïèðàëè, êàê ìû äîêàæåì íèæå, ìîíîòîííî
âðàùàåòñÿ ïðè c → −0, ñîâåðøàÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ïîëíûõ îáîðîòîâ ïî óãëó.
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òî÷êè êàñàíèÿ ñïèðàëè áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç cn ïðîõîäèò
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òî÷êó êàñàíèÿ êðèâîé, äàþùåå êâàäðàòè÷íîå êàñàíèå ñïèðàëè è êðèâîé (ñì.
ðèñ. 1.9).

Íàçîâåì åäèíñòâåííóþ òî÷êó êàñàíèÿ îêðóæíîñòè è ñïèðàëè íà D2(c) íîñîì
ñïèðàëè. Âáëèçè ýòîé òî÷êè, â ñèëó êâàäðàòè÷íîãî êàñàíèÿ, ñïèðàëü ðàñïîëà-
ãàåòñÿ ñíàðóæè äèñêà, îãðàíè÷åííîãî îêðóæíîñòüþ. Ïîêàæåì, ÷òî íîñ ñïèðàëè
ìîíîòîííî âðàùàåòñÿ ïî óãëó θ ïðè c → −0.

Êîîðäèíàòû íîñà ñïèðàëè ñîîòâåòñòâóþò òîé æå òî÷êå êðèâîé v = 0, ãäå
T1(c)-ïðîîáðàç îêðóæíîñòè η = ηc íà äèñêåD1(c) êàñàåòñÿ êðèâîé. Óãîë θ(c), ñî-
îòâåòñòâóþùèé íîñó ñïèðàëè, ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå θ(c) = φ(c) +∆c(ηc),
ãäå çíà÷åíèÿ (φ(c), η(c)) íåîáõîäèìî ïîäñòàâèòü. Êàê ìû âèäåëè ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå ëåììû 3, óãîë φ(c) èìååò îïðåäåëåííûé ïðåäåë ïðè c → −0, ïîñêîëüêó
òî÷êà êàñàíèÿ êðèâîëèíåéíîãî îòðåçêà è îêðóæíîñòè η = ηc íà D1(c) è òî÷êè
êàñàíèÿ îêðóæíîñòè η = ηc è êðèâîëèíåéíîãî îòðåçêà íà D2(c) ñâÿçàíû ñîîò-
íîøåíèåì ñèììåòðèè L : (x2, y2) → (x̄2, ȳ2) x̄2 = −x2, ȳ2 = y2. Ïîêàæåì, ÷òî
âåëè÷èíà ∆c(ηc) ìîíîòîííî ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè ïðè c → −0. Åñëè ýòî
òàê, òî ýòî äàåò íåîáõîäèìûé âûâîä î áåñêîíå÷íîì ÷èñëå ïîëíûõ îáîðîòîâ ïî
óãëó θ.

Çíà÷åíèå ηc â òî÷êå êàñàíèÿ ðàâíî

ηc =
1

2
(x22(c) + y22(c)) = r2(c)/2 =

a21(c)

2(α2(c) + γ2(c))
+O(c3). (1.7)

Òàêèì îáðàçîì, èìååì

∆c(ηc) = (ω +O(c2)) ln
d2

−c+ ω 1
2(α2+γ2)a

2
1(c) +O(c3)

∼ − ln(−c).

Òîãäà, θ(c) ìîíîòîííî çàâèñèò îò c è íåîãðàíè÷åííî âîçðàñòàåò ïðè c → −0.
Ïîýòîìó òî÷êà íà D2(c), ÿâëÿþùàÿñÿ íîñîì ñïèðàëè, áåñêîíå÷íîå ÷èñëî ðàç cn
ñîâïàäàåò ñ òî÷êîé òîé æå îêðóæíîñòè, ãäå ïðîîáðàç êðèâîé u = 0 èç Πs(c)
êàñàåòñÿ îêðóæíîñòè.

Ðèñ. 1.9. Ñëó÷àé 1: îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå ïðè c < 0, ãîìîêëèíè÷åñêîå êàñàíèå.
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Âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèå ýëëèïòè-
÷åñêèõ òî÷åê âáëèçè ãîìîêëèíè÷åñêîãî êàñàíèÿ ñèìïëåêòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ
(ñì., íàïðèìåð, [26, 18]).

Òåîðåìà 7. Ïóñòü f ãëàäêîå (íå ìåíåå C4) ñèìïëåêòè÷åñêîå îòîáðàæåíèå, èìå-
þùåå ñåäëîâóþ íåïîäâèæíóþ òî÷êó p è ãîìîêëèíè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ fn(q),
ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó q ̸= p. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå
ìíîãîîáðàçèå ñåäëîâîé íåïîäâèæíîé òî÷êè p êâàäðàòè÷íî êàñàþòñÿ â òî÷êå q.
Òîãäà äëÿ ëþáîãî îáùåãî ãëàäêîãî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ãëàäêèõ
ñèìïëåêòè÷åñêèõ îòîáðàæåíèé fµ, ñîâïàäàþùåãî ïðè µ = 0 ñ f , äëÿ ëþáîãî îò-
ðåçêà çíà÷åíèé ïàðàìåòðà [−µ0, µ0], ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî k0 ∈ Z è áåñêîíå÷íî
ìíîãî îòêðûòûõ èíòåðâàëîâ Ik, k ≥ k0, òàêèõ, ÷òî Ik íàêàïëèâàþòñÿ ê µ = 0
ïðè k → ∞, è îòîáðàæåíèå fµ, µ ∈ Ik èìååò îäíîîáõîäíóþ ýëëèïòè÷åñêóþ
ãîìîêëèíè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ (ïåðèîäà q + k).

1.9 Ãèïåðáîëè÷íîñòü è ýëëèïòè÷íîñòü íà óðîâ-

íÿõ c > 0

Óðîâåíü Vc, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì c > 0, ñîäåðæèò ñåäëîâóþ ëÿïóíîâñêóþ
ïåðèîäè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ lc (íàïîìíèì, ÷òî ïðåäïîëàãàåòñÿ ω > 0). Åå ëîêàëü-
íûå óñòîé÷èâîå W s(lc) è íåóñòîé÷èâîå W u(lc) ìíîãîîáðàçèÿ ïðèíàäëåæàò Vc, à
èõ ïðîäîëæåíèå ïî ïîòîêó âî âñåì ôàçîâîì ìíîãîîáðàçèè ïðîèñõîäèò âáëèçè
êðèâûõ W s(p) è W u(p), ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëüíî, îíè áóäóò ïåðåñåêàòü
ñåêóùèå D1(c) è D2(c) ïî îêðóæíîñòÿì σs(c), σu(c).

Êàê áûëî óêàçàíî âûøå, âñå òðàåêòîðèè ïîòîêà, êîòîðûå ïåðåñåêàþò äèñê
D1(c) âíóòðè îêðóæíîñòè σs(c) ïîêèäàþò îêðåñòíîñòü U , íå ïåðåñåêàÿ äèñê
D2(c). Ïîýòîìó ìû íå îòñëåæèâàåì ýòè òðàåêòîðèè. Íî òðàåêòîðèè ïîòîêà, ïå-
ðåñåêàþùèå D1(c) âíå σs(c), ñ óâåëè÷åíèåì âðåìåíè ïåðåñåêàþò D2(c) è äà-
ëåå ñåêóùóþ Σc. Â ýòîì ñëó÷àå ñòðîèòñÿ ãèïåðáîëè÷åñêîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå
ôîðìèðóåòñÿ âáëèçè ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êîíòóðà, âêëþ÷àþùåãî ïàðó ñåäëîâûõ
ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé lc, γc è ÷åòûðå òðàíñâåðñàëüíûå ãåòåðîêëèíè÷åñêèå
òðàåêòîðèè, äâå èç êîòîðûõ ïåðåõîäÿò, ïî ìåðå óâåëè÷åíèÿ âðåìåíè, îò lc ê γc
(îêîëî Γ2), à äâå äðóãèõ - îò γc ê lc (îêîëî Γ1). Êðîìå òîãî, ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå
ìíîæåñòâî òðàíñâåðñàëüíûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé äëÿ êàæäîé ïåðèî-
äè÷åñêîé òðàåêòîðèè lc è γc. Âñå ýòî ÿâëÿåòñÿ îñíîâîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãèïåðáî-
ëè÷åñêîãî ìíîæåñòâà.

Òåîðåìà 8. Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ çíà÷åíèÿõ c > 0 W s(lc) è W u(γc) ïåðåñå-
êàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî ïî äâóì ãåòåðîêëèíè÷åñêèì òðàåêòîðèÿì Γ11(c), Γ12(c)
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è, â ñèëó ñèììåòðèè, W u(lc) è W s(γc) ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî ïî äâóì ãå-
òåðîêëèíè÷åñêèì òðàåêòîðèÿì Γ21(c) = L(Γ11(c)), Γ22(c) = L(Γ12(c)), îáðàçóÿ,
òåì ñàìûì, òðàíñâåðñàëüíûé ãåòåðîêëèíè÷åñêèé êîíòóð.

Ñëåä W u(γc) â îêðåñòíîñòè Πs(c) ( îáðàç ïðÿìîé v = 0, ëîêàëüíî-íåóñòîé÷è-
âîå ìíîãîîáðàçèå) ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ T2(c)◦T (c)◦T1(c)) ñîñòîèò èç ïà-
ðû àíàëèòè÷åñêèõ ñïèðàëåâèäíûõ êðèâûõ , êîòîðûå íàìàòûâàþòñÿ íà çàìêíó-
òóþ êðèâóþ T2(c)(σu(c)) è ïåðåñåêàþò òðàíñâåðñàëüíî ïðÿìóþ u = 0 (ëîêàëüíî-
íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå) â ñ÷åòíîì ìíîæåñòâå òî÷åê, ÿâëÿþùèõñÿ ñëåäàìè
òðàíñâåðñàëüíûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé Ïóàíêàðå ïåðèîäè÷åñêîé òðàåê-
òîðèè γc.

Ñîãëàñíî λ-ëåììå Ñìåéëà, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n çàìêíóòàÿ êðèâàÿ
T2(c)(σu(c)) ñîäåðæèò äâå êðèâûå ñ êîíå÷íûìè òî÷êàìè íà ïðÿìîé u = 0, ÷üè
n-èòåðàöèè ïðè îòîáðàæåíèè S(c) äàþò ñ÷åòíîå ñåìåéñòâî àíàëèòè÷åñêèõ êðè-
âûõ, ãëàäêî íàêàïëèâàþùèõñÿ, ïðè n → ∞, ê ïðÿìîé v = 0. Ñóùåñòâóåò öåëîå
÷èñëî n0(s) òàêîå, ÷òî äëÿ n > n0(s) ýòè êðèâûå òðàíñâåðñàëüíî ïåðåñåêàþò çà-
ìêíóòóþ êðèâóþ T−1

1 (c)(σs(c)). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî
òî÷åê, ÿâëÿþùèõñÿ ñëåäàìè òðàíñâåðñàëüíûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé äëÿ
lc (ñì. ðèñ. 1.10).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà T2(c)-îáðàç îêðóæíîñòè σu(c) íà äèñê
Σc. Íàïîìíèì, ÷òî ðàäèóñ îêðóæíîñòè σu(c) èìååò ïîðÿäîê

√
c, ïîñêîëüêó îí

îïðåäåëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ ac(η) = −c+ ωη+O2(c, η) = 0. Ñëåäîâàòåëüíî,
ïîëó÷àåì η(c) = c/ω+O(c2). Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç-çà àíàëèòè÷åñêîé çàâèñèìî-
ñòè T2(c) îò c, T2(c)-îáðàç öåíòðà (0, 0) àíàëèòè÷åñêè çàâèñèò îò c. Ñëåäîâàòåëü-
íî, ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (0, 0) äî êðèâîé, ÿâëÿþùåéñÿ T2(c)-ïðîîáðàçîì ïðÿìîé
u = 0 â Πs(c), èìååò ïîðÿäîê cl, l ≥ 1. Áîëåå òîãî, åñëè ïðè l = 1 âûïîëíÿåò-
ñÿ íåðàâåíñòâî a′1(0) ̸= 0 (ñì. âûøå). Òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êðèâàÿ T2(c)(σu(c))
ïåðåñåêàåò, ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì çíà÷åíèè c, ïðÿìóþ u = 0 òðàíñâåðñàëüíî â
äâóõ òî÷êàõ. Äåéñòâèòåëüíî, êðèâàÿ T2(c)(σu(c)) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â ïàðà-
ìåòðè÷åñêîé ôîðìå, ãäå ïàðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ θ, â ñëåäóþùåì âèäå

u = a1(c) + r(c)[γ(c) cos θ + α(c) sin θ +O(r)],

v − v+ = b1(c)− r(c)[δ(c) cos θ + β(c) sin θ +O(r)],

ãäå r(c) =
√

2η(c) =
√
c/ω +O(c2). Äëÿ òîãî, ÷òîáû íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ

ñ ïðÿìîé u = 0 ïðèðàâíÿåì u1 = 0 è ðàçäåëèì îáå ÷àñòè íà r(c)
√
α2 + γ2,

ïîëó÷èì óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî θ

A(c) + cos(θ − ρ) +O(c) = 0, A(c) = a1(c)/r(c) ∼
√
c,

ó êîòîðîãî åñòü äâà ïðîñòûõ êîðíÿ äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî çíà÷åíèÿ c. Ýòè ïðî-
ñòûå êîðíè ñîîòâåòñòâóþò äâóì òðàíñâåðñàëüíûì òî÷êàì ïåðåñå÷åíèÿ. Òðàåê-
òîðèÿìè ïîòîêà, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç ýòè òî÷êè, ÿâëÿþòñÿ Γ21(c), Γ22(c). Â ñè-
ëó îáðàòèìîñòè îòîáðàæåíèÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ T−1

1 (c)(σs(c)) òàêæå ïåðåñåêàåò
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òðàíñâåðñàëüíî â äâóõ òî÷êàõ ïðÿìóþ v = 0 â îêðåñòíîñòè Πu(c). Òðàåêòîðèÿìè
ïîòîêà, ïðîõîäÿùèìè ÷åðåç ýòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ, ÿâëÿþòñÿ Γ11(c), Γ12(c).

Òåïåðü ðàññìîòðèì êðèâîëèíåéíûé îòðåçîê, ÿâëÿþùèéñÿ T1(c)-îáðàçîì ïðÿ-
ìîé v = 0 íà äèñêå D1(c). Êàê áûëî äîêàçàíî, ýòà êðèâàÿ ïåðåñåêàåò òðàíñâåð-
ñàëüíî â äâóõ òî÷êàõ îêðóæíîñòü σs(c), êîòîðàÿ äåëèò êðèâóþ íà òðè ÷àñòè.
Òðàåêòîðèè ïîòîêà, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç ñðåäíþþ ÷àñòü, ïîêèäàþò îêðåñòíîñòü
êîíòóðà, íî äâå îñòàâøèåñÿ ÷àñòè äàþò äâå àíàëèòè÷åñêèå êðèâûå, ÷üè T (c)-
îáðàçû ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé äâå áåñêîíå÷íûå ñïèðàëè íà D2(c), íàìàòûâàþùè-
åñÿ íà îêðóæíîñòü σu(c). Èõ T2(c)-îáðàçû çàäàþò äâà ñ÷åòíûõ ñåìåéñòâà òðàíñ-
âåðñàëüíûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé äëÿ γc.

×òîáû íàéòè òðàíñâåðñàëüíûå ãîìîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè äëÿ lc, çàìå-
òèì, ÷òî êðèâàÿ u = κ > 0, äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî κ, â îêðåñòíîñòè Πs(c)
ïåðåñåêàåò çàìêíóòóþ êðèâóþ T2(c)(σu(c)) òðàíñâåðñàëüíî â äâóõ òî÷êàõ. Òî
æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ ÷àñòåé T2(c)-îáðàçîâ îáåèõ ñïèðàëåé, íàìàòûâà-
þùèõñÿ íà σu(c) íà D2(c). Òàêèì îáðàçîì, èìååì äâà ñ÷åòíûõ ñåìåéñòâà êðè-
âîëèíåéíûõ îòðåçêîâ, ãëàäêî íàêàïëèâàþùèõ íà äâå ÷àñòè êðèâîé T2(c)(σu(c)).
Ïî λ-ëåììå Ñìåéëà [83], ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî n0 > 0 òàêîå, ÷òî âñå Sn(c)-
îáðàçû êðèâûõ îáîèõ ñ÷åòíûõ ñåìåéñòâ ïåðåñåêàþò òðàíñâåðñàëüíî çàìêíóòóþ
êðèâóþ T−1(c)(σs(c) â îêðåñòíîñòè Πu(c). Òàêèì îáðàçîì, ó íàñ åñòü èíâàðèàíò-
íîå ãèïåðáîëè÷åñêîå ìíîæåñòâî íà êàæäîì óðîâíå Vc, äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî
c > 0.

Ðèñ. 1.10. Îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå ïðè c > 0, ãèïåðáîëè÷åñêîå ìíîæåñòâî è êà-
ñàíèå.

Ïîñòðîåííîå íàìè ãèïåðáîëè÷åñêîå ìíîæåñòâî íå èñ÷åðïûâàåò èíâàðèàíò-
íûõ ìíîæåñòâ íà óðîâíå Vc. Òàêæå ìîæíî óïîìÿíóòü äèêèå ãèïåðáîëè÷åñêèå
ìíîæåñòâà, ñóùåñòâóþùèå âáëèçè êâàäðàòè÷íûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ êàñàíèé [22].
Â äàííîì ðàçäåëå òàêæå äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ýëëèïòè÷åñêèõ ïåðèîäè-
÷åñêèõ òðàåêòîðèé äëÿ èíòåðâàëîâ c-çíà÷åíèé, ñòðåìÿùèõñÿ ê c = 0. Ñ ýòîé
öåëüþ ñíà÷àëà äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó
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Òåîðåìà 9. Ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé cn → 0 òàêàÿ, ÷òî íà
óðîâíå Vcn ñåäëîâàÿ ëÿïóíîâñêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ lcn îáëàäàåò ãîìî-
êëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèåé, âäîëü êîòîðîéW s(lcn) èW u(lcn) èìåþò êâàäðàòè÷íîå
êàñàíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ñèñòåìà îáðàòèìà è ñâÿçàííîå ñ íåé îòîáðàæåíèå
Ïóàíêàðå òàêæå îáðàòèìî, òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîå cn,
÷òî ñëåä W u(lcn) íà Σcn ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé çàìêíóòîé êðèâîé, êâàäðàòè÷íî
êàñàþùèéñÿ ëèíèè Fix(L), ò.å. äèàãîíàëè u = v.

Êàê áûëî äîêàçàíî âûøå, äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî c0, ïðè 0 < c ≤ c0, ñëåä
W u(lc) â Πs(c) ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòîé êðèâîé, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ u = 0 â
äâóõ òî÷êàõ. S(c)-ïðîîáðàçû ëèíèè u = v ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü àíàëèòè÷åñêèõ êðèâîëèíåéíûõ îòðåçêîâ, çàäàííûõ êàê u = uk(v, c), êî-
òîðûå ñòðåìÿòñÿ â Πs(c) ê u = 0 â C2-òîïîëîãèè ðàâíîìåðíî ïî c, ïðè k → ∞.
Äåéñòâèòåëüíî, îáðàòíûå èòåðàöèè S çàäàþòñÿ êàê u−n = fn(ζ)u−n+1, v−n =
= v−n+1/f

n(ζ), ζ = u0v0 = u−1v−1 = · · · = u−nv−n. Ôóíêöèÿ u−n = gn(v−n)
íàõîäèòñÿ êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ u = vf 2n(uv) îòíîñèòåëüíî u. Óìíîæèâ îáå
÷àñòè íà v, ïîëó÷èì óðàâíåíèå ζ = v2f 2n(ζ). Òàê êàê f(ζ) = ν + O1(ζ), ïî-
ëó÷àåì îöåíêó |f | ≤ (1 + ν)/2 < 1 äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ |ζ|. Òàêèì îáðàçîì,
äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî v, |v − v+| ≤ δ ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ ζn(v). Ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé, è ñåìåéñòâî ðàâíîìåð-
íî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè n → ∞. Ôóíêöèÿ èìååò âèä un(v, c) = vf 2n(ζn(v)).
Ýòî ñåìåéñòâî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè [(1 + ν)/2]2n. Ïîñêîëüêó îíè ñòðåìÿòñÿ
ê íóëþ â C2-òîïîëîãèè (ôàêòè÷åñêè, ïðè ëþáîì Ck, k ≥ 2), ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
äëÿ n äîñòàòî÷íî áîëüøîãî ïåðåñå÷åíèå ãðàôèêà ôóíêöèè un(v, c) ñ çàìêíóòîé
êðèâîé T2(c)(σu(c) îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî äâóì òî÷êàì, àíàëîãè÷íî äëÿ u = 0.

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå 0 < c ≤ c0. Ïîñêîëüêó c0 äîñòàòî÷íî ìàëî, òî çà-
ìêíóòàÿ êðèâàÿ ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ òðåòüåãî ïîðÿäêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ýëëèïñ â îêðåñòíîñòè Πs(c), öåíòð êîòîðîãî ïðèáëèæàåòñÿ ê ïðÿìîé u = 0 íà
ðàññòîÿíèå ïîðÿäêà c, à åãî ãëàâíûå îñè èìåþò äëèíû ïîðÿäêà

√
c è óãîë èõ

ïîâîðîòà çàâèñÿò îò c è èìååò ïðåäåë, îïðåäåëÿåìûé ìàòðèöåé ëèíåàðèçîâàííî-
ãî îòîáðàæåíèÿ T2(0) = T2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîëó÷åííîå ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ
êðèâûõ ïåðåñåêàåò, ïðè c → 0, âñå ãðàôèêè ôóíêöèé un(v, c), è ýòî ïåðåñå÷å-
íèå äëÿ îòäåëüíîé êðèâîé ÿâëÿåòñÿ ëèáî òðàíñâåðñàëüíûì, ëèáî êâàäðàòè÷íî
êàñàåòñÿ, ëèáî íåò òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ. Òå çíà÷åíèÿ c, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ
êðèâàÿ ñåìåéñòâà êàñàåòñÿ ôèêñèðîâàííîé un(v, c), äàþò çíà÷åíèÿ cn, êîòîðûå
ìû èùåì.

Òåïåðü ñíîâà ìîæíî ïðèìåíèòü òåîðåìó 7 î ñóùåñòâîâàíèè ýëëèïòè÷åñêîé
ïåðèîäè÷åñêîé òî÷êè â îáùåì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå äâóìåðíûõ ñèì-
ïëåêòè÷åñêèõ äèôôåîìîðôèçìîâ, ñîäåðæàùåì äèôôåîìîðôèçì ñ êâàäðàòè÷-
íûì ãîìîêëèíè÷åñêèì êàñàíèåì [26, 18]).
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1.10 Ñëó÷àé 2 ïðè c > 0

Äëÿ ñëó÷àÿ 2 âñå òðàåêòîðèè íà óðîâíå V0, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç äîñòàòî÷íî
ìàëóþ îêðåñòíîñòü êîíòóðà, êðîìå òðàåêòîðèé ñàìîãî êîíòóðà, ïîêèäàþò ýòó
îêðåñòíîñòü, è íå ñóùåñòâóåò òðàåêòîðèé, êîòîðûå öåëèêîì ëåæàò â ýòîé îêðåñò-
íîñòè. Óðîâíè Vc, ïðè c < 0 âîîáùå íå ñîäåðæàò òðàåêòîðèé, êîòîðûå ïîëíîñòüþ
îñòàþòñÿ íà ýòèõ óðîâíÿõ, ïîñêîëüêó òðàåêòîðèè, âõîäÿùèå â çàïîëíåííûé öè-
ëèíäð ÷åðåç D1(c), ïîêèäàþò îêðåñòíîñòü òî÷êè p, íå ïåðåñåêàÿ D2(c). Èìåí-
íî ïîýòîìó ðàññìàòðèâàþòñÿ óðîâíè Vc äëÿ c > 0, ãäå âîçíèêàþò òðàåêòîðèè,
ëåæàùèå öåëèêîì â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè êîíòóðà. Íà ñîîòâåòñòâóþùåì
òðàíñâåðñàëüíîì äèñêå D1(c) ýòè òðàåêòîðèè âõîäÿò â çàïîëíåííûé öèëèíäð
÷åðåç òî÷êè, ëåæàùèå âíóòðè îêðóæíîñòè σs(c) è âûõîäÿò ÷åðåç äèñê D2(c) èç
äðóãîãî çàïîëíåííîãî öèëèíäðà ÷åðåç òî÷êè, ëåæàùèå âíóòðè îêðóæíîñòè σu(c)
(ñì. çàìå÷àíèå 6).

Ðàññìîòðèì îáðàç ñëåäà íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ W u(γc) (ò.å. ïðÿìóþ
v = 0 èç îêðåñòíîñòè Πu(c)) ïðè äåéñòâèè êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé T2(c)◦T (c)◦
◦T1(c). Êàê îáñóæäàëîñü âûøå, â îáùåì ñëó÷àå T1(c)-îáðàç ýòîé ïðÿìîé íà äèñ-
êå D1(c) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé àíàëèòè÷åñêèé êðèâîëèíåéíûé îòðåçîê, ðàññòîÿ-
íèå êîòîðîãî îò öåíòðà äèñêà (0, 0) èìååò ïîðÿäîê cl, l ≥ 1, èç-çà àíàëèòè÷åñêîé
çàâèñèìîñòè îòîáðàæåíèÿ T1(c) îò c. Åñëè âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå îáùåãî
ïîëîæåíèÿ a′1(0) ̸= 0, ïðèâåäåííîå âûøå, òî l = 1. Íà äèñêå D1(c) ñóùåñòâóåò
îêðóæíîñòü σs(c), îïðåäåëåííàÿ êàê η = η(c) = c/ω + O(c2), ÿâëÿþùàÿñÿ ñëå-
äîì óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ W s(lc). Òàêèì îáðàçîì, åå ðàäèóñ èìååò ïîðÿäîê
∼

√
c. Ýòî ïîäðàçóìåâàåò, êàê óêàçàíî âûøå, ÷òî σs(c) è êðèâîëèíåéíûé îòðå-

çîê (ñëåä W s(γc)) ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî â äâóõ òî÷êàõ äëÿ äîñòàòî÷íî
ìàëûõ c.

Ðàññìîòðèì òåïåðü òó ÷àñòü êðèâîëèíåéíîãî îòðåçêà, êîòîðàÿ ëåæèò íà
D1(c) âíóòðè îêðóæíîñòè σs(c). Èìåÿ â âèäó ïðåîáðàçîâàííóþ ôîðìóëû äëÿ
∆c(η) (ñì. çàìå÷àíèå 6), ïîëó÷àåì, ÷òî ýòà ÷àñòü êðèâîëèíåéíîãî îòðåçêà (áåç
äâóõ åãî êðàéíèõ òî÷åê íà îêðóæíîñòè σs(c)) ïðåîáðàçóåòñÿ îòîáðàæåíèåì T (c)
íà D2(c) â áåñêîíå÷íóþ ñïèðàëåâèäíóþ àíàëèòè÷åñêóþ êðèâóþ, êîòîðàÿ îáîè-
ìè êîíöàìè íàìàòûâàåòñÿ íà îêðóæíîñòü σu(c) (ñì. ðèñ. 1.11). Íà òîì æå äèñêå
D2(c) ñóùåñòâóåò àíàëèòè÷åñêèé êðèâîëèíåéíûé îòðåçîê, ÿâëÿþùèéñÿ T2(c)-
ïðîîáðàçîì ïðÿìîé u = 0 èç Πs(c). Êðèâîëèíåéíûé îòðåçîê ïåðåñåêàåò îêðóæ-
íîñòü σu(c) òðàíñâåðñàëüíî, ýòî ñëåäóåò èç åãî ñèììåòðèè ñ ñîîòâåòñòâóþùåé
êðèâîé â D1(c). Ïîñêîëüêó äâîéíàÿ ñïèðàëü íàìàòûâàåòñÿ îáîèìè êîíöàìè íà
îêðóæíîñòü σs(c), à êðèâîëèíåéíûé îòðåçîê òðàíñâåðñàëåí îêðóæíîñòè, ïîëó-
÷àåì, êàê óêàçàíî âûøå, ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ, ÷åðåç êîòîðûå
ïðîõîäÿò òðàíñâåðñàëüíûå ãîìîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè ê γc.

Çäåñü òàêæå èìååòñÿ ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî èíòåðâàëîâ c, íà êîòîðûõ ñóùåñòâó-
þò ýëëèïòè÷åñêèå ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè íà óðîâíÿõ Vc. Èõ äîêàçàòåëüñòâî
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ïðîâîäèòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê è äëÿ ñëó÷àÿ 1 ïðè c > 0. Êëþ÷åâûì ìîìåíòîì
çäåñü ñíîâà ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè cn → 0 òàêîé, ÷òî â Vcn

ñóùåñòâóåò êàñàòåëüíàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ê ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè lc. Ñíîâà
èòåðèðóÿ îòîáðàæåíèåì Sn(c) íà äèñêå Σ(c) çàìêíóòóþ êðèâóþ T2(c)(σu(c)) è
íàõîäèì åå êàñàíèå ñ ïðÿìîé u = v ñëåäà Fix(L). Ðàññìîòðåíèå òàêîå æå, êàê
è â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì

Òåîðåìà 10. Äëÿ ñëó÷àÿ 2 ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ìàëîå c0 > 0 òàêîå, ÷òî
íà èíòåðâàëå (0, c0) ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî èíòåðâàëîâ çíà÷åíèÿ c, êî-
òîðûå ñîîòâåòñòâóþò óðîâíÿì Vc, ñîäåðæàùèì îäíîîáîðäíóþ ýëëèïòè÷åñêóþ
ïåðèîäè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ â ÷åòûðåõìåðíîé îêðåñòíîñòè èñõîäíîãî ãåòåðîêëè-
íè÷åñêîãî êîíòóðà.

Ðèñ. 1.11. Ñëó÷àé 2: îòîáðàæåíèå Ïóàíêàðå ïðè c > 0, ãèïåðáîëè÷åñêîå ìíîæå-
ñòâî è êàñàíèå.

1.11 1-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî: ñ÷åòíîå

ìíîæåñòâî ãîìîêëèíèê ñåäëî-öåíòðà

Â ýòîì ïàðàãðàôå ðàññìàòðèâàåòñÿ îáùåå 1-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îá-
ðàòèìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì XHµ

, ÿâëÿþùååñÿ âîçìóùåíèåì ñèñòåìû ïðè
µ = 0, èìåþùåé ãåòåðîêëèíè÷åñêèé êîíòóð, ðàññìîòðåííûé â ïðåäûäóùèõ ðàç-
äåëàõ. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì, êîòîðûé áóäåò ïîëó÷åí çäåñü, ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà î
ñóùåñòâîâàíèè ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà çíà÷åíèé ïàðàìåòðà µ, íàêàïëèâàþùèõñÿ ê
µ = 0, ïðè êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà èìååò ãîìîêëèíè÷åñêóþ òðàåêòî-
ðèþ ê ñåäëî-öåíòðó. Çäåñü òàêæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ïîÿâëÿþùèåñÿ ãîìîêëèíè-
÷åñêèå òðàåêòîðèè ê ñåäëî-öåíòðó óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì îáùåãî ïîëîæåíèÿ,
íàéäåííûå â [104, 53]. Ýòè óñëîâèÿ ãàðàíòèðóþò ñóùåñòâîâàíèå ñëîæíîé äèíà-
ìèêè â ñèñòåìå è åå íåèíòåãðèðóåìîñòü [54]. Ñòîèò ïîä÷åðêíóòü, ÷òî ðåçóëüòàò
íå çàâèñèò îò òîãî, êàêîé òèï êîíòóðà ðàññìàòðèâàåòñÿ, ïåðâûé èëè âòîðîé.
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Íàïîìíèì, ÷òî â êëàññå C2 ãëàäêèõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì ñîñòîÿíèå ðàâ-
íîâåñèÿ òèïà ñåäëî-öåíòð ÿâëÿåòñÿ ãðóáûì, ò.å. îíî ñîõðàíÿåòñÿ ïðè âñåõ äî-
ñòàòî÷íî ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ â ýòîì êëàññå. Ñåäëîâàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ òðàåê-
òîðèÿ ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãðóáûì îáðàçîâàíèåì è ñîõðà-
íÿåòñÿ ïðè ìàëûõ âîçìóùåíèÿõ. Îäíàêî ïðè îáùèõ îáðàòèìûõ âîçìóùåíèÿõ
ñèñòåìû ãåòåðîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè, ñîåäèíÿþùèå ñåäëî-öåíòð è ïåðèîäè-
÷åñêóþ òðàåêòîðèþ, ìîãóò ðàçðóøàòüñÿ. Ìû õîòèì äîêàçàòü, ÷òî â öåëîì çäåñü
âîçíèêàþò ãîìîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè ê âîçìóùåííîìó ñåäëî-öåíòðó. Äîêà-
çûâàåìàÿ òåîðåìà ìîæåò ñëóæèòü êðèòåðèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ãîìîêëèíè÷åñêèõ
òðàåêòîðèé ê ñåäëî-öåíòðó. Ñòîèò îòìåòèòü ÷òî ïîèñê òàêèõ òðàåêòîðèé, âîîáùå
ãîâîðÿ, ÿâëÿåòñÿ âåñüìà òðóäíîé çàäà÷åé, êàê òåîðåòè÷åñêè, òàê è ÷èñëåííî. Òà-
êàÿ òåîðåìà òàêæå ïîëåçíà è â òîì ñëó÷àå, êîãäà èìååòñÿ äâóõïàðàìåòðè÷åñêîå
ñåìåéñòâî îáðàòèìûõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, äëÿ êîòîðîãî ïðè íåêîòîðûõ êîí-
êðåòíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìà èìååò êîíòóðû, óïîìÿíóòûå âûøå. Òîãäà
ìîæíî íàéòè ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî êðèâûõ â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ òàêèõ, ÷òî
äëÿ ïàðàìåòðîâ íà ýòîé êðèâîé ñèñòåìà èìååò ãîìîêëèíè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ ê
ñåäëî-öåíòðó.

Òåîðåìà 11. Ïóñòü XHµ
îáùåå 1-ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îáðàòèìûõ àíàëè-

òè÷åñêèõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, êîòîðîå ïðè µ = 0 èìååò ãåòåðîêëèíè÷åñêèé
êîíòóð òèïà 1 èëè 2, ðàññìîòðåííûå â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ. Òîãäà ñóùåñòâóåò
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ µn, íàêàïëèâàþùèõñÿ ê µ = 0, ïðè
êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà ñåìåéñòâà èìååò ãîìîêëèíè÷åñêóþ òðàåêòî-
ðèþ îáùåãî òèïà ê ñåäëî-öåíòðó. Ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ µn èìåþò îäèí è
òîò æå çíàê.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââèäó îáðàòèìîñòè, äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé ïàðàìåòðà µn → 0, äëÿ êîòîðûõ íåóñòîé÷èâàÿ ñåïà-
ðàòðèñà ñåäëî-öåíòðà, ñîîòâåòñòâóþùåé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû XHµn

, ïåðåñå-
êàåò ñåêóùóþ Σ(µn) íà ëèíèè Fix(L).

Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ ãëàäêîãî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà îá-
ðàòèìûõ àíàëèòè÷åñêèõ ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåì, ÿâëÿþùèõñÿ âîçìóùåíèåì ñè-
ñòåìû ñ ãåòåðîêëèíè÷åñêèì êîíòóðîì, âñå îáúåêòû ñåäëî-öåíòð, ïåðèîäè÷åñêàÿ
òðàåêòîðèÿ â îñîáîì óðîâíå ãàìèëüòîíèàíà, èõ óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå ìíî-
ãîîáðàçèÿ ãëàäêî çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà µ. Êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, òåîðåìû Ìî-
çåðà ñïðàâåäëèâû è äëÿ ñèñòåì, ãëàäêî çàâèñÿùèõ îò ïàðàìåòðîâ, ïîýòîìó ñóùå-
ñòâóåò ãëàäêàÿ, çàâèñÿùàÿ îò ïàðàìåòðà çàìåíà êîîðäèíàò òàêàÿ, ÷òî â íîâûõ
êîîðäèíàòàõ (x1, y1, x2, y2) â îêðåñòíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ pµ ãàìèëüòîíèàí
ÿâëÿåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé hµ îò ïåðåìåííûõ ξ = x1y1, η = (x22 + y22)/2.
Îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ áåç ïàðàìåòðîâ çàêëþ÷àåòñÿ â ãëàäêîé çàâèñèìîñòè îò ïàðà-
ìåòðà µ êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèè hµ. Äàëåå áóäåì ðàáîòàòü â ýòèõ êîîðäèíàòàõ,
òîãäà ñåêóùèå D1 è D2 ê ñåïàðàòðèñàì íà îñîáîì óðîâíå ãàìèëüòîíèàíà (ò.å.
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ñîäåðæàùåì ñåäëî-öåíòð) è ñåêóùóþ N äëÿ ñåäëîâîé ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòî-
ðèè γ(µ) ìîæíî ñ÷èòàòü ôèêñèðîâàííûìè è íåçàâèñÿùèìè îò ïàðàìåòðà. Íî
â ãëîáàëüíûõ îòîáðàæåíèÿõ ïîÿâëÿþòñÿ ãëàäêî çàâèñÿùèå îò µ ÷ëåíû íóëåâî-
ãî ïîðÿäêà, òàê êàê ñåïàðàòðèñû âîçìóùåííîãî ñåäëî-öåíòðà íå ëåæàò, âîîáùå
ãîâîðÿ, íà ìíîãîîáðàçèÿõ ñåäëîâîé ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè.

Âîçìóùåííûå ãëîáàëüíûå îòîáðàæåíèÿ èìåþò ñëåäóþùèé âèä

T2(µ) : u1 = a(µ) + γ(µ)x̄2 + α(µ)ȳ2 + · · · ,
v1 − v+ = b(µ)− δ(µ)x̄2 − β(µ)ȳ2 + · · · ,

T1(µ) : x2 = b(µ) + α(µ)(u− u−) + β(µ)v + · · · ,
y2 = a(µ) + γ(µ)(u− u−) + δ(µ)v + · · · ,

S(µ) : u1 = u/fµ(ζ), v1 = vfµ(ζ), ζ = uv, fµ = ν(µ) +O1(ζ).

Óñëîâèå îáùåãî ïîëîæåíèÿ äëÿ ñåìåéñòâà â êîîðäèíàòàõ îçíà÷àåò âûïîëíåíèå
íåðàâåíñòâà a′(0) ̸= 0. Â ñèëó ïðåäïîëîæåíèé äëÿ ñåìåéñòâà, ïîëó÷àåì, ÷òî
a(0) = 0, b(0) = 0, ν(0) = ν < 1. Ãåîìåòðè÷åñêè, óñëîâèå îáùåãî ïîëîæåíèÿ
îçíà÷àåò, ÷òî ïðè µ ̸= 0 ñëåä íåóñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñû ñåäëî-öåíòðà ïåðåñåêà-
åò ñëåä óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ ñåäëîâîé ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè òðàíñ-
âåðñàëüíî ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà µ. Áîëåå íàãëÿäíî, ýòî ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â ïðîñòðàíñòâå (u, v, µ), ãäå îòðåçîê (0, 0, µ) ïðåäñòàâëÿåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå
ñåìåéñòâî ñåäëîâûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèé, ïðÿìîóãîëüíèê u = 0
ïðåäñòàâëÿåò ñåìåéñòâî ñëåäîâ óñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé íåïîäâèæíûõ òî÷åê,
à v = 0 ñåìåéñòâî ñëåäîâ íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé ñåäëîâûõ íåïîäâèæíûõ
òî÷åê. Êðèâàÿ ñëåäîâ íà ñåêóùåé íåóñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñû ñåäëî-öåíòðà äëÿ
ëþáûõ ìàëûõ çíà÷åíèé µ ïåðåñåêàåò òðàíñâåðñàëüíî ïðÿìîóãîëüíèê u = 0 â
åäèíñòâåííîé òî÷êå, ãäå µ = 0.

Ðàññìîòðèì òî÷êó (0, 0) íà äèñêå D2, ÿâëÿþùåéñÿ ñëåäîì íåóñòîé÷èâîé ñå-
ïàðàòðèñû âîçìóùåííîãî ñåäëî-öåíòðà. Ýòà òî÷êà ïðè äåéñòâèè îòîáðàæåíèÿ
Sn(µ)◦T2(µ) ïðåîáðàçóåòñÿ â un = a(µ)/fn

µ (ζ), vn = (v++ b(µ))fn
µ (ζ). Óñëîâèå,

÷òî ýòà òî÷êà ëåæèò íà ëèíèè íåïîäâèæíûõ òî÷åê èíâîëþöèè çàäàåòñÿ ðàâåí-
ñòâîì un = vn, ò.å. a(µ)/f

n
µ (ζ) = (v+ + b(µ))fn

µ (ζ), ζ = a(µ)(v+ + b(µ)). Çàïèøåè
ýòî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî µ â ñëåäóþùåì âèäå

a(µ)

v+ + b(µ)
= f 2n

µ (a(µ)(v+ + b(µ))) > 0.

Ôóíêöèÿ r(µ) â ëåâîé ÷àñòè îïðåäåëåíà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè µ = 0, r(0) = 0,
r′(0) = a′(0)/v+ ̸= 0, ïîýòîìó ýòî ôóíêöèÿ ñòðîãî ìîíîòîííà. Ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ôóíêöèé â ïðàâîé ÷àñòè ïðè n → ∞ ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé
îïðåäåëåííûõ â îêðåñòíîñòè íóëÿ è ðàâíîìåðíî ñòðåìÿùèõñÿ ê íóëþ. Òàêèì
îáðàçîì, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n äëÿ òåõ çíà÷åíèé µ, ãäå a(µ) ïîëîæèòåëü-
íî, óðàâíåíèå äëÿ êàæäîãî òàêîãî n èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå µn → 0 ïðè
n → ∞. Àñèìïòîòèêà çíà÷åíèé µn, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ãîìîêëèíè÷åñêèå
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òðàåêòîðèè ê ñåäëî-öåíòðó èìååò ñëåäóþùèé âèä

µn =
ν2nv+
a′(0)

.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ýòèõ çíà÷åíèé µn ãîìîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè ê
ñåäëî-öåíòðó, ñîîòâåòñòâóþùåé ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
îáùåãî ïîëîæåíèÿ èç [104]. Â ìîçåðîâñêèõ êîîðäèíàòàõ â îêðåñòíîñòè ñåäëî-
öåíòðà ýòî óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà ëèíåàðèçàöèè ãëîáàëüíîãî îòîáðàæå-
íèÿ, íà ñëåäå ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè, îòëè÷àåòñÿ îò ìàòðèöû ïîâîðîòà.

Ðàññìîòðèì µ = µn. Ãëîáàëüíîå îòîáðàæåíèå â îêðåñòíîñòè ãîìîêëèíè÷å-
ñêîé òðàåêòîðèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êîìïîçèöèþ îòîáðàæåíèé T µ

1 ◦Sµ ◦T µ
2 , ò.å.

x2 = [b(µ) + ν−n(µ)α(µ)a(µ)− α(µ)u− + β(µ)v+ + νn(µ)β(µ)b(µ) +

+[ν−n(µ)α(µ)γ(µ)− νnβ(µ)δ(µ)]x̄2 + [ν−n(µ)α2(µ)− νn(µ)β2(µ)]ȳ2 + · · · ,

y2 = [a(µ) + ν−n(µ)γ(µ)a(µ)− γ(µ)u− + δ(µ)v+ + νn(µ)δ(µ)b(µ)] +

+[ν−nγ2(µ)− νnδ2(µ)]x̄2 + [ν−n(µ)α(µ)γ(µ)− νn(µ)β(µ)δ(µ)]ȳ2 + · · ·

×ëåíû íóëåâîãî ïîðÿäêà T µ
1 ◦Sµ◦T µ

2 ðàâíû íóëþ. Îáîçíà÷èìA = ν−n(µ)α(µ)γ(µ)−
−νnβ(µ)δ(µ), B = ν−n(µ)α2(µ)−νn(µ)β2(µ), C = ν−nγ2(µ)−νnδ2(µ), D =
= ν−n(µ)α(µ)γ(µ)−νn(µ)β(µ)δ(µ). Òîãäà îòîáðàæåíèå T µ

1 ◦Sµ◦T µ
2 çàïèñûâàåòñÿ

â ñëåäóþùåì âèäå

x2 = Ax̄2 +Bȳ2 + . . . , y2 = Cx̄2 +Dȳ2 + . . . .

Ïîñêîëüêó T µ
1 , S

µ, T µ
2 ñèìïëåêòè÷åñêèå îòîáðàæåíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî è èõ êîì-

ïîçèöèÿ T µ
1 ◦Sµ◦T µ

2 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì. Ïîêàæåì,
÷òî êîìïîçèöèÿ T µ

1 ◦ Sµ ◦ T µ
2 îòëè÷íà îò îòîáðàæåíèÿ ïîâîðîòà. Äëÿ ýòîãî ðàñ-

ñìîòðèì îêðóæíîñòè S1 : x
2
2 + y22 = 2η, S2 : x̄

2
2 + ȳ22 = 2η îäèíàêîâîãî ðàäèóñà

íà äèñêàõ D1, D2, ñîîòâåñòâåííî, è äîêàæåì, ÷òî îêðóæíîñòü S2 ïîä äåéñòâèåì
êîìïîçèöèè îòîáðàæåíèé T µ

1 ◦ Sµ ◦ T µ
2 ïåðåñåêàåò S1 â ÷åòûðåõ òî÷êàõ.

Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèìè ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè:

x2 =
√
2η cos θ, y2 =

√
2η sin θ

x̄2 =
√
2η cosφ, ȳ2 =

√
2η sinφ

Òîãäà óñëîâèå ïåðåñå÷åíèÿ S1 è T µ
1 ◦ Sµ ◦ T µ

2 (S2) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ:

1 = (A cosφ+B sinφ)2 + (C cosφ+D sinφ)2 ⇔
A2 +B2 + C2 +D2

2
+

A2 + C2 −B2 −D2

2
cos 2φ+ (AB + CD) sin 2φ = 1 ⇔

sin(2φ+ F ) =
2− (A2 +B2 + C2 +D2)√

4(AB + CD)2 + (A2 + C2 −B2 −D2)2
(1.8)
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Óðàâíåíèå (1.8) èìååò ÷åòûðå ðåøåíèÿ íà îòðåçêå [0, 2π), åñëè âûïîëíåíî íåðà-
âåíñòâî

(2− (A2 +B2 + C2 +D2))2 < 4(AB + CD)2 + (A2 + C2 −B2 −D2)2.

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî A = D, AD − BC = 1 ïîëó÷àåì 2− 2A2 − B2 − C2 < 0. Ïîä-
ñòàâèì â ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî A,B,C 2− 2(ν−nα(µ)γ(µ)− νnβ(µ)δ(µ))2−
−(ν−n(µ)α2(µ)−νn(µ)β2(µ))2− (ν−nγ2(µ)−νnδ2(µ))2 < 0. Ïîñëå íåêîòîðûõ âû-
÷èñëåíèé ïîëó÷àåì 2− (α2(µ) + γ2(µ))2ν−2n(µ) + 2(α2(µ)β2(µ)− γ2(µ)δ2(µ))2−
−(β2(µ) + δ2(µ))2ν2n(µ) < 0. Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî áóäåò âûïîëíÿòüñÿ, íà-
÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî n > n0, òàê êàê (β2(µ) + δ2(µ))2ν2n(µ) → 0, (α2(µ)+
+γ2(µ))2ν−2n(µ) → ∞ ïðè n → +∞. Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàëè, ÷òî îòîáðà-
æåíèå T1 ◦ S ◦ T2 èìååò ëèíåéíóþ ÷àñòü, îòëè÷íóþ îò ìàòðèöû ïîâîðîòà.
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Ãëàâà 2

Ïàðíûå ãåòåðîêëèíè÷åñêèå êîíòóðû â îáðàòèìûõ

ñèñòåìàõ

2.1 Ââåäåíèå

Îáðàòèìûå äèíàìè÷åñêèå ñèñòåìû (êàê âåêòîðíûå ïîëÿ, òàê è äèôôåîìîð-
ôèçìû) ïîÿâëÿþòñÿ â êà÷åñòâå ìîäåëåé â ðàçëè÷íûõ îòðàñëÿõ íàóêè. Â êà÷åñòâå
íåñêîëüêèõ ïðèìåðîâ ìîæíî óïîìÿíóòü ìîäåëè â ãèäðîäèíàìèêå [6] íåëèíåéíîé
îïòèêå [85], òåõíèêå [79], äðóãèå ïðèìåðû ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [60, 15]. Ïîýòî-
ìó èõ èññëåäîâàíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áîëüøîé èíòåðåñ êàê ñ ìàòåìàòè÷åñêîé,
òàê è ñ ïðèêëàäíîé òî÷êè çðåíèÿ.

Â äàííîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé îáðàòèìîé äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû âáëèçè äâóõ òèïîâ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êîíòóðîâ. Íàïîìíèì íåêîòîðûå
íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ. Ïóñòü M � ãëàäêîå (C∞) ìíîãîîáðàçèå è L : M → M �
ãëàäêàÿ èíâîëþöèÿ, L2 = L◦L = idM . Ãëàäêîå âåêòîðíîå ïîëå v íàM îáðàòèìî
îòíîñèòåëüíî èíâîëþöèè L, åñëè âûïîëíåíî òîæäåñòâî DL(v) ≡ −v ◦ L. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî åñëè Φt � ïîòîê, ïîðîæäåííûé âåêòîðíûì ïîëåì v, òî îáðàòíûé
ïîòîê Φ−t ñîïðÿæåí ñ ïðÿìûì ïîòîêîì:

L(Φt(x)) = Φ−t(L(x)). (2.1)

Â äàëüíåéøåì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîòîê Φt ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì, ò.å. ëþáàÿ åãî
òðàåêòîðèÿ îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ çíà÷åíèé R. Êðîìå òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê èíâîëþöèè L, Fix (L) ≡ {x ∈ M : L(x) = x}
ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì ïîäìíîãîîáðàçèåì ðàçìåðíîñòè, ðàâíîé ïîëîâèíå ðàçìåðíî-
ñòè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, äàííîå óñëîâèå ìîæåò áûòü âûïîëíåííûì, êîãäà
ðàçìåðíîñòü M ÷åòíàÿ, â ÷àñòíîñòè, äëÿ èçó÷àåìîãî çäåñü ÷åòûðåõìåðíîãî ñëó-
÷àÿ dimFix (L) = 2. Íàïîìíèì, ÷òî òðàåêòîðèÿ γ îáðàòèìîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ
ñèììåòðè÷íà, åñëè îíà èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî L: L(γ) = γ. Àñèììåòðè÷-
íûå òðàåêòîðèè âñòðå÷àþòñÿ ïàðàìè {γ, L(γ)}. Ñèììåòðè÷íûìè ñîñòîÿíèÿìè
ðàâíîâåñèÿ íàçûâàþòñÿ ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò Fix (L),
ñèììåòðè÷íûìè òðàåêòîðèÿìè ÿâëÿþòñÿ òàêèå òðàåêòîðèè, êîòîðûå ïåðåñåêà-
þò Fix (L) îäèí ðàç, à òðàåêòîðèè γ, äâàæäû ïåðåñåêàþùèå ìíîæåñòâî Fix (L),
ÿâëÿþòñÿ ïåðèîäè÷åñêèìè, à èõ ïåðèîä ðàâåí óäâîåííîìó âðåìåíè ïåðåõîäà èç
îäíîé òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñ Fix (L) â äðóãóþ [19].

Â äàííîé ãëàâå íàñ èíòåðåñóåò ñòðóêòóðà òðàåêòîðèé ãëàäêîãî îáðàòèìî-
ãî âåêòîðíîãî ïîëÿ â îêðåñòíîñòè äâóõ òèïîâ ïàðíûõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êîí-
òóðîâ. Ïåðâûé èç íèõ ñîñòîèò èç ïàðû íåñèììåòðè÷íûõ ñåäëî-ôîêóñîâ p1, p2,
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p2 = L(p1), è äâóõ ñèììåòðè÷íûõ íåâûðîæäåííûõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòî-
ðèé Γi, i = 1, 2,, ñîåäèíÿþùèõ ýòè äâà ñåäëî-ôîêóñà (ñì. ðèñ. 2.1, ëåâàÿ ÷àñòü).
Äëÿ ãëàäêîãî ÷åòûðåõìåðíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ ñåäëî-ôîêóñîì íàçûâàåòñÿ ñî-
ñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ p, ó êîòîðîãî îïåðàòîð ëèíåàðèçàöèÿ â òî÷êå p, äåéñòâóþ-
ùèé â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå TpM , èìååò ÷åòâåðêó ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
α1 ± iβ1, α2 ± iβ2, αiβi ̸= 0, α1α2 < 0. Òàêîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ èìååò ñåä-
ëîâîé òèï, îíî îáëàäàåò ëîêàëüíî äâóìÿ ãëàäêèìè äâóìåðíûìè èíâàðèàíòíû-
ìè ìíîãîîáðàçèÿìè, óñòîé÷èâûìW s(p) è íåóñòîé÷èâûìW u(p), òðàíñâåðñàëüíî
ïåðåñåêàþùèìèñÿ â òî÷êå p. Ñåäëîâîé âåëè÷èíîé ñåäëî-ôîêóñà ÿâëÿåòñÿ ÷èñëî
σ = α1 + α2. Äëÿ íåñèììåòðè÷íîé ïàðû ñåäëî-ôîêóñîâ p1, p2, p2 = L(p1), èõ
ñåäëîâûå âåëè÷èíû σ1, σ2 èìåþò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè: σ2 = −σ1. Ýòî ñëåäó-
åò èç ñîîòíîøåíèé äëÿ îïåðàòîðîâ ëèíåàðèçàöèè A1 = DΦ0(p1), A2 = DΦ0(p2)
äëÿ p1, p2, A2 = −DL(p2) ◦A1 ◦DL−1(p2), ÷òî îçíà÷àåò, ÷òî ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ îïåðàòîðà ëèíåàðèçàöèè A2 ðàâíû ìèíóñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì îïåðàòîðà
ëèíåàðèçàöèè A1. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî σ1 < 0, òîãäà σ2 > 0.

Ãåòåðîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèåé âåêòîðíîãî ïîëÿ v ÿâëÿåòñÿ òàêàÿ åãî òðà-
åêòîðèÿ, êîòîðàÿ ñòðåìèòñÿ ê ðàçëè÷íûì ñîñòîÿíèÿì ðàâíîâåñèÿ ïðè t → −∞
è t → ∞. Èçó÷àþòñÿ è äðóãèå òèïû ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, ñâÿçûâà-
þùèõ ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ è ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè, èíâàðèàíòíûå òîðû,
íî ìû îãðàíè÷èìñÿ ëèøü ðàññìîòðåíèåì ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ â êà÷åñòâå ïðå-
äåëüíûõ ìíîæåñòâ. Â íàøåì ñëó÷àå ýòî áóäåò òðàåêòîðèÿ, ñîåäèíÿþùàÿ p1 è p2.
Ïðåäïîëîæèì, êðîìå òîãî, ÷òî îáå òðàåêòîðèè Γ1,Γ2 ñèììåòðè÷íû (L(Γi) = Γi)
è íåâûðîæäåíû (ñì. íèæå). Ãåòåðîêëèíè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ ïðèíàäëåæèò ïå-
ðåñå÷åíèþ óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ îäíîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ è íåóñòîé-
÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ äðóãîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Âîçüìåì òî÷êó q íà ýòîé
òðàåêòîðèè è âûáåðåì íåêîòîðóþ ñåêóùóþ N ê ïîòîêó, ñîäåðæàùóþ ýòó òî÷êó.
Ïåðåñå÷åíèå N ñ óñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì îäíîãî ñåäëî-ôîêóñà è ñ íåóñòîé-
÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì äðóãîãî ñåäëî-ôîêóñà äëÿ ÷åòûðåõìåðíîãî ñëó÷àÿ äàåò
äâå ãëàäêèå êðèâûå, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç q. Íåâûðîæäåííîñòü ãåòåðîêëèíè÷åñêîé
òðàåêòîðèè îçíà÷àåò, ÷òî ïîëó÷åííûå äâå ãëàäêèå êðèâûå íå êàñàþòñÿ â òî÷êå
q.

Âòîðûì òèïîì ïàðíûõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êîíòóðîâ â îáðàòèìîé ñèñòåìå
ÿâëÿþòñÿ êîíòóðà, ñîñòîÿùèå èç äâóõ ñèììåòðè÷íûõ ñåäëî-ôîêóñîâ p1, p2 ∈
Fix (L) è äâóõ íåñèììåòðè÷íûõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé Γ1,Γ2, ñîåäè-
íÿþùèõ p1, p2 è ïåðåñòàâëÿåìûõ èíâîëþöèåé Γ2 = L(Γ1) (ñì. ðèñ. 2.1, ïðàâàÿ
÷àñòü). Â îòëè÷èå îò ïåðâîãî òèïà ïàðíûõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êîíòóðîâ, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûìè îáúåêòàìè â êëàññå îáðàòèìûõ âåêòîðíûõ
ïîëåé îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ èíâîëþöèè L, âòîðîé òèï òàêîâûì íå ÿâëÿåòñÿ, ïî-
ñêîëüêó ãåòåðîêëèíè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ Γ1 (è Γ2) íåñèììåòðè÷íà è ìîæåò áûòü
ðàçðóøåíà îáðàòèìûì âîçìóùåíèåì. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ãîìî- è ãåòå-
ðîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè íå ÿâëÿþòñÿ ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûìè îáúåêòàìè â
êëàññå îáùèõ âåêòîðíûõ ïîëåé. Âòîðîé òèï ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êîíòóðîâ ðàíåå
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à) Òèï 1
á) Òèï 2

Ðèñ. 2.1. Äâà òèïà ïàðíûõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êîíòóðîâ

áûë èññëåäîâàí â ñòàòüå [50], ãäå áûëî äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå â èõ îêðåñòíîñòè
îäíîîáõîäíûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ê îäíîìó èç ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ
pi, i = 1, 2.

Â ñëó÷àå ïàðíîãî ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êîíòóðà ïåðâîãî òèïà ñóùåñòâîâàíèå
äâóõ ñèììåòðè÷íûõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé Γi, i = 1, 2, îçíà÷àåò, ÷òî ëî-
êàëüíîå íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W u(p2), ïðîäîëæåííîå ïîòîêîì, ïåðåñåêàåò
óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå W s(p1) âäîëü Γ1, ïðè÷åì ñèììåòðè÷íîñòü ãåòåðîêëè-
íè÷åñêèõ òðàåêòîðèé îçíà÷àåò, ÷òî L(Γ1) = Γ1. Òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî è äëÿ
Γ2, íî Γ2 ⊂ W u(p1) ∩ W s(p2). Íàïîìíèì, ÷òî ñèììåòðèÿ òðàåêòîðèè îçíà÷à-
åò, ÷òî ýòà òðàåêòîðèÿ ïåðåñåêàåò ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê èíâîëþöèè
Fix (L) [19]. Îáîçíà÷èì ÷åðåç qi = Γi ∩ Fix (L), i = 1, 2. Ïóñòü φi(t) áóäóò ðå-
øåíèÿ ïîëÿ v, êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ â òî÷êàõ qi ïðè t = 0, φi(0) = qi. Òàêîå
ðåøåíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì ñèììåòðèè φi(t) = Lφi(−t) è limφ1(t) = p1 ïðè
t → ∞, limφ1(t) = p2 ïðè t → −∞, è limφ2(t) = p2 ïðè t → ∞, limφ2(t) = p1
ïðè t → −∞.

Ë.Ï. Øèëüíèêîâ ïåðâûì îáíàðóæèë ñëîæíîå ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé âáëè-
çè ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè ê ñåäëî-ôîêóñó ñ ïîëîæèòåëüíîé ñåäëîâîé âå-
ëè÷èíîé â òðåõìåðíîé ñèñòåìå [114, 116], ïîçäíåå ýòè ðåçóëüòàòû áûëè ðàñ-
ïðîñòðàíåíû íà ñèñòåìû áîëüøåé ðàçìåðíîñòè [117]. Åãî ðåçóëüòàòû íå ìîãóò
áûòü íåïîñðåäñòâåííî ïåðåíåñåíû íà ñëó÷àé îáðàòèìûõ è ãàìèëüòîíîâûõ ñè-
ñòåì, ïîñêîëüêó äëÿ òàêèõ ñèñòåì ñåäëîâûå âåëè÷èíû ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ âñå-
ãäà ðàâíû íóëþ èç-çà ñèììåòðèè ñïåêòðà ìàòðèöû ëèíåàðèçàöèè (â îáðàòèìîé
ñèñòåìå � äëÿ ñèììåòðè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ). Äåâàíè [20] îáíàðóæèë ãè-
ïåðáîëè÷åñêîå ïîäìíîæåñòâî (íàäñòðîéêó íàä ñõåìîé Áåðíóëëè) â îêðåñòíîñòè
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òðàíñâåðñàëüíîé ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè ãàìèëüòîíîâîé ñèñòåìû ê ñåäëî-
ôîêóñó è íàøåë îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñèììåòðè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ
òðàåêòîðèé â ÷åòûðåõìåðíîé îáðàòèìîé ñèñòåìå âáëèçè íåâûðîæäåííîé ãîìî-
êëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè ê ñèììåòðè÷íîìó ñåäëî-ôîêóñó [19]. Ïîëíîå ïîâåäå-
íèå òðàåêòîðèé íà îñîáîì óðîâíå ãàìèëüòîíèàíà è áèôóðêàöèè ïðè èçìåíåíèè
óðîâíÿ ãàìèëüòîíèàíà âáëèçè òðàíñâåðñàëüíîé ãîìîêëèíè÷åñêîé ïåòëè ñåäëî-
ôîêóñà îïèñàíû â ðàáîòàõ [61, 62]. Ãåòåðîêëèíè÷åñêèå êîíòóðà òàêæå õîðîøî
èçó÷åíû êàê äëÿ îáùèõ ñèñòåì [86], òàê è äëÿ ñïåöèàëüíûõ ñèñòåì, òàêèõ êàê
ãàìèëüòîíîâû [63, 90] è îáðàòèìûå [88, 50]. Ìíîãî èíôîðìàöèè îá ýòîì ìîæíî
íàéòè â îáçîðå [42]. Ìíîãèå äåòàëè ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé âáëèçè ãîìîêëèíè÷å-
ñêîé òðàåêòîðèè ê ñåäëî-ôîêóñó, âêëþ÷àÿ îáðàòèìûé ñëó÷àé, ìîæíî íàéòè â
ðàáîòàõ [44, 2].

Äëÿ ïîëíîòû íàïîìíèì èçìåíåíèå ìóëüòèïëèêàòîðîâ âäîëü ñåìåéñòâà ñèì-
ìåòðè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé. Ïóñòü γ � íåêîòîðàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ïå-
ðèîäè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ ñåìåéñòâà. Òàêàÿ òðàåêòîðèÿ äâàæäû ïåðåñåêàåò ïîä-
ìíîãîîáðàçèå Fix (L). Ïóñòü q � òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ γ ∩Fix (L). Íàïîìíèì, ÷òî
ñóùåñòâóåò ñåêóùàÿ N âáëèçè òî÷êè q, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé îòíî-
ñèòåëüíî äåéñòâèÿ èíâîëþöèè L è ñîäåðæèò äèñê Fix (L), ñëåäîâàòåëüíî, îòîá-
ðàæåíèå Ïóàíêàðå Φ íà N â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ñèììåòðè÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé
òðàåêòîðèè îáðàòèìîDL◦DΦ = DΦ−1◦DL. Êàñàòåëüíûé âåêòîð ñëåäà ñèììåò-
ðè÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè â ëþáîé åãî òî÷êå èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî
DΦ, ïîýòîìó åäèíèöà ÿâëÿåòñÿ êîðíåì õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà. Äâà
äðóãèõ êîðíÿ îáðàçóþò ïàðó µ, µ−1, ÷åðåç µ îáîçíà÷èì êîðåíü, êîòîðûé |µ| ≤ 1.
Òàêèì îáðàçîì, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí äëÿ ýòîé òðàåêòîðèè èìååò âèä
−(µ− 1)(µ2 − τµ+ 1) = 0. Ñóùåñòâóþò ñëåäóþùèå òèïû ñèììåòðè÷íûõ ïåðèî-
äè÷åñêèõ òðàåêòîðèé

1. îðèåíòèðóåìûå êâàçèãèïåðáîëè÷åñêèå, êîãäà τ > 2 è 0 < µ < 1, ;

2. íåîðèåíòèðóåìûå êâàçèãèïåðáîëè÷åñêèå, êîãäà τ < −2 è −1 < µ < 0;

3. êâàçèýëëèïòè÷åñêèå, êîãäà |τ | < 2 è µ = e2πiω, 0 < ω < 1
2 ;

4. ïàðàáîëè÷åñêèå, êîãäà τ = ±2 è, ñîîòâåòñòâåííî, µ = ±1.

Òàêèì îáðàçîì, êàê è â ñëó÷àå íåâûðîæäåííîé ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè
ê ñèììåòðè÷íîìó ñåäëó-ôîêóñó [19], ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî ïðè äâèæåíèè âäîëü
ñïèðàëè, çíà÷åíèå τ áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç ïðîéäåò ÷åðåç ±2 îáåñïå÷èâàþùåå ïå-
ðåõîä îò îðèåíòèðóåìûõ êâàçè-ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèììåòðè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ
òðàåêòîðèé ê êâàçè-ýëëèïòè÷åñêèì ñèììåòðè÷íûì ïåðèîäè÷åñêèì òðàåêòîðè-
ÿì, çàòåì ê íåîðèåíòèðóåìûì êâàçè-ãèïåðáîëè÷åñêèì ñèììåòðè÷íûì ïåðèîäè-
÷åñêèì òðàåêòîðèÿì è ñíîâà ê êâàçè-ýëëèïòè÷åñêèì ñèììåòðè÷íûì ïåðèîäè÷å-
ñêèì òðàåêòîðèÿì. Íî â ñëó÷àå ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êîíòóðîâ ñèòóàöèÿ ãîðàçäî
áîëåå ñëîæíà è ýòè çàäà÷è äî ñèõ ïîð îñòàþòñÿ íåðåøåííûìè.
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2.2 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ è îñíîâíûå ðå-

çóëüòàòû

Â ýòîì ðàçäåëå ôîðìóëèðóþòñÿ óñëîâèÿ íà äâîéíûå ãåòåðîêëèíè÷åñêèå
êîíòóðà, âáëèçè êîòîðûõ èçó÷àåòñÿ ïîâåäåíèå òðàåêòîðèé. Ñèììåòðè÷íàÿ ãå-
òåðîêëèíè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ Γ1 ⊂ W s(p1)∩W u(p2) ïåðåñåêàåò ìíîæåñòâî íåïî-
äâèæíûõ òî÷åê èíâîëþöèè Fix (L) â òî÷êå q1, ñëåäîâàòåëüíî, q1 ïðèíàäëåæèò
ïåðåñå÷åíèþ W s(p1) è Fix (L). Îáà ýòèõ ìíîæåñòâà âáëèçè q1 ∈ M ÿâëÿþò-
ñÿ ãëàäêèìè äâóìåðíûìè ïîäìíîãîîáðàçèÿìè, è ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èõ ïåðå-
ñå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ òðàíñâåðñàëüíûì, òàêóþ ñèììåòðè÷íóþ ãåòåðîêëèíè÷åñêóþ
òðàåêòîðèþ áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíòàðíîé, êàê è â ðàáîòå [19]. Òî æå ñàìîå
ïðåäïîëàãàåòñÿ è äëÿ Γ2 ⊂ W u(p1) ∩ W s(p2). Â äàííîé ãëàâå ïðåäïîëàãàåòñÿ
áîëåå ñèëüíîå ñâîéñòâî ïåðåñå÷åíèÿ W s(p1) è W u(p2) (è äëÿ Γ2 â òîì ÷èñëå).
Êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, ñóùåñòâóåò ñåêóùàÿ N1, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó q1 òàêàÿ,
÷òî N1 ñîäåðæèò ÷àñòü D1 ìíîæåñòâà íåïîäâèæíûõ òî÷åê èíâîëþöèè Fix (L).
Âáëèçè òî÷êè q1 ñåêóùàÿ N1 èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ èíâîëþöèè L.
Ïåðåñå÷åíèåW s(p1) ñ N1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ãëàäêóþ êðèâóþ ls1, êîòîðàÿ ìîæåò
áûòü òðàíñâåðñàëüíà D1 â òî÷êå q1, íî ìîæåò êàñàòüñÿ D1 â òî÷êå q1. Òî æå ñà-
ìîå ñïðàâåäëèâî è äëÿ ïåðåñå÷åíèÿ W u(p2) è N1, ýòî ãëàäêàÿ êðèâàÿ lu1 . Ââèäó
ñèììåòðèè Γ1 è èíâàðèàíòíîñòè N1 ïîä äåéñòâèåì L âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå
L(ls1) = lu1 . Èòàê, åñëè ls1 òðàíñâåðñàëüíà D1 â N1, òî l

u
1 òàêæå òðàíñâåðñàëüíà D1

â òî÷êå q1 è êðèâûå ls1, l
u
1 íåêîëëèíåàðíû â òî÷êå q1 â N1. Â ýòîì ñëó÷àå áóäåì

íàçûâàòü ãåòåðîêëèíè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ Γ1 íåâûðîæäåííîé. Ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî â äàëüíåéøåì.

Äëÿ ïàðíîãî ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êîíòóðà âòîðîãî òèïà ãåòåðîêëèíè÷åñêàÿ
òðàåêòîðèÿ Γ1 ñîåäèíÿåò äâà ñèììåòðè÷íûõ ñåäëî-ôîêóñà p1, p2 ∈ Fix (L), îíà
ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó W u(p1) ∩ W s(p2). Ïîñêîëüêó ýòî ïåðåñå÷åíèå ñîäåð-
æèò êðèâóþ Γ1, ïåðåñå÷åíèå íå ìîæåò áûòü òðàíñâåðñàëüíûì â ÷åòûðåõìåð-
íîì ïðîñòðàíñòâå M , ïîýòîìó ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòî ïåðåñå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ
ïðîñòåéøèì âûðîæäåííûì. Ýòî îçíà÷àåò ñëåäóþùåå: çàôèêñèðóåì íåêîòîðóþ
òî÷êó q1 ∈ Γ1, òîãäà â êàñàòåëüíîì ïðîñòðàíñòâå Tq1M äâóìåðíûå ïëîñêîñòè
Tq1W

u(p1), Tq1W
s(p2) ïåðåñåêàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì ïî ïðÿìîé, êîòîðàÿ ÿâëÿåò-

ñÿ êàñàòåëüíîé ê Γ1 â òî÷êå q1. Âûáåðåì ãëàäêèé òðåõìåðíûé äèñê ñåêóùóþ
N1 ∋ q1 ê Γ1. Òîãäà ïåðåñå÷åíèÿ W u(p1) è W s(p2) â N1 ïðåäñòàâëÿþò ñî-
áîé äâå ãëàäêèå êðèâûå ñîäåðæàùèå q1, èõ êàñàòåëüíûå âåêòîðû â òî÷êå q1
ñ÷èòàþòñÿ íåêîëëèíåàðíûìè. Ïî ñèììåòðèè òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî è äëÿ
Γ2 ⊂ W s(p1) ∩W u(p2).

Èññëåäîâàíèå òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòè ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êîíòóðà U â
îáîèõ ñëó÷àÿõ áóäåò îñóùåñòâëÿåòñÿ ïîñðåäñòâîì èññëåäîâàíèÿ ñâÿçàííîãî ñ
íèì îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå íà íåêîòîðûõ ñåêóùèõ äëÿ Γi i = 1, 2. Îáû÷íî
íàèáîëåå òåõíè÷åñêè òðóäîåìêàÿ ÷àñòü òàêîãî èññëåäîâàíèÿ ñâÿçàíà ñ èññëå-
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äîâàíèåì ïîâåäåíèÿ òðàåêòîðèé âáëèçè ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ. Äëÿ ñåäëîâîãî
ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä êðàåâûõ çàäà÷ Øèëüíèêîâà [81]. Äëÿ
ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ òèïà ñåäëî-ôîêóñ âîñïîëüçóåìñÿ äâóìÿ òåîðåìàìè î íîð-
ìàëüíîé ôîðìå. Äëÿ ïàðíîãî êîíòóðà ïåðâîãî òèïà, êîãäà îáà ñåäëî-ôîêóñà
íåñèììåòðè÷íû, ïðèìåíèìà òåîðåìà ëèíåàðèçàöèè Áåëèöêîãî, èñïîëüçîâàííàÿ
â àíàëîãè÷íîé çàäà÷å â [34, 14].

Òåîðåìà 12. Ïóñòü f : U → Rn � C2-ãëàäêèé äèôôåîìîðôèçì â îêðåñòíîñòè
U íà÷àëà êîîðäèíàò f(0) = 0 ñî ñïåêòðîì ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ1, . . . , λn. Åñëè
ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

|λi| ≠ |λj||λk|, (∀|λj| ≤ 1 ≤ |λk|)

äëÿ âñåõ {i, j, k}, òî ñóùåñòâóåò C1-ãëàäêèé äèôôåîìîðôèçì h : U → U òàêîé,
÷òî h−1 ◦ f ◦ h � ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå â Rn, îïðåäåëÿåìîå Df(0).

Èç òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî åñëè âåêòîðíîå ïîëå v èìååò ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ
òèïà ñåäëî-ôîêóñ â íà÷àëå êîîðäèíàò ñ ëîêàëüíûì ïîòîêîì φt, òîãäà ëèíåàðèçà-
öèÿ îòîáðàæåíèÿ φ1 â ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ èìååò â êà÷åñòâå ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé ÷èñëà exp[−α1±iω1] è exp[α2±iω2], àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ðàâíû
exp[−α1] < 1 è exp[α2] > 1, ïîýòîìó ëîêàëüíûé ïîòîê φ1 ëèíåàðèçóåì. Îòñþäà
ñëåäóåò ëèíåàðèçàöèÿ ïîòîêà â îêðåñòíîñòè ñåäëî-ôîêóñà (ñì., íàïðèìåð, [35]).
Â ñèëó ñèììåòðèè ëèíåàðèçàöèÿ âáëèçè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ p1 âëå÷åò çà ñî-
áîé ëèíåàðèçàöèþ âáëèçè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ p2 = L(p1). Ìû èñïîëüçóåì ýòî
ïîçæå.

Äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ ñèììåòðè÷íûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ òèïà ñåäëî-ôîêóñ
ïðèìåíèìà òåîðåìà î íîðìàëüíîé ôîðìå, êîòîðàÿ ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ [99]
â àíàëèòè÷åñêîì ñëó÷àå, èç ðåçóëüòàòîâ [107] äëÿ C∞-ãëàäêîãî ñëó÷àÿ è èç ðå-
çóëüòàòîâ [1, 11] äëÿ êîíå÷íî-ãëàäêîãî ñëó÷àÿ Cr, r ≥ 12.

Òåîðåìà 13. Â M ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü ñèììåòðè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíî-
âåñèÿ è êîîðäèíàòû (x1, x2, y1, y2) òàêèå, ÷òî â ýòèõ êîîðäèíàòàõ èíâîëþöèÿ L
äåéñòâóåò êàê (x1, x2, y1, y2) → (−y2,−y1,−x2,−x1) è ñèñòåìà ïðèâîäèòñÿ ê âèäó

ẋ1 = −H1(ξ, η)x1 +H2(ξ, η)x2, ẏ1 = H1(ξ, η)y1 +H2(ξ, η)y2,
ẋ2 = −H2(ξ, η)x1 −H1(ξ, η)x2, ẏ2 = −H2(ξ, η)y1 +H1(ξ, η)y2,

(2.2)

ãäå Hi, i = 1, 2, � äâå ôóíêöèè îò ïåðåìåííûõ ξ = x1y1 + x2y2 è η = x1y2 −
x2y1, îïðåäåëåííûå â îêðåñòíîñòè U , H1(0, 0) = α è H2(0, 0) = β. Ôóíêöèè
Hi âåùåñòâåííî-àíàëèòè÷åñêèå, åñëè M è v àíàëèòè÷íû è C∞-ãëàäêèå, åñëè
òàêîâû M è v. Â êîíå÷íî-äèôôåðåíöèðóåìîì ñëó÷àå ôóíêöèè Hi ÿâëÿþòñÿ
ïîëèíîìàìè.

Áîëüøèì ïðåèìóùåñòâîì ýòîé íîðìàëüíîé ôîðìû ÿâëÿåòñÿ åå èíòåãðèðóå-
ìîñòü, ïîçâîëÿþùàÿ ïîñòðîèòü ëîêàëüíîå îòîáðàæåíèå âáëèçè ñèììåòðè÷íîãî
ñåäëî-ôîêóñà.
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Ñôîðìóëèðóåì ðåçóëüòàòû, êîòîðûå áóäóò äîêàçàíû â äàííîé ãëàâå. Ïåð-
âûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñå-
ìåéñòâà ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé äëÿ ïàðíîãî ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êîíòóðà
ïåðâîãî òèïà, äàííàÿ òåîðåìà áûëà ñôîðìóëèðîâàíà áåç äîêàçàòåëüñòâà â ðàáî-
òå Äåâàíè [19]

Òåîðåìà 14. Ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êîíòóðà C =
= Γ1 ∪ Γ2 òàêàÿ, ÷òî U ñîäåðæèò ãëàäêîå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ñèì-
ìåòðè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé γτ , íàêàïëèâàþùèõñÿ ê êîíòóðó C. Ïàðà-
ìåòðèçàöèåé ñåìåéñòâà ìîæíî ñ÷èòàòü ïåðèîä γτ è γτ òîïîëîãè÷åñêè ñòðåìèòñÿ
ê êîíòóðó C ïðè τ → ∞.

Âòîðûì ðåçóëüòàòîì ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèå ñ÷¼òíîãî ìíîæåñòâà
äâóõîáõîäíûõ ñèììåòðè÷íûõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êîíòóðîâ, ñîäåðæàùèõ ñîñòî-
ÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ p1, p2. Îáõîäíîñòüþ îðèåíòèðóåìîé çàìêíóòîé êðèâîé γ, ëå-
æàùåé â îêðåñòíîñòè äàííîé îðèåíòèðóåìîé çàìêíóòîé êðèâîé C, íàçûâàåòñÿ
öåëîå ÷èñëî, âûðàæàþùåå êëàññ ñâîáîäíîé ãîìîòîïèè γ îòíîñèòåëüíî γ ò.å. C:
[γ] = n[C].

Òåîðåìà 15. Ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü U ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êîíòóðà C =
= Γ1 ∪ Γ2 òàêàÿ, ÷òî U ñîäåðæèò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñèììåòðè÷íûõ äâóõîá-
õîäíûõ íåâûðîæäåííûõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, èäóùèõ îò p2 ê p1 ïðè
óâåëè÷åíèè âðåìåíè. Àíàëîãè÷íî ñóùåñòâóåò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñèììåòðè÷íûõ
äâóõîáõîäíûõ íåâûðîæäåííûõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, èäóùèõ îò p1 ê
p2 ïðè óâåëè÷åíèè âðåìåíè. Òàêèì îáðàçîì, âçÿâ ïî îäíîé ãåòåðîêëèíè÷åñêîé
òðàåêòîðèè èç ýòèõ äâóõ ñåìåéñòâ, ïîëó÷àåì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ãåòåðîêëèíè-
÷åñêèõ êîíòóðîâ ïåðâîãî òèïà.

Ýòà òåîðåìà ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå 2n-îáõîäíûõ ñèììåòðè÷íûõ
íåâûðîæäåííûõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êîíòóðîâ, ñóùåñòâóþùèå â îêðåñòíîñòÿõ
èñõîäíîãî ïàðíîãî êîíòóðà C. Íî ÷òîáû äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå êîíòóðîâ ëþ-
áîé îáõîäíîñòè, íóæíî äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå ñèììåòðè÷íûõ ãåòåðîêëèíè÷å-
ñêèõ òðàåêòîðèé íå÷åòíîé îáõîäíîñòè. Äëÿ ýòîé öåëè äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ òåî-
ðåìà

Òåîðåìà 16. Äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè êîíòóðà C ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî
ñèììåòðè÷íûõ òðåõîáõîäíûõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, èäóùèõ ïðè óâå-
ëè÷åíèè âðåìåíè îò p2 ê p1. Àíàëîãè÷íî ñóùåñòâóåò åùå îäíî êîíå÷íîå ñåìåé-
ñòâî ñèììåòðè÷íûõ òðåõîáõîäíûõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, èäóùèõ ïðè
óâåëè÷åíèåì âðåìåíè îò p1 ê p2.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà êàñàåòñÿ ñåìåéñòâà îáðàòèìûõ âåêòîðíûõ ïîëåé, ãëàäêî
çàâèñÿùåãî îò ïàðàìåòðà. Ïóñòü vµ � òàêîå ñåìåéñòâî, êàæäîå âåêòîðíîå ïîëå
vµ îáðàòèìî îòíîñèòåëüíî ãëàäêîé èíâîëþöèÿ L òîãî æå òèïà, ÷òî è âûøå.

53



Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå v0 ïðè µ = 0 èìååò ãåòåðîêëèíè÷åñêèé
êîíòóð ïåðâîãî òèïà.

Òåîðåìà 17. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñåìåéñòâî vµ óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðîìó óñëî-
âèþ îáùåãî ïîëîæåíèÿ ïðè µ = 0, à èìåííî [β1(µ)/β2(µ)]

′ ̸= 0. Òîãäà äëÿ ëþáîé
ôèêñèðîâàííîé îêðåñòíîñòè V ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êîíòóðà C ïðè µ = 0 ñó-
ùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü µn, íàêàïëèâàþùàÿñÿ ê çíà÷åíèþ µ = 0, òàêàÿ,
÷òî âåêòîðíîå ïîëå vµ ïðè µ = µn èìååò ñèììåòðè÷íóþ ïàðó íåñèììåòðè÷íûõ
ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé îäíó ê p1, äðóãóþ ê p2. Îáå ãîìîêëèíè÷åñêèå òðà-
åêòîðèè ïðèíàäëåæàò îêðåñòíîñòè V.

Òåîðåìà 17 ãëàñèò, ÷òî åñëè, êðîìå òîãî, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî α1+α2 ̸= 0
òî ïðè µ = µn âåêòîðíîå ïîëå vµn

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìûØèëüíèêîâà
[117] î ñóùåñòâîâàíèè ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ñåäëîâûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé
(â íàøåì ñëó÷àå íåñèììåòðè÷íûõ) â îêðåñòíîñòè ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè
äëÿ p1. Ïî ñèììåòðèè ñóùåñòâóåò àíàëîãè÷íîå ñåìåéñòâî íåñèììåòðè÷íûõ ïå-
ðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé â îêðåñòíîñòè ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè äëÿ p2.
Äðóãîé ðåçóëüòàò, äîêàçàííûé â ðàáîòå [110], ãëàñèò, ÷òî åñëè ñåäëîâîå çíà÷å-
íèå îòðèöàòåëüíî äëÿ ñåäëî-ôîêóñà p1, òî äëÿ òèïè÷íîãî äâóõïàðàìåòðè÷åñêîãî
ñåìåéñòâà ñóùåñòâóþò ñèñòåìû, èìåþùèå óñòîé÷èâûå ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòî-
ðèè âáëèçè ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè ê p1. Ââèäó îáðàòèìîñòè òàêàÿ ñèñòåìà
èìååò åùå è íåóñòîé÷èâûå ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè âáëèçè ñèììåòðè÷íîé ãî-
ìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè ê p2, äëÿ êîòîðûõ ñåäëîâàÿ âåëè÷èíà ïîëîæèòåëüíà.
Òàêàÿ ñèòóàöèÿ ãîâîðèò î òîì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà èìååò ñìåøàííóþ äè-
íàìèêó [28], òàê êàê ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñîäåðæèò ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè
óñòîé÷èâîãî, ñåäëîâîãî è íåóñòîé÷èâîãî òèïîâ, à òàêæå ýëëèïòè÷åñêèå ñèììåò-
ðè÷íûå ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè. Íàïðèìåð, òàêîé òèï ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî
êîíòóðà âñòðå÷àåòñÿ â îäíîé èç ìîäåëåé êåëüòñêîãî êàìíÿ [25]. Òàêèì îáðàçîì,
ìîæíî äåéñòâèòåëüíî óòâåðæäàòü, ÷òî â ìîäåëè êåëüòñêîãî êàìíÿ ñóùåñòâóþò
óñòîé÷èâûå ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè.

Äàëüíåéøèå ðåçóëüòàòû êàñàþòñÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïåðèîäè÷åñêèõ è ãîìîêëè-
íè÷åñêèõ òðàåêòîðèé äëÿ êîíòóðîâ âòîðîãî òèïà.

Òåîðåìà 18. Äëÿ ëþáîé îêðåñòíîñòè U ïàðíîãî ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êîíòóðà
âòîðîãî òèïà C è ëþáîãî n ∈ N ñóùåñòâóþò ñ÷åòíûå ñåìåéñòâà n-îáõîäíûõ
íåâûðîæäåííûõ ñèììåòðè÷íûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé äëÿ pi, i = 1, 2, è
ñ÷åòíûå îäíîïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà ñèììåòðè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåê-
òîðèé.

Ýòà òåîðåìà áûëà ôàêòè÷åñêè äîêàçàíà â ñòàòüå [50], â äàííîé ðàáîòå ïðè-
âîäèòñÿ äðóãîå ãåîìåòðè÷åñêîå äîêàçàòåëüñòâî.

Ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò êàñàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèÿ äâóõîáõîäíûõ êîíòóðîâ âáëè-
çè ïåðâîíà÷àëüíîãî êîíòóðà C äëÿ îáðàòèìûõ ñåìåéñòâ îáùåãî ïîëîæåíèÿ ñ
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êîíòóðîì âòîðîãî òèïà. Êîíòóðà âêëþ÷àþò â ñåáÿ äâà ñèììåòðè÷íûõ ñåäëî-
ôîêóñà p1, p2, ÿâëÿþùèõñÿ ïðîäîëæåíèåì èñõîäíûõ ñåäëî-ôîêóñîâ è êàæäûé
òàêîé êîíòóð ñîäåðæèò äâå íåâûðîæäåííûå íåñèììåòðè÷íûå äâóõîáõîäíûå ãå-
òåðîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè, ïåðåñòàâëÿåìûå èíâîëþöèåé L.

Òåîðåìà 19. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñåìåéñòâî vµ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îáùåãî
ïîëîæåíèÿ ïðè µ = 0. Òîãäà äëÿ ëþáîé ôèêñèðîâàííîé îêðåñòíîñòè V ãåòåðî-
êëèíè÷åñêîãî êîíòóðà C ïðè µ = 0 ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü µn, íàêàï-
ëèâàþùàÿñÿ ê çíà÷åíèè µ = 0 òàêàÿ, ÷òî âåêòîðíîå ïîëå vµn

èìååò ãåòåðîêëèíè-
÷åñêèé êîíòóð âòîðîãî òèïà, âêëþ÷àþùèé ïàðó ñèììåòðè÷íûõ ñåäëî-ôîêóñîâ
è äâå íåñèììåòðè÷íûå íåâûðîæäåííûå äâóõîáõîäíûå ãåòåðîêëèíè÷åñêèå òðà-
åêòîðèè, ñîåäèíÿþùèå ñåäëî-ôîêóñû è ïåðåñòàâëÿåìûå èíâîëþöèåé. Îáå ãåòå-
ðîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè ïðèíàäëåæàò îêðåñòíîñòè V.

Óñëîâèå îáùåãî ïîëîæåíèÿ, òðåáóåìîå â òåîðåìå, áóäåò ñôîðìóëèðîâàíî ïîç-
æå ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû.

2.3 Ëîêàëüíîå è ãëîáàëüíîå îòîáðàæåíèÿ

Â ýòîì ðàçäåëå èñïîëüçóåòñÿ ïîäõîä èç ðàáîòû [59] (ïîäðàçäåë 2.1). Ñíà÷à-
ëà óòî÷íèì ëèíåàðèçóþùèå êîîðäèíàòû â ñèììåòðè÷íî îïðåäåëåííûõ îêðåñò-
íîñòÿõ U,U ′ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ p1, p2, U

′ = L(U). Îáîçíà÷èì ÷åðåç (U,φ)
êàðòó âáëèçè òî÷êè p1 â êîòîðîé âåêòîðíîå ïîëå v ëèíåéíî (2.9), ïîýòîìó φ :
(x, y) → U , (x, y) � êîîðäèíàòû Áåëèöêîãî â R4. Ïðîèíòåãðèðîâàâ âåêòîðíîå
ïîëå v â ýòèõ êîîðäèíàòàõ ïîëó÷èì ïðåäñòàâëåíèå ïîòîêà T (t)

x1(t) = etα1[x01 cos(β1t)− x02 sin(β1t)], y1(t) = etα2[y01 cos(β2t)− y02 sin(β2t)],
x2(t) = etα1[x01 sin(β1t) + x02 cos(β1t)], y2(t) = etα2[y01 sin(β2t) + y02 cos(β2t)].

(2.3)
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Φt : M → M ïîòîê, ïîðîæäåííûé âåêòîðíûì ïîëåì v íà M ,
òîãäà T (t) èìååò ïðåäñòàâëåíèå T (t) = φ−1 ◦Φt ◦φ äëÿ ïîòîêà â îêðåñòíîñòè U
â êîîðäèíàòàõ Áåëèöêîãî. Â ñèëó îáðàòèìîñòè ïîëó÷àåì L ◦ Φt = Φ−t ◦ L.

Ïóñòü òåïåðü φ1 : (u, v) → U ′ � ñèñòåìà êîîðäèíàò â ñèììåòðè÷íî âûáðàí-
íîé îêðåñòíîñòè U ′ = L(U) òî÷êè p2. Áóäåì èñêàòü ïðåäñòàâëåíèå φ1 â ñëåäó-
þùåì âèäå φ1 = L ◦ φ ◦ R−1, ãäå R � íåêîòîðûé äèôôåîìîðôèçì R : (x, y) →
(u, v). Èòàê, èìååì ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå:

T (t) = φ−1 ◦ Φt ◦ φ = φ−1 ◦ L−1 ◦ Φ−t ◦ L ◦ φ,

èëè, èñïîëüçóÿ âûðàæåíèå äëÿ φ1, ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ

T (t) = R−1 ◦ φ−1
1 ◦ Φ−t ◦ φ1 ◦R.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç T1(t) = φ−1
1 ◦ Φt ◦ φ1, ò.å. ïðåäñòàâëåíèå Φ

t â êîîðäèíàòàõ
(u, v) â îêðåñòíîñòè U ′. Òàê êàê R � äèôôåîìîðôèçì, òî R−1 ◦Φ−t ◦R åñòü íå
÷òî èíîå, êàê ïðåäñòàâëåíèå T1(−t) â (u, v)-êîîðäèíàòàõ. Òîãäà ïîëó÷àåì ñâÿçü
ìåæäó T (t) è T1(t) :

T (t) = R−1 ◦ T1(−t) ◦R. (2.4)

Äî ñèõ ïîð âûáîð R áûë ïðîèçâîëüíûì, íî òåïåðü â êà÷åñòâå R âîçüìåì ëè-
íåéíîå îòîáðàæåíèå R(x1, x2, y1, y2) = (v1, v2, u1, u2). Ïðîäèôôåðåíöèðóåì îáå
÷àñòè ðàâåíñòâà (2.4) è ïîëîæèì t = 0, òîãäà ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå äëÿ ñâÿçàí-
íûõ âåêòîðíûõ ïîëåé â êîîðäèíàòàõ (x, y) è (u, v), ñîîòâåòñòâåííî,

−
(
ẋ
ẏ

)
=

(
0 E2

E2 0

)(
u̇
v̇

)(
0 E2

E2 0

)
, E2 =

(
1 0
0 1

)
.

Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå çàäàåò ìàòðèöó ëèíåéíîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ â ïåðåìåí-
íûõ (u, v) 

−α2 β2 0 0
−β2 −α2 0 0
0 0 −α1 β1
0 0 −β1 −α1

 . (2.5)

Íàïîìíèì, ÷òî ïðåäïîëàãàåòñÿ α1 < 0, α2 > 0, ïîýòîìó äèôôåîìîðôèçìR îòîá-
ðàæàåò óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ñåäëî-ôîêóñà p1 â íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå
ñåäëî-ôîêóñà p2 è íàîáîðîò.

Ñëåäóþùèì øàãîì ÿâëÿåòñÿ óòî÷íåíèå âèäà ãëîáàëüíûõ îòîáðàæåíèé. Âû-
áåðåì ñåêóùèå Σs

i ,Σ
u
i , i = 1, 2, âáëèçè ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ p1, p2 êàê íåêîòîðûå

ïîëíîòîðèè. Ïåðåñå÷åíèÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé Γ1,Γ2 ñ âûáðàííûìè
ñåêóùèìè ÿâëÿþòñÿ òî÷êè Mij,, ãäå j îçíà÷àåò íîìåð ãåòåðîêëèíè÷åñêîé òðà-
åêòîðèè, à i íîìåð ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Â êîîðäèíàòàõ (x, y) âîçëå p1 êîîðäè-
íàòû òî÷êè M11 (äëÿ ñòðåìÿùåéñÿ ê p1 ãåòåðîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè) ðàâíû
x = x∗, y = 0, àíàëîãè÷íî äëÿ òî÷êè M12 (äëÿ ñòðåìÿùåéñÿ ê p1 ãåòåðîêëè-
íè÷åñêîé òðàåêòîðèè â îáðàòíîì âðåìåíè) x = 0, y = y∗. Â ïîëÿðíûõ êîîðäè-
íàòàõ â îêðåñòíîñòè òî÷êè p1 ïîëó÷àåì x∗1 = ρs cos θ∗, x

∗
2 = ρs sin θ∗, r = 0 è

y∗1 = ru cosφ∗, y
∗
2 = ru sinφ∗, ρ = 0, ñîîòâåòñòâåííî. Ïðèìåíÿÿ èíâîëþöèþ ê

òî÷êàì M11 è M12, äåéñòâèå êîòîðîé â ïîëó÷åííûõ êîîðäèíàòàõ ðàâíî R, ïî-
ëó÷àåì òî÷êè M21 = R(M11),M22 = R(M12) ñ êîîðäèíàòàìè u = 0, v = x∗,
v = 0, u = y∗. Ñîîòâåòñòâóþùèå ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòè òî÷êè p2:
v∗1 = ρs cos θ∗, v

∗
2 = ρs sin θ∗, u

∗
1 = ru cosφ∗, u

∗
2 = ru sinφ∗. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîíÿòü

ñâîéñòâà ãëîáàëüíûõ îòîáðàæåíèé, à çàòåì è ñâîéñòâà îòîáðàæåíèÿ Ïóàíêàðå,
ïðåäñòàâèì ãëîáàëüíûå îòîáðàæåíèÿ â íåêîòîðîé óäîáíîé ôîðìå. Äëÿ ýòîãî
ñíà÷àëà âûáåðåì ëîêàëüíûå ñåêóùèå âáëèçè òî÷åê Mij òàê, ÷òîáû ñåêóùàÿ, ñî-
äåðæàùàÿ òî÷êó M11, áûëà áû L-ñèììåòðè÷íà ñåêóùåé, ñîäåðæàùåé òî÷êó M21

è, àíàëîãè÷íî, ñåêóùàÿ, ñîäåðæàùàÿ òî÷êó M12, áûëà L-ñèììåòðè÷íà ñåêóùåé,
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ñîäåðæàùåé òî÷êó M22. Ýòî áûëî ñäåëàíî ðàíåå, íàì íóæíî ëèøü âûáðàòü äî-
ñòàòî÷íî ìàëûå îêðåñòíîñòè Πij òî÷åê Mij â ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîëíîòîðèÿõ.

Òàêæå íàïîìíèì, ÷òî ñåêóùèå N1, N2 âáëèçè òî÷åê q1 = Γ1 ∩ Fix (L) è
q2 = Γ2 ∩ Fix (L) òàêæå áûëè âûáðàíû èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ
èíâîëþöèè L è êàæäàÿ ñîäåðæèò äèñê èç ìíîãîîáðàçèÿ Fix (L). Îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç F1 îòîáðàæåíèå ïåðåõîäà F1 : N1 → Π11, ïîðîæäåííîå ïîòîêîì. F1 ÿâëÿåòñÿ
äèôôåîìîðôèçìîì, êîòîðûé îïðåäåëåí â äîñòàòî÷íî ìàëîé îêðåñòíîñòè òî÷êè
q1. Âûðàçèì îòîáðàæåíèå ïåðåõîäà h1 : Π21 → Π11 ÷åðåç îòîáðàæåíèÿ F1 è L.
Äëÿ ýòî âîçüìåì òî÷êó b ∈ Π21 äîñòàòî÷íî áëèçêóþ ê òî÷êå M21 è ðàññìîòðèì
òî÷êó Φt1(b) ∈ N1 ãäå t1, t2 � âðåìåíà ïåðåõîäà òðàåêòîðèé ïîòîêà Φt(b) èç òî÷êè
b â N1 è èç N1 â Π11. Åñëè òðàåêòîðèÿ ïîòîêà, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó b íåñèì-
ìåòðè÷íà, îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ èíâîëþöèè L, òî òî÷êè Φt1(b) è L◦Φt1(b) ∈ N1

ïîðîæäàþò ñèììåòðè÷íûå ïàðû òðàåêòîðèé, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç íèõ. Òàêèì îá-
ðàçîì, èìååì L−1b ∈ Π11 è â ñèëó îáðàòèìîñòè ïîòîêà è èíâàðèàíòíîñòè N1

îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ èíâîëþöèè L, ïîëó÷àåì

h1(b) = F1 ◦ L ◦ F−1
1 ◦ L−1(b), (2.6)

è åãî îáðàòíîå îòîáðàæåíèå h−1
1 : Π11 → N1

h−1
1 = L ◦ F1 ◦ L−1 ◦ F−1

1 . (2.7)

Âûðàçèì ïîëó÷åííûå îòîáðàæåíèÿ â êîîðäèíàòíîé ôîðìå. Êàê áûëî ñêàçàíî
âûøå, êîîðäèíàòû (ξ1, η1, ζ1) â N1 ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû äåéñòâèå èíâî-
ëþöèè L èìåëî âèä (ξ1, η1, ζ1) → (ξ1, η1,−ζ1) è ñëåä óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ
W s(p1) â N1 ÿâëÿëñÿ ãëàäêîé êðèâîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó q1, òðàíñâåðñàëü-
íî ê Fix (L) = {ζ1 = 0}. Èòàê, â êîîðäèíàòàõ (ξ1, η1, ζ1) íà N1 è (θ1, y1, y2) íà Σ1

âáëèçè òî÷êè M11 ó íàñ åñòü ïðåäñòàâëåíèå äëÿ îòîáðàæåíèÿ F1

θ1 − θ∗1 = g(ξ1, η1, ζ1),
y1 = f1(ξ1, η1, ζ1),
y2 = f2(ξ1, η1, ζ1),

ãäå ôóíêöèè fi, g ÿâëÿþòñÿ ãëàäêèìè, f1(0, 0, 0) = f2(0, 0, 0) = g(0, 0, 0) = 0 è
ÿêîáèàí íå îáðàùàåòñÿ â íîëü â òî÷êå (0, 0, 0), à òðàíñâåðñàëüíîñòü îçíà÷àåò,
÷òî â òî÷êå (0, 0, 0) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

det

(
∂f1
∂ξ1

∂f1
∂ξ2

∂f2
∂ξ1

∂f2
∂η1

)
̸= 0,

÷òî ãåîìåòðè÷åñêè îçíà÷àåò, ÷òî F1-îáðàç äèñêà Fix (L) ⊂ N1 â îêðåñòíîñòü
Π11 òðàíñâåðñàëåí ñëåäó óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ W s(p1) â Σ1. Èíâîëþöèÿ L,
îãðàíè÷åííàÿ íà Σ1, äåéñòâóåò â êîîðäèíàòàõ ñëåäóþùèì îáðàçîìR(θ1, y1, y2) =
(u1, u2, φ2) = (u1, u2, θ1). Â ÷àñòíîñòè, φ∗

2 = θ∗1.
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Àíàëîãè÷íî ñòðîèòñÿ îòîáðàæåíèå h2 : Π12 → Π22. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F2 :
Π12 → N2 îòîáðàæåíèå ïåðåõîäà, ïîðîæäåííîå ïîòîêîì, îíî òàêæå ÿâëÿåòñÿ
äèôôåîìîðôèçìîì. Òîãäà îòîáðàæåíèå h2 âûðàæàåòñÿ ÷åðåç F2 è L ñëåäóþùèì
îáðàçîì

h2 = L ◦ F−1
2 ◦ L ◦ F2.

Îòîáðàæåíèå F2 â êîîðäèíàòàõ (φ1, x1, x2) â Π12 è (ξ2, η2, ζ2) â N2 âûðàæàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì

ξ2 = A1(φ1 − φ∗
1, x1, x2),

η2 = A2(φ1 − φ∗
1, x1, x2),

ζ2 = B(φ1 − φ∗
1, x1, x2),

(2.8)

ñ ãëàäêèìè ôóíêöèÿìè Ai, B, A1(0, 0, 0) = A2(0, 0, 0) = B(0, 0, 0) = 0, è ÿêîáèàí
íå îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êå (0, 0, 0), à òðàíñâåðñàëüíîñòü îçíà÷àåò, ÷òî â òî÷êå
(0, 0, 0) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∂B

∂φ1
̸= 0 â òî÷êå (φ∗

1, 0, 0).

2.4 Äîêàçàòåëüñòâà

Íà÷íåì ñ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 14. ×òîáû íàéòè ñèììåòðè÷íûå ïåðèîäè-
÷åñêèå òðàåêòîðèè íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò òðàåêòîðèÿ, ïåðåñåêàþùàÿ
ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê èíâîëþöèè Fix (L) â äâóõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ.
Äëÿ ýòîãî ïðèìåíèì ñíà÷àëà òåîðåìó èç ðàáîòû [5]

Òåîðåìà 20. Äëÿ ëþáîé òî÷êè m ∈ Fix (L) ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü V òî÷êè
m è ãëàäêèå êîîðäèíàòû (a1, a2, b1, b2) â V òàêèå, ÷òî îêðåñòíîñòü V èíâàðè-
àíòíà îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ èíâîëþöèè L è èíâîëþöèÿ äåéñòâóåò ñëåäóþùèì
îáðàçîì L(a1, a2, b1, b2) = (a1, a2,−b1,−b2). Â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâî Fix (L) ∩ V
çàäàåòñÿ, êàê b1 = b2 = 0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî m ∈ Fix (L) òî÷êà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû è,
÷òî âåêòîð v(m) íå ïðèíàäëåæèò êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè TmFix (L). Íàïðèìåð,
òàêèìè òî÷êàìè ÿâëÿþòñÿ q1, q2. Òîãäà ñïðàâåäëèâî óòâåðæäåíèå

Ëåììà 4. Ñóùåñòâóåò ñåêóùàÿ N ∋ m äëÿ ïîòîêà òàêàÿ, ÷òî N ñîäåðæèò äèñê
D ⊂ Fix (L) è N èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî äåéñòâèå èíâîëþöèè L: L(N) = N.

Ñîãëàñíî ëåììå 4 âûáèðàåì äâå L-èíâàðèàíòíûõ ñåêóùèõ N1, N2 äëÿ ïîòîêà
òàêèõ, ÷òî qi ∈ Ni, i = 1, 2, è ýòè ñåêóùèå ñîäåðæàò äèñêè Di ⊂ Fix (L) ∩ Ni,
ñîäåðæàùèå òî÷êè qi. Ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå ïåðåõîäà G1 : N1 → N2,
G1 = F2 ◦ T1 ◦ F1, ïîðîæäåííîå ïîòîêîì âáëèçè Γ1 ∪ Γ2, ïðåîáðàçóåò äèñê D1
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òðàíñâåðñàëüíî äèñêó D2 è èõ ïåðåñå÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ ñïèðàëü σ ⊂ N2, íàêðó-
÷èâàþùàÿñÿ íà òî÷êó q2, ñëåäîâàòåëüíî, ÷åðåç òî÷êè ñïèðàëè σ ïðîõîäÿò ñèì-
ìåòðè÷íûå ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè.

Íàïîìíèì, ÷òîW s(p1) òðàíñâåðñàëüíî Fix (L) â òî÷êå q1 (àíàëîãè÷íîW
u(p1)

òðàíñâåðñàëüíî Fix (L) â òî÷êå q2). Èç ïðåäïîëîæåíèåì î íåâûðîæäåííîñòè Γ1

ñëåäóåò, ÷òî ïåðåñå÷åíèå W s(p1) ∩ N1 = ls1 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé êðèâîé, êîòîðàÿ â
N1 òðàíñâåðñàëüíà äèñêó D1 â òî÷êå q1. Ïî ñèììåòðèè êðèâàÿ L(ls1) = lu1 ñëåä
W u(p2) â N1 îáëàäàåò òåì æå ñâîéñòâîì.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îòîáðàæåíèÿ ïåðåõîäà G1 : N1 → N2 âûáåðåì â îêðåñòíî-
ñòè U òî÷êè p1, â êîòîðîé ðàáîòàåò òåîðåìà ëèíåàðèçàöèè Áåëèöêîãî, åùå äâå
ñåêóùèå Σs

1,Σ
u
1 ê òðàåêòîðèÿì íà W s(p1),W

u(p1), ñîîòâåòñòâåííî. Â êîîðäèíà-
òàõ Áåëèöêîãî (x1, x2, y2, y2) ñèñòåìà âáëèçè òî÷êè p1 çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì

ẋ1 = α1x1 − β1x2, ẏ1 = α2y1 − β2y2,
ẋ2 = β1x1 + α1x2, ẏ2 = β2y1 + α2y2,

(2.9)

íàïîìíèì, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî α1 < 0, α2 > 0, è βi > 0, i = 1, 2.
Â îêðåñòíîñòè U óäîáíåå ðàáîòàòü â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ: x1 = ρ1 cos θ1,

x2 = ρ1 sin θ1, y1 = r1 cosφ1, y2 = r1 sinφ1. Â êà÷åñòâå ñåêóùèõ âáëèçè p1
âîçüìåì ïîëíîòîðèè Σs

1 : x21 + x22 = ρ2s, y
2
1 + y22 ≤ δ2s , è Σu

1 : y21 + y22 = r2u,
x21 + x22 ≤ δ2u. Ãåòåðîêëèíè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ Γ1 ïåðåñåêàåòñÿ ñ Σs

1 â òî÷êå
M11 = (ρs cos θ

∗
1, ρs sin θ

∗
1, 0, 0), à ãåòåðîêëèíè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ Γ2 ïåðåñåêà-

åòñÿ ñ Σu
1 â òî÷êå M12 = (0, 0, ru cosφ

∗
1, ru sinφ

∗
1). Çàòåì âûáåðåì îêðåñòíîñòè

äëÿ ýòèõ òî÷åê íà ñîîòâåòñòâóþùèõ îêðóæíîñòÿõ, îïðåäåëÿåìûõ íåðàâåíñòâà-
ìè |θ1 − θ∗1| ≤ ε è |φ1 − φ∗

1| ≤ ε äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ïîëîæèòåëüíûõ ε.
Äëÿ ïàðíîãî ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êîíòóðà ïåðâîãî òèïà èìååì äâà íåñèììåò-

ðè÷íûõ ñåäëî-ôîêóñà p1, p2, ïåðåñòàâëÿåìûõ èíâîëþöèåé L. Âûøå áûëè ââåäå-
íû ëèíåàðèçóþùèå êîîðäèíàòû â îêðåñòíîñòÿõ U,U ′ òî÷åê p1, p2, ñîãëàñîâàí-
íûå ñ äåéñòâèåì èíâîëþöèè L. Ñîîòâåòñòâóþùèå ñåêóùèå Σs

i ,Σ
u
i âáëèçè ñåäëî-

ôîêóñîâ p1, p2 áóäåì îáîçíà÷àòü òåìè æå áóêâàìè ñ èíäåêñàìè 1, 2. Ââèäó ñèì-
ìåòðèè ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé Γ1,Γ2 áóäåò óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü îòîá-
ðàæåíèÿ ïåðåõîäà h1 : Σu

2 → Σs
1 è h2 : Σu

1 → Σs
2, ïîðîæäåííûå ïîòîêîì, ÷åðåç

L è îòîáðàæåíèÿ ïåðåõîäà F1, F2 èç ñåêóùåé N1 â Σs
1 (F1) è èç Σu

1 â N2 (F2).
Îáà îòîáðàæåíèÿ F1, F2 ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûìè äèôôåîìîðôèçìàìè, îïðåäåëåí-
íûìè âáëèçè òî÷åê q1 ∈ N1 è M12 ∈ Σu

1 . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî F1-îáðàç äèñêà
D1 ÿâëÿåòñÿ äèñê Ds

1 ⊂ Σs
1, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ òðàíñâåðñàëüíûì â òî÷êå M11

ê êðèâîé � ñëåäó W s(p1). Àíàëîãè÷íî, F2-ïðîîáðàç äèñêà D2 ⊂ Fix (L) ∩ N2

ÿâëÿåòñÿ äèñê Du
1 ⊂ Σu

1 òðàíñâåðñàëüíûé â òî÷êå M12 ê êðèâîé � ñëåäó W u(p1).
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äèñê Ds

1 ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ãðàôèêà ãëàäêîé ôóíêöèè
θ1 = hs(r1 cosφ1, r1 sinφ1), hs(0, 0) = θ∗1. Àíàëîãè÷íî, ó íàñ åñòü ïðåäñòàâëåíèå
äëÿ Du

1 : φ1 = hu(ρ1 cos θ1, ρ1 sin θ1), hu(0, 0) = φ∗
1.
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Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé (2.9) â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ

ρ1(t) = ρs exp[−α1t], θ1(t) = θ01 + β1t,
r1(t) = r01 exp[α2t], φ1(t) = φ0

1 + β2t.
(2.10)

çàäàåò ïðåäñòàâëåíèå îòîáðàæåíèÿ T1 : Σs
1 → Σu

1 , ïîðîæäåííîå ïîòîêîì. ×òî-
áû íàéòè âðåìÿ ïåðåõîäà tp òðàåêòîðèé èç Σs

1 â Σu
1 , ðåøèì óðàâíåíèå ru =

r01 exp[α2tp]. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè âðåìåíè ïåðåõîäà â (2.10) ïîëó÷èì

ρ1 = ρs(
r0
ru
)−α1/α2 = Crν10 , θ1 = θ0 + γ1 ln(ru/r0)) (mod 2π),

ν1 = −α1/α2, γ1 = β1/α2,

φ1 = φ0 + γ2 ln(ru/r0)) (mod 2π), C = ρsr
−α1/α2
u , γ2 = β2/α2,

(2.11)

ãäå (θ0, r0, φ0) � íà÷àëüíàÿ òî÷êà â Σs
1, è (φ1, ρ1, θ1) � òî÷êà ïîïàäàíèÿ â Σu

1

äëÿ òðàåêòîðèè ïîòîêà, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëüíóþ òî÷êó, è îñòàåòñÿ òîëüêî
âûáðàòü òå íà÷àëüíûå òî÷êè, ãäå |θ0 − θ∗0| ≤ ε.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ëåììà, êîòîðàÿ èñïîëüçóåòñÿ äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ìíîãîîáõîäíûõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé. Çàìå-
òèì, ÷òî íåêîëëèíåàðíîñòü â òî÷êå M11 íåêîòîðîé ãëàäêîé êðèâîé è ÷àñòè
W s(p1) ∩ Π11 ïîçâîëÿþò ïðåäñòàâèì ýòó ãëàäêóþ êðèâóþ, òî÷íåå, îáå åå ïî-
ëîâèíû áåç òî÷êè M11, êàê ãëàäêóþ ôóíêöèþ îò ïåðåìåííîé r0.

Ëåììà 5. Ïóñòü θ0 = a(r0), φ0 = b(r0), 0 ≤ r0 < r∗0 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé êðèâîé
â Σs

1 è a(0) = θ∗0, b(0) = φ∗
0, êàñàòåëüíûé âåêòîð (a′(0), 1, b′(0)) ê ýòîé êðèâîé

â òî÷êå r0 = 0 íåêîëëèíåàðåí âåêòîðó (1, 0, 0) (êàñàòåëüíûé âåêòîð ê ñëåäó
W s(p1)). Òîãäà T1-îáðàç ýòîé êðèâîé â Σ

u
1 ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íîé ñïèðàëüþ òàêîé,

÷òî ïåðåñå÷åíèå ïîëó÷åííîé ñïèðàëè ñ îêðåñòíîñòüþ òî÷êè M12, îïðåäåëåííîé
íåðàâåíñòâîì |φ1−φ∗

1| ≤ ε, ÿâëÿåòñÿ ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì îòðåçêîâ Jn, êîòîðûå
íàêàïëèâàþòñÿ â C1-òîïîëîãèè ïðè n → ∞ ê êðèâîé ρ1 = 0 � ñëåäó W u(p1) â
Σu

1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. T1-îáðàç êðèâîé çàäàåòñÿ â ïàðàìåòðè÷åñêîì âèäå ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

θ1 = a(r0) + γ1 ln(ru/r0)) (mod 2π),
ρ1 = Crν10 ,
φ1 = b(r0) + γ2 ln(ru/r0)) (mod 2π).

(2.12)

Áóäåì ñ÷èòàòü êîîðäèíàòó φ1 áåñêîíå÷íîé (íàêðûòèåì ïîëíîòîðèÿ Σu
1 áóäåò

áåñêîíå÷íûé çàïîëíåííûé öèëèíäð) è âûðàçèì r0 êàê ôóíêöèþ îò φ1 èç ïîñëåä-
íåãî óðàâíåíèÿ. Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ b ãëàäêàÿ ñ îãðàíè÷åííîé ïðîèçâîäíîé, òî
ïðîèçâîäíàÿ dφ1/dr0 = b′(r0)− γ2/r0 äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ ïî ìîäóëþ ïðè äîñòà-
òî÷íî ìàëîì r∗0, ïîýòîìó íå îáðàùàåòñÿ â íîëü è ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ
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r0 = Φ(φ1), îïðåäåëåííàÿ äëÿ φ1 ≥ φ0
1 èëè φ1 ≤ φ0

1 â çàâèñèìîñòè îò çíàêà γ2.
Ýòà ôóíêöèÿ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè φ1 → ∞ èëè φ1 → −∞ ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé
îöåíêîé Φ(φ1) ≤ κ exp[−φ1/γ2], κ > 0. Íèæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî φ1 ≥ φ0

1, äëÿ
îïðåäåëåííîñòè. Äèôôåðåíöèðóÿ òîæäåñòâî φ1 = b(Φ) + γ2 ln(ru/Φ), ïðèõîäèì
ê ðàâåíñòâó

Φ′(φ1) =
−ru

γ2 − b′(Φ)Φ
exp[(b(Φ)− φ1)/γ2].

Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äàåò ýêñïîíåíöèàëüíóþ îöåíêó è äëÿ Φ′. Èòàê, óïàêî-
âûâàÿ êðèâóþ (ρ1(φ1), θ1(φ1)) â ïîëíîòîðèé è ïåðåñåêàÿ ïîëó÷åííóþ ñïèðàëü ñ
îêðåñòíîñòüþ Π12, ãäå |φ1−φ∗

1| ≤ ε, ïðèõîäèì ê óòâåðæäåíèþ ëåììû. Äåéñòâè-
òåëüíî, âûðàæåíèå äëÿ θ1 èìååò âèä: θ1 = a(Φ) − β1

β2
b(Φ) + β1

β2
φ1 ñ îãðàíè÷åí-

íîé ôóíêöèåé c(Φ) = a(Φ) − β1

β2
b(Φ). Âîçâðàùàÿñü ê äåêàðòîâûì êîîðäèíàòàì

x1 = ρ1 cos θ1, x2 = ρ1 sin θ1, â êîòîðûõ ïîëó÷àåì âûðàæåíèÿ

x1 = CΦν1 cos[c(Φ) +
β1
β2

φ1], x2 = CΦν1 sin[c(Φ) +
β1
β2

φ1],

ñ ýêñïîíåíöèàëüíî ìàëûìè îöåíêàìè äëÿ dx1/dφ1 è äëÿ dx2/dφ1.

×òîáû íàéòè ñèììåòðè÷íûå ïåðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè, íóæíî äîêàçàòü, ÷òî
T1-îáðàç äèñêà D

s
1 ïåðåñåêàåò äèñê Du

2 , òîãäà ñèììåòðè÷íûå ïåðèîäè÷åñêèå òðà-
åêòîðèè áóäóò ïðîõîäèòü ÷åðåç ëþáóþ òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ýòèõ äèñêîâ. T1-îáðàç
äèñêà Ds

1 âûðàæàåòñÿ â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå ÷åðåç ïàðàìåòðû (r, φ) ñëåäó-
þùèì îáðàçîì

θ1 = hs(r cosφ, r sinφ) + γ1 ln(ru/r)) (mod 2π),
ρ1 = Crν1, ν1 > 0,
φ1 = φ+ γ2 ln(ru/r)) (mod 2π).

(2.13)

×òîáû ïîíÿòü ôîðìó ýòîãî ìíîæåñòâà è åãî ïîëîæåíèå îòíîñèòåëüíî äèñêà Du
1 ,

çàôèêñèðóåì çíà÷åíèå r = r0 ïðè óñëîâèè, ÷òî r0 äîñòàòî÷íî ìàëî. Â Σs
1 ýòî

ðàâåíñòâî âûäåëÿåò òîíêèé öèëèíäð r = r0, 0 ≤ φ0 ≤ 2π, |θ0 − θ∗1| ≤ ε, òî÷êè
êîòîðîãî áëèçêè ê êðèâîé r0 = 0. Â ñèëó òðàíñâåðñàëüíîñòè äèñêà Ds

1 è êðèâîé
r0 = 0, ñëåä W s(p1), ïåðåñå÷åíèå òîíêîãî öèëèíäðà ñ äèñêîì Ds

1 çàäàåòñÿ ãëàä-
êîé çàìêíóòîé êðèâîé θ0 = hs(r0 cosφ0, r0 sinφ0), äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî r0 ýòà
êðèâàÿ áëèçêà ê òî÷êå r0 = 0, θ0 = θ∗1. T1-îáðàç ïîëó÷åííîé ãëàäêîé çàìêíóòîé
êðèâîé íà ñåêóùåé Σu

1 ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ íà òîðå ρ1 = Crν10 , áëèç-
êàÿ ê çàìêíóòîé êðèâîé ρ1 = 0. Ïîëó÷åííàÿ çàìêíóòàÿ êðèâàÿ íà ýòîì òîðå
ñîâåðøàåò ïîëíûé îáõîä çà φ1 è ïî÷òè ïîñòîÿííà ïî ïåðåìåííîé θ1, ïîñêîëü-
êó hs(r cosφ, r sinφ) áëèçêî ê θ∗1, à âòîðîé ÷ëåí â âûðàæåíèè äëÿ θ1 ÿâëÿåòñÿ
ïîñòîÿííûì. Ýòî ñëåäóåò èç ïåðâîãî è òðåòüåãî ñîîòíîøåíèé â (2.13).

Îãðàíè÷åíèå ïîëó÷åííîé çàìêíóòîé êðèâîé íà öèëèíäð |φ1 − φ∗
1| ≤ ε, çàäà-

åò êðèâóþ. Ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè r0 → 0 îáúåäèíåíèå ýòèõ êðèâûõ â Σu
1 îáðàçó-

þò ãëàäêóþ äâóìåðíóþ ïîâåðõíîñòü â ôîðìå ñâèòêà, êîòîðàÿ íàìàòûâàåòñÿ íà
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öåíòðàëüíóþ êðèâóþ ρ1 = 0 â Σu
1 . Ïðè ýòîì êàæäàÿ êðèâàÿ ýòîé ïîâåðõíîñòè,

ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôèêñèðîâàííîìó r0, C
1-áëèçêà ê êðèâîé ρ1 = 0. Ýòî îçíà÷àåò,

÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì r0 êàæäàÿ êðèâàÿ ïåðåñåêàåò äèñêD
u
1 òðàíñâåðñàëüíî

òîëüêî â îäíîé òî÷êå. Îáúåäèíåíèå ýòèõ òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ îáðàçóåò ãëàäêóþ
ñïèðàëü σ íà Du

1 , íàêðó÷èâàþùóþñÿ íà òî÷êó M12. T1-ïðîîáðàç ýòîé ãëàäêîé
ñïèðàëè òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñïèðàëüþ â Ds

1, íàêðó÷èâàþùåéñÿ íà òî÷êó M11. Èòàê,
òåîðåìà 14 äîêàçàíà.■

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 15 ðàññìîòðèì åùå ðàç ãëàäêóþ êðèâóþ ls1, ÿâ-
ëÿþùóþñÿ ñëåäîì óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿW s(p1) íà ñåêóùåé N1 è íàéä¼ì å¼
ñëåä â îêðåñòíîñòè N2 ïîñëå îäíîãî îáõîäà âáëèçè íèæíèõ ïîëîâèí Γ1∪{p2}∪Γ2

(ñì. ðèñ. 2.1, ëåâàÿ ÷àñòü) ïðè ïðîäîëæåíèå ïî ïîòîêó (â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè
âðåìåíè). Åñëè äîêàæåì, ÷òî íåêîòîðàÿ òðàåêòîðèÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç òî÷êó íà
ls1 \q1, ïåðåñåêàåòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå m äèñê D2 ⊂ Fix (L), òî âòîðàÿ ïîëîâèíà
ýòîé òðàåêòîðèè ïðè èçìåíåíèè âðåìåíè â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè, ïîñëå ïðî-
õîæäåíèÿ ÷åðåç òî÷êó m è ïðè t → −∞, îáðàçóåò ïî ñèììåòðèè äâóõîáõîäíóþ
ãåòåðîêëèíè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ, ñîåäèíÿþùóþ p2 è p1. Àíàëîãè÷íî íàõîäÿòñÿ
ãåòåðîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè, èäóùèå îò p1 ê p2, ïðè âîçðàñòàíèè âðåìåíè, íà-
÷èíàÿ ñ ãëàäêîé êðèâîé ls2 � ñëåä óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ W s(p2) íà ñåêóùåé
N2.

Èòàê, ðàññìîòðèì êðèâóþ ls1. Òî÷êà q1 äåëèò äàííóþ êðèâóþ íà äâå ÷àñòè,
êàæäàÿ ÷àñòü êîòîðîé èìååò ïðåäñòàâëåíèå â êîîðäèíàòàõ (ξ1, η1, ζ1) íà N1, â
êîòîðûõ q1 = (0, 0, 0), L(ξ1, η1, ζ1) = (ξ1, η1,−ζ1): ξ1 = a(ζ1), η1 = b(ζ1), ñ ãëàä-
êèìè ôóíêöèÿìè a, b, â ñèëó òðàíñâåðñàëüíîñòè ýòîé êðèâîé ñ äèñêîì D1

a(0) = b(0) = 0. Ñîãëàñíî äåéñòâèþ èíâîëþöèè L â ýòèõ êîîðäèíàòàõ êðè-
âàÿ lu1 (ñëåä íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ W u(p2) íà N1) èìååò ïðåäñòàâëåíèå
ξ1 = a(−ζ1), η1 = b(−ζ1). Ýòè äâå êðèâûå ls1, l

u
1 íåêîëëèíåàðíû äðóã äðóãó â

òî÷êå q1, òàê êàê Γ1 ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé è îáå êðèâûå òðàíñâåðñàëüíû íà
D1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îòîáðàæåíèÿ ïåðåõîäà F̃1 : Π21 → N1 ïîðîæäåí-
íîãî ïîòîêîì, F̃1-ïðîîáðàçû ýòèõ äâóõ êðèâûõ ls1, l

u
1 ÿâëÿþòñÿ äâóìÿ ãëàäêèìè

êðèâûìè â Π21, îäíà èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ñëåäà W s(p1) ∩ Σu
2 , à äðóãàÿ

÷àñòüþ ñëåäà W u(p2) ∩Σu
2 âáëèçè òî÷êè M21. Òàê êàê F̃1 ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîð-

ôèçìîì, òî ýòè äâå ãëàäêèå êðèâûå òàêæå ÿâëÿþòñÿ íåêîëëèíåàðíûìè. Èòàê,
êàæäàÿ ïîëîâèíà ãëàäêîé êðèâîé W s(p1) ∩ Π21 âáëèçè òî÷êè M21 çàïèñûâàåò-
ñÿ â êîîðäèíàòàõ, êàê φ2 = g(ρ2), θ2 = h(ρ2), g(0) = φ∗

2, h(0) = θ02 ñ ãëàäêèì
ôóíêöèÿìè g, h, îïðåäåëåííûìè íà íåêîòîðîì îòðåçêå [0, ρ∗], ρ∗ > 0. Çäåñü âîñ-
ïîëüçóåìñÿ óòâåðæäåíèåì ëåììû 5 äëÿ îòîáðàæåíèÿ T−1

2 (àíàëîãè÷íî (2.11))
òîãäà T2-ïðîîáðàçû â Σs

2 äâóõ ïîëîâèí êðèâîé ÿâëÿþòñÿ äâóìÿ áåñêîíå÷íûìè
ñïèðàëÿìè, íàìàòûâàþùèìèñÿ íà çàìêíóòóþ êðèâóþ � ñëåä W s(p2) ∩ Σs

2.
Ñëåäîâàòåëüíî, â îêðåñòíîñòè Π22 ïîëó÷àåì äâà ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâà ãëàäêèõ

êðèâûõ, íàêàïëèâàþùèõñÿ â C1-òîïîëîãèè ê êðèâîé r2 = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, âN2

ïîëó÷àåì àíàëîãè÷íûå ìíîæåñòâà êðèâûõ, íàêàïëèâàþùèõñÿ â C1-òîïîëîãèÿ ê
êðèâîé ls2 � ñëåä W s(p2). Êðèâàÿ ls2 ïåðåñåêàåò òðàíñâåðñàëüíî äèñê D2, ïîýòîìó
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ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì ρ∗ êðèâûå îáîèõ ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ ïåðåñåêàþò òðàíñ-
âåðñàëüíî äèñê D2, òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì äâà ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâà òî÷åê ñ
ïðåäåëüíîé òî÷êîé q2 äëÿ îáîèõ ìíîæåñòâ. Êàæäàÿ òàêàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ
ÿâëÿåòñÿ ñëåäîì ñèììåòðè÷íîé ãåòåðîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè, äâàæäû îáõîäÿ-
ùåé ãåòåðîêëèíè÷åñêèé êîíòóð C. Âñå ýòè ãåòåðîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè ïðè
âîçðàñòàíèè âðåìåíè èäóò îò p2 ê p1.

Àíàëîãè÷íî, íà÷èíàÿ ñ êðèâîé ls2, ÿâëÿþùåéñÿ ÷àñòüþ W s(p2)∩N2, íàõîäèì
ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ñèììåòðè÷íûõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, äâàæäû îá-
õîäÿùèõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèé êîíòóð C, ïðè âîçðàñòàíèè âðåìåíè èäóùèå îò p1
ê p2. Âçÿâ ïî îäíîé ñèììåòðè÷íîé äâóõîáõîäíîé ãåòåðîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè
èç êàæäîãî ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà, ïîëó÷èì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ
êîíòóðîâ ïåðâîãî òèïà. Ýòî äîêàçûâàåò òåîðåìó 15.

Çàìå÷àíèå 7. Ïîëó÷åííûé ìåòîä ìîæíî èòåðèðîâàòü, òàê êàê íà êàæäîì øà-
ãå èìååòñÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêèé êîíòóð, ñîäåðæàùèé íåâûðîæäåííûå ñèììåòðè÷-
íûå ãåòåðîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî íàéòè ãåòåðîêëèíè-
÷åñêèå êîíòóðà îáõîäíîñòè 2n äëÿ ëþáîãî n ∈ N.

Òåïåðü äîêàæåì òåîðåìó 16 î ñóùåñòâîâàíèè òðåõîáõîäíûõ ñèììåòðè÷íûõ
íåâûðîæäåííûõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèé. Çäåñü ìû ìîæåì äîêàçàòü ñó-
ùåñòâîâàíèå òîëüêî êîíå÷íîãî ÷èñëà òàêèõ òðàåêòîðèé â îòëè÷èå îò äâóõîá-
õîäíûõ. Ñíîâà íà÷íåì ñ ãëàäêîé êðèâîé ls1. Êàê è âûøå, äâå ïîëîâèíû ls1 \ {q1}
ïðåîáðàçóþòñÿ ïðè îòîáðàæåíèåG−1

2 ◦T−1
2 ◦G−1

1 : N1 → N2 â äâà ñ÷åòíûõ ìíîæå-
ñòâà ãëàäêèõ êðèâûõ, êîòîðûå C1-ãëàäêî ñòðåìÿòñÿ ê êðèâîé ls2. Êðèâûå îáîèõ
ìíîæåñòâ, áóäó÷è C1-áëèçêèìè ê ls2, ïåðåñåêàþò òðàíñâåðñàëüíî äèñê D2 è ÷åðåç
òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðîõîäÿò äâóõîáõîäíûå ãåòåðîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè. Íàñ
èíòåðåñóþò òàêèå òðàåêòîðèè íà ýòèõ êðèâûõ, íå ïðèíàäëåæàùèå äèñêó D2, è
èäóùèå äàëüøå â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè âðåìåíè äî ïîïàäàíèÿ íà äèñê D1. Òà-
êàÿ òðàåêòîðèÿ áóäåò òðåõîáõîäíîé ñèììåòðè÷íîé ãåòåðîêëèíè÷åñêîé òðàåêòî-
ðèåé, ïîñêîëüêó ïî ñèììåòðèè åå âòîðàÿ ÷àñòü ñîñòàâëÿåò òàêóþ æå òðàåêòîðèþ.
×òîáû íàéòè òàêóþ òðàåêòîðèþ, ðàññìîòðèì îáðàç äèñêà D1 ïðè îòîáðàæåíèè
F2 ◦ T1 ◦ F1. Êàê áûëî äîêàçàíî âûøå, ýòîò îáðàç ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâèòîê,
êîòîðûé áåñêîíå÷íî íàìàòûâàåòñÿ íà êðèâóþ lu2 , ÿâëÿþùóþñÿ åãî òîïîëîãè÷å-
ñêèì ïðåäåëîì. Ýòîò ñâèòîê ñîñòîèò èç ãëàäêèõ êðèâûõ, îíè ñòðåìÿòñÿ ê lu2 â
C1-òîïîëîãèÿ. Êðèâàÿ ls2 íåêîëëèíåàðíà lu2 è ïåðåñåêàåò åå â òî÷êå q2. Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî ls2 ïåðåñåêàåò ñâèòîê òðàíñâåðñàëüíî (êðîìå òî÷êè q2) â áåñêîíå÷íîì
÷èñëå òî÷åê. Èòàê, êàæäàÿ êðèâàÿ èç äâóõ ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ, C1-áëèçêà ê ls2 è
ïåðåñåêàåò ñâèòîê òðàíñâåðñàëüíî òîëüêî â êîíå÷íîé ÷èñëå òî÷åê. Â ïðèíöèïå,
ñðåäè êðèâûõ îáîèõ ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâ ìîãóò ñóùåñòâîâàòü êðèâûå, êàñàþùèåñÿ
ñâèòêà (èëè ìîæíî íàéòè òàêîå êàñàíèå, åñëè ðàññìàòðèâàòü ñåìåéñòâî îáùåãî
ïîëîæåíèÿ îáðàòèìûõ âåêòîðíûõ ïîëåé). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì êîíå÷íîå
÷èñëî òðåõîáõîäíûõ ñèììåòðè÷íûõ íåâûðîæäåííûõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òðàåê-
òîðèé, èäóùèõ îò p2 ê p1. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî
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÷èñëà òðåõîáõîäíûõ ñèììåòðè÷íûõ íåâûðîæäåííûõ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òðàåê-
òîðèé, èäóùèõ èç îò p1 ê p2. Òåîðåìà 16 äîêàçàíà.

Ïîñëåäíåé çàäà÷åé äëÿ êîíòóðà ïåðâîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåî-
ðåìû 17. Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî vµ îáðàòèìûõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà M , êîòîðîå
ïðè ïðåäåëüíîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà µ = 0 èìååò âåêòîðíîå ïîëå v0, óäîâëåòâî-
ðÿþùåå óêàçàííûì âûøå óñëîâèÿì ñóùåñòâîâàíèÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êîíòó-
ðà C ïåðâîãî òèïà. Òåîðåìà Áåëèöêîãî ðàáîòàåò è äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ
çíà÷åíèé |µ|, åäèíñòâåííîå îòëè÷èå îò ñëó÷àÿ áåç ïàðàìåòðà ÿâëÿåòñÿ ãëàäêàÿ
çàâèñèìîñòü αi(µ), βi(µ), i = 1, 2. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ïðåäïî-
ëîæèòü, ÷òî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ pi íåïîäâèæíû, ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü ýòî
ïîçæå è ïîýòîìó îïóñêàåì ÿâíóþ èõ çàâèñèìîñòü îò µ. Èòàê, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
âñå ñåêóùèå äëÿ êîíòóðà C, ïîñòðîåííûå âûøå, îñòàþòñÿ ñåêóùèìè è äëÿ âñåõ
âåêòîðíûõ ïîëåé ñåìåéñòâà ïðè µ äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ
µ = 0. Òàêæå ñëåäû óñòîé÷èâûõ è íåóñòîé÷èâûõ ìíîãîîáðàçèé ñåäëî-ôîêóñîâ â
ýòèõ êîîðäèíàòàõ áóäóò âûðàæàòüñÿ îäèíàêîâî. Íèæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòè
óñëîâèÿ âûïîëíåíû.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ |µ| âåêòîðíûå ïîëÿ vµ èìåþò äâà
ñåäëî-ôîêóñà p1 è p2, ïåðåñòàâëÿåìûå èíâîëþöèåé, è èõ óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷è-
âûå ìíîãîîáðàçèÿ ïåðåñåêàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì ïî äâóì ñèììåòðè÷íûì íåâûðîæ-
äåííûì ãåòåðîêëèíè÷åñêèì òðàåêòîðèÿì Γ1(µ) è Γ2(µ) äëÿ ëþáîãî äîñòàòî÷íî
ìàëîãî |µ|. Ýòè òðàåêòîðèè ïåðåñåêàþò ñåêóùèå N1, N2 â òî÷êàõ q1(µ), q2(µ),
ïðèíàäëåæàùèå äèñêàì D1 ⊂ Fix (L) è D2 ⊂ Fix (L). Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå
íåñèììåòðè÷íûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé äëÿ p2, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ñåäëî-
âîå çíà÷åíèå äëÿ p2 ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíûì (0 < ν2(0) < 1). Ïî ñèììåòðèè
ïàðíûå ãîìîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè áóäóò ñóùåñòâîâàòü è äëÿ p1, åäèíñòâåííîå
îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñåäëîâîå çíà÷åíèå äëÿ p1 äîëæíî áûòü îòðèöàòåëü-
íûì (ν1(µ) > 1).

Ñ ýòîé öåëüþ äëÿ íåêîòîðûõ ìàëûõ çíà÷åíèé |µ| íàéäåì ïåðåñå÷åíèÿW u(p2)
ñ W s(p2). Äëÿ âåêòîðíîãî ïîëÿ v0 çíàåì, ÷òî ñëåä íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ
W u(p2) íà ñåêóùåé N1 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé êðèâîé lu1 , ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó
q1, à ñëåä óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ W s(p1) ∩ N1 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé êðèâîé ls1
è L(lu1) = ls1. Àíàëîãè÷íî êðèâûå ls2 = W s(p2) ∩ N2 è lu2 = L(ls2) îïðåäåëåíû íà
ñåêóùåé N2, â îáîèõ ñëó÷àÿõ îíè ïåðåñåêàþòñÿ íåêîëëèíåàðíî â òî÷êàõ q1 è q2,
ñîîòâåòñòâåííî.

Îòîáðàçèì êðèâóþ ls2 â îáðàòíîì íàïðàâëåíèè âðåìåíè â îêðåñòíîñòü òî÷êè
p1, ò.å. íà ñåêóùóþ Π12, êîòîðàÿ îòîáðàçèòñÿ â ãëàäêóþ êðèâóþ w̃s

2. Ïîñëåäíÿÿ
êðèâàÿ íåêîëëèíåàðíà êðèâîé wu

1 = W u(p1)∩Π12. Àíàëîãè÷íî, êðèâóþ lu1 îòîá-
ðàçèì â ïðÿìîì íàïðàâëåíèè âðåìåíè äî ñåêóùåé Π11 è ïîëó÷èì ãëàäêóþ êðè-
âóþ w̃u

2 � ñëåäW u(p2). Ïîëó÷åííàÿ êðèâàÿ ïåðåñåêàåò êðèâóþ ws
1 = W s(p1)∩Π11

â òî÷êåM11 íåêîëëèíåàðíî. Ïðîäîëæàÿ ñ ïîìîùüþ ïîòîêà ïðè âîçðàñòàíèè âðå-
ìåíè, ÷åðåç îêðåñòíîñòü ñåäëî-ôîêóñà p1, òðàåêòîðèè ïðîõîäÿùèå ÷åðåç òî÷êè
w̃u

2 , ïîëó÷èì â Π12 äâà ñ÷åòíûõ ìíîæåñòâà ãëàäêèõ êðèâûõ, íàêàïëèâàþùèõ-
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ñÿ â C1-òîïîëîãèè ê êðèâîé wu
1 . Äëÿ ñåìåéñòâà vµ ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðèâàÿ w̃u

2

áóäåò ãëàäêî çàâèñåòü îò µ ( ò.å. ãëàäêàÿ çàâèñèìîñòü W u(p2) îò µ) è àíàëîãè÷-
íî êðèâàÿ w̃s

2 òàêæå ãëàäêî çàâèñèò îò µ. Òåïåðü íàì íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ïðè
èçìåíåíèè ïàðàìåòðà µ ìîæíî íàéòè ïåðåñå÷åíèå ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà êðèâûõ
ñ w̃s

2. Ïåðåõîä îò Π11 ê Π12 çàäàåòñÿ îòîáðàæåíèåì (2.12), âñå êîýôôèöèåíòû
êîòîðîãî ãëàäêî çàâèñÿò îò µ. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ ëåììà

Ëåììà 6. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå (2.12) è äâå ãëàäêèå êðèâûå â îêðåñòíîñòè
ñåäëî-ôîêóñà p1 îäíà èç êîòîðûõ w̃u

2 , íåêîëëèíåàðíî ïåðåñåêàåòñÿ ñ ws
1 â òî÷êå

M11, à äðóãàÿ w̃
s
2, íåêîëëèíåàðíî ïåðåñåêàåòñÿ ñ w

u
1 â òî÷êåM12. Òîãäà ñóùåñòâó-

þò äâå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè µ
(σ)
n → 0, σ = ±1, òàêèå, ÷òî ïðè µ = µ

(σ)
n âåêòîðíîå

ïîëå v
µ
(σ)
n

èìååò äâå òðàåêòîðèè, êîòîðûå íà÷èíàþòñÿ íà êðèâîé w̃u
2(µ

(σ)
n ) è ïðî-

õîäÿò ÷åðåç êðèâóþ w̃s
2(µ

(σ)
n ).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèâåäåì äîêàçàòåëüñòâî, îïóñêàÿ íåêîòîðûå äåòàëè ðàñ÷å-
òà. Íà÷àëî äîêàçàòåëüñòâà äàííîé ëåììû íàïîìèíàåò íà÷àëî äîêàçàòåëüñòâà
ëåììû 5. Â êîîðäèíàòàõ (θ0, r0, φ0) â Π11 êðèâàÿ w̃u

2 â ñèëó åå íåêîëëèíåàðíî-
ñòè â òî÷êå M11 ñ êðèâîé ws

1 = {r0 ≡ 0} èìååò ïðåäñòàâëåíèå θ0 = a±(r0, µ),
φ0 = b±(r0, µ)), 0 ≤ r0 ≤ δ. Çäåñü ãëàäêàÿ êðèâàÿ w̃u

2 ïðåäñòàâëÿåòñÿ êàê
îáúåäèíåíèå äâóõ åå ÷àñòåé ñ îáùåé òî÷êîé M11. Ýòè ÷àñòè çàäàþòñÿ äèôôå-
ðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè a±, b±, ãäå a±(0, µ) = θ∗1(µ), (a

′
+(0, µ), b

′
+(0, µ)) =

= −(a′−(0, µ), b
′
−(0, µ)). Äîêàæåì óòâåðæäåíèÿ äëÿ îäíîé ÷àñòè êðèâîé, ïîýòî-

ìó íèæå îïóñêàåì èíäåêñû ±. Êàê è â ëåììå 5, îáðàç êðèâîé w̃u
2 â Π12 ïðè

ëîêàëüíîé îòîáðàæåíèè T1(µ) èìååò âèä

θ1 = a(r0, µ) + γ1(µ) ln(ru/r0)) (mod 2π),

ρ1 = Cr
ν1(µ)
0 ,

φ1 = b(r0, µ) + γ2(µ) ln(ru/r0)) (mod 2π).

Ñíîâà ðåøèì òðåòüå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî r0, ðàññìàòðèâàÿ µ êàê ïàðàìåòð,
à φ1 êàê áåñêîíå÷íóþ êîîðäèíàòó â óíèâåðñàëüíîì íàêðûòèè ïîëíîòîðèÿ Σu

1 .
Ïîëó÷àåì îáðàòíóþ ôóíêöèþ r0 = Φ(φ1, µ), îïðåäåëåííóþ â îáëàñòè φ1 ≥ φ0

1,
|µ| ≤ κ. Ýòà ôóíêöèÿ ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî óáûâàåò äî íóëÿ ïðè φ1 → ∞.
Ïîäñòàâëÿÿ ýòó ôóíêöèþ â ïåðâîå è âòîðîå ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷èì ïðåäñòàâ-
ëåíèå êðèâîé â çàïîëíåííîì öèëèíäðå, ïðåäñòàâëÿþùåì ïîëîâèíó (φ1 ≥ φ0

1)
íàêðûòèÿ ïîëíîòîðèÿ Σu

1

ρ1 = CΦν1(µ)(φ1, µ), ν1(0) > 1,

θ1 = Θ(φ1, µ) = a(Φ, µ) + γ1(µ) ln(ru/Φ)) = c(Φ(φ1, µ), µ) +
β1(µ)
β2(µ)

φ1,

ãäå c(Φ(φ1, µ), µ) = a(Φ, µ) − (β1(µ)/β2(µ))b(Φ, µ). Ôóíêöèÿ CΦν1(µ) è åå ïðî-
èçâîäíàÿ ïî φ1 óäîâëåòâîðÿþò ýêñïîíåíöèàëüíîé îöåíêå ðàâíîìåðíî ïî µ. Â
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÷àñòíîñòè, äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî ïàðàìåòðà µ ýòà ôóíêöèÿ ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî, ïîñêîëüêó φ1 ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Ñëåäî-
âàòåëüíî, åñëè îãðàíè÷èòü ãðàôèê âåêòîð-ôóíêöèè (ρ1, θ1) íà ìíîæåñòâå |φ1−
−φ∗

1(µ)| ≤ ε â ïîëíîòîðèè Σu
1 , òî ïîëó÷àåì â Π12, êàê è â ëåììå 5, ñ÷åò-

íîå ìíîæåñòâî ãëàäêèõ êðèâûõ, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò èíòåðâàëó
2πn+φ∗

1−ε ≤ φ1 ≤ 2πn+φ∗
1+ε. Â Π12 ïîëó÷åííîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî êðèâîëè-

íåéíûõ îòðåçêîâ íàêàïëèâàåòñÿ â C1-òîïîëîãèè, ïðè n → ∞, ê êðèâîé ρ1 = 0.
Çàâèñèìîñòü ëþáîãî òàêîé êðèâîé îò óãëîâîé ïåðåìåííîé θ1 îïèñûâàåòñÿ ôóíê-
öèåé Θ(φ1, µ) ïðè ôèêñèðîâàííîì n.

Âòîðàÿ êðèâàÿ w̃s
2 èìååò àíàëîãè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå â Π12 θ1 = A±(ρ1, µ),

φ1 = B±(ρ1, µ) ñ îãðàíè÷åííûìè äèôôåðåíöèðóåìûìè ôóíêöèÿìè A±, B±,
A+(0, µ) = θ12(µ), A−(0, µ) = θ12(µ) + π, B±(0, µ) = φ∗

1(µ) è ñâÿçàííûå ñ íèìè
ðàâåíñòâàìè äëÿ èõ ïðîèçâîäíûõ, âûðàæàþùèå ãëàäêîñòü âñåé êðèâîé w̃s

2 â
òî÷êå M12. Ñíîâà ðàáîòàåì òîëüêî ñ îäíîé èç ÷àñòåé ýòîé êðèâîé è ïîýòîìó
îïóñêàåì èíäåêñû ±.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïîíÿòü, êàê êàæäàÿ êðèâàÿ èç ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà â Π12

äâèæåòñÿ â óãëîâîì íàïðàâëåíèè θ1 ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà µ. Äëÿ ýòîãî
âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþΘ ïî µ, èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ bµ, br0, cµ, cr0 äëÿ ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ

∂Θ

∂µ
= cr0

∂Φ

∂µ
+ cµ +

β′
1β2 − β1β

′
2

β2
2

φ1 = cr0
Φbµ + γ′

2Φ ln(ru/Φ)

γ2 − Φbr0
+ cµ +

β′
1β2 − β1β

′
2

β2
2

φ1.

(2.14)
Ôóíêöèè cr0, cµ, br0, bµ îãðàíè÷åíû è íåïðåðûâíû, Φ êàê ôóíêöèÿ îò φ1 ñòðå-
ìèòñÿ ê íóëþ ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðî, ðàâíîìåðíî ïî µ, ïðè φ1 → ∞. Òàêèì
îáðàçîì, åñëè âåëè÷èíà (β1/β2)

′(0) íå îáðàùàåòñÿ â íîëü (äàííîå óñëîâèå ÿâëÿ-
åòñÿ óñëîâèåì îáùåãî ïîëîæåíèÿ äëÿ ñåìåéñòâà), òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ
φ1, ò.å. äëÿ êðèâûõ ñåìåéñòâà ñ áîëüøèìè íîìåðàìè n, ïðîèçâîäíàÿ âåëèêà ïî
ìîäóëþ ( ò.å îíè áûñòðî âðàùàþòñÿ ïî íàïðàâëåíèþ θ1 ïðè èçìåíåíèè µ) èëè
îáðàòíûå ôóíêöèè µ = Mn(θ1, φ1) ñóùåñòâóþò è èõ ïðîèçâîäíûå ∂Mn/∂θ1 ñòðå-
ìÿòñÿ ê íóëþ ïðè n → ∞ ðàâíîìåðíî ïî φ1 äëÿ ëþáîãî n.

Òåïåðü çàôèêñèðóåì íåêîòîðîå äîñòàòî÷íî ìàëîå κ > 0 è ðàññìîòðèì ïðÿìîå
ïðîèçâåäåíèå Σu

1 × (−κ, κ). Äëÿ ëþáîãî µ ∈ (−κ, κ) èìååì ãëàäêóþ êðèâóþ â
Σu

1 , çàäàííóþ êàê θ1 = A(ρ1, µ), φ1 = B(ρ1, µ), ïåðåñåêàþùóþ íåêîëëèíåàðíî
ñëåä ρ1 = 0, W u(p1) â òî÷êå φ1 = φ∗

1(µ), φ
∗
1(0) ∈ (φ∗

1 − ε, φ∗
1 + ε). Òåïåðü íóæíî

íàéòè ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé
A(ρ1, µ) = Θ(φ1, µ),

φ1 − 2πn = B(ρ1, µ),

ρ1 = CΦν1(µ)(φ1, µ),

ãäå µ ∈ (−κ, κ) è ïðè ôèêñèðîâàííîì äîñòàòî÷íî áîëüøîì n ∈ N, ò.å. φ1 ∈
∈ (2πn + φ∗

1 − ε, 2πn + φ∗
1 + ε). Ïîäñòàâëÿÿ φ1 èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ â òðåòüå
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óðàâíåíèå, çàäàåò óðàâíåíèå, çàâèñÿùåå îò µ, îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîé ïåðå-
ìåííîé ρ1, îòêóäà íàõîäèì ρ1 êàê ôóíêöèþ îò µ: ρ1 = hn(µ). Òàê, êàê ôóíêöèÿ
Φ ýêñïîíåíöèàëüíî óáûâàåò ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n. Íàêîíåö, ïîäñòàâëÿ-
åì φ1 â ïåðâîå óðàâíåíèå è ïîñëå ýòîãî ïîäñòàâëÿåì òóäà ôóíêöèþ hn âìåñòî
ρ1. Òîãäà ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ïàðàìåòðà µ, êîòîðîå ðåøàåòñÿ ñ
èñïîëüçîâàíèåì áîëüøîé ïðîèçâîäíîé Θ ïî ïåðåìåííîé µ â ñèëó (2.14). Çäåñü
óñëîâèå îáùåãî ïîëîæåíèÿ ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ïðè èçìåíåíèè ïàðàìåòðà µ êðè-
âàÿ lu2(µ) áóäåò äâèãàòüñÿ òàê, ÷òî îíà ïåðåñåêàåò â ñ÷åòíîì ÷èñëå çíà÷åíèé µn

êðèâûå ñ÷åòíûõ ñåìåéñòâ íåêîëëèíåàðíî, êàæäàÿ òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äàåò ïåðå-
ñå÷åíèå óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ òî÷êè p2(µ). Ýòî çàâåðøàåò
äîêàçàòåëüñòâî.

2.5 Âòîðîé òèï ïàðíîãî ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êîí-

òóðà

Â äàííîì ðàçäåëå èçó÷àþòñÿ ãîìîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè è ñåìåéñòâà ñèì-
ìåòðè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé âáëèçè ïàðíîãî ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êîí-
òóðà âòîðîãî òèïà, ñîñòîÿùåãî èç ïàðû ñèììåòðè÷íûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ
òèïà ñåäëî-ôîêóñ p1, p2 ∈ Fix (L) è ïàðû ñîåäèíÿþùèõ èõ íåñèììåòðè÷íûõ ãå-
òåðîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé Γ1,Γ2, ïåðåñòàâëÿåìûõ èíâîëþöèåé: Γ2 = L(Γ1).
Òàêæå â ýòîì ðàçäåëå ïðåäñòàâëåíî äîêàçàòåëüñòâî ñóùåñòâîâàíèÿ 2-îáõîäíûõ
ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ êîíòóðîâ âòîðîãî òèïà äëÿ îáùåãî îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî
ñåìåéñòâà îáðàòèìûõ ñèñòåì ñ êîíòóðîì âòîðîãî òèïà.

Â îêðåñòíîñòÿõ ñèììåòðè÷íûõ ñåäëî-ôîêóñîâ pi, i = 1, 2, èñïîëüçóþòñÿ êîîð-
äèíàòû (2.2), ãäå ôóíêöèè ξ è η ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûìè èíòåãðàëàìè âåêòîðíîãî
ïîëÿ. Äî ñèõ ïîð ìû ðàáîòàëè â îêðåñòíîñòè ñèììåòðè÷íîãî ñåäëî-ôîêóñà p1, íî
òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî è âáëèçè ñåäëî-ôîêóñà p2. Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé
â ýòîì ðàçäåëå îïóñêàþòñÿ ïîäèíäåêñû 1, 2.

Çàìå÷àíèå 8. Íà ñàìîì äåëå, ìîæíî òàêæå èñïîëüçîâàòü ëèíåàðèçóþùèå êî-
îðäèíàòû Áåëèöêîãî, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â [34, 50, 44, 2], ýòîãî äîñòàòî÷íî äëÿ
ïîëó÷åíèÿ ðåçóëüòàòîâ â ýòîì ðàçäåëå, íî ýòîò èíñòðóìåíò íå î÷åíü ïîäõîäèò
äëÿ áèôóêàðöèîííûõ öåëåé, êîòîðûå ìû íàìåðåíû ðàçâèâàòü â äàëüíåéøèõ èñ-
ñëåäîâàíèÿõ. Ïîýòîìó ìû õîòèì èñïîëüçîâàòü äðóãîé èíñòðóìåíò íîðìàëüíîé
ôîðìû, êîòîðûé ðàáîòàåò äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ïðè ëþáîì ïðåäïîëîæåíèè ãëàäêî-
ñòè.

Ïîñêîëüêó H1 è H2 çàâèñÿò òîëüêî îò èíâàðèàíòîâ ξ, η, òî îíè ïîñòîÿííû
âäîëü òðàåêòîðèé, è âûðàæåíèå (2.2) ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ñèñòåìîé
ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè è ïîýòîìó ìîæåò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíî

x(t) = e−tH1RtH2
x(0), y(t) = etH1RtH2

y(0), (2.15)
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ãäå H1 è H2 îöåíèâàþòñÿ ïðè ïîñòîÿííûõ çíà÷åíèÿõ èíâàðèàíòîâ ξ, η â íà÷àëü-
íîé òî÷êå x(0), y(0), à Rθ � ìàòðèöà ïîâîðîòà íà óãîë θ. Áóäåì ñ÷èòàòü äàëåå,
áåç ïîòåðè îáùíîñòè, ÷òî α1 > 0, α2 > 0, ýòîãî âñåãäà ìîæíî äîáèòüñÿ ëèíåéíîé
çàìåíîé ïåðåìåííûõ.

Óñòîé÷èâîå è íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ òî÷êè p çàäàþòñÿ â ñëåäóþùåì
âèäå:

W s = {y1 = y2 = 0}, W u = {x1 = x2 = 0},
à äåéñòâèå èíâîëþöèè îïðåäåëÿåòñÿ êàê

L(x1, x2, y1, y2) = (−y2,−y1,−x2,−x1).

Èòàê, ïëîñêîñòü íåïîäâèæíûõ òî÷åê èíâîëþöèè (ôàêòè÷åñêè ýòî äâóìåðíûé
äèñê) îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâàìè:

Fix (L) = {x1 + y2 = 0, x2 + y1 = 0}.

Ôîðìà (2.15) ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ëîêàëüíîå îòîáðàæåíèå. Äëÿ ýòîãî îïðå-
äåëèì äâå òðåõìåðíûå ñåêóùèå N s è Nu ê óñòîé÷èâîìó è íåóñòîé÷èâîìó ìíî-
ãîîáðàçèÿì, ñîîòâåòñòâåííî, ñëåäóþùèì îáðàçîì:

N s = {x21 + x22 = ρ2, y21 + y22 ≤ δ2},
Nu = {y21 + y22 = ρ2, x21 + x22 ≤ δ2}.

Êàæäàÿ èç ýòèõ ñåêóùèõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîëíîòîðèé. Ìû âûáðàëè èõ
òàê, ÷òîáû îíè áûëè ñèììåòðè÷íû äðóã äðóãó, òàê ÷òî L(N s) = Nu, è íàîáîðîò.

Ïîñêîëüêó óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ñåäëî-ôîêóñà p ñîîòâåòñòâóåò ìíîæå-
ñòâó y = 0, åãî ïåðåñå÷åíèå ñN s ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ x21+x22 = ρ2, y1 = y2 = 0,
è ïåðåñå÷åíèå ãåòåðîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè Γ2 (â äàëüíåéøåì ýòî áóäåò p1, p2,
Γ1,Γ2, N

s
1 , N

u
1 , è ò.ä.) ñ N

s ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñ êîîðäèíàòàìè (x∗1, x
∗
2, 0, 0). Òàê êàê

ñåêóùèå ïåðåñòàâëÿþòñÿ èíâîëþöèåé L, ñëåäîâàòåëüíî ñëåäW u íà Nu ÿâëÿåòñÿ
îêðóæíîñòüþ y21 + y22 = ρ2, x1 = 0, x2 = 0, à ñëåä Γ1 ∩Nu

1 ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå ñ
êîîðäèíàòàìè (0, 0,−x∗2,−x∗1) â ñîîòâåòñòâèè ñ äåéñòâèåì L.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëîêàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ óäîáíî èñïîëüçîâàòü ëîêàëüíûå
èíòåãðàëû (ξ, η) êàê êîîðäèíàò íà N s è Nu âìåñòå ñ óãëîâûìè êîîðäèíàòàìè
θ, φ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç θ∗ óãîë íà îêðóæíîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèé ñëåäó Γ1, îïðå-
äåëåííûé ñîîòíîøåíèÿìè x∗1 = ρ cos θ∗, x∗2 = ρ sin θ∗. Òîãäà íà N s èìååì

x1 = ρ cos(θ + θ∗), y1 = ρ−1(ξ cos(θ + θ∗)− η sin(θ + θ∗)),
x2 = ρ sin(θ + θ∗), y2 = ρ−1(ξ sin(θ + θ∗) + η cos(θ + θ∗)),

(2.16)

òàê, ÷òî

N s = {(ξ, η, θ) :
√
ξ2 + η2 ≤ ρδ, θ ∈ S1} .

Çàìåòèì, ÷òî â ýòèõ êîîðäèíàòàõ W s ∩N s ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ ξ = η = 0, à
Γ1 ∩N s = (0, 0, 0).
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Àíàëîãè÷íî îïðåäåëèì óãîë φ íàNu òàê, ÷òî φ = 0 ñîîòâåòñòâóåò L(Γ2)∩Nu.
Èç ñèììåòðèè ñëåäóåò, ÷òî φ∗ = 3π/2− θ∗, ïîñêîëüêó òîãäà −ρ sin θ∗ = ρ cosφ∗,
−ρ cos θ∗ = ρ sinφ∗. Òàêèì îáðàçîì, íà Nu èìååì

x1 = ρ−1(ξ sin(φ− θ∗)− η cos(φ− θ∗)), y1 = ρ sin(φ− θ∗),
x2 = ρ−1(−ξ cos(φ− θ∗)− η sin(φ− θ∗)), y2 = −ρ cos(φ− θ∗) ,

(2.17)

ãäå
Nu = {(ξ, η, φ) :

√
ξ2 + η2 ≤ ρδ, φ ∈ S1}.

Êàê è ðàíüøå,W u∩Nu ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòüþ ξ = η = 0, à ïåðåñå÷åíèå Γ2∩Nu

ÿâëÿåòñÿ íà÷àëîì êîîðäèíàò (0, 0, 0).
Íàêîíåö, â íîâûõ ñèñòåìàõ êîîðäèíàò îãðàíè÷åíèå èíâîëþöèè L : N s → Nu

ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ñëåäóþùåì âèäå

L(ξ, η, θ) = (ξ, η, φ) = (ξ, η,−θ) . (2.18)

Òåïåðü ìîæíî ïîñòðîèòü ëîêàëüíîå îòîáðàæåíèå T : N s → Nu, ïîðîæäåí-
íîå ïîòîêîì (2.15). Âðåìÿ ïåðåõîäà tp èç N s â Nu îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ
∥y(tp)∥2 = ρ2 è ðàâíî

tp =
1

H1(ξ, η)
ln

ρ

∥y(0)∥
.

Ïîñêîëüêó ξ, η � ëîêàëüíûå èíòåãðàëû, ëîêàëüíîå îòîáðàæåíèå â ýòèõ êîîðäè-
íàòàõ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

(ξ̄, η̄, φ) = T (ξ, η, θ) = (ξ, η, s(ξ, η, θ)), (2.19)

ãäå s(ξ, η, θ) � îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè îò ïåðåìåííîé θ. ×òîáû íàéòè âèä s,
ïîäñòàâèì âðåìÿ ïåðåõîäà tp â óðàâíåíèÿ äëÿ y(t) â (2.15). Âîñïîëüçóåìñÿ âûðà-
æåíèåì ∥y(0)∥2 = (ξ2 + η2)/ρ2 è (2.17), ïîñëå íåñëîæíûõ âû÷èñëåíèé ïîëó÷àåì

φ = s(ξ, η, θ) = θ + 2θ∗ + π/2−∆(ξ, η) + Φ(ξ, η) (mod 2π), (2.20)

ãäå ïîëÿðíûé óãîë Φ(ξ, η) îïðåäåëÿåòñÿ â ïëîñêîñòè (ξ, η), ñëåäóþùèì îáðàçîì

ξ = d cosΦ , η = d sinΦ,

è ñäâèã

∆(ξ, η) ≡ H2tp =
H2

H1
ln

ρ2

d
.

Òåïåðü äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå íåâûðîæäåííûõ ñèììåòðè÷íûõ ãîìîêëèíè-
÷åñêèõ òðàåêòîðèé. Äëÿ ýòîãî íóæíî íàéòè ïåðåñå÷åíèå íåóñòîé÷èâîãî ìíîãî-
îáðàçèÿ W u(p2) ñ äèñêîì D1 ⊂ Fix (L) âáëèçè ñåäëî-ôîêóñà p1 è àíàëîãè÷íî
W u(p1) ñ äèñêîì D2 ⊂ Fix (L) âáëèçè ñåäëî-ôîêóñà p2. Ïî ñèììåòðèè ïîëó÷èì
âòîðûå ïîëîâèíû ñîîòâåòñòâóþùèõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé.

Äëÿ ýòîãî äîêàæåì ñíà÷àëà âñïîìîãàòåëüíóþ ëåììó
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Ëåììà 7. Îáðàç ëîêàëüíîãî äèñêà D1 ⊂ Fix (L) âáëèçè ñåäëî-ôîêóñà p1 íà
ñåêóùåé Nu

1 ïðè ëîêàëüíîé îòîáðàæåíèè T1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâèòîê Scu1 ,
áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç íàìàòûâàþùèéñÿ íà îêðóæíîñòü W u

1 ∩Nu
1 . Ñâèòîê òðàíñ-

âåðñàëåí ëþáîìó äèñêó φ1 = const äëÿ ëþáîãî çíà÷åíèÿ φ1 èç îòðåçêà [0, 2π],
çàäàþùèé â ïåðåñå÷åíèè ñïèðàëü ñ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ξ = η = 0 ýòîãî äèñêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûáåðåì ëîêàëüíûé äèñê D1 ⊂ Fix (L) âáëèçè ñåäëî-ôîêóñà
p1 è íàéäåì åãî îáðàç íà ñåêóùåé Nu

1 . Â êîîðäèíàòàõ (x, y) (2.2) ïîëó÷àåì, ÷òî
ìíîæåñòâî íåïîäâèæíûõ òî÷åê èíâîëþöèè èìååò âèä Fix (L) = {x1 = −y2, x2 =
−y1}. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì èñïîëüçîâàòü y â êà÷åñòâå ëîêàëüíûõ êîîðäè-
íàò íà D1. Âîñïîëüçóåìñÿ ïîëÿðíûìè êîîðäèíàòàìè äëÿ y, (y1, y2) = (d1 cosχ1,
d1 sinχ1), òàê ÷òî D1 ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâó 0 ≤ d1 ≤ ρ1/2, 0 ≤ χ1 ≤ 2π.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ äåéñòâèåì ëîêàëüíîãî ïîòîêà (2.15), âðåìÿ ïåðåõîäà òî÷êè
y(0) ∈ D1 íà Nu

1 ðàâíî

τp =
1

H1
1(ξ1, η1)

ln
ρ1
d1

=

(
1

α1
+O(d21)

)
ln

ρ1
d1
,

òàê êàê ξ1 = −d21 sin 2χ1 è η1 = d21 cos 2χ1. Èñïîëüçóÿ êîîðäèíàòû (ξ1, η1, φ1) íà
Nu

1 (ñì. (2.17)), èç óðàâíåíèé â (2.15) äëÿ y1 ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå îêðóæíîñòè
χ1 → φ1:

φ1 = χ1 + π/2 + θ∗1 − (β1/α1 +O(d21)) ln(d1/ρ1) (mod 2π). (2.21)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ îêðóæíîñòü ||y1(0)|| = d1 íà äèñêå D1 ïðåîáðàçóåòñÿ â
çàìêíóòóþ êðèâóþ íà Nu

1 , ëåæàùóþ íà òîðå ξ21+η21 = d41 è èìåþùóþ ãîìîëîãèþ
(1, 1) îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíûõ îáðàçóþùèõ φ1 è φ1 = const. Òàêèì îáðàçîì,
òîëüêî ÷àñòü ýòîé êðèâîé |φ1| ≤ ε1 ïðèíàäëåæèò îêðåñòíîñòè V u

1 ⊂ Nu
1 :

V u
1 = {(ξ1, η1, φ1) ∈ Nu

1 : |φ1| ≤ ε1}.

Ïðîîáðàç ýòîé êðèâîé íà äèñêå D1 ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äóãó èñõîäíîé îêðóæ-
íîñòè. Èç (2.20) ñëåäóåò, ÷òî êðàéíèìè òî÷êàìè äóãè ÿâëÿþòñÿ òî÷êè χ±

1 (d1) =
= ±ε1 − π/2 − θ∗1 + (β1/α1 + O(d21)) ln(ρ1/d1). Òàêèì îáðàçîì, ïðè d1 → 0 ïî-
ëó÷àåì äâà áåñêîíå÷íûõ ëó÷à, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç ýòè êðàéíèå òî÷êè, êîòîðûå
áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç âðàùàþòñÿ ïî ñïèðàëè âîêðóã òî÷êè (0, 0) â D1. Ýòè äâå
ñïèðàëè âìåñòå ñ ãðàíè÷íîé äóãîé íà îêðóæíîñòè d1 = ρ1/2, îáðàçóþò òîëñòóþ
ñïèðàëü, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò âñå òî÷êè íà D1, êîòîðûå îòîáðàæàþòñÿ â V u

1

ëîêàëüíûì ïîòîêîì. Îáðàç òîëñòîé ñïèðàëè ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ, çà-
äàííîãî òðàåêòîðèÿìè ïîòîêà, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñâèòîê Σu

1 ⊂ V u
1 , êîòîðûé

áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç íàìàòûâàåòñÿ íà êðèâóþ W u(p1) ∩ V u
1 .

Àíàëîãè÷íî, åñëè âûáðàòü ëîêàëüíûé äèñê D2 ⊂ Fix (L) âáëèçè òî÷êè p2 è
íàéòè åãî ïðîîáðàç ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ, çàäàííîãî òðàåêòîðèÿìè ïîòî-
êà, â Nu

2 , òî, ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê è âûøå, ïîëó÷èì ñâèòîê Σs
2 ⊂ V s

2 , êîòîðûé
áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç íàìàòûâàåòñÿ íà ñëåä W s(p2) ∩ V s

2 .
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Ðàññìîòðèì òåïåðü ãëîáàëüíîå îòîáðàæåíèå S1 : Nu
1 → N s

2 , îïðåäåëåííîå
âáëèçè òî÷êè qu1 = Γ1 ∩Nu

1 . Ýòî îòîáðàæåíèå ÿâëÿåòñÿ äèôôåîìîðôèçìîì, îíî
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ âáëèçè òî÷êè qs1 = Γ1 ∩N s

2 . Äëÿ S1 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
S1(q

u
1 ) = qs1 è S1 îòîáðàæàåò ñëåä íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ W u(p1)� ãëàä-

êóþ êðèâóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç òî÷êó qu1 â ãëàäêóþ êðèâóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç
òî÷êó qs1, íåêîëëèíåàðíóþ â òî÷êå qs1 ê êðèâîé W s(p2) ∩ N s

2 . Ïîêàæåì, ÷òî äâå
ïîâåðõíîñòè Σu

1 è S−1
1 (Σs

2) ïåðåñåêàþòñÿ â ñ÷åòíîì ìíîæåñòâå ñïèðàëåâèäíûõ
êðèâûõ, ðàçìåðû êîòîðûõ óìåíüøàþòñÿ ïðè ïðèáëèæåíèè ê òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ
qu1 äâóõ íåêîëëèíåàðíûõ ãëàäêèõ êðèâûõ � ñëåäîâ íåóñòîé÷èâûõW

u(p1) è óñòîé-
÷èâûõ W s(p2) ìíîãîîáðàçèé. Òî åñòü, ïåðåñå÷åíèå äâóõ ñâèòêîâ äàåò ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü êðèâûõ, ñòðåìÿùèõñÿ ê ïåðåñå÷åíèþ òî÷åê ñëåäîâ W u(p1) è W s(p2).
Êàæäîé òàêîé ñïèðàëåâèäíîé êðèâîé áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü îäíîïàðàìåòðè÷å-
ñêîå ñåìåéñòâî ñèììåòðè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, öåëèêîì ëåæàùèõ â
îêðåñòíîñòè ãåòåðîêëèíè÷åñêîãî êîíòóðà C.

Ðèñ. 2.2. Ïåðåñå÷åíèå Σu
1 è ls1 ñî ñëåäàìè ñèììåòðè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåê-

òîðèé.

Êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, êîîðäèíàòàìè íà Nu
1 ÿâëÿþòñÿ (ξ1, η1, φ1). Ñëåä

óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ W s(p2) íà Nu
1 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé êðèâîé ls1, çàäàííîé

ïàðàìåòðè÷åñêè ñëåäóþùèì îáðàçîì (ξ1(γ), η1(γ), φ1(γ)) ñ ãëàäêèìè ôóíêöèÿ-
ìè ξ1, η1, φ1, ãäå γ � ïàðàìåòð êðèâîé. Íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ îòîáðàæåíèå S1,
ìîæíî ïðèíÿòü θ2, èçìåíÿþùóþñÿ âáëèçè θ∗2, çà γ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî γ = 0
ñîîòâåòñòâóåò òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ qs1 = (0, 0, φ∗

1), ñëåäîâàòåëüíî, limφ1(γ) = φ∗
1,

ïðè γ → 0. Ïðåäïîëîæåíèå î íåâûðîæäåííîñòè Γ1 îçíà÷àåò, ÷òî êàñàòåëüíûé
âåêòîð (ξ′1(0), η

′
1(0), φ

′
1(0)) íå êîëëèíåàðåí êàñàòåëüíîìó âåêòîðó (0, 0, 1) ê ñëåäó

W u(p1), ò.å. [ξ
′
1(0)]

2 + [η′1(0)]
2 ̸= 0.

Òåïåðü íàéäåì ñíà÷àëà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ Σu
1 ñ l

s
1. Îíè ñîîòâåòñòâóþò ñëåäàì

ñèììåòðè÷íûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ê p2. Êàê èçâåñòíî èç òåîðåìû Äå-
âàíè [19], äëÿ êàæäîé ñèììåòðè÷íîé ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè ê ñèììåòðè÷-
íîìó ñåäëî-ôîêóñó (çäåñü ýòî p2 ) ñóùåñòâóåò îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî
ñèììåòðè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, íàêàïëèâàþùèõñÿ ê ýòîé ãîìîêëè-
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íè÷åñêîé òðàåêòîðèè. Çäåñü ìû äîêàçûâàåì ñóùåñòâîâàíèå ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà
ñèììåòðè÷íûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé äëÿ p2 è ñâÿçàííûõ ñ íèìè ìíî-
æåñòâ ñèììåòðè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé.

Ñâèòîê Σu
1 â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå ñ ïàðàìåòðàìè (d1, χ1), èçìåíÿþùèìè-

ñÿ íà D1, çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì, àíàëîãè÷íî (2.21),

ξ1 = −d21 sin(2χ1),
η1 = d21 cos(2χ1),

φ1 = χ1 +
π
2 + θ∗1 − (β1

α1
+O(d21)) ln

d1
ρ1

(mod 2π).

Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñâèòêà Σu
1 è ls1 îïðåäåëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè

ñèñòåìû 
ξ1(γ) = −d21 sin(2χ1),
η1(γ) = d21 cos(2χ1),

φ1(γ) = χ1 +
π
2 + θ∗1 − (β1

α1
+O(d21)) ln

d1
ρ1

(mod 2π).
(2.22)

Ëåììà 8. Ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ìàëîå d01, òàêîå ÷òî äëÿ 0 < d1 ≤ d01 ñèñòåìà

(2.22) èìååò ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé (γn, d
(n)
1 , χ

(n)
1 ), ãäå ñëåäóþùèå ïðåäåëû

èìåþò ìåñòî ïðè n → ∞:

lim γn = 0, lim d
(n)
1 = 0.

Â òî÷êàõ ïåðåñå÷åíèÿ Σu
1 ñ l

s
1 ïåðåñå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ òðàíñâåðñàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê [ξ′1(0)]
2 + [η′1(0)]

2 ̸= 0, òî ïî êðàéíåé ìåðå, îäíà èç
ïðîèçâîäíûõ ξ′1(0) èëè η′1(0) íå îáðàùàåòñÿ â íîëü. Ïðåäïîëîæèì, äëÿ îïðå-
äåëåííîñòè, ÷òî ξ′1(0) ̸= 0. Òîãäà èç ïåðâûõ äâóõ óðàâíåíèé èç (2.22) ìîæåì
âûðàçèòü ξ1(γ)

√
1 + [β1(γ)/ξ(γ)]2 = d21. Ïðèìåíÿÿ ïðàâèëî Ëîïèòàëÿ äëÿ âûðà-

æåíèÿ ïîä êâàäðàòíûì êîðíåì, ïðèõîäèì ê âûâîäó î ñóùåñòâîâàíèè ïðåäåëà
τ0 = lim η1(γ)/ξ1(γ), ïðè γ → 0. Îáîçíà÷èì ÷åðåç τ(γ) = η1(γ)/ξ1(γ). Òîãäà
èç óðàâíåíèÿ ξ1(γ)

√
1 + τ 2(γ) = R, R = d21, ïî òåîðåìå î íåÿâíîé ôóíêöèè

ïîëó÷àåì åäèíñòâåííîå ðåøåíèå γ = b(R), b(0) = 0, b′(0) = 1/ξ′1(0)
√
1 + τ 20 .

Òåïåðü èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ èç (2.22) ïîëó÷àåì sin(2χ1) = −ξ1(b(R))/R.

Ôóíêöèÿ â ïðàâîé ÷àñòè èìååò ïðåäåë ïðè R → 0 ðàâíûé −1/
√
1 + τ 20 . Èòàê,

óðàâíåíèå èìååò äâà ðåøåíèÿ c(R) = ±1
2 arcsin(ξ1(b(R))/R) íà êàæäîì îòðåçêå

[−π/2 + nπ,−π/2 + nπ].
Íàêîíåö, ðàññìîòðèì ïîñëåäíåå óðàâíåíèå ñèñòåìû, ãäå âìåñòî γ è χ1 ïîäñòà-

âèì ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèè b(d21) è c(d21) + nπ/2. Çàïèøåì åãî â ñëåäóþùåì
âèäå

φ1(b(d
2
1))− c(d21)− θ∗1 − (n+ 1)

π

2
= −

(
β1
α1

+O(d21)

)
ln

d1
ρ1

(mod 2π).
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Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî ôóíêöèÿ â ïðàâîé ÷àñòè ìîíîòîííî âîçðàñòàåò è
ñòðåìèòñÿ ê +∞ ïðè d1 → +0, à ôóíêöèÿ â ëåâîé ÷àñòè ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íî-
ãëàäêîé, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîãî ïîëîæèòåëüíîãî d1,

ñóùåñòâóþò äâà ðåøåíèÿ d
(k)
1 , d̃

(k)
1 ñèñòåìû íà êàæäîì 2π-ïåðèîäå.

Ïîëó÷åííîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî òî÷åê íà ls1 � ýòî òå òî÷êè, ÷åðåç êîòîðûå
ïðîõîäÿò ñèììåòðè÷íûå ãîìîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè ê p2, ïîñêîëüêó ýòè òðà-
åêòîðèè W s(p2) ïåðåñåêàþòñÿ Fix (L) è, â ñèëó ñèììåòðèè, îíè âîçâðàùàþòñÿ â
îáðàòíîì âðåìåíè ê ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ p2.

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî â êàæäîé òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ êðèâàÿ ls2 òðàíñâåðñàëü-
íà ñâèòêó Σu

1 . Èçìåíÿÿ ïàðàìåòð d21 = R è âû÷èñëÿÿ â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ
îïðåäåëèòåëü, ñîñòàâëåííûé èç òðåõ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ: (ξ′1, η

′
1, φ

′
1) ê êðèâîé

ls1,(∂ξ1/∂R, ∂η1/∂R, ∂φ1/∂R) è (∂ξ1/∂χ, ∂η1/∂χ, ∂φ1/∂χ) � ê ñâèòêó Σ
u
1 . Ïîëó÷à-

åì ∣∣∣∣∣∣
ξ′1 − sin(2χ1) −2R cos(2χ1)
η′1 cos(2χ1) −2R sin(2χ1)

φ′
1 −C ln

√
R

ρ1
− 1

2(
β1

α1
+O(R)) 1R 1

∣∣∣∣∣∣ ,
Äëÿ îöåíêè ïîëó÷åííîãî îïðåäåëèòåëÿ ó÷òåì, ÷òî â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ñïðà-

âåäëèâû ðàâåíñòâà: sin(2χ1) = −ξ1/R, cos(2χ1) = η1/R. Ïîäñòàâèâ èõ â îïðåäå-
ëèòåëü, ïðèäåì ê âûðàæåíèþ

−ξ21
R

(
η1
ξ1

)′
+ 2R2φ′

1 + (ξ21 + η21)
′

(
C ln

√
R

ρ1
+

1

2

(
β1
α1

+O(R)

)
1

R

)
.

Ïîñêîëüêó η1/ξ1 = − cot(2χ1) èç (2.22), ïåðâîå ñëàãàåìîå â ðàâåíñòâå âûøå, ðàâ-
íî −2R. Èòàê, ãëàâíûì ÷ëåíîì ðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ âûðàæåíèå (ξ21 + η21)

′((β1

α1
+

+O(R)) 1R), ïîñêîëüêó Rk → 0. Òàêèì îáðàçîì, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî îïðåäå-
ëèòåëü íå îáðàùàåòñÿ â íîëü ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k. Èòàê, âñå íàéäåí-
íûå ñèììåòðè÷íûå ãîìîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè ê p2 ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòàðíûìè
è íåâûðîæäåííûìè.

Ïîñêîëüêó ñâèòîê Σs
p2
íàìàòûâàåòñÿ è ñòðåìèòñÿ ê ñëåäó W s(p2) íà N s

2 , äâå
ïîâåðõíîñòè � ñâèòêè Σu

p1
è Σs

p2
ïåðåñåêàþòñÿ ïî êðèâûì, êîòîðûå äîõîäÿò äî

íàéäåííûõ âûøå òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñëåäà óñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèåW s
p2
è ñâèò-

êà Σu
p1
. Èõ ïåðåñå÷åíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âñå ñèììåòðè÷íûå ïåðèîäè÷åñêèå

òðàåêòîðèè, ñóùåñòâóþùèå âáëèçè êîíòóðà, íî ìû âûäåëèëè òîëüêî åå ÷àñòü,
ñîñòîÿùóþ èç ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà ñïèðàëåé âáëèçè òî÷åê, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñëå-
äàì ñèììåòðè÷íûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé ê p1 è p2.

Àíàëîãè÷íî, ðàññìàòðèâàÿ ïåðåñå÷åíèå ñëåäà íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ
W u(p1) è ñâèòêà Σs

2 ïîëó÷èì ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî òî÷åê, ÷åðåç êîòîðûå ïðîõîäÿò
ñèììåòðè÷íûå ãîìîêëèíè÷åñêèå òî÷êè ê p1.

Êàæäàÿ íàéäåííàÿ ñèììåòðè÷íàÿ ãîìîêëèíè÷åñêàÿ òðàåêòîðèÿ äëÿ ñîîò-
âåòñòâóþùåãî ñåäëî-ôîêóñà íåâûðîæäåíà ââèäó êîíñòðóêöèè. Ïîýòîìó ìîæíî
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ïðèìåíèòü ðåçóëüòàò Äåâàíè [19], êîòîðûé ãîâîðèò î ñóùåñòâîâàíèå îäíîïàðà-
ìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ñèììåòðè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé äëÿ ëþáîé
òàêîé ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè Γ. Ñëåäû ñåìåéñòâà ñèììåòðè÷íûõ ïåðèî-
äè÷åñêèõ òðàåêòîðèé íà äèñêå âáëèçè òî÷êè q = Γ ∩ Fix (L) îáðàçóþò ñïèðà-
ëåâèäíóþ îáìîòêó â òî÷êå q. Áîëåå òîãî, åñëè ïîéòè ïî ýòîé ñïèðàëè è ïîñ÷è-
òàòü ìóëüòèïëèêàòîðû äëÿ êàæäîé ñèììåòðè÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè,
òî òèïû ýòèõ ñèììåòðè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé èçìåíÿþòñÿ îò îðèåí-
òèðóåìûõ êâàçèãèïåðáîëè÷åñêèõ ê êâàçèýëëèïòè÷åñêèì, çàòåì ÷åðåç äâîéíîé
ìóëüòèïëèêàòîð ðàâíûé −1 ê íåîðèåíòèðóåìûì êâàçèãèïåðáîëè÷åñêèì è ñíîâà
÷åðåç ÷åòûðåõêðàòíûé ìóëüòèïëèêàòîð ðàâíûé +1. Êðîìå òîãî, äëÿ êàæäîãî
íåâûðîæäåííîé ñèììåòðè÷íîé ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè ìîãóò áûòü ïðèìå-
íèìû ðåçóëüòàòû Õàðòåðèõà [34] è ×àìïíèñà [14], êîòîðûå ãàðàíòèðóþò ñóùå-
ñòâîâàíèå ìíîãîîáõîäíûõ íåâûðîæäåííûõ ãîìîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé âáëèçè
èñõîäíîé ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè è, ñîîòâåòñòâåííî, ñåìåéñòâ ìíîãîîáõîä-
íûõ ñèììåòðè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé.

Ïðèìåíÿÿ ýòè ðåçóëüòàòû ê íàøåìó ñëó÷àþ, ìû ìîæåì óòâåðæäàòü, ÷òî
âáëèçè ëþáîé íåâûðîæäåííîé ñèììåòðè÷íîé ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè ñó-
ùåñòâóåò ñåìåéñòâî ñèììåòðè÷íûõ ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, ñòðåìÿùèõñÿ ê
ýòîé ãîìîêëèíè÷åñêîé òðàåêòîðèè. Äèàìåòð îêðåñòíîñòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ñâèò-
êà Σu

1 è êðèâîé ls2 ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè k → ∞.
Àíàëîãè÷íî, ðàññìàòðèâàÿ ïåðåñå÷åíèå ñëåäà íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ

W u(p1) è ñâèòêà Σs
2 ïîëó÷èì âòîðîå ñåìåéñòâî êðèâûõ ðàçìåðû êîòîðûõ òàê-

æå óìåíüøàþòñÿ ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ ñëåäîâ W u
p1
è W s

p2
.

Ïîëó÷åííûå ñåìåéñòâà ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ìíîãîîáõîäíûå ñèììåòðè÷íûå ïå-
ðèîäè÷åñêèå òðàåêòîðèè.

Òåïåðü îáñóäèì äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 19. Ïðåæäå âñåãî îïðåäåëèì óñëî-
âèå îáùåãî ïîëîæåíèÿ ñåìåéñòâà. Ïóñòü vµ � îáðàòèìîå âîçìóùåíèå âåêòîðíîãî
ïîëÿ v0, ñîäåðæàùåãî êîíòóð C âòîðîãî òèïà. Âñå âåêòîðíûå ïîëÿ vµ îáðàòè-
ìû îòíîñèòåëüíî îäíîé è òîé æå èíâîëþöèÿ L(àíàëîãè÷íî ìîæíî ðàññìîòðåòü
èíâîëþöèÿ Lµ ãëàäêî çàâèñÿùóþ îò ïàðàìåòðà µ). Êîíòóð C ñîäåðæèò ãåòå-
ðîêëèíè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ Γ1, èäóùóþ ïðè âîçðàñòàíèè âðåìåíè îò p1 ê p2.
Âîçüìåì òî÷êó q ∈ Γ1 è ñåêóùóþ N ∋ q äëÿ òðàåêòîðèé ïîòîêà. Ïðè äîñòàòî÷-
íî ìàëûõ |µ| âñå vµ èìåþò äâà ñèììåòðè÷íûõ ñåäëî-ôîêóñà ñ èõ èíâàðèàíòíûìè
óñòîé÷èâûì è íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèÿìè, îíè ãëàäêî çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà
[34, 81]. Äëÿ âñåõ vµ ïîäìíîãîîáðàçèåN îñòà¼òñÿ ñåêóùåé äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî
ïîòîêà. Ðàññìîòðèì ÷åòûðåõìåðíîå ìíîãîîáðàçèå N × R, µ ∈ R. Ïðîäîëæåíèÿ
W u(p1) è W s(p2) èìåþò ñâîè ñëåäû â N × R, äàþùèå äâà ãëàäêèõ äâóìåðíûõ
ïîäìíîãîîáðàçèÿ, ïåðåñåêàþùèåñÿ â òî÷êå (q, 0) ∈ N × R. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî
ýòè äâà ïîäìíîãîîáðàçèÿ ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî â òî÷êå (q, 0). Ýòî óñëî-
âèå ÿâëÿåòñÿ óñëîâèåì îáùåãî ïîëîæåíèÿ äëÿ òåîðåìû 19. Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî
óñëîâèå îçíà÷àåò, ÷òî äâå ãëàäêèå êðèâûå â N ãëàäêî çàâèñÿùèå îò ïàðàìåòðà
ïåðåñåêàþòñÿ íåêîëëèíåàðíî ïðè µ = 0 è ðàñõîäÿòñÿ äðóã îò äðóãà ïðè µ ̸= 0 ñ
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íåíóëåâîé ñêîðîñòüþ.
Âíîâü, êàê è âûøå, çàìåòèì, ÷òî âñå ñåêóùèå äëÿ êîíòóðà C, ïîñòðîåí-

íûå âûøå, îñòàþòñÿ ñåêóùèìè äëÿ âñåõ âåêòîðíûõ ïîëåé ñåìåéñòâà äëÿ µ äî-
ñòàòî÷íî áëèçêèõ ê µ = 0. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû íóæíî äëÿ çàäàííîé
îêðåñòíîñòè V èñõîäíîãî êîíòóðà C íàéòè ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ µn òàêèõ,
÷òî âåêòîðíîå ïîëå vµn

èìååò ãåòåðîêëèíè÷åñêèé êîíòóð Cn, ñîäåðæàùèé ñåäëî-
ôîêóñû p1, p2 è äâå íåñèììåòðè÷íûå íåâûðîæäåííûå ãåòåðîêëèíè÷åñêèå òðàåê-

òîðèè G
(n)
1 , G

(n)
2 , G

(n)
2 = L(G

(n)
1 ), ïðèíàäëåæàùèå V è ÷òîáû çàìêíóòûé êîíòóð

G
(n)
1 ∪G

(n)
2 èìåë êëàññ ãîìîòîïèè â äâà ðàçà áîëüøå êëàññà ãîìîòîïèè èñõîäíîãî

çàìêíóòîãî êîíòóðà C̄.
×òîáû íàéòè òàêèå µn, ðàññìîòðèì ñåêóùóþ Nu

1 (ñì. ðèñ.2.1, ïðàâàÿ ÷àñòü,
ãäå V u

1 ⊂ Nu
1 ), ñîäåðæàùóþ ñëåä lu1 íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ W u(p1) (÷àñòü

çàìêíóòîé êðèâîé ξ1 = η1 = 0 âáëèçè òî÷êè q1(µ) = Γ1(µ) ∩ Nu
1 ). Ñëåä W s(p2)

íà ñåêóùåé Nu
1 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé êðèâîé ls1(µ), ïåðåñåêàþùåé ïðè µ = 0 êðè-

âóþ lu1(µ) íåêîëëèíåàðíî â òî÷êå q1(µ). Â ñèëó óñëîâèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ äëÿ
ñåìåéñòâà ïðè µ ̸= 0 ýòè êðèâûå ðàñõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè ïîðÿäêà |µ|. Èñ-
ïîëüçóÿ îòîáðàæåíèÿ ïåðåõîäà S1(µ) : Nu

1 → N s
2 , îïðåäåëåííîå âáëèçè òî÷êè

q1(µ), îòîáðàçèì êðèâûå lu1(µ), l
s
1(µ) íà ñåêóùóþ N s

2 . Çäåñü êðèâàÿ ls1(µ) ïåðåõî-
äèò â êóñîê çàìêíóòîé êðèâîé W s(p2) ∩N s

2 , íî lu1(µ) ïåðåõîäèò â êðèâóþ lu2(µ),
íåêîëëèíåàðíî ñëåäó W s(p2) â òî÷êå µ = 0, íî ýòè äâå êðèâûå ðàñõîäÿòñÿ ïðè
µ ̸= 0.

Îïèøåì ñíà÷àëà êàðòèíó äëÿ µ = 0. Êðèâàÿ lu2(0) ðàçäåëåíà òî÷êîé q2 =
Γ1(0) ∩ N s

2 íà äâå ïîëîâèíû, ê êîòîðûì ïðèìåíèìà Ëåììà 5 . Òàêèì îáðàçîì,
ïîëó÷àåì íà ñåêóùåé Nu

2 = L(N s
2 ) äâå áåñêîíå÷íûå ñïèðàëè, íàìàòûâàþùèåñÿ

íà çàìêíóòóþ êðèâóþ W u(p2)∩Nu
2 . Ïåðåñå÷åíèå ýòèõ ñïèðàëåé ñ îêðåñòíîñòüþ

V u
2 ⊂ Nu

2 òî÷êè q′2 = L(q2) (ñì. ðèñ. 2.1, ïðàâàÿ ÷àñòü) çàäàåò äâà áåñêîíå÷íûõ
ìíîæåñòâà êðèâûõ, ñòðåìÿùèõñÿ â C1-òîïîëîãèè ê êðèâîéW u(p2)∩V u

2 . Èñïîëü-
çóÿ îòîáðàæåíèÿ ïåðåõîäà S2 : N

u
2 → N s

1 , S2 = L◦S−1
1 ◦L−1, îòîáðàçèì ýòè ìíî-

æåñòâà êðèâûõ íà ñåêóùóþ N s
1 . Íà N s

1 ýòè êðèâûå ñòðåìÿòñÿ ê ãëàäêîé êðèâîé
W u(p2)∩V s

1 , êîòîðàÿ íåêîëëèíåàðåíà ñëåäó ãëàäêîé êðèâîé W s(p1)∩V s
1 . Îïÿòü

æå, ïî Ëåììå 5, T1-ïðîîáðàç êðèâîé ls1 = W s(p2) ∩ V u
1 äàåò äâå áåñêîíå÷íûå

ñïèðàëè íà N s
1 , íàìàòûâàþùèåñÿ íà çàìêíóòóþ êðèâóþ W s

1 ∩ N s
1 , à èõ ïåðåñå-

÷åíèå ñ V s
1 çàäàåò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî êðèâûõ, ñòðåìÿùèõñÿ â C1-òîïîëîãèè

ê êðèâîé W s(p1) ∩ V s
1 . Ïåðåñå÷åíèÿ êðèâûõ ýòèõ äâóõ áåñêîíå÷íûõ ñåìåéñòâ

çàäàþò (åñëè îíè ñóùåñòâóþò) ãåòåðîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè, èäóùóþ îò p1 ê
p2, ïðè óâåëè÷åíèè âðåìåíè, íî, âîîáùå ãîâîðÿ, ýòè äâà ìíîæåñòâà êðèâûõ íå
ïåðåñåêàþòñÿ, òàê êàê èõ îñíîâíûå êðèâûå íåêîëëèíåàðíû.

Òåïåðü áóäåì èçìåíÿòü ïàðàìåòð µ âáëèçè íîëÿ. Êàê ñåäëî-ôîêóñû, òàê è èõ
óñòîé÷èâîå/íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèÿ ãëàäêî çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà, åñëè âåê-
òîðíîå ïîëå vµ ãëàäêî çàâèñèò îò ïàðàìåòðà µ. Íî ñëåä ls1(µ) ⊂ V u

1 ïðè µ ̸= 0 íå
ïåðåñåêàåò êðèâóþ lu1(µ) èç-çà óñëîâèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðî-
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îáðàç ls1(µ) ïðè îòîáðàæåíèè T1(µ) ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì µ ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé
êðèâîé, ñîâåðøàþùåé ìíîãî îáîðîòîâ âîêðóã çàìêíóòîé êðèâîé W s(p1) ∩N s

1 è
ïðèáëèæàåòñÿ ê íåé, íî ïîñëå áîëüøîãî ÷èñëà îáîðîòîâ (èõ ÷èñëî çàâèñèò îò
ìàëîñòè |µ|: ÷åì ìåíüøå µ, òåì áîëüøå ÷èñëî îáîðîòîâ è ÷åì áëèæå îñòðûé êîí-
÷èê êðèâîé ê ñëåäó W s(p2) ∩N s

1 ), îí äåëàåò ðåçêèé ðàçâîðîò è ðàñêðó÷èâàåòñÿ
íàçàä ïî êîîðäèíàòå θ1 â N s

1 .

Çàìå÷àíèå 9. Îïèñàííàÿ çäåñü ñèòóàöèÿ î÷åíü ïîõîæà íà òó, êîòîðàÿ âñòðå÷à-
åòñÿ â ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåìàõ âáëèçè òðàíñâåðñàëüíîé ãîìîêëèíè÷åñêîé òðà-
åêòîðèè [62] ê ñåäëî-ôîêóñó èëè â ãàìèëüòîíîâûõ ñèñòåìàõ ñ ãåòåðîêëèíè÷åñêèì
êîíòóðîì ñ äâóìÿ ñåäëî-ôîêóñàìè [63], êîãäà îáà ñåäëî-ôîêóñà ïðèíàäëåæàò
îäíîìó è òîìó æå óðîâíþ ãàìèëüòîíèàíà. Ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç îñîáûé óðîâåíü
ãàìèëüòîíèàíà, ëîêàëüíîå îòîáðàæåíèå èìååò ðàçðûâ è ñëåäû óñòîé÷èâîãî ìíî-
ãîîáðàçèÿ âåäóò ñåáÿ àíàëîãè÷íî òîìó, ÷òî ìû íàáëþäàåì â îáðàòèìîì ñëó÷àå.
Òàì ðîëü ïàðàìåòðà èãðàåò çíà÷åíèå ãàìèëüòîíèàíà äëÿ ñëó÷àå ãîìîêëèíè÷å-
ñêîé òðàåêòîðèè èëè ïàðàìåòðà îòñòðîéêè µ, êîòîðûé ïåðåâîäèò ñåäëî-ôîêóñû
íà ðàçíûå óðîâíè ãàìèëüòîíèàíà.

Òàêîå æå ïîâåäåíèå ñïðàâåäëèâî è äëÿ êðèâîé lu1(µ). À èìåííî, ïðè µ ̸= 0
äàííàÿ êðèâàÿ ïðåîáðàçóåòñÿ îòîáðàæåíèåì S1(µ) â êðèâóþ lu2(µ) ⊂ N s

2 êîòîðàÿ
íå ïåðåñåêàþò ñëåä W s(p2) è ïîñëå äåéñòâèÿ îòîáðàæåíèÿ T2(µ) ïðåîáðàçóåòñÿ
â ãëàäêóþ êðèâóþ â Nu

2 , êîòîðàÿ âåäåò ñåáÿ àíàëîãè÷íî ðàññìîòðåííîìó ñëó-
÷àþ âûøå. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ÷àñòè ýòîé êðèâîé, ïðèíàäëåæàùèå îêðåñòíîñòè
V u
2 . Îòîáðàæåíèå ïåðåõîäà S2(µ) ïðåîáðàçóåò ýòè êðèâûå â V

s
1 . Èòàê, ó íàñ ñíî-

âà åñòü äâà ìíîæåñòâà êðèâûõ. Îäíî ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà
(õîòÿ è äîñòàòî÷íî áîëüøîãî) êðèâûõ, C1-áëèçêèõ ê êðèâîé ls1 : ξ1 = η1 = 0,
äðóãîå ìíîæåñòâî ñîñòîèò èç êîíå÷íîãî ÷èñëà (õîòÿ è òîæå äîñòàòî÷íî áîëüøî-
ãî) êðèâûõ, C1-áëèçêèõ ê êðèâîé W u(p2) ∩ V s

1 . Ïðè èçìåíåíèè µ îò −µ0 äî µ0,
ââèäó óñëîâèÿ îáùåãî ïîëîæåíèÿ, äëÿ íåêîòîðûõ µn íåêîòîðûå ïàðû êðèâûõ
èç ðàçíûõ ñåìåéñòâ îáÿçàòåëüíî ïåðåñåêàþòñÿ, îáðàçóÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà µn ãåòåðîêëèíè÷åñêóþ òðàåêòîðèþ G1(µn), èäóùóþ îò p1 ê
p2. Ïî ñèììåòðèè ïîëó÷àåì ïàðíóþ ãåòåðîêëèíè÷åñêóþ òðàåêòîðèþG2(µn). Ýòè
äâå ãåòåðîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè âìåñòå îáðàçóþò ãåòåðîêëèíè÷åñêèé êîíòóð,
êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ äâóõîáõîäíûì ïî îòíîøåíèþ ê èçíà÷àëüíîìó êîíòóðó C. Ýòî
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 19.

2.5.1 Ïðèìåð

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà îáðàòèìîé ñèñòåìû ðàññìîòðèì óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ
ïðîèçâîäíûõ, èìåþùåå îáðàòèìóþ ðåäóêöèþ ê ÎÄÓ äëÿ ñâîåãî ñòàöèîíàðíîãî
óðàâíåíèÿ. Ýòî âàðèàíò óðàâíåíèÿ Ñâèôòà-Õîýíáåðãà [84]. Íåêîòîðûå âàðèàí-
òû ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷åíû èç âàðèàöèîííûõ ïðèíöèïîâ, à èõ îãðàíè÷åíèÿ
ÿâëÿþòñÿ ãàìèëüòîíîâûìè [24, 3, 10]; îäíàêî ñóùåñòâóþò è íåãàìèëüòîíîâûå
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âåðñèè [55]. Îäèí èç òàêèõ ñëó÷àåâ èìååò ñòàöèîíàðíûå ðåøåíèÿ u(x), óäîâëå-
òâîðÿþùèå ÎÄÓ

(1 + ∂2
x)

2u− αu− βu∂xu+ u3 = 0,

ãäå ïàðàìåòð α ìîæåò áûòü ïðîèçâîëüíûì, à β ìîæíî ñ÷èòàòü ïîëîæèòåëüíûì,
òàê êàê çàìåíîé u → −u ìîæíî ñäåëàòü åãî ïîëîæèòåëüíûì, åñëè β < 0. Ïîñëå
îïðåäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ q1 = u, q2 = u′, p1 = −u′ − u′′′ è p2 = u + u′′, ýòî
óðàâíåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ â ÷åòûðåõìåðíóþ ñèñòåìó ïåðâîãî ïîðÿäêà

q′1 = q2 , q′2 = p2 − q1 ,

p′1 = p2 − αq1 − βq1q2 + q31 , p′2 = −p1 .

Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà îáðàòèìà îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîé èíâîëþöèè L : (q1, q2,
p1, p2) → (−q1, q2, p1,−p2). Îíà èìååò äî òð¼õ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ: íà÷àëî êî-
îðäèíàò, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, è (ïðè α > 1) íåñèììåòðè÷íóþ ïàðó
(±

√
α− 1, 0, 0,±

√
α− 1), êîòîðàÿ âîçíèêàåò ïðè α = 1 èç ñèììåòðè÷íîãî ñî-

ñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Ýòà ñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâîé, â ÷åì ìîæíî óáå-
äèòüñÿ, âû÷èñëèâ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íåñèììåòðè÷íîé ïàðû. Äåéñòâèòåëüíî,
õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì â ýòèõ ñîñòîÿíèÿõ ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ ìíî-
ãî÷ëåí

P (λ) = λ4 + 2λ2 ∓ β
√
α− 1λ+ 2(α− 1) ,

êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì, êàê ýòî äîëæíî áûëî áû áûòü, åñëè áû ñèñòåìà
áûëà ãàìèëüòîíîâîé. Íàïðîòèâ, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí äëÿ ñèììåòðè÷-
íîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ â íà÷àëå êîîðäèíàò èìååò âèä

P (λ) = λ4 + 2λ2 + 1− α ,

ïðè α < 0 ýòî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ ñåäëî-ôîêóñîì. Ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî ýòî ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ èìååò ñèììåòðè÷íûå ãîìîêëèíè÷åñêèå òðàåêòî-
ðèè. Äåéñòâèòåëüíî, êîãäà α ïðîõîäèò íîëü ïðîèñõîäèò îáðàòèìàÿ áèôóðêàöèþ
Õîïôà, òàê êàê ïðè α = 0 ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ èìååò äâà äâóêðàòíûõ ÷è-
ñòî ìíèìûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ñ äâóìåðíûìè æîðäàíîâûìè êëåòêàìè äëÿ
êàæäîãî èç íèõ. Ïðè α < 0 ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿåòñÿ ñåäëîì-ôîêóñîì
è ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé òî÷êîé ïðè ïîëîæèòåëüíûõ 0 < α < 1. Â îáùåì
ñëó÷àå ñóùåñòâóåò äâà òèïà ýòîé áèôóðêàöèè â çàâèñèìîñòè îò çíàêà íåêîòîðî-
ãî êîýôôèöèåíòà íîðìàëüíîé ôîðìû òðåòüåãî ïîðÿäêà â ïðàâîé ÷àñòè, êîòîðûå
âû÷èñëÿþòñÿ ÷åðåç ÷ëåíû âòîðîãî è òðåòüåãî ïîðÿäêà ïðè α = 0 (åñëè ëèíåéíàÿ
ôîðìà óæå ïðåîáðàçîâàíà ê ñòàíäàðòíîé æîðäàíîâîé ôîðìå). Äëÿ ïðèâåäåííî-
ãî âûøå óðàâíåíèÿ ýòîò êîýôôèöèåíò ðàâåí 27− β2, àíàëîãè÷íî ãàìèëüòîíîâó
ñëó÷àþ äëÿ îáû÷íîãî óðàâíåíèÿ Ñâèôòà-Õîýíáåðãà [24]. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ
|β| < 3

√
3 áèôóðêàöèÿ ñóáêðèòè÷åñêàÿ è â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóþò äâå ñèì-

ìåòðè÷íûå îäíîîáõîäíûå ãîìîêëèíè÷åñêèå òðàåêòîðèè [66].
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Ïàðà íåñèììåòðè÷íûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, âîçíèêàþùàÿ ïðè α > 1, ÿâ-
ëÿåòñÿ ñåäëàìè äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ µ =

√
α− 1 , òàê êàê ïðè α = 0 âû-

ðîæäåííîå ñèììåòðè÷íîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèå èìååò äâà ïðîñòûõ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèÿ ±i

√
2 è äâîéíîå íóëåâîå ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå. Ïðîñòûå ñîáñòâåííûå

çíà÷åíèÿ èçìåíÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: λ1,2 = ±i
√
2−βµ/4+O(µ2), îíè äàþò

óñòîé÷èâûé ôîêóñ íà óñòîé÷èâîì ìíîãîîáðàçèè. Íóëåâûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ñòàíîâèòñÿ äâóìÿ äåéñòâèòåëüíûìè ïîëîæèòåëüíûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿ-
ìè, ïðè α > 1, ìàëîì µ > 0 è β2 > 8 èõ ðàçëîæåíèå ïî µ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì
îáðàçîì

λ3,4 =
1

4
(β ±

√
β2 − 8)µ+O(µ2).

Ïðè 0 < β2 < 8 èìååì êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ, èõ ðàç-
ëîæåíèå ïî µ âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì

λ3,4 =
1

4
(β ± i

√
8− β2)µ+O(µ2).

Íàïðèìåð, ïðè α = 1, 25 è β = 2 ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ äëÿ âåðõíåãî ñîñòî-
ÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ðàâíû λ1,2 ≈ −0, 2751 ± 1, 4087i, λ3,4 ≈ 0, 2751 ± 0, 4087i,
ò.å. èìååì ñåäëî-ôîêóñû òèïà (2, 2) â äâóõ ñèììåòðè÷íî ñâÿçàííûõ òî÷êàõ. Íî
åñëè âçÿòü α = 1.25, à β = 5, òî ýòè òî÷êè ÿâëÿþòñÿ ñåäëàìè òèïà (2, 2) ñ
îäíèì ñåäëîì, èìåþùèì óñòîé÷èâîå ìíîãîîáðàçèå ñ ôîêóñîì íà íåì (λ1,2 ≈
−0, 4849± 1, 5887i) è íåóñòîé÷èâûé óçåë íà äâóìåðíîì íåóñòîé÷èâîì ìíîãîîá-
ðàçèè (λ3,4 ≈ 0, 7170, 0, 2527) ñîîòâåòñòâåííî ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè çíàêàìè ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé ñèììåòðè÷íîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Íà ðèñóíêàõ ïîêàçà-
íû ãðàôèêè u(x) = q1(x) êàê äëÿ ãåòåðîêëèíè÷åñêèõ òðàåêòîðèé, òàê è äëÿ ïðî-
åêöèé ýòèõ òðàåêòîðèé íà ïëîñêîñòü (q1, p2) äëÿ ïàðàìåòðîâ µ =

√
α− 1 = 0.5,

β = 2 íà ðèñ. 2.3, è äëÿ µ = 0.5, β = 5 íà ðèñ. 2.4.
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à) Ãðàôèê q1(x) äëÿ Γ1,Γ2

á) Ïðîåêöèÿ êîíòóðà è ñèììåòðè÷íûõ
ïåðèîäè÷åñêèõ òðàåêòîðèé íà

ïëîñêîñòü (q1, p2)

Ðèñ. 2.3. µ = 0.5, β = 2

à) Ãðàôèê q1(x) äëÿ Γ1,Γ2
á) Ïðîåêöèÿ êîíòóðà íà ïëîñêîñòü

(q1, p2)

Ðèñ. 2.4. µ = 0.5, β = 5
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Ãëàâà 3

×àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèå ñèìïëåêòè÷åñêèå

àâòîìîðôèçìû 6-ìåðíîãî òîðà

3.1 Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíûé òîð Tn = Rn/Zn êàê ôàêòîðãðóïïó àáåëåâîé ãðóï-
ïûRn ïî åå äèñêðåòíîé ïîäãðóïïå Zn öåëî÷èñëåííûõ âåêòîðîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
p : Rn → Tn ñîîòâåòñòâóþùèé ãîìîìîðôèçì ãðóïï, êîòîðûé â òîæå âðåìÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ ãëàäêèì íàêðûòèåì. Ñòàíäàðòíûå êîîðäèíàòû â ïðîñòðàíñòâå Rn áóäóò
îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç x = (x1, . . . , xn)

⊤ (âåêòîð-ñòîëáåö). Ïóñòü A óíèìîäóëÿð-
íàÿ ìàòðèöà ñ öåëî÷èñëåííûìè ýëåìåíòàìè. Ïîñêîëüêó ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
LA : x → Ax, çàäàâàåìîå ìàòðèöåé A, ïðåîáðàçóåò ïîäãðóïïó Zn â ñåáÿ, òàêàÿ
ìàòðèöà ïîðîæäàåò äèôôåîìîðôèçì fA òîðà Tn, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ àâòîìîð-
ôèçìîì òîðà [92, 93, 23]. Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà òàêèõ îòîáðàæåíèé ÿâëÿþòñÿ
êëàññè÷åñêèì îáüåêòîì èññëåäîâàíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [92, 23, 103, 67]). Àâòî-
ìîðôèçì òîðà ñîõðàíÿåò ñòàíäàðòíûé ýëåìåíò îáúåìà dx1 ∧ · · · ∧ dxn íà òîðå,
ïåðåíåñåííûé èç ïðîñòðàíñòâà Rn, ïîýòîìó ýðãîäè÷åñêèå ñâîéñòâà àâòîìîðôèç-
ìà fA òàêæå áûëè ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ âî ìíîãèõ ðàáîòàõ [7, 31, 112]. Äëÿ
àâòîìîðôèçìà òîðà ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà [31].

Òåîðåìà 21 (Õàëìîø). Íåïðåðûâíûé àâòîìîðôèçì f êîìïàêòíîé àáåëåâîé
ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ ýðãîäè÷åñêèì (èëè ïåðåìåøèâàþùèì) òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà èíäóöèðîâàííûé èì àâòîìîðôèçì ãðóïïû õàðàêòåðîâ G∗ íå èìååò
êîíå÷íûõ îðáèò.

Â ñëó÷àå àáåëåâîé ãðóïïû Tn = Rn/Zn, òåîðåìà Õàëìîøà ýêâèâàëåíòíà ñëå-
äóþùåìó óòâåðæäåíèþ: àâòîìîðôèçì LA ÿâëÿåòñÿ ýðãîäè÷åñêèì òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ìàòðèöà A íå èìååò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ðàâíûõ êîðíÿì èç
åäèíèöû [31]. Ýòî îçíà÷àåò, â ÷àñòíîñòè, ÷òî àíîñîâñêèå àâòîìîðôèçìû ýðãîäè÷-
íû, òàê êàê âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A ðàñïîëîæåíû âíå åäèíè÷íîé
îêðóæíîñòè.

Ôàêòè÷åñêè ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû [46]:

� àâòîìîðôèçì fA ÿâëÿåòñÿ ýðãîäè÷åñêèì îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà;

� ìíîæåñòâî ïåðèîäè÷åñêèõ òî÷åê àâòîìîðôèçìà fA ñîâïàäàåò ñ ìíîæå-
ñòâîì òî÷åê íà òîðå Tn ñ ðàöèîíàëüíûìè êîîðäèíàòàìè;

� íè îäíî èç ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû A íå ðàâíî êîðíþ èç åäèíèöû;
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� ìàòðèöà A èìååò ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå ïî ìîäóëþ
áîëüøå åäèíèöû è íå èìååò ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîîð-
äèíàòàìè;

� âñå îðáèòû äâîéñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ A∗ : Zn → Zn, êðîìå òðèâèàëüíîé
íóëåâîé îðáèòû, áåñêîíå÷íû.

Åù¼ îäèí ðåçóëüòàò îá àâòîìîðôèçìàõ òîðà ïðèíàäëåæèò Áîóýíó [7] è ïîçâî-
ëÿåò âû÷èñëèòü òîïîëîãè÷åñêóþ ýíòðîïèþ hd.

Òåîðåìà 22 (Áîóýí). Åñëè LA : Rn → Rn ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì,
çàäàâàåìûì óíèìîäóëÿðíîé ìàòðèöåé A ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè λ1, . . . , λn,
òî

hd(fA) =
∑
|λi|>1

log |λi|.

Â ñëó÷àå ÷åòíîé ðàçìåðíîñòè òîðà n = 2m ìîæíî ââåñòè íà T2m ñòàíäàðòíóþ
ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó Ω = dx1∧dxm+1+ · · ·+dxm∧dx2m, èñïîëüçóÿ êîîð-
äèíàòû â R2m è ðàññìàòðèâàòü ñèìïëåêòè÷åñêèå àâòîìîðôèçìû òîðà, êîòîðûå
ñîõðàíÿþò ýòó ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó. Òîãäà ñèìïëåêòè÷åñêèé àâòîìîð-
ôèçì fA çàäàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé ìàòðèöåé A ñ öåëî÷èñëåííûìè ýëåìåíòàìè.
Òàêèå ìàòðèöû óäîâëåòâîðÿþò òîæäåñòâó A⊤JA = J , ãäå êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ
ìàòðèöà J èìååò âèä

J =

(
O E
−E O

)
(3.1)

ñ åäèíè÷íîé m ×m-ìàòðèöåé E. Èç òîæäåñòâà A⊤JA = J ñëåäóåò, ÷òî ïðîèç-
âåäåíèå äâóõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ ìàòðèö è îáðàòíàÿ ê ñèìïëåêòè÷åñêîé ìàòðèöå
òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèìè, ò.å. ñèìïëåêòè÷åñêèå ìàòðèöû îáðàçóþò
ïîäãðóïïó â GL(n,R), îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ, êîòîðàÿ
îáîçíà÷àåòñÿ Sp(n,R). Ýòà ãðóïïà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíó èç ñòàíäàðòíûõ ìàò-
ðè÷íûõ ãðóïï Ëè [16].

Ìîæíî îïðåäåëèòü íåñòàíäàðòíóþ ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó íà òîðå T2m.
Äëÿ ýòîãî âûáåðåì íåâûðîæäåííóþ êîñîñèììåòðè÷åñêóþ 2m× 2m ìàòðèöó J :
J⊤ = −J . Òàêàÿ ìàòðèöà çàäàåò â R2m áèëèíåéíóþ 2-ôîðìó [x, y] = (Jx, y),
ãäå (·, ·) � ñòàíäàðòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â êîîðäèíàòàõ. Ýòó ôîðìó òàê-
æå íàçûâàþò êîñîñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì [94]. Òîãäà ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå
S : R2m → R2m íàçûâàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèì, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ R2m âûïîë-
íåíî ðàâåíñòâî [Sx, Sy] = [x, y]. Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå êîñîñêàëÿðíîãî ïðî-
èçâåäåíèÿ ÷åðåç ìàòðèöó J è ñâîéñòâà ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, ïîëó÷èì ñëå-
äóþùåå òîæäåñòâî äëÿ ìàòðèöû S ñèìïëåêòè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ: S⊤JS = J .
Ýòà êîíñòðóêöèÿ ïîçâîëÿåò òàêæå îïðåäåëèòü ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó íà
òîðå, åñëè ìàòðèöû J è S èìåþò öåëî÷èñëåííûå ýëåìåíòû. Óíèìîäóëÿðíîñòü S
ñëåäóåò èç ñèìïëåêòè÷íîñòè. Äàëåå íà òîðå çàäàåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêàÿ 2-ôîðìà,
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è îòîáðàæåíèå S îïðåäåëÿåò ñèìïëåêòè÷åñêèé àâòîìîðôèçì, îòíîñèòåëüíî ýòîé
ñèìïëåêòè÷åñêîé ôîðìû. Íàïðèìåð, ïóñòü B ëþáàÿ íåâûðîæäåííàÿ öåëî÷èñ-
ëåííàÿ ìàòðèöà. Èìåÿ ñòàíäàðòíîå êîñîñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (Jx, y) â R2m

ñ ìàòðèöåé J , êàê â (3.1), ìû ìîæåì îïðåäåëèòü íîâîå êîñîñêàëÿðíîå ïðîèçâå-
äåíèå [x, y] = (JBx,By) = (B⊤JBx, y). Ïîñêîëüêó ìàòðèöà B⊤JB èìååò öåëî-
÷èñëåííûå ýëåìåíòû, íåâûðîæäåíà è êîñîñèììåòðè÷íà, òî íîâîå êîñîñêàëÿðíîå
ïðîèçâåäåíèå ïîðîæäàåò ñèìïëåêòè÷åñêóþ 2-ôîðìó íà òîðå. Íèæå, èçó÷àåòñÿ
ñëó÷àé n = 6, ò.å. T6.

Ïóñòü òåïåðü P (x) = λ6 + aλ5 + bλ4 + cλ3 + bλ2 + aλ + 1 öåëî÷èñëåííûé
âîçâðàòíûé ìíîãî÷ëåí, íåïðèâîäèìûé íàä ïîëåì Q. Ñîïðîâîæäàþùàÿ ìàòðèöà
ýòîãî ìíîãî÷ëåíà P [43] èìååò âèä

A =


0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
−1 −a −b −c −b −a


Ýòà ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ óíèìîäóëÿðíîé (detA = 1), íî íå ÿâëÿåòñÿ âîîáùå ãîâîðÿ
ñèìïëåêòè÷åñêîé îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîé ñèìïëåêòè÷åñêîé 2-ôîðìû [x, y] =
(Ix, y) äëÿ x, y ∈ R6, ïîñêîëüêó A⊤J0A ̸= J0, ãäå ìàòðèöà J0 èìååò âèä (3.1).
Îäíàêî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà A ñèìïëåêòè÷åñêàÿ îòíîñèòåëüíî íåñòàí-
äàðòíîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû íà R6, îïðåäåëåííîé êàê [x, y] = (Jx, y)
äëÿ x, y ∈ R6, ñ íåêîòîðîé öåëî÷èñëåííîé, íåâûðîæäåííîé, êîñîñèììåòðè÷å-
ñêîé ìàòðèöåé J . Äëÿ ýòîãî ïåðåïèøåì òîæäåñòâî A⊤JA = J â ñëåäóþùåì
âèäå A⊤J − JA−1 = 0, ðàññìàòðèâàÿ åãî êàê ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû J . Ðåøåíèåì ýòîãî ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
ìàòðèöà

J =


0 0 1 1 1 0
0 0 a a+ 1 a+ 1 1
−1 −a 0 a+ b− c a+ 1 1
−1 −a− 1 −a− b+ c 0 a 1
−1 −a− 1 −a− 1 −a 0 0
0 −1 −1 −1 0 0

 . (3.2)

Åñëè a + b − c ̸= 2, òî ìàòðèöà J íåâûðîæäåííàÿ, det J = (a + b − c − 2)2,
ñëåäîâàòåëüíî, A ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé îòíîñèòåëüíî ýòîé íåñòàíäàðòíîé
ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Ýòîò ôàêò èñïîëüçóåòñÿ íèæå.

Íàïîìíèì ïîíÿòèå ÷àñòè÷íîé ãèïåðáîëè÷íîñòè äèôôåîìîðôèçìà ãëàäêîãî
ìíîãîîáðàçèÿ M , âïåðâûå ââåäåííîå è èçó÷åííîå â [98]. Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ âà-
ðèàíò ýòîãî îïðåäåëåíèÿ èç ðàáîòû [37]. Ïóñòü L ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå â
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ëèíåéíîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå H. Íîðìà è êîíîðìà äëÿ L îïðåäåëÿ-
þòñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, êàê

||L|| := sup
||v||=1

||Lv||, m(L) := inf
||v||=1

||Lv||.

Ïóñòü òåïåðü f : M → M � äèôôåîìîðôèçì ãëàäêîãî êîìïàêòíîãî ìíîãîîáðà-
çèÿ M .

Îïðåäåëåíèå 1. Äèôôåîìîðôèçì f : M → M íàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî ãèïåð-

áîëè÷åñêèì, åñëè ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå Df -èíâàðèàíòíîå ðàçëîæåíèå êàñà-
òåëüíîãî ïðîñòðàíñòâà TM = Eu ⊕Ec ⊕Es, â êîòîðîì Eu è Es íåòðèâèàëüíûå
ïîäðàññëîåíèÿ è

m(Duf) > ||Dcf || ≥ m(Dcf) > ||dsf ||, m(Duf) > 1 > ||Dsf ||,

ãäå Dσf îãðàíè÷åíèå äèôôåðåíöèàëà Df íà Eσ äëÿ σ = s, c èëè u.

Â ðàáîòå [64], áûëà ïîëó÷åíà êëàññèôèêàöèÿ àâòîìîðôèçìîâ fA ÷åòûðåõ-
ìåðíîãî òîðà T4, ïîðîæäåííûõ öåëî÷èñëåííûìè ñèìïëåêòè÷åñêèìè ìàòðèöàìè
A ∈ Sp(4,Z). Òàêèå àâòîìîðôèçìû ìîãóò áûòü òðàíçèòèâíûìè èëè ðàçëîæèìû-
ìè. Êàê áûëî äîêàçàíî â ðàáîòå [64], â ïåðâîì ñëó÷àå äâà òàêèõ òðàíçèòèâíûõ
àâòîìîðôèçìà ÿâëÿþòñÿ (òîïîëîãè÷åñêè) ñîïðÿæåííûìè òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ìàòðèöû, ïîðîæäàþùèå ýòè àâòîìîðôèçìû, öåëî÷èñëåííî ïîäîáíû (ïî-
äîáíû â Mn(Z)), ò.å. ïîäîáèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé öåëî÷èñëåí-
íîé óíèìîäóëÿðíîé ìàòðèöû. Âî âòîðîì ñëó÷àå, ðàçëîæèìûé àâòîìîðôèçì fA
ñîïðÿæåí ïðÿìîìó ïðîèçâåäåíèþ äâóõ 2-ìåðíûõ àâòîìîðôèçìîâ, äåéñòâóþùèõ
íà T2×T2, îäèí èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì Àíîñîâà äâóìåðíîãî òîðà,
à äðóãîé ïåðèîäè÷åñêèì íà äâóìåðíîì òîðå ñ ïåðèîäàìè 3, 4, 6.

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííàÿ çàäà÷à ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýòèõ ðåçóëüòàòîâ íà ìíî-
ãîìåðíûé ñëó÷àé. Ýòà çàäà÷à áîëåå ñëîæíàÿ, ïîòîìó ÷òî âîçíèêàþò íåñêîëüêî
ðàçëè÷íûõ âîçìîæíîñòåé: ðàçìåðíîñòè öåíòðàëüíîãî ïîäðàññëîåíèÿ è óñòîé÷è-
âîãî/íåóñòîé÷èâîãî ïîäðàññëîåíèÿ ìîãóò âàðüèðîâàòüñÿ äàæå ïðè ôèêñèðîâàí-
íîé ðàçìåðíîñòè òîðà. Ñèìïëåêòè÷åñêèå àâòîìîðôèçìû íà T6, êîòîðûå èçó÷à-
þòñÿ â ýòîé ãëàâå, ïîðîæäåíû ñèìïëåêòè÷åñêèìè ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèìè
öåëî÷èñëåííûìè ìàòðèöàìè, ó êîòîðûõ

• dim W c = 4, dim W s, W u = 1;

èëè
• dim W c = 2, dim W s, W u = 2.

Çäåñü W s � óñòîé÷èâàÿ ïëîñêîñòü íåïîäâèæíîé òî÷êè ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ
LA â íà÷àëå êîîðäèíàò, à W u � åå íåóñòîé÷èâàÿ ïëîñêîñòü, W c � öåíòðàëü-
íàÿ ïëîñêîñòü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì íà åäèíè÷íîé îêðóæ-
íîñòè. Ñèìïëåêòè÷åñêàÿ öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà ïîðîæäàåò ÷àñòè÷íî ãèïåðáî-
ëè÷åñêèé àâòîìîðôèçì òîðà, åñëè åå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ íàõîäÿòñÿ êàê âíå

83



åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, òàê è íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Òîïîëîãè÷åñêàÿ êëàñ-
ñèôèêàöèÿ òàêèõ àâòîìîðôèçìîâ îïðåäåëÿåòñÿ â ïåðâóþ î÷åðåäü òîïîëîãèåé
ñëîåíèé, ïîðîæäåííûõ íåóñòîé÷èâûìè (óñòîé÷èâûìè) ñëîÿìè àâòîìîðôèçìà,
òàê êàê ýòè ñëîåíèÿ èíâàðèàíòíû îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ àâòîìîðôèçìà f , à
òàêæå äåéñòâèåì f íà ëîêàëüíîì öåíòðàëüíîì ïîäìíîãîîáðàçèè è åãî ðàñøè-
ðåíèè. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû êëàññèôèêàöèè ñíà÷àëà íóæíî
èññëåäîâàòü ñòðóêòóðó óñòîé÷èâîãî è íåóñòîé÷èâîãî ñëîåíèÿ íà òîðå.

Íàïîìíèì, êàê óñòîé÷èâûå, íåóñòîé÷èâûå è öåíòðàëüíûå ñëîåíèÿ ïîðîæ-
äàþòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ ñèìïëåêòè÷åñêèõ àâòîìîðôèçìîâ íà T6. Ñïåêòð ñèìïëåê-
òè÷åñêîé 6 × 6 ìàòðèöû A ðàçëàãàåòñÿ íà òðè ÷àñòè: Sp(A) = σs ∪ σc ∪ σu,
ãäå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ σs � ëåæàò âíóòðè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, σc íà åäè-
íè÷íîé îêðóæíîñòè è σu � âíå åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Â äàëüíåéøåì áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ïðîñòûå. Ñëåäîâàòåëüíî, â ïåðâîì
ñëó÷àå, êîãäà íåóñòîé÷èâîå (óñòîé÷èâîå) ñëîåíèå îäíîìåðíî, ïðîåêöèÿ ïîäïðî-
ñòðàíñòâà W u ⊂ R6 íà òîð T6 çàäàåò âëîæåíèå ïðÿìîé. Ïîäïðîñòðàíñòâî W u

òàêæå ÿâëÿåòñÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîäãðóïïîé â R6, ñëåäîâàòåëüíî, åå ñäâè-
ãè íà âåêòîðà èç R6 çàäàþò äðóãèå àôôèííûå ëèíèè, ïðåäñòàâëÿþùèå äðóãèå
êëàññû ôàêòîðãðóïïû R6/W u. Èõ ïðîåêöèè íà òîðå çàäàþò íåóñòîé÷èâîå ñëî-
åíèå àâòîìîðôèçìà fA, åãî ñëîè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âëîæåííûå áåñêîíå÷íûå
ïðÿìûå. Àíàëîãè÷íàÿ êîíñòðóêöèÿ çàäàåò óñòîé÷èâîå ñëîåíèå è öåíòðàëüíîå
ñëîåíèå. Áîëåå ïîäðîáíàÿ èíôîðìàöèÿ î ñòðóêòóðå òàêèõ ñëîåíèé áóäåò ïðåä-
ñòàâëåíà â ðàçäåëå 3.2.

Âî âòîðîì ñëó÷àå, êîãäà íåóñòîé÷èâîå (óñòîé÷èâîå) ñëîåíèå äâóìåðíî, íåóñ-
òîé÷èâîå ïîäïðîñòðàíñòâî W u ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì, è ñîîòâåòñòâóþùàÿ êîì-
ìóòàòèâíàÿ ïîäãðóïïà èìååò äâå îáðàçóþùèõ. Çäåñü âîçìîæíû äâà ðàçëè÷íûõ
ñëó÷àÿ: 1) σu ñîñòîèò èç äâóõ ïðîñòûõ âåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ1,2,
|λi| > 1, ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè íåçàâèñèìûìè âåùåñòâåííûìè ñîáñòâåííûìè âåê-
òîðàìè; 2) σu ñîñòîèò èç äâóõ êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé
λ, λ∗ |λ| > 1, à W u � èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ
LA, â êà÷åñòâå îáðàçóþùèõ ýòîé ïîäãðóïïû ìîæíî âûáðàòü äåéñòâèòåëüíóþ è
ìíèìóþ ÷àñòè êîìïëåêñíîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ìàòðèöû A.

Ïðîåêöèÿ W u íà òîð çàäàåò âëîæåííóþ ïëîñêîñòü (íåóñòîé÷èâîå ìíîãîîá-

ðàçèå íåïîäâèæíîé òî÷êè Ô), îñòàëüíûå êëàññû R6/W u ÿâëÿþòñÿ àôôèííûìè
äâóìåðíûìè ïëîñêîñòÿìè, èõ ïðîåêöèè çàäàþò íåóñòîé÷èâîå ñëîåíèå fA. Àíàëî-
ãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ óñòîé÷èâîå ñëîåíèå è öåíòðàëüíîå ñëîåíèå. Áîëåå ïîäðîáíàÿ
èíôîðìàöèÿ î ñòðóêòóðå ýòèõ ñëîåíèé áóäåò ïðåäñòàâëåíà â ðàçäåëå 3.3.

Àâòîìîðôèçì fA ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì àáåëåâîé ãðóïïû Tn = Rn/Zn.
Êàæäûé èçîìîðôèçì òîïîëîãè÷åñêîé ãðóïïû Tn â ñòàíäàðòíûõ óãëîâûõ êî-
îðäèíàòàõ çàäàåòñÿ öåëî÷èñëåííîé óíèìîäóëÿðíîé ìàòðèöåé. Òîïîëîãè÷åñêàÿ
êëàññèôèêàöèÿ àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû Tn îïðåäåëÿåòñÿ ïîäîáèåì ìàòðèö, ïî-
ðîæäàþùèõ ýòè àâòîìîðôèçìû, â ñèëó òåîðåìû [95].
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Òåîðåìà 23 (Àðîâ). Äâà ýðãîäè÷åñêèõ àâòîìîðôèçìà T è P êîìïàêòíîé àáå-
ëåâîé ãðóïïû G òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû, åñëè è òîëüêî åñëè îíè èçîìîðôíû,
ò.å. ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì Q : G → G, òàêîé ÷òî Q ◦ T = P ◦Q.

Ïðîâåðêà ïîäîáèÿ äâóõ öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö ñ ïîìîùüþ óíèìîäóëÿðíîé
öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ íåïðîñòîé çàäà÷åé. Â ñëó÷àå àáåëåâîé ãðóïïû
Tn íåîáõîäèìîñòü óíèìîäóëÿðíîñòè ñîïðÿãàþùåé ìàòðèöû ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî
äâå öåëî÷èñëåííûå ìàòðèöû ìîãóò áûòü ïîäîáíû íàä ïîëåì Q, íî íå íàä Z. Ýòî
âåðíî äàæå äëÿ ñëó÷àÿ àâòîìîðôèçìîâ Àíîñîâà íà äâóìåðíîì òîðå. Íàïðèìåð,
ðàññìîòðèì äâà àâòîìîðôèçìà T2, ïîðîæäåííûå ìàòðèöàìè

A =

(
4 3
5 4

)
è C =

(
0 1
−1 8

)
,

ãäå C ñîïðîâîæäàþùàÿ ìàòðèöà õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà χ(λ) = λ2−
−8λ + 1 ìàòðèöû A. Äâå ìàòðèöû A,C ðàöèîíàëüíî ïîäîáíû TA = CT (ïî-
ñêîëüêó èõ ìèíèìàëüíûé è õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåíû ðàâíû), íî íå öå-
ëî÷èñëåííî ïîäîáíû. Èçáàâëåíèå îò îáùåãî çíàìåíàòåëÿ ñîïðÿãàþùåé ðàöèî-
íàëüíîé ìàòðèöû, ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ìíîæåñòâî öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö

P =

(
m n

4m+ 5n 3m+ 4n

)
, m, n ∈ Z,

äëÿ êîòîðûõ detP = 3m2− 5n2 ̸= 0. Òàê êàê îïðåäåëèòåëü ýòîé ìàòðèöû íå ðà-
âåí±1, îíà íå ïîðîæäàåò èçîìîðôèçì ãðóïï, íî ïîðîæäàåò ìîíîìîðôèçì ãðóïï
h : Z2 → Z2, îáðàçîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ ïîäãðóïïà G ãðóïïû Z2 ñ äâó-
ìÿ öåëî÷èñëåííûìè âåêòîðàìè â êà÷åñòâå îáðàçóþùèõ. Ïàðàëëåëîãðàìì, îáðà-
çîâàííûé ýòèìè îáðàçóþùèìè, ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòüþ ñ ïëîùà-
äüþ | detP | äëÿ ôàêòîð-ãðóïïû R2/G, ÿâëÿþùåéñÿ òîðîì. Êîëè÷åñòâî öåëî÷èñ-
ëåííûõ òî÷åê â ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè òàê æå ðàâíî | detP |. Òîïîëîãè÷åñêè
ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêàÿ ïîëóñîïðÿæåííîñòü: äèàãðàììà

T2 fA−−→ T2

P

y P

y
T2 fC−−→ T2

.

êîììóòàòèâíà, íî P íå ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì òîðà T2, òàê êàê | detP |-
êðàòíîå íàêðûòèå T2. Îáùåå óòâåðæäåíèå â ýòîì ñëó÷àå ñîñòîèò â ñëåäóþùåì

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî A � öåëî÷èñëåííàÿ óíèìîäóëÿðíàÿ ìàò-
ðèöà ñ ïðîñòûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè. Òîãäà ýòà ìàòðèöà ðàöèîíàëüíî
ïîäîáíà ñîïðîâîæäàþùåé ìàòðèöå C ñâîåãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà.
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Àâòîìîðôèçìû fA, fC òîðà Tn, ïîðîæäåííûå ýòèìè ìàòðèöàìè, ïîëóñîïðÿæå-
íû, ò.å. ñóùåñòâóåò öåëî÷èñëåííàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà T òàêàÿ, ÷òî âû-
ïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå TA = CT è fT ◦ fA = fC ◦ fT . Îòîáðàæåíèå fT ÿâëÿåòñÿ
k-êðàòíûì íàêðûâàþùèì îòîáðàæåíèåì fT : Tn → Tn, ãäå k ðàâíî îïðåäåëèòå-
ëþ | detT |.

Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ïðèâîäÿòñÿ àâòîìîðôèçìû, èìåþùèå òðàíçèòèâíîå
íåóñòîé÷èâîå (è óñòîé÷èâîå) ñëîåíèå, ò. å. âñå åãî ñëîè ïëîòíû íà T6. Òîãäà
âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ïóñòü íåóñòîé÷èâîå ñëîåíèå àâòîìîðôèçìà fA
òðàíçèòèâíî íåçàâèñèìî îò òîãî, ÿâëÿåòñÿ ëè ñàì àâòîìîðôèçì fA òðàíçèòèâåí,
òîãäà ñóùåñòâóåò ëè ïëîòíàÿ îðáèòà äëÿ fA? Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäå-
íèå

Ïðåäëîæåíèå 3. Àâòîìîðôèçì fA ñ òðàíçèòèâíûì íåóñòîé÷èâûì ñëîåíèåì,
òðàíçèòèâåí êàê äèôôåîìîðôèçì òîðà T6.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó ñëîé, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç íåïîäâèæíóþ òî÷êó Ô
òðàíçèòèâåí, òî âñå ñëîè òðàíçèòèâíû, òàê êàê ïîëó÷àþòñÿ ñäâèãàìè â ãðóïïå
T6. ×òîáû äîêàçàòü òðàíçèòèâíîñòü fA, íàì íóæíî äëÿ ëþáûõ äâóõ îòêðûòûõ
ìíîæåñòâ U, V â T6 íàéòè íåêîòîðîå m ∈ Z òàêîå, ÷òî fm

A (U) ∩ V ̸= ∅. Òàê êàê
A íå èìååò ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ÿâëÿþùèõñÿ êîðíÿìè èç åäèíèöû, ïåðèîäè-
÷åñêèå îðáèòû fA ñîâïàäàþò ñ Qn (ìíîæåñòâî òî÷åê íà T6 ñ ðàöèîíàëüíûìè
êîîðäèíàòàìè) è ïîýòîìó îáðàçóþò ïëîòíîå ìíîæåñòâî. Ñëåäîâàòåëüíî ïåðèî-
äè÷åñêàÿ òî÷êà s ∈ U è ïóñòü k � åå ïåðèîä. Íåóñòîé÷èâûé ñëîé W u(s) ïëîòåí
â T6 è ïîýòîìó ïåðåñåêàåòñÿ ñ V. Ïóñòü q ∈ V ∩W u(s), òîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
f−kn
A (q), n ∈ N, ñòðåìèòñÿ ê s, ïîñêîëüêó n → ∞, è f−kN

A (q) ∈ U äëÿ äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ N , òàê ÷òî fkN

A (U) ∩ V ̸= ∅, ìû ìîæåì ñ÷èòàòü m = kN.

Çàìå÷àíèå 10. Ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî äîêàçàòåëüñòâî ðàáîòàåò äëÿ ëþáûõ ÷à-
ñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèõ àâòîìîðôèçì Tn, n ≥ 2, ñ òðàíçèòèâíûì íåóñòîé÷èâûì
ñëîåíèåì.

Ñòðóêòóðà ãëàâû ñëåäóþùàÿ. Â ðàçäåëå 3.2 îïèñûâàþòñÿ èíâàðèàíòíûå ñëî-
åíèÿ, ñâÿçàííûå ñ àâòîìîðôèçìàìè ñ îäíîìåðíûì íåóñòîé÷èâûì ñëîåíèåì, êàê
òðàíçèòèâíûìè, òàê è ðàçëîæèìûìè. Â ðàçäåëå 3.2.1 ïîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå
÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ àâòîìîðôèçìîâ ñ òðàíçèòèâíûìè
íåóñòîé÷èâûìè ñëîåíèÿìè. Â ðàçäåëå 3.3 îïèñûâàåòñÿ ñëó÷àé àâòîìîðôèçìîâ ñ
äâóìåðíûìè íåóñòîé÷èâûìè (è óñòîé÷èâûìè) ñëîåíèÿìè. Â ðàçäåëå 3.4 îáñóæ-
äàþòñÿ ïðîáëåìà êëàññèôèêàöèè.
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3.2 ×àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèå àâòîìîðôèçìû

ñ îäíîìåðíûì íåóñòîé÷èâûì ñëîåíèåì

Â ýòîì ðàçäåëå èçó÷àþòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêèå ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèå àâ-
òîìîðôèçìû, îïðåäåëÿåìûå ñèìïëåêòè÷åñêèìè ìàòðèöàìè ñ äâóìÿ (ïðîñòû-
ìè) âåùåñòâåííûìè ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè λ, λ−1, |λ| > 1, ëåæàùèìè âíå
åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, è äâóìÿ ïàðàìè êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåííûõ
çíà÷åíèé íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Ñîîòâåòñòâóþùèå ñîáñòâåííûå ïðîñòðàí-
ñòâà ls, lu ⊂ R6 è öåíòðàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî W c, ïðè ïðîåöèðîâàíèè íà òîð
T6 è ñäâèãå èõ â ëþáóþ òî÷êó òîðà äàþò íåîáõîäèìîå ðàçëîæåíèå èç îïðåäå-
ëåíèÿ 1 è âìåñòå ñ ýòèì ñîîòâåòñòâóþùèå èíâàðèàíòíûå ñëîåíèÿ� óñòîé÷èâîå,
íåóñòîé÷èâîå è öåíòðàëüíîå.

Èññëåäóåì âîçìîæíîå ïîâåäåíèå ïðîåêöèé íà òîð ñîáñòâåííûõ ïðîñòðàíñòâ
ls, lu. Â äàëüíåéøåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî λ ïîëîæèòåëüíî, èíà÷å ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü A2. Â ïðîñòðàíñòâå R6 èìååì ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó îðáèò ëè-
íåéíîãî îòîáðàæåíèÿ LA, ïîðîæäåííîãî ìàòðèöåé A. Íàïîìíèì, ÷òî â ñëó÷àå
ñèìïëåêòè÷åñêîãî ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ ñ 2-ýëëèïòè÷åñêîé íåïîäâèæíîé òî÷-
êîé O ( äâå ïàðû ïðîñòûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè è
ïàðà äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë), ñóùåñòâóåò ÷åòûðåõìåðíîå öåíòðàëüíîå èíâàðè-
àíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî W c, ñîîòâåòñòâóþùåå äâóì ïàðàì ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ν1, ν2, ν̄1, ν̄2, ν1 = exp[iα1], ν2 = exp[iα2]. Åñëè
αi/2π ̸= Q, i = 1, 2 (ýòî óñëîâèå ýêâèâàëåíòíî νni ̸= 1 äëÿ ëþáîãî n ∈ Z) òî ïîä-
ïðîñòðàíñòâîW c ðàññëîåíî íà èíâàðèàíòíûå äâóìåðíûå òîðû âåçäå, êðîìå äâóõ
èíâàðèàíòíûõ äâóìåðíûõ ïëîñêîñòåé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàì ν1, ν̄1 è ν2, ν̄2 êî-
òîðûå ðàññëàèâàþòñÿ íà çàìêíóòûå èíâàðèàíòíûå êðèâûå. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî,
÷òî îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ LA íàW c èìååò äâå êâàäðàòè÷íûå ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííûå èíâàðèàíòíûå ôóíêöèè (èíòåãðàëû), ñîâìåñòíûå óðîâíè êîòîðûõ
ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè òîðàìè. Îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ LA íà ëþáîé òà-
êîé òîð ñîïðÿæåíî ñî ñäâèãîì θ1 = θ + α1 (mod 2π), θ2 = θ + α2 (mod 2π).
Åñëè mα1 + nα2 ̸= k äëÿ ëþáîãî öåëîãî (m,n, k), òî ñäâèã íà òîðå òðàíçèòè-
âåí, íî åñëè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ öåëî÷èñëåííàÿ òðîéêà (ñ òî÷íîñòüþ äî
ìíîæèòåëÿ), ÷òî çàäàåò ðàâåíñòâî, òî ñàì òîð ðàññëàèâàåòñÿ íà çàìêíóòûå èí-
âàðèàíòíûå êðèâûå. Â ñëó÷àå, åñëè íè îäíî νi íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì èç åäèíèöû,
ýòè èíâàðèàíòíûå êðèâûå îïðåäåëåíû êîððåêòíî è ñäâèã íà êàæäîé òàêîé êðè-
âîé òðàíçèòèâåí.

Â äîïîëíåíèè ê èíâàðèàíòíûì ñîáñòâåííûì óñòîé÷èâûì/íåóñòîé÷èâûì ïðÿ-
ìûì ls, lu è öåíòðàëüíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó W c, ñóùåñòâóþò åùå äâà ïÿòèìåð-
íûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâà â R6, íàòÿíóòûõ, ñîîòâåòñòâåííî, íà âåê-
òîðà èç ïîäïðîñòðàíñòâ W c è ls (öåíòðàëüíî-óñòîé÷èâàÿ ïÿòèìåðíàÿ ïëîñêîñòü
W cs) è âåêòîðà èç W c è lu (öåíòðàëüíî-íåóñòîé÷èâàÿ ïÿòèìåðíàÿ ïëîñêîñòü
W cu). Ôàêòîðêëàññû R6/W cu è R6/W cs îïðåäåëÿþò äâà èíâàðèàíòíûõ ñëîåíèÿ â

87



R6, ÿâëÿþùèõñÿ ïÿòèìåðíûìè àôôèííûìè ïëîñêîñòÿìè. Çäåñü èíâàðèàíòíîñòü
ïîíèìàåòñÿ â ñëåäóþùåì ñìûñëå: ïðè äåéñòâèè LA îáðàç ñëîÿ ñëîåíèÿ ñîâïàäàåò
ñ íåêîòîðûì (âîçìîæíî, äðóãèì) ñëîåì òîãî æå ñëîåíèÿ. Âñå îðáèòû îòîáðàæå-
íèÿ LA, íå ëåæàùèå â îáúåäèíåíèè W cs∪W cu, óõîäÿò íà áåñêîíå÷íîñòü êàê äëÿ
ïðÿìûõ, òàê è äëÿ îáðàòíûõ èòåðàöèé îòîáðàæåíèÿ LA. Â ÷àñòíîñòè, îòîáðà-
æåíèå LA íå èìååò íèêàêèõ äðóãèõ ïÿòèìåðíûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ,
êðîìå ýòèõ äâóõ W cs è W cu. Åñëè ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ exp[iα1], exp[iα2] íå ÿâ-
ëÿþòñÿ êîðíÿìè èç åäèíèöû, òî ïîäïðîñòðàíñòâà W cs,W cu ðàññëàèâàþòñÿ íà
òðåõìåðíûå ïîäìíîãîîáðàçèÿ T 2 ×R, ÿâëÿþùèåñÿ, ñîîòâåòñòâåííî, óñòîé÷èâû-
ìè è íåóñòîé÷èâûìè èíâàðèàíòíûìè ìíîãîîáðàçèÿìè èíâàðèàíòíûõ òîðîâ íà
öåíòðàëüíîé ÷åòûðåõìåðíîé ïëîñêîñòè W c.

Ïðîåêöèÿ ñîáñòâåííûõ ïðÿìûõ ls, lu íà òîð ìîæåò ïðèâåñòè ê ðàçëè÷íûì
ñèòóàöèÿì. ×òîáû ïîíÿòü ýòî, íåîáõîäèìî óòî÷íèòü, ÷òî òàêîå ïðîåêöèÿ ïîä-
ïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâà R6 íà òîð T6 = R6/Z6. Ïîñêîëüêó T6 ÿâëÿåòñÿ êîì-
ìóòàòèâíîé ãðóïïîé Ëè, êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî â íóëå îáëàäàåò ñòðóêòóðîé
êîììóòàòèâíîé àëãåáðû Ëè, îíà îòîæäåñòâëÿåòñÿ ñ R6 ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì.
Òîãäà ïðîåêöèÿ p : R6 → T6 ÿâëÿåòñÿ ýêñïîíåíöèàëüíûì îòîáðàæåíèåì àëãåá-
ðû Ëè íà ãðóïïó Ëè. Îäíîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî lu (èëè ïîäïðîñòðàíñòâî ls)
ñîâïàäàåò ñ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîé ïîäãðóïïîé tγu (ñîîòâåòñòâåííî tγs), ïîðîæ-
äåííîé âåêòîðîì γu (ñîîòâåòñòâåííî γs) ìàòðèöû A, è ïðîåêöèÿ ýòîãî ïîäïðî-
ñòðàíñòâà íà T6 ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ïðè ýêñïîíåíöèàëüíîì îòîáðàæåíèè àëãåáðû
â ãðóïïó. Äàííàÿ ïîäãðóïïà âêëþ÷åíà â îðáèòû ïîñòîÿííîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ
íà T6, èíâàðèàíòíîãî îòíîñèòåëüíî ãðóïïîâûõ ñäâèãîâ. Â óãëîâûõ êîîðäèíà-
òàõ θ = (θ1, . . . , θ6) íà T6, èíäóöèðîâàííûõ êîîðäèíàòàìè â R6, ìû ïîëó÷àåì
âåêòîðíîå ïîëå θ̇ = γu (ñîîòâåòñòâåííî θ̇ = γs ). Ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ ýòîãî âåê-
òîðíîãî ïîëÿ ñîâïàäàåò ñî ñëîåì íåóñòîé÷èâîãî (ñîîòâåòñòâåííî óñòîé÷èâîãî)
èíâàðèàíòíîãî ñëîåíèÿ íà òîðå, ñîñòîÿùåå èç ïðîåêöèé âñåõ ïðÿìûõ, ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ôàêòîðêëàññàì R6/lu (ñîîòâåòñòâåííî R6/ls). Ñòðóêòóðà åãî îðáèòû
çàâèñèò îò ÷èñëà ðàöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ
(m, γu) = 0, m ∈ Z6 (ñîîòâåòñòâåííî (m, γs) = 0). Ýòî ÷èñëî ìîæåò ïðèíèìàòü
çíà÷åíèÿ 0, 1, 2, 3, 4, 5. Â ïåðâîì ñëó÷àå, êàê èçâåñòíî, êîãäà ÷èñëî ðåøåíèé ðàâ-
íî íóëþ, ñîîòâåòñòâóþùèå îðáèòû ïîñòîÿííîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ òðàíçèòèâíû
íà T6 (ýòî ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû Êðîíåêåðà, ñì., íàïðèìåð, [8] è ðàçäåë 3.3).

Îäíîïàðàìåòðè÷åñêàÿ ïîäãðóïïà â T6, ïîðîæäåííàÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì
γu, ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïîäìíîæåñòâîì îòíîñèòåëüíî àâòîìîðôèçìà fA (îä-

íîâðåìåííî ýòî ñèëüíî íåóñòîé÷èâàÿ êðèâàÿ íåïîäâèæíîé òî÷êè Ô = p(O)).
Ñëåäîâàòåëüíî, åå çàìûêàíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïîäìíîæåñòâîì â
T6, ÿâëÿþùååñÿ ãëàäêèì èíâàðèàíòíûì òîðîì íåêîòîðîé ðàçìåðíîñòè â T6 [8].
Êàê áûëî ñêàçàíî âûøå, ðàçìåðíîñòü ýòîãî òîðà çàâèñèò îò ÷èñëà öåëî÷èñëåí-
íûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîîòíîøåíèé âèäà (m, γu) = 0. Ïðè íàëè÷èè òàêèõ
ñîîòíîøåíèé, âåêòîð γu íàçûâàåòñÿ ðåçîíàíñíûì.
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Â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ åäèíñòâåííîãî öåëî÷èñëåííîãî ñîîòíîøåíèÿ (m, γu) =
= 0 ëèíåéíîå ïÿòèìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â R6, îïðåäåëÿþùååñÿ óðàâíåíèåì
(m,x) = 0, ïðîåêòèðóåòñÿ â ïÿòèìåðíûé òîð â T6, à ïðÿìàÿ, íàòÿíóòàÿ íà âåêòîð
γu, íå ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè öåëî÷èñëåííîé ïîäðåøåòêè ýòîãî ïîäïðîñòðàíñòâà.
Ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ëèíèÿ ïðîåêòèðóåòñÿ â òðàíçèòèâíî-ïîãðóæåííóþ ïðÿìóþ
â ýòîì ïÿòèìåðíîì òîðå.

Àíàëîãè÷íî äëÿ ñëó÷àÿ äâóõ ðàöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ öåëî÷èñëåííûõ ñî-
îòíîøåíèé ñîîòâåòñòâóþùåå ïîäïðîñòðàíñòâî ÷åòûðåõìåðíî, îíî ïðîåêòèðóåò-
ñÿ â ÷åòûðåõìåðíûé òîð â T6. Ïðÿìàÿ, íàòÿíóòàÿ íà âåêòîð γu, ïðîåêòèðóåòñÿ
â òðàíçèòèâíî-ïîãðóæåííóþ ïðÿìóþ â ýòîì ÷åòûðåõìåðíîì òîðå è ò.ä. Â ñëó-
÷àå, êîãäà ñóùåñòâóåò ïÿòü ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ öåëî÷èñëåííûõ ñîîòíîøåíèé,
ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðÿìàÿ tγu îáÿçàòåëüíî ïðîõîäèò ÷åðåç öåëî÷èñëåííóþ òî÷-
êó â R6 è, ñëåäîâàòåëüíî, åå ïðîåêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòóþ çàìêíóòóþ
êðèâóþ â T6. Î÷åâèäíî, ñîáñòâåííàÿ ïðÿìàÿ lu, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñîáñòâåííîìó
çíà÷åíèþ λ > 1 ( ïðÿìàÿ ls, ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λ < 1),
íå ìîæåò ïåðåñåêàòü öåëî÷èñëåííóþ ðåøåòêó Z6. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî îíà
ïåðåñåêàåò öåëî÷èñëåííóþ ðåøåòêó Z6, òî ïðîåêöèÿ íà òîðå ýòîé ïðÿìîé ÿâ-
ëÿåòñÿ çàìêíóòîé èíâàðèàíòíîé êðèâîé äëÿ îòîáðàæåíèÿ fA, è îãðàíè÷åíèå
ýòîãî îòîáðàæåíèÿ íà ýòó êðèâóþ çàäàåò äèôôåîìîðôèçì îêðóæíîñòè ñ åäèí-
ñòâåííîé íåóñòîé÷èâîé (ñîîòâåòñòâåííî, óñòîé÷èâîé) íåïîäâèæíîé òî÷êîé, ÷òî
íåâîçìîæíî.

Òàêèì îáðàçîì, çàìûêàíèå ëþáîé òðàåêòîðèè ïîñòîÿííîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ
íà òîðå T6 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì òîðîì íåêîòîðîé ðàçìåðíîñòè, åãî ðàçìåðíîñòü
ðàâíà 6 − r, ãäå r � ÷èñëî ðàöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèÿ
äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà γu : (m, γu) = 0,m ∈ Z6. Åñëè òàêèå ñîîòíîøåíèÿ îò-
ñóòñòâóþò, òî êîìïîíåíòû âåêòîðà γu íåñîèçìåðèìû è êàæäàÿ òðàåêòîðèÿ âåê-
òîðíîãî ïîëÿ ïî òåîðåìå Êðîíåêåðà ïëîòíà íà òîðå. Åñëè òàêèå ñîîòíîøåíèÿ
ñóùåñòâóþò, òî T6 ðàññëàèâàåòñÿ íà èíâàðèàíòíûå òîðû ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè,
íà êàæäîì èç êîòîðûõ ëþáàÿ òðàåêòîðèÿ ïîñòîÿííîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ âñþäó
ïëîòíà. Òåïåðü äîêàæåì ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå

Ïðåäëîæåíèå 4. Äëÿ àâòîìîðôèçìà fA çàìûêàíèå íåóñòîé÷èâîãî ñëîÿ íåïî-
äâèæíîé òî÷êè Ô ìîæåò áûòü ëèáî ÷åòûðåõìåðíûì òîðîì, ëèáî äâóìåðíûì
òîðîì, ëèáî âñåì òîðîì T6, â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñëîåíèå ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâ-
íûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðåäëîæåíèÿ íóæíî èñêëþ÷èòü âîçìîæ-
íûå ñëó÷àè, êîãäà ïÿòè- è òðåõìåðíûå òîðû ÿâëÿþòñÿ çàìûêàíèåì èíâàðè-
àíòíîé ïðÿìîé p(tγu) è îäíîâðåìåííî íåóñòîé÷èâûì ìíîãîîáðàçèåì íåïîäâèæ-

íîé òî÷êè Ô íà T6. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàìûêàíèå íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ
íåïîäâèæíîé òî÷êè Ô íà T6 îáðàçóåò ïÿòèìåðíûé òîð T5. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
ñîáñòâåííûé âåêòîð γu óäîâëåòâîðÿåò åäèíñòâåííîìó öåëî÷èñëåííîìó ñîîòíî-
øåíèþ (m, γu) = 0, m ∈ Z6. Ðàññìîòðèì ïÿòèìåðíóþ ãèïåðïëîñêîñòü â R6,
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îïðåäåëåííóþ êîâåêòîðîì m: (m,x) = 0, T5 ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöèåé ýòîé ãèïåð-
ïëîñêîñòè.

Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå óñòîé÷èâîå îäíîìåðíîå ìíîãîîáðàçèå íåïîäâèæ-
íîé òî÷êè Ô òðàíñâåðñàëüíî òîðó T5. Òîð T5 ñîäåðæèò íåïîäâèæíóþ òî÷êó Ô
îòîáðàæåíèÿ fA. Ïîñêîëüêó äàííûé òîð ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì èíâàðèàíòíûì ìíî-
ãîîáðàçèåì, îòíîñèòåëüíî îòîáðàæåíèÿ fA (êàê çàìûêàíèå åãî èíâàðèàíòíîãî
ìíîæåñòâà), êàñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî ê òîðó â íåïîäâèæíîé òî÷êå, èíâàðèàíò-
íî îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèàëà DfA = LA. Òîð T5 çàäàåòñÿ ïðîåêöèåé ãèïåð-
ïëîñêîñòè â R6, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íåïîäâèæíóþ òî÷êó O îòîáðàæåíèÿ LA. Ýòà
ïëîñêîñòü èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî LA, íî ëèíåéíîå ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷å-
ñêîå îòîáðàæåíèå LA íå èìååò äðóãèõ èíâàðèàíòíûõ ïÿòèìåðíûõ ïëîñêîñòåé,
ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç òî÷êó O, êðîìå W cs,W cu. Òîëüêî âòîðàÿ èç íèõ ñîäåðæèò
ñîáñòâåííóþ ïðÿìóþ, íàòÿíóòóþ íà âåêòîð γu. Èòàê, òîð T5 ÿâëÿåòñÿ ïðîåêöè-
åé öåíòðàëüíî-íåóñòîé÷èâîé ïëîñêîñòè W cu. Íî òîãäà óñòîé÷èâûé ñîáñòâåííûé
âåêòîð γs òðàíñâåðñàëåí ýòîé ïëîñêîñòè, ïîýòîìó ïðîåêöèÿ óñòîé÷èâîé ñîáñòâåí-
íîé ïðÿìîé íà T6 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé êðèâîé òðàíñâåðñàëüíîé òîðó T5 â òî÷êå Ô.
Òàê êàê òîð T5 ÿâëÿåòñÿ ãëàäêî âëîæåííûì ïîäìíîãîîáðàçèåì â T6, òî ñóùå-
ñòâóåò îêðåñòíîñòü V òî÷êè Ô, òàêàÿ ÷òî âñå òî÷êè â V , ëåæàùèå íà óñòîé÷èâîé
êðèâîé W s(Ô), íå ïðèíàäëåæàò T5.

Â ñèëó òðàíñâåðñàëüíîñòè òîðà T5 è óñòîé÷èâîé êðèâîé W s(Ô), ïðîõîäÿùåé

÷åðåç òî÷êó Ô, îíè äîëæíû ïåðåñåêàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì áîëåå ÷åì â îäíîé òî÷-
êå òîðà T6 (íà ñàìîì äåëå, â áåñêîíå÷íîì ÷èñëå òî÷åê), òàê êàê ñîáñòâåííàÿ
ïðÿìàÿ, ÿâëÿþùàÿñÿ íàêðûòèåì ýòîé êðèâîé, ïåðåñåêàåò â R6 áåñêîíå÷íî ìíî-
ãî ïÿòèìåðíûõ ïëîñêîñòåé, ïîëó÷àþùèõñÿ èç W cu öåëî÷èñëåííûìè ñäâèãàìè.
Óñòîé÷èâàÿ èíâàðèàíòíàÿ êðèâàÿ çàäàåòñÿ êàê tγs ( mod 1), îíà ñîäåðæèò òî÷-

êó z, îòëè÷íóþ îò Ô è ïðèíàäëåæàùóþ T5. Ïîñêîëüêó z ïðèíàäëåæèò W s(Ô),
òî åå ïðÿìûå èòåðàöèè fn

A(z) äîëæíû ëåæàòü íà óñòîé÷èâîé êðèâîé âáëèçè òî÷-

êè Ô ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ïîëîæèòåëüíûõ n. Êàê ñëåäñòâèå, îáðàçû ïðè
òàêèõ èòåðàöèÿõ íå ïðèíàäëåæàò T5. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, òîð T5 èíâàðèàíòåí
îòíîñèòåëüíî fA, ïîýòîìó âñå èòåðàöèè òî÷êè z äîëæíû ëåæàòü íà íåì. Ýòî
ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî çàìûêàíèå íåóñòîé÷èâîé êðèâîé íå ìîæåò áûòü
ïÿòèìåðíûì òîðîì.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî çàìûêàíèå íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ íåïîäâèæ-
íîé òî÷êè Ô íà T6 ÿâëÿåòñÿ òðåõìåðíûì òîðîì T3. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñîáñòâåí-
íûé âåêòîð γu óäîâëåòâîðÿåò òðåì ðàöèîíàëüíî íåçàâèñèìûì ñîîòíîøåíèÿì
(n, γu) = 0, (m, γu) = 0, (l, γu) = 0, ãäå öåëî÷èñëåííûå âåêòîðû n,m, l ∈ Z6

ëèíåéíî íåçàâèñèìû â Q.
Òîð T3 òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì èíâàðèàíòíûì ìíîãîîáðàçèåì äëÿ fA, ñî-

äåðæàùèì íåïîäâèæíóþ òî÷êó Ô. Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ê T3 â òî÷êå Ô ÿâëÿ-
åòñÿ èíâàðèàíòíîé òðåõìåðíîé ïëîñêîñòüþ îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèàëà DfA.
Â íàêðûâàþùåì ïðîñòðàíñòâå R6 ïðîîáðàç ýòîé òðåõìåðíîé ïëîñêîñòè ïðè ïðî-
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åêöèè p, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò O, ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé òðåõ-
ìåðíîé ïëîñêîñòüþ îòíîñèòåëüíî LA. Ñóùåñòâóåò òîëüêî ÷åòûðå òàêèõ èíâàðè-
àíòíûõ òðåõìåðíûõ ïëîñêîñòè: 1) W ∗

1 , íàòÿíóòàÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâà l
u (äëÿ λ)

è äâóìåðíóþ ïëîñêîñòü, ñîîòâåòñòâóþùóþ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì exp[±iα1];
2) W ∗

2 , íàòÿíóòàÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâà lu è äâóìåðíóþ ïëîñêîñòü, ñîîòâåòñòâóþ-
ùóþ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì exp[±iα2]; 3) W

∗
3 , íàòÿíóòàÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâà

ls (äëÿ λ−1) è äâóìåðíóþ ïëîñêîñòü, ñîîòâåòñòâóþùóþ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì
exp[±iα1]; 4) W

∗
4 , íàòÿíóòàÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâà ls è äâóìåðíóþ ïëîñêîñòü, ñî-

îòâåòñòâóþùóþ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì exp[±iα2]. Òîëüêî ïåðâûå äâå èç íèõ
ñîäåðæàò γu, òàê ÷òî W ∗

1 ,W
∗
2 ìîãóò áûòü òàêèìè ïëîñêîñòÿìè. Òàêèì îáðàçîì,

ïîëó÷àåì äâà âîçìîæíûõ ñëó÷àÿ ðàçáèåíèÿ ïðîñòðàíñòâà R6 íà äâà òðåõìåð-
íûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâà: 1) W ∗

1 ⊕W ∗
4 ; 2) W

∗
2 ⊕W ∗

3 . Ïîñêîëüêó ýòè
ñëó÷àè àíàëîãè÷íû, äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü òîëüêî ïåðâûé ñëó÷àé. p-ïðîåêöèÿ
ïëîñêîñòè W ∗

1 íà T6 ÿâëÿåòñÿ òðåõìåðíûì òîðîì T3, ïîýòîìó â W ∗
1 ñóùåñòâóåò

òðè ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ öåëî÷èñëåííûõ âåêòîðà. Ðåøåòêà, ïîðîæäåííàÿ ýòè-
ìè òðåìÿ öåëî÷èñëåííûìè âåêòîðàìè, íå ïåðåñåêàåò ñîáñòâåííóþ ïðÿìóþ lu,
òàê êàê ïðîåêöèÿ ýòîé ñîáñòâåííîé ïðÿìîé âñþäó ïëîòíà íà òîðå T3. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî îãðàíè÷åíèå îòîáðàæåíèÿ fA íà ýòîò èíâàðèàíòíûé òîð ÿâëÿåòñÿ
îòîáðàæåíèåì, êîòîðîå ïîðîæäàåòñÿ îãðàíè÷åíèåì îòîáðàæåíèÿ LA íà èíâàðè-
àíòíóþ òðåõìåðíóþ ïëîñêîñòü W ∗

1 .
Â ïðîñòðàíñòâå R6 ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå LA ïîðîæäàåòñÿ öåëî÷èñëåííîé

óíèìîäóëÿðíîé ìàòðèöåé A. Ïîñêîëüêó W ∗
1 ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïîäïðî-

ñòðàíñòâîì, ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå LB, èíäóöèðîâàííîå ïðåîáðà-
çîâàíèåì LA, íà ýòî èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Ýòî ïðåîáðàçîâàíèå çàäàåò-
ñÿ 3×3-ìàòðèöåé B â áàçèñå, ñîñòîÿùåì èç òðåõ öåëî÷èñëåííûõ âåêòîðîâ. Òàêèì
îáðàçîì, ìàòðèöà B èìååò ðàöèîíàëüíûå êîýôôèöèåíòû, è õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
ìíîãî÷ëåí Q ìàòðèöû B òàêæå áóäåò èìåòü ðàöèîíàëüíûå êîýôôèöèåíòû. Ïðî-
ñòðàíñòâî R6 ðàçëàãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ R6 = W ∗

1 ⊕W ∗
4 . Òåì

ñàìûì âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå [109]: Åñëè ïðîñòðàíñòâî ðàçëà-

ãàåòñÿ â ïðÿìóþ ñóììó ïîäïðîñòðàíñòâ, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî ëè-

íåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ LA, òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí äëÿ LA ðàâåí

ïðîèçâåäåíèþ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ, èíäóöèðîâàííûõ ïðåîáðàçîâà-

íèåì LA â èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí P ïðåîáðàçîâàíèÿ LA, ðàâíûé ïðîèçâåäåíèþ äâóõ
ìíîãî÷ëåíîâ òðåòüåé ñòåïåíè P = QS, ãäå Q ñîîòâåòñòâóåò èíäóöèðîâàííîìó
ïðåîáðàçîâàíèþ â èíâàðèàíòíîì ïîäïðîñòðàíñòâå W ∗

1 , à S, ñîîòâåòñòâåííî, W
∗
4 .

Ïîñêîëüêó ìíîãî÷ëåí P èìååò öåëî÷èñëåííûå êîýôôèöèåíòû, à Q èìååò ðàöè-
îíàëüíûå êîýôôèöèåíòû, òî ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Åâêëèäà ïîëó÷àåì, ÷òî S
òàêæå èìååò ðàöèîíàëüíûå êîýôôèöèåíòû.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû B ÿâëÿþòñÿ λ,
exp[±iα1]. Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Q ìàòðèöû B ïðåäñòàâëÿåò-
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ñÿ â âèäå

Q = (x− λ)(x− exp[iα1])(x− exp[−iα1]) = (x− λ)(x2 + 2x cosα1 + 1) =
x3 + (2 cosα1 − λ)x2 + (1− 2λ cosα1)x− λ.

Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî λ ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì, ñëåäîâàòåëüíî, ñîá-
ñòâåííûé âåêòîð γu èìååò ðàöèîíàëüíûå êîîðäèíàòû, ñîîòâåòñòâåííî, îí ìîæåò
áûòü öåëî÷èñëåííûì âåêòîðîì, íî ïðÿìàÿ lu íå ìîæåò ïðîõîäèòü ÷åðåç öåëî-
÷èñëåííóþ òî÷êó, ïîñêîëüêó åå ïðîåêöèÿ âñþäó ïëîòíà íà òîðå T3.

Ñëó÷àè äâóõ è ÷åòûðåõ ðàöèîíàëüíî íåçàâèñèìûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ ÷àñòè÷-
íî ãèïåðáîëè÷åñêîé ìàòðèöû äåéñòâèòåëüíî âîçìîæíû. Ñîîòâåòñòâóþùèå ïðè-
ìåðû ïðåäñòàâëåíû â êîíöå ýòîãî ðàçäåëà. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî â ýòèõ ñëó÷à-
ÿõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí òàêîé ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ
ìîíè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ, îäèí èõ êîòîðûõ âòîðîé ñòåïåíè, à äðóãîé ÷åòâåðòîé
ñòåïåíè ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

3.2.1 Ïðèìåðû àâòîìîðôèçìîâ íà T6 ñ òðàíçèòèâíûì

îäíîìåðíûì íåóñòîé÷èâûì ñëîåíèåì

×òîáû ïîñòðîèòü ïðèìåðû ñèìïëåêòè÷åñêèõ ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèõ àâ-
òîìîðôèçìîâ øåñòèìåðíîãî òîðà ñ îäíîìåðíûì íåóñòîé÷èâûì ñëîåíèåì, îá-
ëàäàþùèì ðàçëè÷íûìè äèíàìè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, íóæíî íàéòè ìàòðèöó â
Sp(6,Z), êîòîðàÿ èìååò äâå ïàðû êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé è äâà äåéñòâèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ λ è λ−1, |λ| > 1. Áîëåå òîãî, ìû
õîòåëè áû ïîëó÷èòü àâòîìîðôèçì òîðà, îäíîìåðíîå íåóñòîé÷èâîå ñëîåíèå êîòî-
ðîãî ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì. ×òîáû íàéòè òàêóþ ìàòðèöó, íà÷íåì ïîñòðîåíèå
òàêîãî àâòîìîðôèçìà, ñëåäóÿ [47], ñ íåïðèâîäèìîãî íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ
÷èñåë êóáè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà P (z) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, èìåþùåãî òðè
êîðíÿ, îäèí èç êîòîðûõ áîëüøå 2, à äâà äðóãèõ ìåíüøå 2 ïî ìîäóëþ. Ïîñëå çàìå-
íû ïåðåìåííûõ z = x+x−1 â ýòîì ìíîãî÷ëåíå, ïîëó÷àåì âîçâðàòíûé ìíîãî÷ëåí
øåñòîé ñòåïåíè, êîòîðûé ñëóæèò õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì ìàòðèöû ñ
èñêîìûìè ñâîéñòâàìè [47]. Ýòîò ìíîãî÷ëåí òàêæå íåïðèâîäèì íàä Q.

Äëÿ ïðèìåðà, íà÷íåì ñ êóáè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà P (z) = z3 − 2z2 − z + 1,
êîòîðûé ïîñëå ïîäñòàíîâêè è óìíîæåíèÿ x3 ïðèíèìàåò âèä Q(x) = x6 − 2x5 +
2x4−3x3+2x2−2x+1. Ñîãëàñíî ðàáîòå [47] ìíîãî÷ëåí Q íåïðèâîäèì íàä ïîëåì
Q. Òîãäà ñîïðîâîæäàþùàÿ ìàòðèöà äëÿ Q(x) èìååò âèä

A =


0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
−1 2 −2 3 −2 2

 .
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Ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ýòîé ìàòðèöû îáëàäàþò òðåáóåìûìè ñâîéñòâàìè. Îä-
íàêî ìàòðèöà A íå ÿâëÿåòñÿ ñèìïëåêòè÷åñêîé îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîé ñèì-
ïëåêòè÷åñêîé 2-ôîðìû [x, y] = (Ix, y) â R6 (ñì. (3.1): A⊤IA ̸= I. Äåéñòâóÿ, êàê
è ïðåæäå, íàéäåì êîñîñèììåòðè÷íóþ öåëî÷èñëåííóþ íåâûðîæäåííóþ ìàòðè-
öó J , êîòîðàÿ çàäàåò òàêóþ ñòðóêòóðó, îïðåäåëåííóþ êàê [x, y] = (Jx, y) äëÿ
x, y ∈ R6. Ìàòðèöà J èìååò ñëåäóþùèé âèä

J =


0 0 1 1 1 0
0 0 −2 −1 −1 1
−1 2 0 3 −1 1
−1 1 −3 0 −2 1
−1 1 1 2 0 0
0 −1 −1 −1 0 0

 .

Âåùåñòâåííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A ðàâíû

λ ≈ 1.6355, λ−1 ≈ 0.6114.

Ñîáñòâåííûé âåêòîð, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ èìååò âèä γu =
= (1, λ, λ2, λ3, λ4, λ5)⊤. Ôàêòîðêëàññû R6/lu, ïîðîæäåííûå ñîáñòâåííûì ïðî-
ñòðàíñòâîì lu, îáðàçóþò ðàññëîåíèå íà àôôèííûå ïðÿìûå, èíâàðèàíòíûå îò-
íîñèòåëüíî LA. Ýòè ïðÿìûå ïðîåêòèðóþòñÿ íà T6, êàê òðàåêòîðèè âåêòîðíîãî
ïîëÿ

ẋ1 = 1, ẋ2 = λ, ẋ3 = λ2, ẏ1 = λ3, ẏ2 = λ4 ẏ3 = λ5.

×òîáû äîêàçàòü, ÷òî òðàåêòîðèÿ ýòîãî âåêòîðíîãî ïîëÿ òðàíçèòèâíà íà T6,
íóæíî ïðîâåðèòü, ÷òî âåêòîð γu íåñîèçìåðèì, ò.å. (m, γu) ̸= 0 äëÿ ëþáîãî íåíó-
ëåâîãî öåëî÷èñëåííîãî âåêòîðà m ∈ Z6. ×èñëî λ ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ÷èñ-
ëîì øåñòîé ñòåïåíè, ÿâëÿþùèìñÿ êîðíåì íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà øåñòîé
ñòåïåíè ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Íàïîìíèì, ÷òî ÷èñëî ξ ∈ C íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ÷èñëîì, åñëè îíî ÿâ-
ëÿåòñÿ êîðíåì íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, è îíî
íàçûâàåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì öåëûì ÷èñëîì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëå-
íà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, ñòàðøèé êîýôôèöèåíò êîòîðîãî ðàâåí åäèíèöå
(ìîíè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí). Ñòåïåíüþ àëãåáðàè÷åñêîãî öåëîãî ÷èñëà ξ íàçûâàåòñÿ
ñòåïåíü åãî ìèíèìàëüíîãî ìíîãî÷ëåíà îò ξ (ìîíè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí íàèìåíüøåé
ñòåïåíè ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, äëÿ êîòîðîãî ξ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì).

Ïðèâåäåííûé âûøå ìíîãî÷ëåíQ(x) èìååò øåñòóþ ñòåïåíü â ñèëó ñëåäóþùåé
òåîðåìû.

Òåîðåìà 24. Ïóñòü ξ- àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëî íàä ïîëåì Q è p(x) åãî ìèíèìàëü-
íûé ìîíè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí. Òîãäà

1. ìíîãî÷ëåí p(x) íåïðèâîäèì íàä ïîëåì Q;
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2. ìíîãî÷ëåí p(x) åäèíñòâåí;

3. åñëè ξ êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f íàä ïîëåì Q, òîãäà f äåëèòñÿ íà p.

Èç ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî λ, ÿâëÿþùååñÿ êîð-
íåì íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà Q(x) øåñòîé ñòåïåíè, íå ìîæåò áûòü êîðíåì
ìíîãî÷ëåíà ìåíüøåé ñòåïåíè ñ ðàöèîíàëüíûìè (öåëûìè) êîýôôèöèåíòàìè.

Òåïåðü ìû ìîæåì äîêàçàòü ñëåäóþùóþ ëåììó

Ëåììà 9. Âåêòîð γ íåñîèçìåðèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, âåêòîð γ ñîèçìåðèì. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò öåëî÷èñëåííûé âåêòîð (m1,m2,m3,m4,m5,m6), òàêîé ÷òî âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâîm1+m2λ+m3λ

2+m4λ
3+m5λ

4+m6λ
5 = 0, ò.å. λ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíî-

ãî÷ëåíà P ïÿòîé (èëè ìåíüøåé) ñòåïåíè ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ïîýòîìó
Q äåëèòñÿ íà P è Q- ïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí.

3.2.2 Ðàçëîæèìûå àâòîìîðôèçìû

ñ îäíîìåðíûì íåóñòîé÷èâûì ñëîåíèåì

Â äàííîì ïîäðàçäåëå ïðåäñòàâëåíû àâòîìîðôèçìû ñ îäíîìåðíûìè íåóñòîé-
÷èâûìè è óñòîé÷èâûìè ñëîåíèÿìè, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ðàçëîæèìûìè. Îíè
õàðàêòåðèçóþòñÿ ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: çàìûêàíèåì èõ íåóñòîé÷èâûõ (óñòîé-
÷èâûõ) ñëîåíèé ÿâëÿþòñÿ òîðîì ðàçìåðíîñòè ìåíüøå øåñòè. Èç ïðåäëîæåíèÿ 4
ñëåäóåò, ÷òî â ðàçëîæèìîì ñëó÷àå çàìûêàíèå íåóñòîé÷èâîãî (óñòîé÷èâîãî) ñëîÿ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ëèáî äâóìåðíûé, ëèáî ÷åòûðåõìåðíûé òîð.

Ñëó÷àé, êîãäà çàìûêàíèå íåóñòîé÷èâîãî (óñòîé÷èâîãî) ñëîÿ ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ÷åòûðåõìåðíûé òîð, äåéñòâèòåëüíî âîçìîæåí. Äîñòàòî÷íî âûáðàòü, íà-
ïðèìåð, áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþ öåëî÷èñëåííóþ ìàòðèöó S1, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ
öåëî÷èñëåííûõ áëîêîâ, îäèí èç êîòîðûõ (4 × 4)-áëîê èìååò ñîáñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ λ, λ−1, exp[iα1], exp[−iα1], λ > 1, êîòîðûé ïîðîæäàåò ÷àñòè÷íî ãèïåð-
áîëè÷åñêèé òðàíçèòèâíûé àâòîìîðôèçì òîðà T4, à âòîðîé (2 × 2)-áëîê èìååò
äâà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ exp[iα2], exp[−iα2] (òîãäà
α2/2π = 1/3, 1/4, 1/6, ñëåäóåò èç ðàáîòû [64]). Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî âçÿòü
ìàòðèöó

S1 =


2 1 2 1 0 0
1 1 1 1 0 0
0 2 1 1 0 0
2 −2 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 −1 1

 .
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Ïðèâîäèìûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χ1(λ) = (λ4−4λ3+λ2−4λ+1)(λ2−
−λ+ 1), ñîîòâåòñòâóþùèé ñèìïëåêòè÷åñêîé ìàòðèöå S1, èìååò êîðíè:

λ1,2 = 1 +

√
5

2
±
√

5 + 4
√
5

2
, λ3,4 = 1−

√
5

2
± i

√
4
√
5− 5

2
, λ5,6 =

1

2
± i

√
3

2
.

Ñëó÷àé, êîãäà çàìûêàíèå íåóñòîé÷èâîãî (óñòîé÷èâîãî) ñëîÿ ïðåäñòàâëÿåò ñî-
áîé äâóìåðíûé òîð, òàêæå âîçìîæåí. Çäåñü âîçìîæíû äâà ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿ.
Â ïåðâîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî âûáðàòü, íàïðèìåð, áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþ öåëî÷èñ-
ëåííóþ ìàòðèöó S2, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ öåëî÷èñëåííûõ áëîêîâ, îäèí èç êîòîðûõ
(2×2)-áëîê ïîðîæäàåò àâòîìîðôèçì Àíîñîâà, à âòîðîé (4×4)-áëîê èìååò äâå ïà-
ðû êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé exp[iα1], exp[−iα1], exp[iα2],
exp[−iα2] íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Ïîñêîëüêó õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí
ýòîé (4× 4)-ìàòðèöû èìååò öåëî÷èñëåííûå êîýôôèöèåíòû è ÿâëÿåòñÿ ìîíè÷å-
ñêèì, åãî ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè èç åäèíèöû [57]. Ïðèìåðîì
ìîæåò ñëóæèòü ìàòðèöà

S2 =


2 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0
0 0 −1 −3 2 1
0 0 −1 −2 1 1
0 0 −3 −2 1 2
0 0 0 −7 4 1

 . (3.3)

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χ2(λ) = (λ2 − 3λ + 1)(λ4 + λ3 + λ2 + λ + 1),
ñîîòâåòñòâóþùèé ñèìïëåêòè÷åñêîé ìàòðèöå S2, ïðèâîäèì è èìååò ñëåäóþùèå
êîðíè:

λ1,2 = −1

4
−

√
5

4
± i

√
5

8
−

√
5

8
, λ3,4 = −1

4
+

√
5

4
± i

√
5

8
+

√
5

8
, λ5,6 =

3±
√
5

2
,

ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1,2 è λ3,4 ëåæàò íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè è ÿâëÿþòñÿ
êîðíÿìè èç åäèíèöû ñòåïåíè 10.

Âî âòîðîì ñëó÷àå âûáåðåì áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþ öåëî÷èñëåííóþ ìàòðèöó
S3, ñîñòîÿùóþ èç òðåõ öåëî÷èñëåííûõ áëîêîâ, îäèí èç êîòîðûõ (2 × 2)-áëîê
ïîðîæäàåò àâòîìîðôèçì Àíîñîâà, à âòîðîé è òðåòèé (2× 2)-áëîêè èìåþò ïàðû
êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé exp[iα1], exp[−iα1] è exp[iα2],
exp[−iα2] íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, ñîîòâåòñòâåííî, (òîãäà αi/2π = 1/3, 1/4,
1/6, i = 1, 2 [64]) ïðè óñëîâèè, ÷òî α1/2π ̸= α2/2π. Ýòîò ñëó÷àé ïî÷òè òàêîé
æå, êàê è ïðåäûäóùèé, òîëüêî ðàçíèöà â òîì, ÷òî êîðíè èç åäèíèöû çäåñü ìîãóò
áûòü òîëüêî ñòåïåíè {3, 4, 6}. Ýòî ïðèâîäèò ê äðóãîé ñòðóêòóðå ïåðèîäè÷åñêîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ íà öåíòðàëüíîì ìíîãîîáðàçèè T4 = T2×T2 íåïîäâèæíîé òî÷êè
Ô.
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Ïðèìåðîì ìîæåò ñëóæèòü ìàòðèöà

S3 =


2 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 −1 −1 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 −1 1

 .

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χ3(λ) = (λ2 − 3λ + 1)(λ2 + λ + 1)(λ2 − λ + 1)
ñèìïëåêòè÷åñêîé ìàòðèöû S3 ïðèâîäèì è èìååò êîðíè:

λ1,2 =
3

2
±

√
5

2
, λ3,4 = −1

2
± i

√
3

2
, λ5,6 =

1

2
± i

√
3

2
.

3.3 ×àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèå àâòîìîðôèçìû

ñ äâóìåðíûì íåóñòîé÷èâûì ñëîåíèåì

Â ýòîì ðàçäåëå èçó÷àåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ðàçìåðíîñòüW u (èW s) ðàâíà äâóì.
Ýòî ñîîòâåòñòâóåò òåì ñèìïëåêòè÷åñêèì (6× 6)-ìàòðèöàì, êîòîðûå èìåþò äâà
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ λ1, λ2 çà ïðåäåëàìè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè â C, äâà ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèÿ λ−1

1 , λ−1
2 âíóòðè åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè è äâà êîìïëåêñíî-

ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Â ñâîþ î÷åðåäü,
λ1, λ2 ìîãóò áûòü ëèáî äâóìÿ ðàçëè÷íûìè âåùåñòâåííûìè ÷èñëàìè, ëèáî ïà-
ðîé êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ÷èñåë. Ñîîòâåòñòâåííî, W u íàòÿíóòî ëèáî íà äâà
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðà γu

1 , γ
u
2 âåùåñòâåííûõ

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ëèáî ýòî èíâàðèàíòíîå äâóìåðíîå âåùåñòâåííîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî, ñîîòâåòñòâóþùåå êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì.
Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïîðîæäàåòñÿ âåùåñòâåííîé
è ìíèìîé ÷àñòÿìè γu

r , γ
u
i êîìïëåêñíîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà γu

r + iγu
i , îíè ÿâ-

ëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè âåùåñòâåííûìè âåêòîðàìè.
Ïðîåêöèÿ p ïîäïðîñòðàíñòâàW u íà T6 ïîðîæäàåò ñîîòâåòñòâóþùåå íåóñòîé-

÷èâîå ñëîåíèå íà T6. ×òîáû îïðåäåëèòü, êàê âåäóò ñåáÿ ñëîè ýòîãî ñëîåíèÿ íà
T6, çàìåòèì, ÷òî ýòî ñëîåíèå îáðàçóåòñÿ îðáèòàìè äåéñòâèÿ ãðóïïû R2 íà T6, ïî-
ðîæäåííûìè äâóìÿ êîììóòèðóþùèìè ïîñòîÿííûìè âåêòîðíûìè ïîëÿìè íà T6,
çàäàííûìè êàê γu

1 · ∂/∂θ è γu
2 · ∂/∂θ, θ = (θ1, . . . , θ6). Ñîîòâåòñòâóþùèå îðáèòû

çàäàþòñÿ êàê
θ(t1, t2) = t1γ

u
1 + t2γ

u
2 + θ0 ( mod 1).

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ θ0 = Ô ìû èìååì îðáèòó, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íåïîäâèæíóþ
òî÷êó Ô àâòîìîðôèçìà. Äåéñòâèå è ñäâèã íà òîðå êîììóòèðóåò.

Íàïîìíèì òåîðåìó Êðîíåêåðà [56] (ñì. òàêæå [8], ãëàâà VII-1 è [30]) è åå
ñëåäñòâèå. Â èõ ôîðìóëèðîâêàõ èñïîëüçóþòñÿ îáùåïðèíÿòûå îáîçíà÷åíèÿ: (·, ·)
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ñòàíäàðòíîãî ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â Rn è || · || ìàêñèìóì íîðìû âåêòîðà â
Rn.

Òåîðåìà 25 (Êðîíåêåð). Ïóñòü â Rn çàäàíû m âåêòîðîâ ai, 1 ≤ i ≤ m è
âåêòîð b. Äëÿ òîãî ÷òîáû äëÿ ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâîâàëî m ÷èñåë ti ∈ R è
öåëî÷èñëåííûé âåêòîð p ∈ Zn òàêîé, ÷òî

||
m∑
i=1

tiai − p− b|| ≤ ε,

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîãî öåëî÷èñëåííîãî âåêòîðà r ∈ Zn äëÿ
êîòîðîãî âûïîëíåíû âñå m ðàâåíñòâ (r, ai) = 0, òàêæå âûïîëíÿëîñü ñîîòíîøå-
íèå (r,b) = 0.

Êðàòêî îáñóäèì ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ýòîé òåîðåìû. ×òîáû áûòü áëèæå
ê ðàññìàòðèâàåìîìó ñëó÷àþ, ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî âåêòîðà ai íåçàâèñèìû, â
÷àñòíîñòè, m ≤ n. Ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ

∑
i tiai ∈ Rn ñ âåùåñòâåííûìè ti,

1 ≤ i ≤ m, ïðèíàäëåæèò ëèíåéíîìó ïîäïðîñòðàíñòâó â Rn, ïîðîæäåííîìó
âåêòîðàìè {a1, . . . , am}. Êîãäà m-÷èñåë t = (t1, . . . , tm) ïðîáåãàåò âñå Rm, ìû
ïîëó÷àåì âñå ïîäïðîñòðàíñòâî. Ñëîæåíèå (èëè âû÷èòàíèå) âåêòîðîâ p ∈ Zn

ñäâèãàåò ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî â ëþáóþ òî÷êó ðåøåòêè Zn ⊂ Rn. Êîãäà p ïðî-
áåãàþò âñå Zn, îí çàäàåò íåêîòîðîå ìíîæåñòâî La â Rn è âîïðîñ â ñëåäóþùåì:
àïïðîêñèìèðóþò ëè âåêòîðû La çàäàííûé âåêòîð b ∈ Rn ñ ïðîèçâîëüíîé òî÷-
íîñòüþ? Èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, êîãäà b ïðèíàäëåæèò çàìûêàíèþ La? Òåîðåìà
Êðîíåêåðà äàåò èñ÷åðïûâàþùèé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ: åñëè ñóùåñòâóåò öåëî÷èñ-
ëåííûé âåêòîð r ∈ Zn òàêîé, ÷òî âñå ñîîòíîøåíèÿ (r, ai) = 0, 1 ≤ i ≤ m, òî b
äîëæåí ïðèíàäëåæàòü ïëîñêîñòè (r,x) = 0. Åñëè ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî òàêèõ
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ r , òî âñå îíè äîëæíû ïðèíàäëåæàòü b.

Çàìåòèì, ÷òî ðàâåíñòâî (r,x) = 0, x ∈ R6, ñ öåëî÷èñëåííûì âåêòîðîì r
îïðåäåëÿåò ïÿòèìåðíûé òîð T5 ⊂ T6. Èòàê, ëþáîå òàêîå ðàâåíñòâî îïðåäåëÿåò
òîð. Åñëè ñóùåñòâóþò äâà òàêèõ ðàâåíñòâà ñ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè r1 è r2 íàä
Q, òî äâå ïÿòèìåðíûå ïëîñêîñòè â R6 ïåðåñåêàþòñÿ òðàíñâåðñàëüíî âäîëü ÷åòû-
ðåõìåðíîé ïëîñêîñòè, ïîýòîìó ñâÿçàííûå ïÿòèìåðíûå òîðû â T6 ïåðåñåêàþòñÿ
òðàíñâåðñàëüíî è îáðàçóþò ÷åòûðåõìåðíûé òîð. Îðáèòû äåéñòâèÿ R2 ëåæàò íà
ýòîì ÷åòûðåõìåðíîì òîðå.

Åñëè òàêîé öåëî÷èñëåííûé âåêòîð r ñóùåñòâóåò, òî ðàâåíñòâî íàçûâàåòñÿ
ðåçîíàíñíûì ñîîòíîøåíèåì äëÿ ìíîæåñòâà {a1, . . . , am}. ×èñëî ëèíåéíî íåçà-
âèñèìûõ (íàä Q) òàêèõ ñîîòíîøåíèé íàçûâàåòñÿ ñòåïåíüþ âûðîæäåíèÿ ðåçî-
íàíñà. Èòàê, åñëè òàêèõ îòíîøåíèé íå ñóùåñòâóåò, ìîæíî âçÿòü ëþáîé b ∈ Rn

è ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Ñëåäñòâèå 26. Äëÿ òîãî ÷òîáû äëÿ ëþáîãî x ∈ Rn è ëþáîãî ε > 0 ñóùåñòâî-

âàëî m äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë t1, . . . , tm è öåëî÷èñëåííûé âåêòîð p òàêîé,
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÷òî ∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

m∑
i=1

tiai − p− x

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤ ε,

íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íå ñóùåñòâîâàëî íè îäíîãî íåíóëåâîãî öåëî-

÷èñëåííîãî âåêòîðà r ∈ Zn òàêîãî, ÷òî (r, ai) = 0 äëÿ âñåõ i.

Ýòî ñëåäñòâèå îäíîâðåìåííî äàåò êðèòåðèé, êîãäà ñëîè íåóñòîé÷èâîãî ñëî-
åíèÿ òðàíçèòèâíû íà T6. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî óñëîâèÿ ñëåäñòâèå
ñïðàâåäëèâî äëÿ äâóõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ a1, a2 â W u. Òîãäà ïîä-
ïðîñòðàíñòâî â R6, ïîðîæäåííîå ýòèìè äâóìÿ âåêòîðàìè, âìåñòå ñî âñåìè åãî
ñäâèãàìè íà Z6 ïëîòíî â R6 è, ñëåäîâàòåëüíî, p(W u) ïëîòíî ïðè ïðîåêòèðîâàíèè
íà T6.

Äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû êëàññèôèêàöèè íàì íóæíî äîêàçàòü àíàëîã ïðåäëî-
æåíèÿ 4. Êàê èçâåñòíî, ñëîè íåóñòîé÷èâîãî ñëîåíèÿ îäíîâðåìåííî ÿâëÿþòñÿ îð-
áèòàìè äåéñòâèÿ ãðóïïûR2, ïîðîæäåííîé äâóìÿ êîììóòèðóþùèìè âåêòîðíûìè
ïîëÿìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè ëèáî ñîáñòâåííûì âåêòîðàì äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ
ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé áîëüøå åäèíèöû, ëèáî äåéñòâèòåëüíîé è ìíèìîé ÷àñòè
êîìïëåêñíîãî ñîáñòâåííîãî âåêòîðà ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ áîëüøå åäèíèöû ïî
ìîäóëþ.

Ïðåäëîæåíèå 5. Äëÿ àâòîìîðôèçìà fA çàìûêàíèå íåóñòîé÷èâîãî ñëîÿ íåïî-
äâèæíîé òî÷êè Ô ìîæåò áûòü ëèáî ÷åòûðåõìåðíûì òîðîì, ëèáî âñåì òîðîì T6,
â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñëîåíèå ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ñîáñò-
âåííûõ çíà÷åíèé ïî ìîäóëþ áîëüøå åäèíèöû. Â ýòîì ñëó÷àå çàìûêàíèå ñëîÿ
íåïîäâèæíîé òî÷êè Ô äëÿ fA íå ìîæåò áûòü íè òð¼õìåðíûì, íè ïÿòèìåðíûì
òîðîì, ïîñêîëüêó ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå LA â R6 íå èìååò íè ïÿòèìåðíûõ, íè
òðåõìåðíûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ.

Â ñëó÷àå äâóõ äåéñòâèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, áîëüøèõ åäèíèöû,
äîêàçàòåëüñòâî ôàêòà, ÷òî çàìûêàíèå íåïîäâèæíîé òî÷êè Ô äëÿ fA íå ìîæåò
áûòü íè òð¼õìåðíûì òîðîì, íè ïÿòèìåðíûé òîðîì àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó
ïðåäëîæåíèÿ 4.

3.3.1 Ïðèìåðû àâòîìîðôèçìîâ íà T6 ñ òðàíçèòèâíûì

äâóìåðíûì íåóñòîé÷èâûì ñëîåíèåì

Ñëåäóþùèå äâà ïîäðàçäåëà ïîñâÿùåíû ïîñòðîåíèþ ïðèìåðîâ êàê òðàíçè-
òèâíûõ, òàê è ðàçëîæèìûõ àâòîìîðôèçìîâ ñ äâóìåðíûì íåóñòîé÷èâûì ñëîå-
íèåì. Ñíîâà, êàê è äëÿ ñëó÷àÿ ñ îäíîìåðíûì íåóñòîé÷èâûì ñëîåíèåì íà÷íåì
ñ âåùåñòâåííîãî ìíîãî÷ëåíà òðåòüåé ñòåïåíè ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè a, b, c,
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íåïðèâîäèìûìè íàä ïîëåìQ: P = z3+az2+bz+c. Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà ðàçëè÷-
íûõ ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì ñëó÷àå ýòîò ìíîãî÷ëåí äîëæåí èìåòü îäèí äåéñòâèòåëü-
íûé êîðåíü z1 ìåíüøå äâóõ ïî ìîäóëþ è ïàðó ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîðíåé
z2, z3 áîëüøå äâóõ ïî ìîäóëþ. Âî âòîðîì ñëó÷àå ìíîãî÷ëåí äîëæåí èìåòü îäèí
äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü z1 ìåíüøå 2 ïî ìîäóëþ è ïàðó êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ
êîðíåé z2, z

∗
2 ñ |z2| > 2.

Èìåÿ òàêîé ìíîãî÷ëåí òðåòüåé ñòåïåíè, ñäåëàåì çàìåíó z = x+ x−1 è óìíî-
æèì ïîëó÷åííûé ìíîãî÷ëåí íà x3, ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì öåëî÷èñëåííûé
ìíîãî÷ëåí øåñòîé ñòåïåíè

Q = x6 + ax5 + (3 + b)x4 + (2a+ c)x3 + (3 + b)x2 + ax+ 1,

ñîîòâåòñòâåííî. Åãî êîðíÿìè ÿâëÿþòñÿ äâà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ÷èñëà x1,2,
ÿâëÿþùèõñÿ êîðíÿìè êâàäðàòíîãî ìíîãî÷ëåíà x2 − z1x + 1, îíè ïðèíàäëåæàò
åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè â C. ×åòûðå äðóãèõ êîðíÿ äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ � ýòî ÷å-
òûðå äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ x3, x

−1
3 , x4, x

−1
4 , ÿâëÿþùèõñÿ êîðíÿìè êâàäðàòíûõ

óðàâíåíèé x2−z2x+1 = 0 è x2−z3x+1 = 0. Ïîñêîëüêó |zi| > 2, àáñîëþòíûå çíà-
÷åíèÿ xj, j = 3, 4, áîëüøå åäèíèöû. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà âîçüìåì íåïðèâîäèìûé
ìíîãî÷ëåí òðåòüåé ñòåïåíè P = z3 − 2z2 − 8z + 1 [47]. Îí èìååò äâà äåéñòâè-
òåëüíûõ êîðíÿ áîëüøå äâóõ ïî ìîäóëþ, è äåéñòâèòåëüíûé êîðåíü ìåíüøå äâóõ
ïî ìîäóëþ. Åãî âîçâðàòíûé ìíîãî÷ëåí ðàâåí

Q(x) = x6 − 2x5 − 5x4 − 3x3 − 5x2 − 2x+ 1, (3.4)

êîòîðûé íåïðèâîäèì íàä ïîëåì Q è èìååò ÷åòûðå äåéñòâèòåëüíûõ êîðíÿ λ1, λ2,
λ−1
1 , λ−1

2 , |λ1,2| > 1, è ïàðó êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ êîðíåé, ëåæàùèõ íà åäè-
íè÷íîé îêðóæíîñòè. Âñå ýòè ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè, è Q � èõ ìè-
íèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí. Åãî ñîïðîâîæäàþùàÿ ìàòðèöà A èìååò äâóìåðíûå ïîä-
ïðîñòðàíñòâà W u,W s è ïîðîæäàåò ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêîå ïðåîáðàçîâàíèå
íà T6 ñ äâóìåðíûì óñòîé÷èâûì è íåóñòîé÷èâûì ñëîåíèÿìè è äâóìåðíûì öåí-
òðàëüíûì ñëîåíèåì. Ìàòðèöó A ìîæíî ñäåëàòü ñèìïëåêòè÷åñêîé ñ èñïîëüçîâà-
íèåì íåñòàíäàðòíîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóêòóðû, ïîðîæäåííîé êîñîñèììåòðè÷-
íîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé J â (3.2) ñ a = −2, b = −5, c = −3 è det J = 36.

Äëÿ âòîðîãî ñëó÷àÿ êîìïëåêñíûé êîðåíü z2 = u + iv, uv ̸= 0, ìîæåò áûòü
çàïèñàí êàê u = (ρ+ ρ−1) cosα, u = (ρ− ρ−1) sinα, ãäå x3,4 = ρ exp[±iα], ρ > 1,
x−1
3,4 = ρ−1 exp[∓iα]. Èç ýòèõ âûðàæåíèé ïîëó÷àåì ñèñòåìó äëÿ íàõîæäåíèÿ ρ, α
ïðè çàäàíûõ u, v:

u2

ρ2 + ρ−2 + 2
+

u2

ρ2 + ρ−2 − 2
= 1, tanα =

u(ρ2 + 1)

v(ρ2 − 1)
.

Ââîäÿ ïåðåìåííóþ s = ρ2 + ρ−2 > 2, ïðèõîäèì ê êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ äëÿ s

s2 − (u2 + v2)s− 4 + 2(u2 − v2) = 0.
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Ìîíè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí P = z3+az2+ bz+c èìååò åäèíñòâåííûé âåùåñòâåí-
íûé êîðåíü ìåíüøå 2 ïî ìîäóëþ, à äâà äðóãèõ êîðíÿ äîëæíû áûòü êîìïëåêñíî-
ñîïðÿæåííûìè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ìîæíî ðàññìîòðåòü ìíîãî÷ëåí P = z3 −
3z2 + 6z − 1 ñ z1 ≈ 0.182, z2,3 ≈ 1.409 ± 1.871i èëè P = z3 − z − 1 ñ z1 ≈
1.325, z2,3 ≈ −0.662 ± 0.562i. Îíè çàäàþò äâà âîçâðàòíûõ, íåïðèâîäèìûõ ìíî-
ãî÷ëåíà øåñòîé ñòåïåíè

x6 − 3x5 + 9x4 − 7x3 + 9x2 − 3x+ 1 è x6 + 2x4 − x3 + 2x2 + 1 (3.5)

Ðàññìîòðèì àâòîìîðôèçì â R6, ïîðîæäåííûé ñîïðîâîæäàþùåé ìàòðèöåé
ìíîãî÷ëåíà (3.4). Åãî ñîáñòâåííûå âåêòîðà äåéñòâèòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé èìåþò âèä

fλ = (1, λ, λ2, λ3, λ4, λ5)⊤, λ = λ1,2.

Òàêèì îáðàçîì, íå ñóùåñòâóåò íèêàêèõ öåëî÷èñëåííûõ âåêòîðîâ n òàêèõ, ÷òî
(n, fλk

) = 0, k = 1, 2, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, ïî êðàéíåé ìåðå, îäèí èç λk ÿâëÿåòñÿ
êîðíåì ìîíè÷åñêîãî öåëî÷èñëåííîãî ìíîãî÷ëåíà ïÿòîé ñòåïåíè èëè ìåíüøå.

Äëÿ ñëó÷àÿ ìíîãî÷ëåíà (3.5) åãî ñîïðîâîæäàþùàÿ ìàòðèöà èìååò êîìïëåêñíî-
ñîïðÿæåííûå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ, λ∗ ñ |λ| > 1, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò äâà
êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðà

fλ = (1, λ, λ2, λ3, λ4, λ5)⊤, f∗λ.

Èõ äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè çàäàþò äâà äåéñòâèòåëüíûõ ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìûõ âåêòîðà gr,gi, fλ = gr+igi Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò öåëî÷èñëåííûé
íåíóëåâîé âåêòîð n ∈ Z6 òàêîé, ÷òî (n,gr) = 0 è (n,gi) = 0. Ýòî ðàâåíñòâî ðàâ-
íîñèëüíî

(n,gr + igi) = n1 + n2λ+ n3λ
2 + n4λ

3 + n5λ
4 + n6λ

5 = 0,

ò.å. λ ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ÷èñëîì ïÿòîé ñòåïåíè èëè ìåíüøå. Ìû ïðèõîäèì
ê ïðîòèâîðå÷èþ. Èòàê, â îáîèõ ñëó÷àÿõ ñëîè íåóñòîé÷èâîãî ñëîåíèÿ ïëîòíû íà
T6.

Íèæå ïðèâåäåí åùå îäèí ïðèìåð àâòîìîðôèçìà íà T6 ñ òðàíçèòèâíûì íåóñ-
òîé÷èâûì äâóìåðíûì ñëîåíèåì. Âîçüìåì áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþ öåëî÷èñëåííóþ
ìàòðèöó S4, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ öåëî÷èñëåííûõ áëîêîâ, îäèí èç êîòîðûõ (4×4)-
áëîê èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ, λ−1, exp[iα1], exp[−iα1], λ > 1,, êîòîðûé ïî-
ðîæäàåò ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèé òðàíçèòèâíûé àâòîìîðôèçì íà T4, è âòîðîé
(2× 2)-áëîê, êîòîðûé ïîðîæäàåò àâòîìîðôèçì Àíîñîâà íà T2

S4 =


2 1 2 1 0 0
1 1 1 1 0 0
0 2 1 1 0 0
2 −2 1 0 0 0
0 0 0 0 2 1
0 0 0 0 1 1

 .
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Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χ4(λ) = (λ4 − 4λ3 + λ2 − 4λ + 1)(λ2 − 3λ + 1),
ñîîòâåòñòâóþùåé ñèìïëåêòè÷åñêîé ìàòðèöû S4 ïðèâîäèì íàä ïîëåì Q è èìååò
ñëåäóþùèå êîðíè

λ1,2 = 1 +

√
5

2
±
√

5 + 4
√
5

2
, λ3,4 = 1−

√
5

2
± i

√
4
√
5− 5

2
, λ5,6 =

3

2
±

√
5

2
.

Çäåñü äâóìåðíîå íåóñòîé÷èâîå ñëîåíèå ïîðîæäàåòñÿ âåùåñòâåííûìè ñîáñòâåí-
íûìè âåêòîðàìè âåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ1 è λ5. Ïðîâåðèì, ÷òî
çäåñü âûïîëíÿåòñÿ ñëåäñòâèå 26. Äåéñòâèòåëüíî, ñîáñòâåííûå âåêòîðà ýòèõ ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé èìåþò âèä: e1 = (a,b, c,d,0,0)⊤ è e2 = (0,0,0,0, f ,g).
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ÷òî ñóùåñòâóåò öåëî÷èñëåííûé âåêòîð r òàêîé, ÷òî
îáà ðàâåíñòâà (r, e1) = 0 è (r, e2) = 0 âûïîëíÿþòñÿ. Òîãäà âòîðîé èç íèõ äàåò
r5f + r6g = 0, ÷òî ãîâîðèò î ðàöèîíàëüíîñòè ñîîòíîøåíèÿ f/g. Íî ýòî íåâîçìî-
æåí äëÿ àâòîìîðôèçìà Àíîñîâà íà T2 [47]. Ñëåäîâàòåëüíî, íåóñòîé÷èâîå ñëîåíèå
ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì.

3.3.2 Ðàçëîæèìûå àâòîìîðôèçìû

ñ äâóìåðíûì íåóñòîé÷èâûì ñëîåíèåì

Â ýòîì ïîäðàçäåëå ïðåäñòàâëåíû àâòîìîðôèçìû ñ äâóìåðíûìè íåóñòîé-
÷èâûìè è óñòîé÷èâûìè ñëîåíèÿìè, êîòîðûå íàçûâàþòñÿ ðàçëîæèìûìè. Îíè
õàðàêòåðèçóþòñÿ òåì, ÷òî çàìûêàíèÿ èõ íåóñòîé÷èâûõ (óñòîé÷èâûõ) ñëîåâ ÿâ-
ëÿþòñÿ òîðàìè ðàçìåðíîñòè ìåíüøå øåñòè. Êàê áûëî äîêàçàíî â ïðåäëîæåíèè
3.3, çàìûêàíèå ñëîÿ íåóñòîé÷èâîãî ñëîåíèÿ ìîæåò áûòü ÷åòûðåõìåðíûì òîðîì.
Ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùèå ïðèìåðû.

Çäåñü âîçìîæíû òðè ðàçëè÷íûõ ñëó÷àÿ. Â ïåðâîì ñëó÷àå âûáåðåì áëî÷íî-
äèàãîíàëüíóþ öåëî÷èñëåííóþ ìàòðèöó S5, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ öåëî÷èñëåííûõ
áëîêîâ, îäèí èç êîòîðûõ (4×4)-áëîê èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ λ1, λ

−1
1 , λ2, λ

−1
2 ,

λi > 1, i = 1, 2,, ïîðîæäàþùèé àâòîìîðôèçì Àíîñîâà íà T4 ñ òðàíçèòèâíûì
äâóìåðíûì íåóñòîé÷èâûì ñëîåíèåì, à âòîðîé (2×2)-áëîê èìååò äâà êîìïëåêñíî-
ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ exp[iα], exp[−iα] (òîãäà α/2π = 1/3, 1/4, 1/6,
ñëåäóåò èç ðàáîòû [64]). Íàïðèìåð, ïîäõîäèò ñëåäóþùàÿ ìàòðèöà

S5 =


0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
−1 −4 12 −4 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 −1 1

 .

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χ5(λ) = (λ4 + 4λ3 − 12λ2 + 4λ+ 1)(λ2 − λ+ 1),
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ñîîòâåòñòâóþùèé ìàòðèöå S5, ïðèâîäèì è èìååò êîðíè

λ1 = −1 + 3
√
2

2 +
√
6
√

3−2
√
2

2 ≈ 1.629, λ2 = −1 + 3
√
2

2 −
√
6
√

3−2
√
2

2 ≈ 0.614,

λ3 = −1− 3
√
2

2 +
√
6
√

3+2
√
2

2 ≈ −0.165, λ4 = −1− 3
√
2

2 −
√
6
√

3+2
√
2

2 ≈ −6.078,

λ5,6 =
1
2 ± i

√
3
2 .

Ýòà ìàòðèöà èìååò ïàðó îòðèöàòåëüíûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ3,4. ×òîáû ïî-
ëó÷èòü ñëó÷àé, êîãäà âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ âíå åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè ïî-
ëîæèòåëüíû, íóæíî âçÿòü êâàäðàò äàííîãî (4× 4)-áëîêà.

Âî âòîðîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî âûáðàòü, íàïðèìåð, áëî÷íî-äèàãîíàëüíóþ öå-
ëî÷èñëåííóþ ìàòðèöó S6, ñîñòîÿùóþ èç äâóõ öåëî÷èñëåííûõ áëîêîâ, îäèí èç
êîòîðûõ (4×4)-áëîê èìååò äâå ïàðû êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå ñîáñòâåííûõ çíà-
÷åíèé ρ exp[iα], ρ exp[−iα], ρ−1 exp[iα], ρ−1 exp[−iα] âíå åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè
(ýòî òàêæå àâòîìîðôèçì Àíîñîâà íà T4 ñ äâóìåðíûìè íåóñòîé÷èâûì è óñòîé÷è-
âûì ñëîåíèåì) è åùå îäèí (2×2)-áëîê èìååò ïàðó êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé exp[iα], exp[−iα] íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè (òîãäà α/2π =
1/3, 1/4, 1/6, ñëåäóåò èç ðàáîòû [64]).

S6 =


0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
−1 5 −9 5 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 −1 1

 .

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χ6(λ) = (λ4 − 5λ3 + 9λ2 − 5λ + 1)(λ2 − λ + 1),
ñîîòâåòñòâóþùèé ìàòðèöå S6, ïðèâîäèì è èìååò êîðíè

λ1,2 =
5
4 −

i
√
3

4 ±
√
2
√

3−i5
√
3

4 ≈ 0.378± i0.188,

λ3,4 =
5
4 +

i
√
3

4 ±
√
2
√

3+i5
√
3

4 ≈ 2.122± i1.054,

λ5,6 =
1
2 ± i

√
3
2 .

Ïåðâûé ìíîæèòåëü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí, êîòîðûé
ïîëó÷àåòñÿ èç ìíîãî÷ëåíà âòîðîãî ïîðÿäêà z2−5z+7 çàìåíîé z = λ+1/λ. Îáà
êîðíÿ (5± i

√
3)/2 ïî ìîäóëþ áîëüøå äâóõ.

Òðåòèé ñëó÷àé ïîðîæäàåòñÿ áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé öåëî÷èñëåííîé ìàòðèöåé
S7, ñîñòîÿùåé èç òðåõ öåëî÷èñëåííûõ áëîêîâ, äâà èç êîòîðûõ (2× 2)-áëîêè ïî-
ðîæäàþò àâòîìîðôèçìû Àíîñîâà íà T2, è òðåòèé áëîê èìååò ïàðó êîìïëåêñíî-
ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé exp[iα], exp[−iα] íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè
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(òàêæå êàê è âûøå α/2π = 1/3, 1/4, 1/6, [64]):

S7 =


2 1 0 0 0 0
1 1 0 0 0 0
0 0 5 3 0 0
0 0 3 2 0 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 −1 1

 .

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χ7(λ) = (λ2 − 3λ+ 1)(λ2 − 7λ+ 1)(λ2 − λ+ 1),
ñîîòâåòñòâóþùèé ìàòðèöå S6, ïðèâîäèì è èìååò êîðíè

λ1,2 =
3

2
±

√
5

2
, λ3,4 =

7

2
± 3

√
5

2
, λ5,6 =

1

2
± i

√
3

2
.

Ýòîò ñëó÷àé â íåêîòîðîì ñìûñëå àíàëîãè÷åí ïåðâîìó è âòîðîìó, ïîñêîëüêó
íåóñòîé÷èâîå ñëîåíèå äëÿ fS7

äâóìåðíî è òðàíçèòèâíî íà T2×T2. Äåéñòâèòåëü-
íî, ñîáñòâåííûå âåêòîðû âåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé êîòîðûå áîëüøå
åäèíèöû, óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ñëåäñòâèÿ 26. Òåì íå ìåíåå ìû âûäåëÿåì ýòîò
ñëó÷àé, ïîñêîëüêó òàêèå àâòîìîðôèçìû òîïîëîãè÷åñêè íå ñîïðÿæåíû ñ ëþáûì
àâòîìîðôèçìîì ïåðâîãî èëè âòîðîãî ñëó÷àÿ.

3.4 Êëàññèôèêàöèÿ ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèõ

àâòîìîðôèçìîâ

Ïðè èçó÷åíèè ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ àâòîìîðôèçìîâ
âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: â êàêîì ñëó÷àå äâà òàêèõ àâòîìîðôèçìà òîïî-
ëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû. Íàïîìíèì, ÷òî äâà ãîìåîìîðôèçìà f1, f2 ìåòðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà M íàçûâàþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûìè, åñëè ñóùåñòâóåò
ãîìåîìîðôèçì h : M → M òàêîé, ÷òî h ◦ f1 = f2 ◦ h.

Çàìåòèì, ÷òî êëàññèôèêàöèÿ ýðãîäè÷åñêèõ àâòîìîðôèçìîâ òîðà ñ òî÷êè çðå-
íèÿ òåîðèè ìåðû îïðåäåëÿåòñÿ èõ ýíòðîïèåé [48], êîòîðàÿ ðàâíà ñóììå ëîãà-
ðèôìîâ ìîäóëåé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, áîëüøèõ åäèíèöû ïî ìîäóëþ ìàòðèöû
A. Ýòî ñëåäóåò èç òåîðåìû Îðíøòåéíà îá èçîìîðôèçìå [75] è òîãî ôàêòà, ÷òî
êàæäûé ýðãîäè÷åñêèé àâòîìîðôèçì òîðà ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì Áåðíóëëè
îòíîñèòåëüíî ìåðû Ëåáåãà [48].

Òåîðåìà Àðîâà (ñì. âûøå) îáåñïå÷èâàåò òîïîëîãè÷åñêîå ñîïðÿæåíèå äâóõ
àâòîìîðôèçìîâ fA, fB íà Tn. Ëþáîé èçîìîðôèçì ãðóïïû Tn â öèêëè÷åñêèõ êî-
îðäèíàòàõ θ çàäàåòñÿ öåëî÷èñëåííîé óíèìîäóëÿðíîé ìàòðèöåé. Ñóùåñòâîâàíèå
ñîïðÿãàþùåãî ãîìåîìîðôèçìà h : T6 → T6 äëÿ äâóõ àâòîìîðôèçìîâ fA, fB, ò.å.
h ◦ fA = fB ◦ h, âëå÷åò ñîîòíîøåíèå H ◦ A = B ◦H â ôóíäàìåíòàëüíîé ãðóïïå
Z6 òîðà, ãäå H � ëèíåéíûé èçîìîðôèçì â Z6, ïîðîæä¼ííûé h. Òàêèì îáðàçîì,
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ìàòðèöû A,B öåëî÷èñëåííî ïîäîáíû ïî H. Îáðàòíî, åñëè äâå öåëî÷èñëåííûå
óíèìîäóëÿðíûå ìàòðèöû A,A′ öåëî÷èñëåííî ïîäîáíû, ò.å. ñóùåñòâóåò öåëî÷èñ-
ëåííàÿ óíèìîäóëÿðíàÿ ìàòðèöà H òàêàÿ, ÷òî HA = A′H, òîãäà H èíäóöèðóåò
àâòîìîðôèçì h = fH òîðà T6. Íàêðûâàþùåå îòîáðàæåíèå äëÿ h ◦ fA èìååò âèä
LHLA = LHA, à LA′LH = LA′H äëÿ fA′ ◦ h. Ñëåäîâàòåëüíî, LHLA = LA′LH è
ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå h ◦ fA = fA′ ◦ h. Èòàê, äëÿ êëàññèôèêàöèè ÷àñòè÷íî
ãèïåðáîëè÷åñêèõ àâòîìîðôèçìîâ íà T6 ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, ÿâëÿ-
þùàÿñÿ ïåðåôîðìóëèðîâêîé òåîðåìû Àðîâà

Òåîðåìà 27. Äâà ñèìïëåêòè÷åñêèõ ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèõ àâòîìîðôèçìà
fA, fB íà T6 òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåíû òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ìàòðèöû
A,B öåëî÷èñëåííî ïîäîáíû.

Ïîäîáíûå ìàòðèöû A,B èìåþò îäèí è òîò æå öåëî÷èñëåííûé õàðàêòåðèñòè-
÷åñêèé ìíîãî÷ëåí. Êàê ìû âèäåëè âûøå, ïîñòðîåíèå ïðèìåðîâ àâòîìîðôèçìîâ
ïðîùå ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîïðîâîæäàþùèõ ìàòðèö õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìíîãî-
÷ëåíîâ. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñóùåñòâóþò äâå öåëî÷èñëåííûå ñèìïëåêòè÷å-
ñêèå ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèå ìàòðèöû A,B, èìåþùèå îäèí è òîò æå õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí. Êîãäà äâà àâòîìîðôèçìà fA, fB òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿ-
æåíû? Íà ïðèâåäåííûõ âûøå ïðèìåðàõ ìû âèäåëè, ÷òî òàêèå äâà àâòîìîðôèçìà
ìîãóò áûòü íå ñîïðÿæåíû, ïîñêîëüêó èõ ìàòðèöû íå ÿâëÿþòñÿ öåëî÷èñëåííî ïî-
äîáíûìè, õîòÿ ðàöèîíàëüíî ïîäîáíû. Èòàê, íàì íóæíî îïðåäåëèòü, ÿâëÿþòñÿ
ëè òàêèå äâå öåëî÷èñëåííûå ìàòðèöû öåëî÷èñëåííî ïîäîáíû, ñîîòâåòñòâóþùåå
îáñóæäåíèå ìû îòëîæèì äî ðàçäåëà 3.5.

Â ÷àñòíîñòè, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, ñóùåñòâóåò äâà ñëó÷àÿ àâòîìîðôèç-
ìîâ íà T6 ñ òðàíçèòèâíûì íåóñòîé÷èâûì äâóìåðíûì ñëîåíèåì. Â ïåðâîì ñëó-
÷àå õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí íåïðèâîäèì íàä Z, à âî âòîðîì ñëó÷àå îí
ïðèâîäèì íàä Z â ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìîíîíè÷åñêèõ öåëî÷èñëåííûõ ìíîãî÷ëå-
íîâ ÷åòâåðòîãî è âòîðîãî ïîðÿäêà. Àâòîìîðôèçìû ïåðâîãî è âòîðîãî ñëó÷àÿ
ÿâëÿþòñÿ íåñîïðÿæåííûìè, ïîñêîëüêó îíè èìåþò ðàçíûå õàðàêòåðèñòè÷åñêèå
ìíîãî÷ëåíû.

×òîáû ðàçëè÷àòü àâòîìîðôèçìû, íå ÿâëÿþùèåñÿ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåí-
íûìè, ïîëåçíî èìåòü íåñêîëüêî ïðîñòûõ ïðèçíàêîâ, êîòîðûå ãàðàíòèðóþò ýòî.
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ òàêîâûì.

Ïðåäëîæåíèå 6. Ïóñòü fA � ñèìïëåêòè÷åñêèé ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèé àâ-
òîìîðôèçì 6-ìåðíîãî òîðà T6 ñ òðàíçèòèâíûì îäíîìåðíûì íåóñòîé÷èâûì ñëî-
åíèåì. Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû A íåïðèâîäèì íàä ïîëåì
Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí
ïðèâîäèì íàä ïîëåì Q è ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîèçâåäåíèå äâóõ âåùåñòâåííûõ
ìíîãî÷ëåíîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè. Âîçìîæíû ÷åòûðå ñëó÷àÿ.
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� Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìíîãî-
÷ëåíîâ, ïåðâîé ñòåïåíè, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ, è ïÿ-
òîé ñòåïåíè, ñîîòâåòñòâóþùèé ÷åòûðåì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì, ëåæàùèì
íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè è λ−1. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî λ ∈ Q. Â ýòîì ñëó÷àå
ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííûé âåêòîð γ äëÿ λ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîîðäèíàòàìè,
÷òî íåâîçìîæíî: ïðè óìíîæåíèå íà íàèìåíüøèé îáùèé çíàìåíàòåëü ýòîò
âåêòîð ñòàíîâèòñÿ öåëî÷èñëåííûì, à ïðîåêöèÿ p(tγ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
çàìêíóòóþ èíâàðèàíòíóþ êðèâóþ ñ åäèíñòâåííîé íåóñòîé÷èâîé òî÷êîé.
Òî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî, åñëè ëèíåéíîìó ìíîæèòåëþ ñîîòâåòñòâóåò λ−1.

� Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ìíîãî÷ëå-
íîâ: âòîðîé ñòåïåíè, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ, λ−1, è
÷åòâåðòîé ñòåïåíè, ñîîòâåòñòâóþùèé ÷åòûðåì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì íà
åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí èìååò âèä P =
= x6+a1x

5+a2x
4+a3x

3+a2x
2+a1x+1 = (x2+ax+1)(x4+bx3+cx2+bx+1) ñ

ðàöèîíàëüíûì êîýôôèöèåíòàìè a, b, c. Òîãäà λ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëå-
íà âòîðîé ñòåïåíè x2+ax+1 ñ ðàöèîíàëüíûì êîýôôèöèåíòîì a. Ïîñêîëüêó
âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A ïðîñòû, ìèíèìàëüíûé è õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåíû ìàòðèöû A ñîâïàäàþò, è A ñîïðÿæåíî ïîñðåäñòâîì
ðàöèîíàëüíîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû T ñ ñîïðîâîæäàþùåé ìàòðèöåé
B õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ìàòðèöû A, A = T−1BT . Ñîáñòâåí-
íûé âåêòîð ìàòðèöû B, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λ, ðàâåí
ρ = (1, λ, λ2, λ3, λ4, λ5)⊤. Ïîñêîëüêó λ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà âòîðîé
ñòåïåíè, ñóùåñòâóþò ÷åòûðå ðàöèîíàëüíûõ ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñîîòíî-
øåíèÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî âåêòîðà ρ: (mi, ρ) = 0, ãäå i = 1, 2, 3, 4, à
èìåííî m1 = (1, a, 1, 0, 0, 0)⊤, m2 = (0, 1, a, 1, 0, 0)⊤,m3 = (0, 0, 1, a, 1, 0)⊤,
m4 = (0, 0, 0, 1, a, 1)⊤. Åñëè a = p/q ñ âçàèìíî ïðîñòûìè öåëûìè ÷èñëàìè
p, q, òî ïîëó÷àåì ÷åòûðå ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ öåëî÷èñëåííûõ âåêòîðà.

Èìååì TA = BT ñ ðàöèîíàëüíîé íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé T , ñëå-
äîâàòåëüíî óìíîæåíèå íà îáùèé çíàìåíàòåëü ýëåìåíòîâ T çàäàåò öåëî-
÷èñëåííóþ íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó T1, óäîâëåòâîðÿþùóþ ñîîòíîøåíèþ
T1A = BT1. Âåêòîð T1γ

u ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì äëÿ ìàòðèöû B
ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì λ : BT1γ

u = T1Aγ
u = λT1γ

u. Òàê êàê λ ÿâëÿ-
åòñÿ ïðîñòûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì, òî T1γ

u = cρ. Òîãäà ìû ïîëó÷àåì
÷åòûðå ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ öåëî÷èñëåííûõ âåêòîðà T ∗

1mi, i = 1 − 4,,
óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿì (T ∗

1mi, γ
u) = (mi, T1γ

u) = c(mi, ρ) = 0.
Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî çàìûêàíèåì íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ
ïðåäñòàâëÿåò òîð ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, à èìåííî äâóìåðíûé. Ýòî ïðîòè-
âîðå÷èò òðàíçèòèâíîñòè àâòîìîðôèçìà fA íà T6.

� Ïðåäïîëîæèì, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíè-
åì äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ òðåòüåé ñòåïåíè, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñîáñòâåííûì çíà-
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÷åíèÿì λ, exp[±iαk] è λ−1, exp[±iαj], ãäå i, j = 1, 2 è i ̸= j. Òîãäà ìíîãî-
÷ëåí òðåòüåé ñòåïåíè ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè èìååò âèä

(x− λ)(x− exp[iα1])(x− exp[−iα1]) = (x− λ)(x2 + 2x cosα1 + 1) =
x3 + (2 cosα1 − λ)x2 + (1− 2λ cosα1)x− λ.

Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî λ - ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî. Íî òîãäà ñíîâà ñóùå-
ñòâóåò ñîáñòâåííûé âåêòîð ñ ðàöèîíàëüíûì êîýôôèöèåíòîì, îòñþäà ñíîâà
ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå.

� Ïðåäïîëîæèì, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ðàçëàãàåòñÿ â ïðîèçâå-
äåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ, îäèí èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ÷åòâåð-
òîé ñòåïåíè, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì λ, λ−1, exp[±iαk]
è âòîðîé ñòåïåíè, ñîîòâåòñòâóþùèé ñîáñòâåííûì çíà÷åíèÿì exp[±iαj],
j ̸= k. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí èìååò âèä P = x6 + a1x

5 + a2x
4 +

a3x
3 + a2x

2 + a1x + 1 = (x2 + ax + 1)(x4 + b1x
3 + b2x

2 + b1x + 1). Òàê êàê
a, bl ∈ Q, l = 1, 2, òî bl =

pl
ql
, ãäå pl, ql âçàèìíî ïðîñòûå öåëûå ÷èñëà. Îáî-

çíà÷èì ÷åðåç N îáùèé çíàìåíàòåëü äëÿ bl, l = 1, 2. Òàêèì îáðàçîì, λ �
êîðåíü ìíîãî÷ëåíà ÷åòâåðòîé ñòåïåíè ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè.
Ðàññóæäàÿ òàê æå, êàê è â ïóíêòå 2, ïðèõîäèì ê âûâîäó, ÷òî ñóùåñòâóåò
äâà öåëî÷èñëåííûõ ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñîáñòâåííîãî âåêòîðà γu : (mi, γ

u) =
0, ãäå i = 1, 2, à èìåííî m1 = N(1, b1, b2, b1, 1, 0)

⊤,m2 = N(0, 0, 0, 0, b1, 1)
⊤.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì, ÷òî çàìûêàíèåì íåóñòîé÷èâîãî ìíîãîîáðàçèÿ
ÿâëÿåòñÿ òîðîì ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè, à èìåííî ÷åòûðåõìåðíûé. Ýòî ïðî-
òèâîðå÷èò òðàíçèòèâíîñòè.

Èòàê ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî.

Òåïåðü äîêàæåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Ïðåäëîæåíèå 7. Åñëè fA � ñèìïëåêòè÷åñêèé ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèé àâ-
òîìîðôèçì òîðà T6 ñ òðàíçèòèâíûì íåóñòîé÷èâûì îäíîìåðíûì ñëîåíèåì, òî
åãî ñëîè óñòîé÷èâîãî è öåíòðàëüíîãî ñëîåíèé òàêæå ïëîòíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü γu, γs � ñîáñòâåííûå âåêòîðà äëÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷å-
íèé λ, λ−1, è ïðîåêöèÿ ïðÿìîé tγu íà T6 ïëîòíà. Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû A íåïðèâîäèì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàìûêàíèå ïðîåêöèè tγs

íà T6 ëèáî äâóìåðíûé òîð, ëèáî ÷åòûðåõìåðíûé òîð. Ýòî âëå÷åò, ÷òî õàðàêòå-
ðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû A ïðèâîäèì. Ïðîòèâîðå÷èå.

Òåïåðü ïîêàæåì, åñëè íåóñòîé÷èâîå ñëîåíèå ïëîòíî, òî öåíòðàëüíîå ñëîå-
íèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïëîòíûì íà T6. Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ìàòðèöû
A íåïðèâîäèì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàìûêàíèå ïðîåêöèè öåíòðàëüíîãî ïîäïðî-
ñòðàíñòâà W s íå ÿâëÿåòñÿ ïëîòíûì è, áóäó÷è òîðîì, îáðàçóåò ÷åòûðåõìåðíûé
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òîð íà T6. Ýòîò òîð ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì èíâàðèàíòíûì ìíîãîîáðàçèåì îòíîñè-
òåëüíî fA (êàê çàìûêàíèÿ èíâàðèàíòíîãî ìíîæåñòâà), ñîäåðæàùåãî íåïîäâèæ-

íóþ òî÷êó Ô. Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ê T4 â òî÷êå Ô ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé
÷åòûðåõìåðíîé ïëîñêîñòüþ îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöèàëà DfA. Â íàêðûâàþ-
ùåì ïðîñòðàíñòâå R6 p-ïðîîáðàç ýòîé ÷åòûðåõìåðíîé ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿùåé
÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò O, ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé ÷åòûðåõìåðíîé ïëîñêîñòüþ,
îòíîñèòåëüíî LA. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òàêàÿ ÷åòûðåõìåðíà ïëîñêîñòü W

c,
äëÿ êîòîðîé îãðàíè÷åíèå LA íà ýòó èíâàðèàíòíóþ ïëîñêîñòü èìååò ñîáñòâåí-
íûå çíà÷åíèÿ exp[±iα1], exp[±iα2]. Ïîñêîëüêó ïðîåêöèÿ ýòîé ïëîñêîñòè íà T6

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èíâàðèàíòíûé ÷åòûðåõìåðíûé òîð T4, ñóùåñòâóþò ÷åòûðå
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ öåëî÷èñëåííûõ âåêòîðà â W c.

Ïîñêîëüêó W c ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì, ðàññìîòðèì èí-
äóöèðîâàííîå ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì LA ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå LB â
ýòî èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî, êîòîðîå çàäàåòñÿ (4 × 4)-ìàòðèöåé B â áà-
çèñå èç öåëî÷èñëåííûõ âåêòîðîâ. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà B èìååò ðàöèîíàëü-
íûå êîýôôèöèåíòû. Ñëåäîâàòåëüíî, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Q ìàòðè-
öû B òàêæå èìååò ðàöèîíàëüíûå êîýôôèöèåíòû. Ïðîñòðàíñòâî R6 ðàçëàãàåòñÿ
â ïðÿìóþ ñóììó äâóõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, îòíîñèòåëüíî ëèíåéíîãî
ïðåîáðàçîâàíèå LA. Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ, èíäóöèðîâàííûõ ïðåîáðàçîâàíèåì LA â èí-
âàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ. Òàêèì îáðàçîì, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí
ïðåîáðàçîâàíèÿ LA ïðèâîäèì, ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ.

Òåïåðü ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàìûêàíèåì p(W c) ÿâëÿåòñÿ ïÿòèìåðíûì òîðîì
T5 â T6. Ýòîò òîð òàêæå ÿâëÿåòñÿ ãëàäêèì èíâàðèàíòíûì ìíîãîîáðàçèåì äëÿ
fA, ñîäåðæàùèì íåïîäâèæíóþ òî÷êó Ô. Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü ê T5 â òî÷êå
Ô ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé ïÿòèìåðíîé ïëîñêîñòüþ îòíîñèòåëüíî äèôôåðåíöè-
àëà DfA = LA. Â íàêðûâàþùåì ïðîñòðàíñòâå R6 ïðîîáðàç ýòîé ïÿòèìåðíîé
ïëîñêîñòè, îòíîñèòåëüíî ïðîåêöèè p, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò O,
ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíîé ïÿòèìåðíîé ïëîñêîñòüþ, îòíîñèòåëüíî LA. Ñóùåñòâóþò
òîëüêî äâå òàêèå èíâàðèàíòíûå ïÿòèìåðíûå ïëîñêîñòè W cs,W cu , äëÿ êîòî-
ðûõ îãðàíè÷åíèå LA íà èíâàðèàíòíóþ ïëîñêîñòü èìååò ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
exp[±iα1], exp[±iα2]. Íî ïëîñêîñòü W cu ñîäåðæèò γu, îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî çà-
ìûêàíèå ïðîåêöèè tγu ïðèíàäëåæèò T5, íî ýòîãî íå ìîæåò áûòü, ïîñêîëüêó
ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òðàíçèòèâíîñòè tγu. Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ äëÿ
W cs òàêæå äàþò ïðîòèâîðå÷èå, òàê êàê âûøå ìû ïîêàçàëè, ÷òî çàìûêàíèå γs

ÿâëÿåòñÿ ïëîòíûì â T6.

Òåïåðü âåðíåìñÿ ê êëàññèôèêàöèè àâòîìîðôèçìîâ fA íà T6, êîòîðûå ÿâëÿ-
þòñÿ ðàçëîæèìûìè. Íà ñàìîì äåëå, òåîðåìà Àðîâà ðàáîòàåò è â ýòîì ñëó÷àå.
Òåì íå ìåíåå, â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ñêàçàòü î ñîïðÿãàþùåì àâòîìîðôèçìå áîëü-
øå. Íàïîìíèì, ÷òî àâòîìîðôèçì fA è àâòîìîðôèçì fC , ïîðîæäåííûé ñîïðî-
âîæäàþùåé ìàòðèöåé C åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ñâÿçàíû ïîëóñî-
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ïðÿæåíèåì Ïðåäëîæåíèå 2.
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà fA èìååò îäíîìåðíîå íåóñòîé÷èâîå ñëîå-

íèå. Ïóñòü fA ðàçëîæèìûé àâòîìîðôèçì, ïîðîæäåííûé ìàòðèöåé A (ñèìïëåê-
òè÷åñêîé îòíîñèòåëüíî ñòàíäàðòíîé èëè íåñòàíäàðòíîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ñòðóê-
òóðû) ñ îäíîìåðíûì íåóñòîé÷èâûì ñëîåíèåì. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çàìûêàíèå ëþ-
áîãî íåóñòîé÷èâîãî ñëîÿ ÿâëÿåòñÿ òîðîì ðàçìåðíîñòè ìåíüøå øåñòè. Òîãäà ñïðà-
âåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 8. Åñëè fA ðàçëîæèìûé àâòîìîðôèçì ñ îäíîìåðíûì íåóñòîé÷è-
âûì ñëîåíèåì, òî öåëî÷èñëåííûé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χ(λ) ìàòðèöû
A ïðèâîäèì íàä ïîëåì Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó çàìûêàíèå áåñêîíå÷íîé ïðÿìîé p(tγu) îáðàçóåò
òîð ðàçìåðíîñòè ìåíüøåé ÷åì øåñòü (÷åòûðåõìåðíûé èëè äâóìåðíûé), òî ñîá-
ñòâåííûé âåêòîð γu äëÿ ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ λu > 1 ìàòðèöû A ÿâëÿåò-
ñÿ ðåçîíàíñíûì, ò.å. ñóùåñòâóþò íåòðèâèàëüíûå öåëî÷èñëåííûå ñîîòíîøåíèÿ
(m, γu) = 0 ñ íåíóëåâûì âåêòîðîì m ∈ Z. Ïðåäïîëîæèì, îò ïðîòèâíîãî, ÷òî
ìíîãî÷ëåí χ(λ) ìàòðèöû A íåïðèâîäèì íàä ïîëåì Q. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî λu

ÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì ÷èñëîì íå ìåíüøå ÷åì øåñòîé ñòåïåíè. Ïîñêîëüêó
âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A ïðîñòûå è A öåëî÷èñëåííàÿ ìàòðèöà, òî
îíà ðàöèîíàëüíî ïîäîáíà ñîïðîâîæäàþùåé ìàòðèöå C: AT = TC ñ íåâûðîæ-
äåííîé ðàöèîíàëüíîé ìàòðèöåé T . Êàê èçâåñòíî, ñîáñòâåííûé âåêòîð ρ ìàò-
ðèöû C, ñîîòâåòñòâóþùèé âåùåñòâåííîìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λu èìååò âèä
(1, λu, . . . , λ

5
u)

⊤: Cρ = λuρ. Ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð Tρ ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåê-
òîðîì ìàòðèöû A: ATρ = TCρ = λuTρ. Ïîñêîëüêó λu � ïðîñòîå ñîáñòâåííîå
çíà÷åíèå, òî Tρ = cγu. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ öåëî÷èñëåííîãî âåêòîðà m ∈ Z6

ïîëó÷àåì: (m,Tρ) = c(m, γu) = 0. Èòàê, äëÿ öåëî÷èñëåííîãî íåâûðîæäåííîãî
âåêòîðà T ∗m èìååì (T ∗m, ρ) = 0. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ìíîãî-
÷ëåí ïÿòîé èëè ìåíüøåé ñòåïåíè ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè òàêîé, ÷òî λu ÿâëÿ-
åòñÿ åãî êîðíåì. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî λu � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî øåñòîé
ñòåïåíè. Èòàê, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χ(λ) ïðèâîäèì íàä Q.

Ìíîãî÷ëåí χ(λ) öåëî÷èñëåííîé ñèìïëåêòè÷åñêîé ìàòðèöû A ìîæåò áûòü
ðàçëîæåí â ïðîèçâåäåíèå âåùåñòâåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôè-
öèåíòàìè òîëüêî äâóìÿ ñïîñîáàìè: 1) χ(λ) = P4(λ)Q2(λ) ñ íåïðèâîäèìûìè ìíî-
ãî÷ëåíàìè P4 ÷åòâåðòîé ñòåïåíè èQ2 âòîðîé ñòåïåíè; 2) χ(λ) = P2(λ)Q2(λ)R2(λ)
ñ íåïðèâîäèìûìè ìíîãî÷ëåíàìè âòîðîé ñòåïåíè. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè ïðåä-
ïîëîæèòü, ÷òî χ(λ) � ïðîèçâåäåíèå äâóõ ðàöèîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ íå÷åòíûõ
ñòåïåíåé, òîãäà, êàê è ðàíüøå, ïîëó÷àåì, ÷òî ñóùåñòâóåò ðàöèîíàëüíûé êîðåíü
è, ñëåäîâàòåëüíî, öåëî÷èñëåííûé ñîáñòâåííûé âåêòîð, ÷òî ïðèâîäèò ê ñóùåñòâî-
âàíèþ èíâàðèàíòíîé îêðóæíîñòè íà T6 ñ åäèíñòâåííîé íåóñòîé÷èâîé íåïîäâèæ-
íîé òî÷êîé, ò.å. ê ïðîòèâîðå÷èþ.
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Ðàñïðåäåëåíèå êîðíåé ñðåäè ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ ìîæåò áûòü ñëåäóþùèì: λ,
λ−1, exp[±iα1] äëÿ P4 è exp[±iα2] äëÿ Q2 èëè exp[±iα1], exp[±iα2] äëÿ P4 è
λ, λ−1 äëÿ Q2, äëÿ ïåðâîãî ñëó÷àÿ, à äëÿ âòîðîãî ñëó÷àÿ ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ
ðàçáèòû íà ïàðû λ, λ−1, exp[±iα1], exp[±iα2] äëÿ êàæäîãî ìíîãî÷ëåíà.

Ó÷èòûâàÿ ýòî, ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå òåîðåìû î êëàññèôèêàöèè.

Òåîðåìà 28. Ïóñòü ñèìïëåêòè÷åñêèé àâòîìîðôèçì fA òîðà T6 ñ îäíîìåðíûì
íåóñòîé÷èâûì ñëîåíèåì ðàçëîæèì, è çàìûêàíèå íåóñòîé÷èâîãî (óñòîé÷èâîãî)
ñëîÿ ÿâëÿåòñÿ ÷åòûðåõìåðíûì òîðîì. Òîãäà ìàòðèöà A ðàöèîíàëüíî ïîäîá-
íà áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå (H, I), ãäå áëîêè 4 × 4 äëÿ H è 2 × 2 äëÿ
I ÿâëÿþòñÿ ñîïðîâîæäàþùèìè ìàòðèöàìè íåïðèâîäèìûõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ
ìíîãî÷ëåíîâ P4 è Q2 ñîîòâåòñòâåííî. Äâå òàêèå áëî÷íî-äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû
(H, I), (H ′, I ′) ïîðîæäàþò òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûå ðàçëîæèìûå àâòîìîð-
ôèçìû íà T4 × T2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷àñòè÷íî ãèïåðáîëè÷åñêèå öåëî-
÷èñëåííûå ìàòðèöû H è H ′ öåëî÷èñëåííî ïîäîáíû, à ïåðèîäè÷åñêèå ìàòðèöû
I, I ′ èìåþò îäèíàêîâûé ïåðèîä k, ãäå k ∈ {3, 4, 6}.

Òåîðåìà 29. Ïóñòü fB � ðàçëîæèìûé ñèìïëåêòè÷åñêèé àâòîìîðôèçì T6 ñ îäíî-
ìåðíûì íåóñòîé÷èâûìè ñëîåíèåì òàêîé, ÷òî çàìûêàíèå íåóñòîé÷èâîãî (óñòîé-
÷èâîãî) ñëîÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóìåðíûé òîð. Òîãäà ìàòðèöà B ðàöèîíàëüíî
ïîäîáíà áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå (H, I), áëîêè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ñîïðî-
âîæäàþùèìè ìàòðèöàìè 4 × 4 è 2 × 2 äëÿ H, I, ñîîòâåòñòâåííî, ïîðîæäåí-
íûå íåïðèâîäèìûìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè P4, Q2, èëè òðåì 2×2
ìàòðèöàì (H, I1, I2), ïîðîæäåííûì íåïðèâîäèìûìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ìíî-
ãî÷ëåíàìè P2, Q2, R2, ñîîòâåòñòâåííî.

Â ïåðâîì ñëó÷àå äâå òàêèå áëî÷íî-äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû (H, I), (H ′, I ′) ïî-
ðîæäàþò òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûå ðàçëîæèìûå àâòîìîðôèçìû íà T4 × T2

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ ãèïåðáîëè÷åñêèå öåëî÷èñëåííûå ìàòðèöû H è
H ′ öåëî÷èñëåííî ïîäîáíû, à ïåðèîäè÷åñêèå ìàòðèöû I, I ′ èìåþò îäèíàêîâûé
ïåðèîä k.

Âî âòîðîì ñëó÷àå äâà íàáîðà áëî÷íî-äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö (H, I1, I2), (H
′, I ′1,

I ′2) ïîðîæäàþò òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûå ðàçëîæèìûå àâòîìîðôèçìû íà T2×
×T2×T2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãèïåðáîëè÷åñêèå öåëî÷èñëåííûå ìàòðèöû
H è H ′ öåëî÷èñëåííî ïîäîáíû, à ïåðèîäè÷åñêèå ìàòðèöû I1, I

′
1 èìåþò îäèíàêî-

âûé ïåðèîä k1 è I2, I
′
2 èìåþò îäèíàêîâûé ïåðèîä k2, ki = 3, 4, 6, i = 1, 2 ïðè

óñëîâèè, ÷òî k1 ̸= k2.

Çàìå÷àíèå 11. Â ïåðâîì ñëó÷àå, êîãäà çàìûêàíèå íåóñòîé÷èâîãî (óñòîé÷èâî-
ãî) ñëîÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóìåðíûé òîð, ñîïðîâîæäàþùàÿ ìàòðèöà H íà
T4 èìååò öåëî÷èñëåííûé, âîçâðàòíûé, õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ñ äâóìÿ
ïàðàìè ïðîñòûõ êîìïëåêñíûõ êîðíåé íà åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè. Êàê ñëåäóåò
èç òåîðåìû Êðîíåêåðà [56], âñå ÷åòûðå êîðíÿ ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè èç åäèíèöû.
Åñëè λ4+ aλ3+ bλ2+ aλ+1 � òàêîé ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè a, b,
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òîãäà a = −2(cosα1 + cosα2), b = 2 + 4 cosα1 cosα2. Òî |a| < 4, |b − 2| < 4 è,
ñëåäîâàòåëüíî, âîçìîæíî 49 òàêèõ ñëó÷àåâ. Ñðåäè íèõ åñòü ïðèâîäèìûå, íàïðè-
ìåð, λ4+λ3+2λ2+λ+1 = (λ2+1)(λ2+λ+1), íî ñóùåñòâóþò è íåïðèâîäèìûå
ìíîãî÷ëåíû. Â êà÷åñòâå òàêîâî ïðèìåðà, ìîæíî âçÿòü λ4 − 2λ3 + 5λ2 − 2λ + 1.
Òàêèì îáðàçîì, íåêîòîðàÿ ñòåïåíü ìàòðèöû H èìååò åäèíèöó â êà÷åñòâå êîð-
íÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà. Ïîñêîëüêó âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ H
ïðîñòû, åäèíèöà ÿâëÿåòñÿ êðàòíûì ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ñ ÷åòûðüìÿ îäíî-
ìåðíûìè æîðäàíîâûìè êëåòêàìè, òàê ÷òî ýòà òîæäåñòâåííàÿ ìàòðèöà è H �
ïåðèîäè÷åñêàÿ ìàòðèöà.

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ ðàçëîæèìûõ ñèìïëåêòè÷åñêèõ àâòîìîðôèçìîâ íà T6 ñ
îäíîìåðíûìè íåóñòîé÷èâûìè ñëîåíèåì, òàêæå ñïðàâåäëèâû òåîðåìû î êëàññè-
ôèêàöèè ðàçëîæèìûõ àâòîìîðôèçìîâ íà T6 ñ äâóìåðíûì íåóñòîé÷èâûì ñëîå-
íèåì. Òåì íå ìåíåå, çäåñü åñòü îòëè÷èå: àíàëîã Ïðåäëîæåíèÿ 6 íåäåéñòâèòåëåí.
Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ìàòðèöó S4 èç ðàçäåëà 3.3. Åå íåóñòîé÷èâîå äâó-
ìåðíîå ñëîåíèå òðàíçèòèâíî, íî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ïðèâîäèì íàä
Z. Êëàññèôèöèðóåì ðàçëè÷íûå êëàññû òîïîëîãè÷åñêîãî ñîïðÿæåíèÿ ñ èñïîëü-
çîâàíèåì äðóãîãî ïîäõîäà.

Èç ñëåäñòâèÿ òåîðåìû Õàëìîøà (ñì. âûøå) ñëåäóåò, ÷òî àâòîìîðôèçì fA íà
T6 ýðãîäè÷åí òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñðåäè ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ìàòðèöû
A íåò êîðíåé èç åäèíèöû. Âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû A ÿâëÿþòñÿ öå-
ëûìè àëãåáðàè÷åñêèìè ÷èñëàìè íåêîòîðîé ñòåïåíè, à â ñèëó ñèìïëåêòè÷íîñòè
ñòåïåíü ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì öåëûì ÷èñëîì, ðàâíûì èëè ìåíüøå øåñòè. Ñðåäè íèõ
òîëüêî äâà êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ëåæàò íà åäèíè÷íîé
îêðóæíîñòè. Èòàê, îñòàâøèåñÿ ÷åòûðå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèÿ ëåæàò âíå åäèíè÷-
íîé îêðóæíîñòè è ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèìè ÷èñëàìè íåêîòîðîé ñòåïåíè, îíè
îáðàçóþò ëèáî êîìïëåêñíóþ ÷åòâåðêó, ëèáî äâå ïàðû ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëü-
íûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé λ1, λ

−1
1 è λ2, λ

−1
2 , λ1,2 > 1, λ1 ̸= λ2. Òàêèì îáðàçîì,

ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåìó ðàñïðåäåëåíèþ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé â çàâèñèìîñòè îò
àëãåáðàè÷åñêèõ ñòåïåíåé ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ðàçëîæèìûõ àâòîìîðôèçìîâ:

� ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ðàñïàäàåòñÿ íà äâà ïîäìíîæåñòâà: àë-
ãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà λ1, λ

−1
1 , λ2, λ

−1
2 è àëãåáðàè÷åñêèå

÷èñëà âòîðîãî ïîðÿäêà exp[±iα] (õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χ(λ) â
ýòîì ñëó÷àå ðàçëîæèì íàä Z â ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìîíè÷åñêèõ öåëî÷èñ-
ëåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ÷åòâåðòîé è âòîðîé ñòåïåíè, ñîîòâåòñòâåííî);

� ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ðàñïàäàåòñÿ íà äâà ïîäìíîæåñòâà: àë-
ãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà, ñîñòàâëÿþùèå ÷åòâåðêó ρ exp[iα],
ρ exp[−iα], ρ−1 exp[iα], ρ−1 exp[−iα], ρ > 1, è àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà âòîðî-
ãî ïîðÿäêà exp[±iα] (õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χ(λ) ðàçëîæèì íàä
Z â ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìîíè÷åñêèõ öåëî÷èñëåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ÷åòâåðòîé
è âòîðîé ñòåïåíè, ñîîòâåòñòâåííî);
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� ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ðàñïàäàåòñÿ íà òðè ïàðû, ÿâëÿþùèõñÿ
àëãåáðàè÷åñêèìè ÷èñëàìè âòîðîãî ïîðÿäêà: λ1, λ

−1
1 , λ2, λ

−1
2 , exp[±iα] (õà-

ðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χ(λ) ðàçëîæèì íàä Z â ïðîèçâåäåíèå òðåõ
ìîíè÷åñêèõ öåëî÷èñëåííûõ ìíîãî÷ëåíîâ âòîðîé ñòåïåíè, ñîîòâåòñòâåííî).

Â ýòèõ ñëó÷àÿõ óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûå äâóìåðíûå ñëîåíèÿ èìåþò ñëîè,
çàìûêàíèÿìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ÷åòûðåõìåðíûìè òîðàìè (ðàçëîæèìûå àâòî-
ìîðôèçìû), à öåíòðàëüíîå ñëîåíèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâóìåðíûé òîð ñ ïåðè-
îäè÷åñêèì àâòîìîðôèçìîì ïåðèîäà {3, 4, 6} [64] ïðè îãðàíè÷åíèå íà fA.

Ó÷èòûâàÿ ýòî, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå òåîðåìû î êëàññèôèêàöèè.

Òåîðåìà 30. Ïóñòü fA � ðàçëîæèìûé ñèìïëåêòè÷åñêèé àâòîìîðôèçì òîðà T6

òàêîé, ÷òî çàìûêàíèå ëþáîãî äâóìåðíîãî íåóñòîé÷èâîãî (óñòîé÷èâîãî) ñëîÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ ÷åòûðåõìåðíûì òîðîì, à ìàòðèöà A èìååò ëèáî ÷åòâåðêó êîìïëåêñíî-
ñîïðÿæåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé âíå åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè, ëèáî äâå ðàç-
ëè÷íûå ïàðû âåùåñòâåííûõ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé âíå åäèíè÷íîé îêðóæíîñòè.
Òîãäà ìàòðèöà A ðàöèîíàëüíî ïîäîáíà áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå S, áëîêè
êîòîðîé (H, I) ÿâëÿþòñÿ ñîïðîâîæäàþùèìè ìàòðèöàìè (4 × 4) è (2 × 2), ïî-
ðîæäåííûìè ìíîæèòåëÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà. Äâå òàêèå áëî÷íî-
äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû (H, I), (H ′, I ′) ïîðîæäàþò òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûå
ðàçëîæèìûå àâòîìîðôèçìû íà T4 × T2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãèïåðáîëè-
÷åñêèå öåëî÷èñëåííûå ìàòðèöû H è H ′ öåëî÷èñëåííî ïîäîáíû, à ïåðèîäè÷åñêèå
ìàòðèöû I, I ′ èìåþò îäèíàêîâûé ïåðèîä k, k ∈ {3, 4, 6}.
Òåîðåìà 31. Ïóñòü fB � ðàçëîæèìûé ñèìïëåêòè÷åñêèé àâòîìîðôèçì òîðà T6

òàêîé, ÷òî çàìûêàíèå ëþáîãî äâóìåðíîãî íåóñòîé÷èâîãî (óñòîé÷èâîãî) ñëîÿ ÿâ-
ëÿåòñÿ ÷åòûðåõìåðíûì òîðîì, è åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí ÿâëÿåò-
ñÿ ïðîèçâåäåíèåì òðåõ ìîíè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ âòîðîé ñòåïåíè. Òîãäà ìàò-
ðèöà B ðàöèîíàëüíî ïîäîáíà áëî÷íî-äèàãîíàëüíîé ìàòðèöå S, áëîêè êîòîðîé
(H1, H2, I) ÿâëÿþòñÿ ñîïðîâîæäàþùèìè ìàòðèöàìè (2×2), (2×2) è (2×2), ïî-
ðîæäåííûå ìíîæèòåëÿìè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà. Äâå òàêèå áëî÷íî-
äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû (H1, H2, I), (H

′
1, H

′
2, I

′) ïîðîæäàþò òîïîëîãè÷åñêè ñî-
ïðÿæåííûå ðàçëîæèìûå àâòîìîðôèçìû íà T6 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãè-
ïåðáîëè÷åñêèå öåëî÷èñëåííûå ìàòðèöû H1 è H ′

1 öåëî÷èñëåííî ïîäîáíû, ãèïåð-
áîëè÷åñêèå öåëî÷èñëåííûå ìàòðèöû H2 è H ′

2 òàêæå öåëî÷èñëåííî ïîäîáíûå, à
öåëî÷èñëåííûå ìàòðèöû I, I ′ èìåþò îäèíàêîâûé ïåðèîä k, k ∈ {3, 4, 6}

3.5 Äîïîëíåíèå

Â ýòîì ðàçäåëå ñòðîÿòñÿ ïðèìåðû ÷åòûðåõ- è øåñòèìåðíûõ ëèíåéíûõ ñèì-
ïëåêòè÷åñêèõ öåëî÷èñëåííûõ ìàòðèö, íå ÿâëÿþùèõñÿ öåëî÷èñëåííî ïîäîáíû-
ìè ñî ñâîåé ñîïðîâîæäàþùåé ìàòðèöåé. Ýòî äåìîíñòðèðóåò, ÷òî óñëîâèÿ öåëî-
÷èñëåííîãî ïîäîáèÿ â òåîðåìàõ î êëàññèôèêàöèè ñóùåñòâåííû. Íàïîìíèì, ÷òî

111



ñèìïëåêòè÷åñêàÿ ìàòðèöà S â ñòàíäàðòíîì ëèíåéíîì ñèìïëåêòè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå ñ êîîðäèíàòàìè (x, y) = (x1, x2, y1, y2) óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ
S⊤IS = I. Åñëè S ïðåäñòàâëåíà â âèäå ÷åòûð¼õ öåëî÷èñëåííûõ (2× 2) ìàòðèö
A,B,C,D

S =

(
A B
C D

)
,

òîãäà ýòè ìàòðèöû óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

A⊤C = C⊤A, B⊤D = D⊤B, A⊤D − C⊤B = E, (3.6)

ãäå E ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé (2× 2) ìàòðèöåé. Îáîçíà÷èì ýëåìåíòû ýòèõ ÷åòûðåõ
ìàòðèö ñëåäóþùèì îáðàçîì

A =

(
a b
c d

)
, B =

(
α β
γ δ

)
, C =

(
x y
z w

)
, D =

(
ξ η
ζ ω

)
.

Òîãäà ñîîòíîøåíèÿ èç (3.6) ñâîäÿòñÿ ê øåñòè ðàâåíñòâàì

bx− ay + dz − cw = 0, βξ − αη + δζ − γω = 0,
aξ + cζ − αx− γz = 1, aη + cω − βx− δz = 0,
bξ + dζ − αy − γw = 0, bη + dω − βy − δw = 1.

(3.7)

Òàêèì îáðàçîì, ó íàñ åñòü 6 óðàâíåíèé äëÿ 16 ïåðåìåííûõ, ñëåäîâàòåëüíî, ñó-
ùåñòâóåò 10 ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ. Ïîñëåäíèå ÷åòûðå óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü
ñãðóïïèðîâàíû â äâà ìíîæåñòâà, ñîñòîÿùèõ èç äâóõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, îò-
íîñèòåëüíî òåõ ïåðåìåííûõ, ýëåìåíòû ìàòðèöû êîòîðîé ñîñòàâëÿþò íåíóëåâîé
îïðåäåëèòåëü. Ïðåäïîëîæèì, íàïðèìåð, ÷òî detB = ∆ ̸= 0. Òîãäà ïåðåìåí-
íûå (x, y, z, w) ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç îñòàëüíûå ïåðåìåííûå ñëåäóþùèì
îáðàçîì

x =
δ(aξ + cζ)− δ − γ(aη + cω)

∆
, y =

δ(bξ + dζ) + γ − γ(bη + dω)

∆
,

z =
α(aη + cω) + β − β(aξ + cζ)

∆
, w =

α(bη + dω)− α− β(bξ + dζ)

∆
.

Åñëè ïîäñòàâèòü ýòè âûðàæåíèÿ äëÿ (x, y, z, w) â ïåðâîå ñîîòíîøåíèå â (3.7),
òî ñ ó÷åòîì âòîðîãî ðàâåíñòâà â (3.7) ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå bδ + aγ − dβ −
cα = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, âìåñòî äâóõ ïåðâûõ ñîîòíîøåíèé â (3.7) ìû ìîæåì
èñïîëüçîâàòü äâà ñîîòíîøåíèÿ

βξ − αη + δζ − γω = 0, bδ + aγ − dβ − cα = 0,

ãäå êîýôôèöèåíòàìè ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî (α, β, γ, δ).
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Äëÿ ïðèìåðà, âûáåðåì α = γ = δ = 1, β = 0. Òîãäà ∆ = 1 è ðàñ÷åòû äàþò
c = a+ b, ζ = η+ω. Èòàê, èìååì øåñòü ïðîèçâîëüíûõ ïàðàìåòðîâ a, b, d, ξ, η, ω.

Åñëè çàäàòü α = 2, β = γ = δ = 1,, òî, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, ìîæíî âûáðàòü

A =

(
1 1
0 2

)
, C =

(
1 −1
−1 6

)
, D =

(
2 0
1 3

)
,

è ñîîòâåòñòâóþùèé õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χ(λ) = λ4−8λ3+17λ2−8λ+1
ïðèâîäèì íàä Z : χ(λ) = (λ2 − 5λ + 1)(λ2 − 3λ + 1). Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì
àâòîìîðôèçì Àíîñîâà íà T4 ñ äâóìåðíûì íåóñòîé÷èâûì è óñòîé÷èâûì ñëîåíè-
åì, íî îí ÿâëÿåòñÿ ðàçëîæèìûì, òàê êàê çàìûêàíèå îäíîìåðíîãî íåóñòîé÷èâîãî
ñëîåíèÿ, ïîðîæäåííîãî ñîáñòâåííûì âåêòîðîì, ñîîòâåòñòâóþùèì îäíîìó èç ñîá-
ñòâåííûõ çíà÷åíèé áîëüøå åäèíèöû (λ1 = (5 +

√
21)/2 èëè λ2 = (3 +

√
5)/2)

îáðàçóåò èíâàðèàíòíûé äâóìåðíûé òîð.
Òåïåðü âûáåðåì ñëåäóþùèå ìàòðèöû A,B,C,D:

A =

(
2 1
1 1

)
, B =

(
2 1
1 1

)
, C =

(
0 2
2 −2

)
, D =

(
1 1
1 0

)
.

Õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí χ(λ) = λ4−4λ3+λ2−4λ+1, ñîîòâåòñòâóþùèé
ñèìïëåêòè÷åñêîé ìàòðèöå S, íåïðèâîäèì íàä Z è èìååò ñëåäóþùèå êîðíè

λ1,2 = 1 +

√
5

2
±
√

5 + 4
√
5

2
, λ3,4 = 1−

√
5

2
± i

√
4
√
5− 5

2
.

Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ìàòðèöà S íå öåëî÷èñëåííî ïîäîáíà ñâîåé ñîïðîâîæäàþ-
ùåé ìàòðèöå K

K =


0 0 0 −1
1 0 0 4
0 1 0 −1
0 0 1 4

 .

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî àâòîìîðôèçìû fS è fK , áóäó÷è îäíîâðåìåííî ýðãîäè÷åñêè-
ìè è òðàíçèòèâíûìè (è äàæå ïåðåìåøèâàþùèìèñÿ) ñ òðàíçèòèâíûìè óñòîé÷è-
âûìè, íåóñòîé÷èâûìè ñëîåíèÿìè, íå ÿâëÿþòñÿ òîïîëîãè÷åñêè ñîïðÿæåííûìè,
ïîñêîëüêó èõ ìàòðèöû S, è K íå ÿâëÿþòñÿ öåëî÷èñëåííî ïîäîáíûìè, õîòÿ îíè
ðàöèîíàëüíî ïîäîáíû.

Äëÿ 6-ìåðíîãî ñëó÷àÿ èñïîëüçóåìûé âûøå àëãîðèòì íåóäîáåí. Çäåñü ìû ïðè-
ìåíÿåì ìåòîä ïîðîæäàþùåé ôóíêöèè [94]. Ìû èùåì ñèìïëåêòè÷åñêóþ ìàòðèöó
äëÿ ñèìïëåêòè÷åñêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â âèäå

X =
∂S

∂Y
, y =

∂S

∂x
, X = (X1, X2, X3), y = (y1, y2, y3),
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ñ êâàäðàòè÷íîé ïîðîæäàþùåé ôóíêöèåé S(x, Y ) = 1
2(Ax, x)+(Bx, Y )+1

2(CY, Y ),
ãäå ìàòðèöû A,C ñèììåòðè÷íû, à B - ïðîèçâîëüíàÿ âåùåñòâåííàÿ íåâûðîæäåí-
íàÿ ìàòðèöà. Çàòåì ïðåîáðàçîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ â ôîðìå "êðåñòà"

X = Bx+ CY, y = Ax+B⊤Y,

èëè â ïðÿìîé ôîðìå

x = B−1X −B−1CY, y = AB−1X + (B⊤ − AB−1C)Y.

Âûáåðåì ìàòðèöû

B =

1 1 1
0 1 1
0 0 1

 , B−1 =

1 −1 0
0 1 −1
0 0 1

 ,

è

A =

 1 1 −1
1 2 0
−1 0 3

 , C =

3 0 1
0 1 −1
1 −1 2

 .

Òîãäà ïîëó÷àåì ñèìïëåêòè÷åñêóþ 6× 6 ìàòðèöó

S =


1 −1 0 −3 1 −2
0 1 −1 1 −2 3
0 0 1 −1 1 −2
1 0 −2 0 −2 3
1 1 −2 0 −2 4
−1 1 3 1 3 −3


ñ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ìíîãî÷ëåíîì χ(λ) = λ6 + 2λ5 − 16λ4 + 24λ3 − 16λ2 +
2λ+1 ñ êîðíÿìè λ1,2 ≈ 0.704± i0.710, λ3,4 ≈ −5.663, 1.907, λ5,6 ≈ −0.177, 0.524.
Ïîñëåäíèé ìíîãî÷ëåí ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç êóáè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà z3+2z2−
19z + 20 ïîñðåäñòâîì çàìåíû z = λ+ 1/λ.
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