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ВВЕДЕНИЕ 

Актуальность темы исследования 

Одной из важнейших задач современных радиолокационных систем 

является обнаружение и разрешение полезных сигналов в сложной сигнально-

помеховой обстановке, в том числе сигналов малой мощности на фоне 

интенсивных помех различного происхождения. 

Развитие информационных технологий, микропроцессорной техники, 

миниатюризация элементной базы позволяет современным средствам 

радиоэлектронного противодействия создавать сложную помеховую обстановку из 

комплекса активных помех: заградительных, прицельных, имитирующих 

(шумовых, импульсных, сигналоподобных помех).  

В последнее время крайне актуальной является проблема селекции и 

защиты радиотехнических систем (радиолокационных, радионавигационных) от 

имитирующих сигналоподобных радиопомех. Помехи данного класса приводят к 

наиболее существенному нарушению функционирования радиолокационных 

систем и дезориентации путем формирования на индикаторе отметок от ложных 

объектов [1 – 5]. Варианты построения радиотехнических систем, формирующих 

имитирующие сигналоподобные радиопомехи, весьма разнообразны, однако в 

основе таких систем построения лежит принцип ретрансляции зондирующего 

сигнала с измененными параметрами, несущими информацию о координатах и 

скорости объекта [6, 7]. При этом использование современных информационных 

технологий позволяет реализовывать сложные сценарии ложной воздушной 

обстановки, существенно усложняющие функционирование радиолокационных 

систем. Также примером направления сигналоподобных радиопомех, которое 

активно развивается в последнее время, является, так называемый «GPS-спуфинг», 

то есть подмена сигнала от космического GPS-спутника ложным более мощным 

сигналом [8 – 10]. 

Известно, что при обнаружении и разрешении сигналов наиболее 

распространенным методом обработки является согласованная фильтрация  



5 

[11 – 14]. Этот способ является оптимальным при наличии сигнала, отраженного от 

одиночного воздушного объекта, на фоне гауссовой некоррелированной помехи. 

Однако в том случае, когда исходная смесь представляет собой сумму 

нескольких сигналов на фоне шума (или коррелированной помехи), согласованная 

фильтрация становится неоптимальной, а обеспечиваемое при этом качество 

обработки существенно ниже потенциально достижимого. Это выражается в 

искажении главного пика сигнала на выходе фильтра боковыми лепестками других 

сигналов (вплоть до необнаружения слабого сигнала) и ограничении разрешения 

близко расположенных сигналов шириной главного пика функции 

неопределенности (так называемый релеевский предел). При этом разрешающая 

способность не может быть улучшена посредством увеличения отношения  

сигнал/шум (ОСШ) [15, 16]. 

В существующих радиолокационных системах из-за искажения главного 

пика сигнала в устройствах разрешения радиолокационных сигналов [17 – 20], 

основанных на согласованной фильтрации, как правило, не проводится оценка 

количества и параметров сигнала группового объекта, а лишь выдается признак 

группового объекта. 

Поэтому обычно задача обеспечения заданной разрешающей способности в 

активных радиолокационных системах решается за счет уменьшения ширины 

главного пика функции неопределенности. Например, за счет увеличения частоты 

девиации ЛЧМ-сигнала при увеличении частоты дискретизации для обеспечения 

разрешения по дальности и за счет увеличения линейных размеров антенной 

решетки (АР) для обеспечения разрешения по азимуту.  

Однако, увеличение частоты девиации модулированного сигнала 

(например, ЛЧМ-сигнала) и увеличение частоты дискретизации приводят к 

увеличению объема и сложности аппаратуры формирования и приема сигналов, 

необходимости увеличения пропускной способности каналов передачи данных, 

необходимости увеличения производительности вычислительных машин. 

Увеличение линейных размеров антенной решетки для обеспечения 

разрешения по азимуту при ограничениях по массе и габаритным размерам 
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радиоэлектронных средств также недопустимо. Переход в более коротковолновый 

диапазон также приведет к существенному усложнению и увеличению объема 

аппаратуры. 

Указанные обстоятельства и жесткие требования по массе и габаритным 

размерам составных частей и всего изделия в целом приводят к серьезным 

проблемам в части обеспечения заданных требований к разрешению целей по 

дальности и по угловой координате. При этом решение данной задачи при помощи 

классических методов согласованной фильтрации одиночного импульса не 

представляется возможным. 

Степень разработанности темы исследования 

Вопросы формирования, воздействия и защиты радиотехнических систем 

(радиолокационных, радионавигационных, радиосвязи) от активных 

имитирующих сигналоподобных помех рассмотрены в целом ряде публикаций  

[1, 7, 21 – 25]. Так, например, наиболее простой способ помехозащиты основан на 

логическом сравнении уровней сигналов и помех (в предположении, что мощность 

помехи будет существенно больше мощности сигнала). Также может применяться 

анализ второй и третьей производной отслеживаемой координаты, которые у 

помеховых сигналов в определенные моменты могут отличаться от аналогичных 

производных полезного сигнала. Кроме того, возможно применение систем, 

которые могут использовать результаты спектрального анализа сигнала и  

помехи [24]. 

В работах [25 – 27] был предложен и экспериментально исследован метод 

селекции имитирующих сигналоподобных радиопомех, основанный на оценке 

когерентных свойств радиолокационных сигналов. Суть данного метода строится 

на предположении, что сигнал радиолокационной системы с внутренней 

когерентностью и сигнал имитационной помехи при прочих равных условиях 

будут иметь различную степень когерентности. Современные радиолокационные 

системы являются системами с внутренней когерентностью, что означает знание 

закономерности фазовой структуры излучаемого и отражённого сигналов [28]. Это, 

в свою очередь, обеспечивается высокой стабильностью характеристик различных 
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радиотехнических устройств радиолокационной системы: задающего генератора, 

системы синхронизации, гетеродинов, идентичностью амплитудно-частотных 

характеристик (АЧХ) фильтров передающего и приёмного устройства, частоты 

квантования аналого-цифрового преобразователя (АЦП) и др. При этом система 

формирования имитирующей сигналоподобной помехи (ретранслятор) также 

является аналогичной системой с жёсткой внутренней когерентностью. При этом, 

очевидно, что «внутренняя когерентность» радиолокационной системы не равна 

«внутренней когерентности» формирователя имитирующей сигналоподобной 

помехи, т.к. характеристики вышеперечисленных радиотехнических устройств не 

равны между собой.  

В качестве количественной меры степени когерентности сигналов 

использовалось значение оценки энтропии распределения энергии сигнала по 

собственным подпространствам его корреляционной матрицы (КМ) [29, 30]. Также 

в работах [25 – 27] было синтезировано устройство селекции ложных целей в 

составе системы первичной обработки когерентно-импульсной радиолокационной 

станции (РЛС). В качестве решающей статистики использовалась оценка энтропии 

распределения энергии сигнала по нормированным собственным числам его 

выборочной корреляционной матрицы. Однако, распределения решающих 

статистик и характеристики обнаружения данного метода получены не были, что 

важно для практического использования устройств селекции целей в системах 

помехозащиты современных радиолокационных станций. При этом, очевидно, что 

для нахождения пороговых значений энтропии необходимо знать её плотность 

вероятности (или интегральную функцию распределения), что в свою очень 

потребует нахождение функций распределений собственных чисел. 

Поэтому, представляется актуальным получить аналитические выражения 

для решающих статистик и характеристики обнаружения (селекции) 

сигналоподобных помех, основанные на оценке статистических свойств 

собственных чисел выборочной корреляционной матрицы входного сигнала. 

Существует ряд методов, позволяющих получить более высокое 

разрешение. К ним, например, относятся методы спектрального и 
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пространственного сверхразрешения [31 – 38]. В настоящее время широкое 

применение находят адаптивные методы оценивания спектральной плотности 

мощности, основанные на представлении анализируемого случайного процесса 

некоторой моделью временного ряда. В этом случае спектральная плотность 

мощности модели временного ряда будет некоторой функцией параметров этой 

модели, а не автокорреляционной последовательности. Наиболее известные 

модели: модель авторегрессионного процесса, модель процесса «скользящего 

среднего» и модель процесса авторегрессии «скользящего среднего». Выходные 

процессы моделей этого класса имеют спектральные плотности мощности, которые 

полностью описываются с помощью параметров модели и дисперсии белого 

шумового процесса. Значения этих параметров и дисперсии белого шума 

определяются по автокорреляционной последовательности [32].  

Известны различные адаптивные методы спектрального оценивания: метод 

максимальной энтропии Берга, метод Кейпона и т.д. Наиболее высокими 

характеристиками среди этих методов обладают методы линейного предсказания 

[32, 39, 40]. Однако приведенные методы хорошо разработаны лишь для сигналов 

синусоидальной формы. Хотя, нужно отметить, что в публикациях последних 

нескольких лет рассматриваются вопросы наиболее сложные и важные с 

практической точки зрения, а именно cверхразрешение радиолокационных 

сигналов при воздействии активных шумовых помех (АШП) [36]. 

Известны различные методы для оценки числа источников сигналов, 

принимаемых антенной решеткой [41 – 54], в том числе основанные на анализе 

собственных векторов и собственных чисел выборочной корреляционной матрицы. 

Однако, в основном, данные методы требуют априорного знания о распределении 

числа источников, которое обычно неизвестно. Кроме того, полученные в 

большинстве этих работ аналитические результаты являются асимптотически 

справедливыми для больших объемов выборок либо для мощных источников 

сигналов. Также выбор порога обнаружения второго сигнала (разрешение) часто 

затруднен, поскольку неизвестен закон распределения используемого решающего 
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правила, и, как правило, при отсутствии аналитического выражения функции 

распределения используют результаты численного моделирования. 

В настоящее время достаточно хорошо разработаны аналитические методы 

вычисления пороговых значений решающих правил, получаемых на основе 

обобщенного отношения правдоподобия (GLR-статистик, Generalized Likelihood 

Ratio), в том числе для коротких выборок и малых отношений сигнал/шум [55 – 61]. 

Известно, что количество собственных чисел точной корреляционной 

матрицы, превышающих единицу (при единичной мощности внутреннего шума), 

совпадает с числом внешних источников сигналов. Используя метод 

последовательного сравнения собственных чисел выборочной корреляционной 

матрицы с некоторыми порогами, статистические характеристики данного метода 

будут зависеть от распределения собственных чисел корреляционной  

матрицы [41]. 

В работе [62] было получено точное аналитическое выражение для 

интегральной функции распределения максимального шумового собственного 

числа выборочной корреляционной матрицы собственного шума элементов 

антенной решетки для N-мерного случая (N – количество элементов АР) при 

отсутствии внешних источников, и продемонстрирована эффективность его 

использования для решения задачи обнаружения внешних сигналов с неизвестным 

волновым фронтом. В работе [63] получено асимптотическое выражение для 

функции распределения максимального шумового собственного числа при 

наличии мощного источника сигнала, справедливое как для длинных, так и для 

коротких выборок, и проведено численное исследование пределов его 

применимости. Показано, что при мощности источника сигнала порядка 6 − 10 дБ 

отклонение асимптотического распределения второго (шумового) собственного 

числа от истинного значения, равного 1, не превышает значений порядка 10−2. На 

основе полученных результатов в работе [64] проведен анализ статистических 

характеристик метода разрешения двух мощных источников сигналов, 

основанного на сравнении второго собственного числа с порогом. 
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Однако существуют практические задачи, в которых требуется разрешение 

двух и более источников сигналов при малых отношениях сигнал/шум. Например, 

данная задача возникает при обнаружении групповой радиолокационной цели и 

определении числа целей в группе на дальней границе зоны обнаружения 

радиолокационной станции, то есть при пороговых отношениях сигнал/шум. 

Аналогичная ситуация может возникнуть при обнаружении группы 

малоразмерных летательных аппаратов, имеющих малые значения эффективной 

площади рассеивания (ЭПР) 10−1 ÷ 10−3 м2.  

Нахождение функции распределения максимального шумового 

собственного числа при наличии слабого источника сигнала (меньше 1–2 дБ) 

является достаточно сложной задачей. Поэтому, вследствие малых значений 

сигнальных собственных чисел и их слабого влияния на распределение шумовых 

собственных чисел, представляет интерес провести исследование по оценке 

возможности сравнения с порогом второго, третьего и т.д. (N-го) собственных 

чисел корреляционной матрицы шума, то есть в случае отсутствия источников 

сигнала, а также сравнение полученных результатов с асимптотическим 

выражением. 

Таким образом, несмотря на достаточно исчерпывающие исследования по 

анализу характеристик максимального шумового собственного числа выборочной 

корреляционной матрицы элементов антенной решетки (при наличии и при 

отсутствии полезного сигнала), существует ряд практических задач, в которых 

требуется оценка статистических характеристик всех N собственных чисел 

выборочной корреляционной матрицы процесса. Кроме того, поскольку все 

предыдущие исследования статистических характеристик собственных чисел 

проводились для выборочной корреляционной матрицы элементов антенной 

решетки, то есть в приложениях пространственной обработки, представляется 

актуальной задача использование полученных оценок для временной 

межпериодной обработки радиолокационной информации. Поэтому, становятся 

актуальными задачи исследования статистических характеристик всех N 

собственных чисел выборочной корреляционной матрицы для любого размера 
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выборки при отсутствии источников и при наличии произвольного числа мощных 

источников сигналов, а также задачи синтеза методов пространственно-временной 

обработки сигналов на основе полученных решающих статистик. 

Важно отметить, что данные исследования также актуальны в задачах 

обработки сигналов в беспроводных системах связи, в частности, в 

пространственно-временной обработке сигналов в MIMO-системах [65 – 67]. При 

этом, распределения собственных чисел могут быть использованы при анализе 

статистических свойств матрицы коэффициентов передачи между передающей и 

приёмными антеннами MIMO-системы [67 – 70]. 

Цель работы 

Целью работы является синтез методов пространственно-временной 

обработки радиолокационных сигналов импульсных радиолокационных систем с 

антенными решетками на основе анализа собственных чисел корреляционной 

матрицы в сложной сигнально-помеховой обстановке. 

Задачи работы 

1. Получить аналитическое выражение для интегральных функций 

распределения собственных чисел выборочной корреляционной матрицы 

для произвольной длины выборки входного процесса при отсутствии 

источников и при наличии произвольного числа мощных источников 

сигналов. 

2. Провести анализ статистических характеристик разрешения двух 

источников сигналов, принимаемых антенной решеткой, при малых 

отношениях сигнал/шум. 

3. Получить аналитическое выражение для решающих статистик селекции 

сигналоподобных активных помех на основе оценки собственных чисел 

выборочной корреляционной матрицы. 

4. Провести анализ статистических характеристик селекции сигналоподобных 

активных помех в зависимости от величины фазовых флуктуаций 

принимаемых сигналов. 
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5. Синтезировать методы разрешения групповых сигналов и селекции 

сигналоподобных помех на основе полученных решающих статистик. 

Методология и методы исследования 

В диссертационной работе при решении поставленных задач 

использовались методы статистической радиофизики, математической статистики, 

высшей алгебры, векторного анализа и теории матриц, а также математическое и 

численное моделирование. 

Основные положения, выносимые на защиту 

1. Полученные аналитические выражения для интегральных функций 

распределения собственных чисел выборочной корреляционной матрицы 

при отсутствии источников для произвольной длины выборки входного 

процесса и асимптотическое выражение для интегральных функций 

распределения собственных чисел выборочной корреляционной матрицы 

для произвольной длины выборки входного процесса при наличии 

произвольного числа мощных источников сигналов позволяют 

синтезировать высокоэффективные методы пространственно-временной 

обработки радиолокационных сигналов в сложной сигнально-помеховой 

обстановке. 

2. Полученное аналитическое выражение для решающих статистик селекции 

сигналов с фазовыми флуктуациями, основанное на оценке шумовых 

собственных чисел выборочной корреляционной матрицы, позволяет 

синтезировать алгоритм селекции сигналоподобных помех в активных 

радиолокационных системах. 

3. Предложенный метод разрешения двух источников радиолокационных 

сигналов, принимаемых антенной решеткой, на основе сравнения шумового 

второго собственного числа выборочной корреляционной матрицы с 

порогом позволяет разрешать источники радиолокационных сигналов при 

малых отношениях сигнал/шум. 

4. Предложенный метод селекции сигналоподобных активных помех на 

основе полученного аналитического выражения для решающих статистик 
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селекции позволяет проводить селекцию помех при различных величинах 

фазовых флуктуаций принимаемых сигналов. 

Научная новизна работы 

1. Впервые получено аналитическое выражение для интегральных функций 

распределения собственных чисел выборочной корреляционной матрицы 

при отсутствии источников сигналов для любого размера выборки. 

2. Впервые получено асимптотическое выражение для интегральных функций 

распределения собственных чисел выборочной корреляционной матрицы 

для любого размера выборки при наличии произвольного числа мощных 

источников сигналов. 

3. Впервые получено аналитическое выражение для решающих статистик 

селекции сигналов с фазовыми флуктуациями, основанное на оценке 

шумовых собственных чисел выборочной корреляционной матрицы. 

4. Разработан новый метод разрешения двух источников радиолокационных 

сигналов, принимаемых антенной решеткой, на основе сравнения шумового 

второго собственного числа выборочной корреляционной матрицы с 

порогом, обеспечивающий, в отличие от существующих методов на основе 

анализа собственных чисел выборочной корреляционной матрицы, 

разрешение групповых радиолокационных целей при малых отношениях  

сигнал/шум. 

5. Разработан новый метод селекции сигналоподобных активных помех на 

основе полученного аналитического выражения для решающих статистик 

селекции, обеспечивающий, в отличие от существующих методов, 

оптимальную селекцию помех при различных величинах фазовых 

флуктуаций принимаемых сигналов. 

Теоретическая значимость работы 

Полученные аналитические выражения для интегральных функций 

распределения собственных чисел выборочной корреляционной матрицы при 

отсутствии источников сигналов для любого размера выборки, асимптотические 

выражения для интегральных функций распределения собственных чисел 
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выборочной корреляционной матрицы и аналитические выражения для решающих 

статистик селекции сигналов с фазовыми флуктуациями, основанные на оценке 

шумовых собственных чисел выборочной корреляционной матрицы, могут быть 

использованы для развития теории радиолокации, цифровых фазированных 

антенных решёток, теории радиосвязи, теории обработки сигналов в беспроводных 

системах связи. 

Практическая значимость работы 

1. Предложенные методы могут быть использованы при проектировании и 

повышении эффективности систем пространственно-временной обработки 

сигналов современных радиолокационных систем.  

2. Полученные решающие статистики селекции сигналоподобных помех в 

радиолокационных системах могут быть использованы при защите от 

имитирующих сигналоподобных помех систем радиосвязи и 

радионавигации. Также, предложенный подход может быть обобщен на 

широкий круг задач селекции сигналов в различных радиотехнических 

системах по величине фазовых флуктуаций данных сигналов. 

Степень обоснованности и достоверности научных положений, 

результатов проведенных исследований и выводов  

Обоснованность теоретических положений диссертационного 

исследования основывается на использовании классических методов теории 

вероятностей, математической статистики, теории интегрального исчисления, 

статистической радиофизики, статистической радиотехники, теории матриц и 

теоретической радиолокации. Также, проведенные в работе исследования 

базируются на методах математического моделирования. 

Результаты согласуются с современными научными представлениями и 

данными, полученными при обзоре отечественных и зарубежных источников. 

Полученные в работе результаты подтверждаются обсуждением в публикациях в 

научных изданиях, входящих в перечень, рекомендуемый ВАК. 

Основные положения диссертации неоднократно докладывались и 

обсуждались на научно-технических конференциях, включая международные. 
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Публикации и апробация результатов работы 

По теме диссертации автором опубликовано 13 работ: 6 статей в изданиях, 

рекомендованных ВАК (из них 5 по специальности 1.3.4 – радиофизика и 5 статей 

в ведущих изданиях, индексируемых в международных базах данных Web of 

Science, Scopus), 2 статьи в сборниках трудов международных научных 

конференций; 1 тезис доклада в сборниках трудов всероссийских научных 

конференций; 4 тезиса докладов в сборниках трудов региональных научных 

конференций. 

Представленные в рамках данной работы результаты прошли апробацию на 

следующих конференциях: 

− XXV научная конференция по радиофизике (г. Нижний Новгород, ННГУ 

им. Н.И. Лобачевского, 2021 год); 

− 14-ая международная научно-техническая конференция «Перспективные 

технологии в средствах передачи информации – ПТСПИ'2021» 

(г. Владимир, 2021 год); 

− XXVIII международная научно-техническая конференция, посвященная 

памяти Б.Я. Осипова (г. Воронеж, 2022 год); 

− XXVI научная конференция по радиофизике, посвященная 120-летию 

М.Т. Греховой (г. Нижний Новгород, ННГУ им. Н.И. Лобачевского, 2022 

год); 

− IV научно-техническая конференция «Радиолокация. Теория и практика» 

(г. Нижний Новгород, 2022 год); 

− XXVII научная конференция по радиофизике (г. Нижний Новгород, ННГУ 

им. Н.И. Лобачевского, 2023 год). 

Личный вклад 

Основные теоретические результаты, выводы и заключения получены 

автором в Нижегородском государственном университете им. Н.И. Лобачевского. 

В диссертации содержатся научные результаты, полученные совместно с научным 

руководителем д.т.н., доц. Е.С. Фитасовым. Часть исследований является 
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логическим развитием и практическим применением результатов кандидатской 

диссертации К.В. Родюшкина. 

К числу значимых результатов, полученных лично автором, следует 

отнести:  

1. Получение аналитического выражения для интегральных функций 

распределения собственных чисел выборочной корреляционной матрицы 

при отсутствии источников для любого размера выборки. 

2. Получение асимптотического выражения для интегральных функций 

распределения собственных чисел выборочной корреляционной матрицы 

для любого размера выборки при наличии произвольного числа мощных 

источников сигналов. 

3. Получение аналитического выражения для решающих статистик селекции 

сигналов с фазовыми флуктуациями, основанное на оценке шумовых 

собственных чисел выборочной корреляционной матрицы. 

4. Проведение компьютерного моделирования и исследование статистических 

характеристик методов селекции сигналоподобных помех и разрешения 

групповых сигналов. 

Краткое содержание работы 

В первой главе рассматриваются статистические характеристики всех 

собственных чисел выборочной корреляционной матрицы сигналов, поступающих 

с элементов антенной решётки, при наличии произвольного числа мощных 

внешних источников сигналов и для любого размера выборки. 

В разделе 1.1 получено аналитическое выражение для интегральных 

функций распределения всех собственных чисел выборочной корреляционной 

матрицы собственного шума элементов антенной решетки (для многомерного 

случая). Показано, что при значениях объема выборки L, больших 2N, число 

обусловленности корреляционной матрицы монотонно стремится к единице.  

В разделе 1.2 получено аналитическое выражение для интегральных 

функций распределения всех шумовых собственных чисел выборочной 

корреляционной матрицы сигналов антенной решетки при наличии суммы 
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собственного шума и произвольного числа источников сигналов большой 

мощности. Показано, что наличие мощного сигнала изменяет распределения всех 

собственных чисел корреляционной матрицы входного процесса. Также показано, 

что при малых значения мощности сигнала (меньше 0 дБ) функция распределения 

минимального собственного числа, полученная в соответствии с выявленным 

аналитическим выражением, практически совпадает с их истинным 

распределением, полученным численным моделированием. 

В разделе 1.3 получено аналитическое выражение для интегральных 

функций распределения всех шумовых собственных чисел выборочной 

корреляционной матрицы сигналов антенной решетки при наличии произвольного 

числа мощных источников сигналов в случае короткой выборки. 

Вторая глава посвящена анализу статистических характеристик селекции 

сигналоподобных активных помех, основанное на оценке собственных чисел 

выборочной корреляционной матрицы. 

В разделе 2.1 представлена модель сигналоподобной помехи на входе 

приемника радиолокационной системы. 

В разделе 2.2 получено аналитическое выражение для решающих статистик 

селекции сигналоподобных активных помех, основанное на оценке собственных 

чисел выборочной корреляционной матрицы. Точная решающая статистика 

выводится из строгого выражения для отношения правдоподобия и получена на 

основе обобщенного отношения правдоподобия, в том числе для коротких 

выборок.  

В разделе 2.3 представлены кривые селекции (зависимость вероятности 

правильной селекции от отношения сигнал/шум) для различной длины выборки 

процесса, полученные с использованием точной решающей статистики. Приведены 

зависимости вероятности правильной селекции от величины фазовых флуктуаций 

и показано, что отношение сигнал/шум для селекции сигналоподобной помехи при 

заданной вероятности правильной селекции существенным образом увеличивается 

при уменьшении фазовых флуктуаций сигнала-помехи. Показано снижение 

вероятностей правильной селекции при уменьшении величины фазовых 
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флуктуаций. Также продемонстрировано, что при заданной вероятности 

правильной селекции увеличение вероятности ложной селекции приводит к 

снижению отношения сигнал/шум. 

В разделе 2.4 рассмотрена задача селекции сигналоподобных помех и 

сигналов с постоянным уровнем фазовых флуктуаций. Показано, что при 

отношении сигнал/шум более 20 дБ вероятность правильной селекции стремится к 

постоянной величине при заданном значении фазовых флуктуаций. При 

увеличении постоянных фазовых флуктуаций соответственно увеличивается 

вероятность правильной селекции. 

В разделе 2.5 рассмотрен случай быстрых и медленных постоянных 

флуктуаций амплитуды полезного сигнала. Показано, что предлагаемый в данном 

диссертационном исследовании метод селекции помех вполне применим и для 

случая быстрых флуктуаций (при определенном уровне флуктуаций) при условии 

предварительного сглаживания входного процесса. 

Третья глава посвящена анализу статистических характеристик разрешения 

двух источников сигналов с плоскими волновыми фронтами при малых 

отношениях сигнал/шум на основе анализа собственных чисел выборочной 

корреляционной матрицы собственного шума приёмной системы. 

В разделе 3.1 рассмотрена задача разрешения двух узкополосных 

источников сигналов с помощью антенной решетки на фоне гауссовского шума. 

В разделе 3.2 представлены результаты численного моделирования. 

Моделировалось разрешение двух источников сигналов одинаковой мощности с 

плоскими волновыми фронтами. Также рассмотрен случай разрешения двух 

слабых источников сигнала при наличии одного мощного. Рассмотрены 

характеристики разрешения двух источников сигналов при различных углах 

прихода сигналов. Проведено численное исследование распределения 

максимального шумового собственного числа при наличии слабого источника 

сигнала. 

Диссертация подготовлена в Нижегородском государственном 

университете им. Н.И. Лобачевского. Автор выражает глубокую признательность 
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радиофизического факультета, доктору технических наук, доценту Фитасову 

Евгению Сергеевичу. Автор также выражает глубокую благодарность профессору-

консультанту кафедры радиотехники радиофизического факультета, лауреату 

премии Правительства РФ в области науки и техники, доктору технических наук, 

профессору Орлову Игорю Яковлевичу, участвовавшему в обсуждении 

положений, задач и экспериментальных результатов диссертации. Диссертант 

благодарен профессору кафедры статистической радиофизики и мобильных систем 

связи радиофизического факультета, доктору физико-математических наук, 

профессору Флаксману Александру Григорьевичу за обсуждение ряда вопросов и 

полезные рекомендации. 
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ГЛАВА 1. ФУНКЦИИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ СОБСТВЕННЫХ ЧИСЕЛ 

ВЫБОРОЧНОЙ КОРРЕЛЯЦИОННОЙ МАТРИЦЫ АНТЕННОЙ 

РЕШЕТКИ 

 

В главе 1 получено аналитическое выражение для интегральных функций 

распределения всех собственных чисел выборочной корреляционной матрицы 

собственного шума элементов антенной решетки (для многомерного случая). 

Также получено аналитическое выражение для распределения всех шумовых 

собственных чисел выборочной корреляционной матрицы сигналов антенной 

решетки при наличии суммы собственного шума и произвольного числа 

источников сигналов большой мощности. В данной главе также получено 

выражение для интегральных функций распределения всех шумовых собственных 

чисел выборочной корреляционной матрицы сигналов антенной решетки при 

наличии произвольного числа мощных источников в случае короткой выборки. 

Основные результаты главы опубликованы в работах [71, 72]. 

 

1.1. Интегральные функции распределения собственных чисел выборочной 

корреляционной матрицы собственного шума элементов антенной решётки 

Рассмотрим структурную схему пространственной обработки 

радиолокационных сигналов, представленной на рис. 1.1. 

Пусть с N-элементной антенной решётки снимается совокупность N 

напряжений, описываемых функциями времени 𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), … , 𝑥𝑁(𝑡) и 

образующих вектор-столбец [73] 

 

𝐱 = (

𝑥1(𝑡)

𝑥2(𝑡)
⋮

𝑥𝑁(𝑡)

). (1.1) 
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Рис. 1.1. Структурная схема пространственно-временной обработки 

 

На практике входной процесс наблюдается в дискретные моменты времени. 

Имеется L временных выборок 𝑥𝑖(𝑡) (𝑖 = 1,2, . . . , 𝐿) вектора сигнала 𝐱, 

соответствующих L моментам времени, взятым через одинаковые промежутки. 

Рассмотрим случай, когда внешние источники сигналов отсутствуют и 

напряжения, снимаемые с элементов антенной решётки размерностью N, состоят 

только из собственного шума, который обычно обусловлен собственным шумом 

усилителя, включенного в каждый элемент антенной решётки. Таким образом, 

вектор сигналов 𝐱 равен вектору собственного шума 𝐧 [73]: 

 𝐱 = 𝐧, (1.2) 

 

𝐧 = (

𝑛1(𝑡)

𝑛2(𝑡)
⋮

𝑛𝑁(𝑡)

). (1.3) 

Рассмотрим корреляционную матрицу 𝐌 собственного шума антенной 

решётки размерности N, которая по определению равна 

 𝐌 = 〈𝐧𝐧∗〉, (1.4) 
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где 〈… 〉 – знак статистического усреднения, * – знак эрмитова сопряжения 

(одновременного транспонирования и комплексного сопряжения). 

В развернутом виде корреляционная матрица М собственного шума 

представляется как 

 

𝐌 =

(

 

〈𝑛1𝑛1
∗〉 〈𝑛1𝑛2

∗〉 … 〈𝑛1𝑛𝑁
∗ 〉

〈𝑛2𝑛1
∗〉 〈𝑛2𝑛2

∗〉 … 〈𝑛2𝑛𝑁
∗ 〉

〈𝑥 ⋮ 𝑥〉 〈𝑥 ⋮ 𝑥〉 ⋱ 〈𝑥 ⋮ 𝑥〉

〈𝑛𝑁𝑛1
∗〉 〈𝑛𝑁𝑛2

∗〉 … 〈𝑛𝑁𝑛𝑁
∗ 〉)

 . (1.5) 

Каждый диагональный элемент матрицы М (1.5) является средней 

мощностью собственного шума в соответствующем элементе антенной решётки. 

Недиагональные элементы матрицы М дают функции корреляции сигналов в 

различных элементах антенной решетки. Матрица М является эрмитовой, так как 

симметричные относительно диагонали элементы комплексно сопряжены [74]. 

Очевидно, что шумы в различных усилителях статистически независимы 

между собой, поэтому каждый недиагональный элемент корреляционной матрицы 

собственного шума 𝐌 равен нулю. Будем предполагать, что средняя мощность 

собственного шума в каждом элементе антенной решётки одинакова и равна 𝜎2. 

Так как собственный шум считаем некоррелированным белым гауссовским шумом 

с нулевым средним 〈𝐧〉 = 0 и единичной дисперсией 𝜎2 = 1, то корреляционная 

матрица вектора собственного шума является единичной 

 𝐌 = 𝐈, (1.6) 

где 𝐈 – единичная матрица. 

Будучи эрмитовой и положительно определенной, корреляционная матрица 

𝐌 имеет ортонормированную систему собственных векторов 𝐮1, 𝐮2, … , 𝐮𝑁 и 

совокупность соответствующих этим векторам положительных собственных чисел 

𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑁, которые обычно нумеруют в порядке убывания. 

Для матрицы М вектор 𝐧 является собственным вектором, и все 

собственные числа 𝜆𝑖 = 1 (𝑖 = 1…𝑁). 
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Совокупность собственных значений матрицы М можно интерпретировать 

как закон статистического распределения энергии сигнала по собственным 

подпространствам его корреляционной матрицы. 

Так как реально точное значение корреляционной матрицы 𝐌 неизвестно, 

то используется её оценка �̂�, полученная по 𝐿  независимым выборкам вектора 

принимаемого сигнала 𝐱  [75]: 

 

�̂� =
1

𝐿
∑𝐱𝑖𝐱𝑖

∗

𝐿

𝑖=1

, (1.7) 

где �̂� – выборочная корреляционная матрица. 

В отличие от точной корреляционной матрицы 𝐌, собственные числа �̂�𝑖  

(𝑖 = 1…𝑁) выборочной корреляционной матрицы �̂� являются случайными 

величинами, и, в общем случае, разделить их на «сигнальные» и «шумовые» 

затруднительно. Очевидным решением проблемы разделения собственных чисел 

�̂�𝑖 является введение некоторого порогового значения и сравнение с ним 

собственных чисел �̂�𝑖 выборочной корреляционной матрицы �̂�. Если собственное 

число превышает порог, то оно считается «сигнальным», если нет, то – 

«шумовым».  

Однако задача осложняется тем, что статистические характеристики 

собственных чисел матрицы �̂� зависят от таких параметров, как число выборок L 

и размерность антенной решетки N, и, соответственно, выбрать только один порог 

для всех значений параметров и всех собственных чисел затруднительно. Поэтому 

для задачи оценки числа «сигнальных» собственных чисел большой интерес 

представляет интегральная функция распределения собственных чисел 

выборочной корреляционной матрицы �̂�. 

По определению [76], интегральной функцией распределения первого 

(максимального) собственного числа 𝜆1 называется функция 𝐹1(𝜆), выражающая 

вероятность того, что 𝜆1 примет значение, меньшее чем 𝜆, то есть 

 𝐹1(𝜆) =  𝑃{𝜆1  <  𝜆}. (1.8) 
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Эта вероятность является неубывающей функцией и принимает значения  

0 ≤ 𝐹1(𝜆) ≤ 1. 

Интегральная функция распределения 𝐹1(𝜆) при заданной плотности 

распределения вероятности (дифференциальной функции распределения) 𝑓(𝜆) в 

общем виде выражается следующим выражением: 

 

𝐹1(𝜆) = ∫𝑓(𝜆)𝑑𝜆

𝜆

−∞

. (1.9) 

Поскольку в рассматриваемом случае внешние источники отсутствуют, то 

все собственные числа 𝜆𝑖 точной корреляционной матрицы 𝐌 и собственные числа 

�̂�𝑖 выборочной корреляционной матрицы �̂� являются шумовыми. 

Для определения плотности распределения вероятности, а затем и 

интегральной функции распределения собственных чисел �̂�𝑖, введём 

ненормированную выборочную корреляционную матрицу 𝐀, связанную с 

матрицей �̂� соотношением 

 𝐀 = 𝐿�̂�, (1.10) 

 

𝐀 = ∑𝐱𝑖𝐱𝑖
∗

𝐿

𝑖=1

. (1.11) 

Собственные числа матриц 𝐀 и �̂� (𝛼𝑖 и �̂�𝑖 соответственно) связаны между 

собой соотношением 

 𝛼𝑖 = 𝐿�̂�𝑖 . (1.12) 

При 𝐿 ≥ 𝑁 случайная эрмитова матрица 𝐀 имеет распределение Уишарта 

[75, 77], и её плотность распределения вероятности 𝑓(𝐀) записывается в виде 

 𝑓(𝐀) = 𝐶(𝑁, 𝐿) ∙ [det(𝐀)]𝐿−𝑁 ∙ [det(𝐌)]−𝐿 ∙ 𝑒−Sp(𝐌−1𝐀), (1.13) 
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𝐶(𝑁, 𝐿) = [𝜋
𝑁2−𝑁

2 ∙ ∏(𝐿 − 𝑖)!

𝑁

𝑖=1

]

−1

. 

Здесь det – детерминант матрицы, Sp – след (сумма диагональных элементов) 

матрицы. 

Так как 𝐌 = 𝐈, то выражение (1.13) можно записать следующим образом: 

 𝑓(𝐀) = 𝐶(𝑁, 𝐿) ∙ [det(𝐀)]𝐿−𝑁 ∙ 𝑒−Sp(𝐀). (1.14) 

Представим матрицы 𝐀 и �̂� с помощью собственных чисел и собственные 

вектора в виде: 

 

𝐀 = ∑𝛼1

𝑁

𝑖=1

𝐯𝑖𝐯𝑖
∗, (1.15) 

 

�̂� = ∑�̂�1

𝑁

𝑖=1

�̂�𝑖�̂�𝑖
∗, (1.16) 

где 𝐯𝑖 и �̂�𝑖 – собственные векторы матриц 𝐀 и �̂� соответственно. Используя 

выражения (1.10) и (1.12), получаем следующее соотношение между собственными 

векторами матриц 𝐀 и �̂� 

 𝐯𝑖 = �̂�𝑖 . (1.17) 

Таким образом, плотность распределения вероятности матрицы 𝐀 (1.14) 

можно представить в виде: 

 

𝑓(𝐀) = 𝐶(𝑁, 𝐿) ∙ ∏𝛼𝑖
𝐿−𝑁

𝑁

𝑖=1

∙ 𝑒−𝛼𝑖 . (1.18) 

Совместная плотность вероятности собственных чисел 𝛼𝑖 матрицы 𝐀 имеет 

вид [78, 79]: 

 

𝑓(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑁) = 𝑍(𝑁, 𝐿)∏𝛼𝑖
𝐿−𝑁 ∙ 𝑒−𝛼𝑖

𝑁

𝑖=1

∏(𝛼𝑖 − 𝛼𝑗)
2

𝑖>𝑗

, (1.19) 
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𝑍(𝑁, 𝐿) =

𝑁!

∏ (𝐿 − 𝑖)! 𝑖!𝑁
𝑖=1

,      𝛼1 ≥ 𝛼2 ≥ ⋯ ≥ 𝛼𝑁  ≥ 0. 
 

Для того, чтобы найти функцию распределения 𝐹1(𝛼) первого 

(максимального) собственного числа 𝛼1 случайной матрицы 𝐀, необходимо 

проинтегрировать выражение (1.19) по всем собственным числам в диапазоне от 0 

до ∞ и по максимальному собственному числу 𝛼1, удовлетворяющему условию  

0 < 𝛼1 < 𝛼: 

 

𝐹1(𝛼) = ∫ 𝑑𝛼1

𝛼

0

∫ 𝑑𝛼2

∞

0

…∫ 𝑓(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑁)𝑑𝛼𝑁

∞

0

. (1.20) 

Учитывая, что 𝑓(𝛼1, 𝛼2, … , 𝛼𝑁) = 0 при невыполнении условия 

𝛼1 ≥ 𝛼2 ≥ ⋯ ≥ 𝛼𝑁 ≥ 0, а также симметричность относительно перестановки 

аргументов 𝛼𝑖, то есть 𝑓(𝛼1, … , 𝛼𝑖 , … , 𝛼𝑗 , … , 𝛼𝑁) = 𝑓(𝛼1, … , 𝛼𝑗 , … , 𝛼𝑖 , … , 𝛼𝑁) для  

𝑖, 𝑗 =  1. . . 𝑁, функцию распределения 𝐹1(𝛼) можно записать следующим образом: 

 

𝐹1(𝛼) =
𝑍(𝑁, 𝐿)

𝑁!
∫ 𝑑𝛼1

𝛼

0

…∫ ∏(𝛼𝑖
𝐿−𝑁 ∙ 𝑒−𝛼𝑖)

𝑁

𝑖=1

∏(𝛼𝑖 − 𝛼𝑗)
2

𝑖>𝑗

𝑑𝛼𝑁

𝛼

0

. (1.21) 

Рассмотрим интегральную функцию распределения шумовых собственных 

чисел для двумерного случая (𝑁 = 2). Функция распределения первого 

собственного числа для двухэлементной (𝑁 = 2) антенной решётки в соответствии 

с выражением (1.21) принимает следующий вид [64]: 

 

𝐹1(𝛼) =
𝑍(2, 𝐿)

2
∫ ∫(𝛼1 ∙ 𝛼2)

𝐿−2 ∙ 𝑒−(𝛼1+𝛼2) ∙ (𝛼1 − 𝛼2)
2𝑑𝛼2

𝛼

0

𝑑𝛼1

𝛼

0

. (1.22) 

После несложных преобразований выражение (1.22) можно представить в 

следующем виде: 

 𝐹1(𝛼) = 𝑍(2, 𝐿) ∙ [𝛾(𝐿 + 1, 𝛼) ∙ 𝛾(𝐿 − 1, 𝛼) − 𝛾(𝐿, 𝛼) ∙ 𝛾(𝐿, 𝛼)], (1.23) 

где 𝛾(𝐿, 𝛼) = ∫ 𝑡𝐿−1 ∙ 𝑒−𝑡𝑑𝑡
𝛼

0
 – нижняя неполная гамма-функция. 
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Соответственно, интегральная функция распределения 𝐹1(2, 𝐿, 𝜆) 

максимального шумового собственного числа выборочной корреляционной 

матрицы �̂� в двумерном случае (𝑁 = 2) в отсутствии внешних источников 

записывается как 

 
𝐹1(2, 𝐿, 𝜆) = 𝑍(2, 𝐿) ∙ det [

𝛾(𝐿 − 1, 𝐿𝜆) 𝛾(𝐿, 𝐿𝜆)

𝛾(𝐿, 𝐿𝜆) 𝛾(𝐿 + 1, 𝐿𝜆)
], (1.24) 

 
𝑍(2, 𝐿) =

1

Γ(𝐿) ∙ Γ(𝐿 − 1)
,  

где Γ(𝐿) = ∫ 𝑡𝐿−1 ∙ 𝑒−𝑡𝑑𝑡
+∞

0
 – полная гамма-функция. 

Функция распределения второго собственного числа при 𝑁 = 2 будет 

выглядеть следующим образом [71]: 

 

𝐹2(𝛼) = 𝑍(2, 𝐿)∫ ∫(𝛼1 ∙ 𝛼2)
𝐿−2 ∙ 𝑒−(𝛼1+𝛼2) ∙ (𝛼1 − 𝛼2)

2𝑑𝛼2

𝛼

0

𝑑𝛼1

∞

0

. (1.25) 

Учитывая свойство аддитивности (∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
∞

0
= ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

𝛼

0
+ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥

∞

𝛼
), 

выражение (1.25) можно представить в виде 

 

𝐹2(𝛼) = 𝑍(2, 𝐿)∫ ∫(𝛼1 ∙ 𝛼2)
𝐿−2 ∙ 𝑒−(𝛼1+𝛼2) ∙ (𝛼1 − 𝛼2)

2𝑑𝛼2

𝛼

0

𝑑𝛼1

𝛼

0

+ 

+𝑍(2, 𝐿) ∫ ∫(𝛼1 ∙ 𝛼2)
𝐿−2 ∙ 𝑒−(𝛼1+𝛼2) ∙ (𝛼1 − 𝛼2)

2𝑑𝛼2

𝛼

0

𝑑𝛼1

∞

𝛼

. 

(1.26) 

Видно, что первое слагаемое данного выражения представляет собой 

функцию распределения первого собственного числа 𝐹1(𝛼). Таким образом, 

выражение (1.26) можно записать в следующем виде: 

𝐹2(𝛼) = 𝐹1(𝛼) + 𝑍(2, 𝐿) ∫ ∫(𝛼1 ∙ 𝛼2)
𝐿−2 ∙ 𝑒−(𝛼1+𝛼2) ∙ (𝛼1 − 𝛼2)

2𝑑𝛼2

𝛼

0

𝑑𝛼1.

∞

𝛼

 (1.27) 
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После несложных преобразований выражение (1.27) можно представить в 

виде 

𝐹2(𝛼) = 𝐹1(𝛼) + 𝑍(2, 𝐿) ∙ [Γ(𝐿 + 1, 𝛼) ∙ 𝛾(𝐿 − 1, 𝛼) − Γ(𝐿, 𝛼) ∙ 𝛾(𝐿, 𝛼)] +  

+𝑍(2, 𝐿) ∙ [Γ(𝐿 − 1, 𝛼) ∙ 𝛾(𝐿 + 1, 𝛼) − Г(𝐿, 𝛼) ∙ 𝛾(𝐿, 𝛼)], 

(1.28) 

где Γ(𝐿, 𝛼) = ∫ 𝑡𝐿−1 ∙ 𝑒−𝑡𝑑𝑡
+∞

𝛼
 – верхняя неполная гамма-функция. 

Выражение (1.28) представляет собой сумму детерминантов матрицы с 

размерностью [2 × 2], состоящей из верхних и нижних неполных гамма-функций: 

 
𝐹2(𝛼) = 𝐹1(𝛼) + 𝑍(2, 𝐿) ∙ det [

𝛾(𝐿 − 1, 𝛼) 𝛾(𝐿, 𝛼)

Γ(𝐿, 𝛼) Γ(𝐿 + 1, 𝛼)
] + 

+𝑍(2, 𝐿) ∙ det [
Γ(𝐿 − 1, 𝛼) Г(𝐿, 𝛼)

𝛾(𝐿, 𝛼) 𝛾(𝐿 + 1, 𝛼)
]. 

(1.29) 

Соответственно, интегральная функция распределения 𝐹2(2, 𝐿, 𝜆) второго 

шумового собственного числа выборочной корреляционной матрицы �̂� в 

двумерном случае (𝑁 = 2) при отсутствии внешних источников записывается 

следующим образом [71]: 

 
𝐹2(2, 𝐿, 𝜆) = 𝐹1(2, 𝐿, 𝜆) + 𝑍(2, 𝐿) ∙ det [

𝛾(𝐿 − 1, 𝐿𝜆) 𝛾(𝐿, 𝐿𝜆)

Γ(𝐿, 𝐿𝜆) Γ(𝐿 + 1, 𝐿𝜆)
] + 

+𝑍(2, 𝐿) ∙ det [
Γ(𝐿 − 1, 𝐿𝜆) Γ(𝐿, 𝐿𝜆)

𝛾(𝐿, 𝐿𝜆) 𝛾(𝐿 + 1, 𝐿𝜆)
], 

(1.30) 

 
𝑍(2, 𝐿) =

1

Γ(𝐿) ∙ Г(𝐿 − 1)
.  

Рассмотрим более сложный трехмерный случай 𝑁 = 3. 

В соответствии с [62] функция распределения первого собственного числа: 

 
𝐹1(𝑁, 𝐿, 𝜆) = det [

𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆)

Γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖) ∙ Γ(𝑗)
] ,       𝑖, 𝑗 = 1. . . 𝑁. (1.31) 
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Функция распределения 𝐹2(𝛼)  =  𝑃{𝛼2 < 𝛼} второго собственного числа 𝛼2 

случайной матрицы 𝐀 будет иметь вид 

 

𝐹2(𝛼) = ∫ 𝑑𝛼1

∞

0

∫ 𝑑𝛼2

𝛼

0

∫ 𝑓(𝛼1, 𝛼2, 𝛼3)𝑑𝛼3

∞

0

. (1.32) 

После несложных, но громоздких преобразований (аналогичных 

приведённым выше преобразованиям для двумерного случая 𝑁 = 2), функцию 

распределения 𝐹2(𝛼) второго собственного числа выборочной корреляционной 

матрицы �̂� можно представить в следующем виде [71]: 

𝐹2(3, 𝐿, 𝜆) = 𝑍(3, 𝐿) ∙ [det(𝐁0(𝜆))+det(𝐁1(𝜆)) + det(𝐁2(𝜆)) + det(𝐁3(𝜆))], (1.33) 

где элементами матрицы 𝐁0(𝜆) являются 

 𝚩0 𝑖,𝑗 = 𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆), при 𝑖 = 1, 2, 3,  

элементами матрицы 𝐁1(𝜆) – 

 𝚩1 𝑖,𝑗 = Γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆), при 𝑖 = 1,  

 𝚩1 𝑖,𝑗 = 𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆), при 𝑖 = 2, 3,  

элементами матрицы 𝐁2(𝜆) – 

 𝚩2 𝑖,𝑗 = 𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆), при 𝑖 = 1, 3,  

 𝚩2 𝑖,𝑗 = Γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆), при 𝑖 = 2,  

элементами матрицы 𝐁3(𝜆) – 

 𝚩3 𝑖,𝑗 = 𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆), при 𝑖 = 1, 2,  

 𝚩3 𝑖,𝑗 = Γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆), при 𝑖 = 3,  

то есть 
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𝐁0(𝜆) = (

𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) 𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) 𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆)

𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) 𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) 𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆)

𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) 𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) 𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆)
), 

𝐁1(𝜆) = (

Γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) Γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) Γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆)

𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) 𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) 𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆)

𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) 𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) 𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆)
), 

𝐁2(𝜆) = (

𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) 𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) 𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆)

Γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) Γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) Γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆)

𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) 𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) 𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆)
), 

𝐁3(𝜆) = (

𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) 𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) 𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆)

𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) 𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) 𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆)

Γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) Γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) Γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆)
). 

Учитывая, что 𝑍(3, 𝐿) ∙ det(𝐁0(𝜆)) = 𝐹1(𝜆, 𝑁, 𝐿), функцию распределения 

второго собственного числа 𝛼2 случайной матрицы 𝐀 можно переписать 

следующим образом: 

 𝐹2(3, 𝐿, 𝜆) = 𝑍(3, 𝐿) ∙ [det(𝐁1(𝜆)) + det(𝐁2(𝜆)) + det(𝐁3(𝜆))] + 

+𝐹1(𝜆, 𝑁, 𝐿). 

(1.34) 

Функция распределения 𝐹3(𝛼)  =  𝑃{𝛼3  <  𝛼} третьего собственного числа 

𝛼3 случайной матрицы 𝐀 будет иметь вид 

 

𝐹3(𝛼) = ∫ 𝑑𝛼1

∞

0

∫ 𝑑𝛼2

∞

0

∫ 𝑓(𝛼1, 𝛼2, 𝛼3)𝑑𝛼3

𝛼

0

. (1.35) 

Аналогично выражению (1.34) функцию распределения 𝐹3(3, 𝐿, 𝜆) можно 

представить в следующем виде: 

 𝐹3(3, 𝐿, 𝜆) = 𝑍(3, 𝐿)[det(𝐁4(𝜆)) + det(𝐁5(𝜆)) + det(𝐁6(𝜆))] + 

+𝐹2(3, 𝐿, 𝜆), 

(1.36) 
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где элементами матрицы 𝐁4(𝜆) являются 

𝚩4 𝑖,𝑗 = Γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆), при 𝑖 = 1, 2, 

𝚩4 𝑖,𝑗 = 𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆), при 𝑖 = 3, 

элементами матрицы 𝐁5(𝜆) – 

𝚩5 𝑖,𝑗 = Γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆), при 𝑖 = 1, 3, 

𝚩5 𝑖,𝑗 = 𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆), при 𝑖 = 2, 

элементами матрицы 𝐁6(𝜆) – 

𝚩6 𝑖,𝑗 = 𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆), при 𝑖 = 1, 

𝚩6 𝑖,𝑗 = Γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆), при 𝑖 = 2, 3, 

то есть 

𝐁4(𝜆, 𝑖, 𝑗) = (

Γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) Γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) Γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆)

Γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) Γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) Γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆)

𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) 𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) 𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆)
), 

𝐁5(𝜆, 𝑖, 𝑗) = (

Γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) Γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) Γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆)

𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) 𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) 𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆)

Γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) Γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) Γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆)
), 

𝐁6(𝜆, 𝑖, 𝑗) = (

𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) 𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) 𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆)

Γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) Γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) Γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆)

Γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) Γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) Γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆)
). 

Таким образом, из полученных выражений видно, что функция 

распределения m-го (𝑚 ≥ 2) собственного числа равна сумме детерминантов 

матриц, полученных из перестановок с повторениями строк, состоящих из 

неполных верхних Γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) и нижних 𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆)  

гамма-функций. Количество таких перестановок равно [80]: 
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(

𝑁
𝑘1, 𝑘2

) =
𝑁!

𝑘1! ∙ 𝑘2!
, (1.37) 

где 𝑘1  = 𝑚 − 1  – число строк, состоящих из неполных верхних гамма-функций 

Γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆); 𝑘2  = 𝑁 − 𝑘1 – число строк, состоящих из неполных 

нижних гамма-функций 𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆). 

Учитывая полученные зависимости, можно записать интегральную 

функцию распределения 𝐹𝑚(𝑁, 𝐿, 𝜆) 𝑚-го (𝑚 ≥ 2) шумового собственного числа 

выборочной корреляционной матрицы �̂� в N-мерном случае в следующем виде 

[71]: 

 

𝐹𝑚(𝑁, 𝐿, 𝜆) = 𝑍(𝑁, 𝐿) ∙

(

 
 

∑ det(𝐁𝑙)

(
𝑁

𝑘1,𝑘2
)

𝑙=1…𝑁

)

 
 

+ 𝐹𝑚−1(𝑁, 𝐿, 𝜆), (1.38) 

Матрица 𝐁𝑙 образуется из 𝑘1 строк матрицы 𝐁𝑙
Γ, содержащей элементы  

𝐵𝑙𝑖𝑗
Γ = Γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆), и 𝑘2 строк матрицы 𝐁𝑙

γ
, содержащей элементы  

𝐵𝑙𝑖𝑗
γ

= γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆), 𝑖, 𝑗 = 1,… ,𝑁. Каждая из матриц Вl представляет 

одну из возможной комбинации строк 𝐁𝑙
Γ и 𝐁𝑙

γ
. То есть 

 
𝐁𝑙 = [

𝐁𝑙
Γ

𝐁𝑙
γ] ,    𝑙 = 1…𝑁, (1.39) 

𝐁Γ = Γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆), 𝑖 = 1…𝑘1,      𝑗 = 1…𝑁, 

𝐁𝛾 = 𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆), 𝑖 = 1…𝑘2,      𝑗 = 1…𝑁, 

𝑘1 + 𝑘2 = 𝑁,    𝑚 = 2…𝑁,    𝑘1 = 𝑚 − 1,    𝑘2  = 𝑁 − 𝑘1. 

На рис. 1.2 приведены функции распределения трех собственных чисел для 

трехмерного случая (𝑁 = 3) и различного объема выборки 𝐿 =  {3, 10, 50}. Видно, 

что при увеличении объема выборки 𝐿 распределения собственных чисел с 

бóльшим значением смещается в сторону уменьшения значений λ, а распределения 
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собственных чисел с меньшим значением смещается в сторону увеличения 

значений λ. Следовательно, при увеличении объема выборки 𝐿 средние значения 

распределений собственных чисел стремятся к значению 𝜆 = 1, то есть оценочная 

матрица �̂�  →  𝐌.  

 

Рис. 1.2. Функция распределения трех собственных чисел для 𝑁 = 3 и 

различного объема выборки: черный цвет – 𝐿 = 3,  

красный цвет – 𝐿 = 10, синий цвет – 𝐿 = 50 

 

На рис. 1.3 приведены плотности распределения вероятности трех 

собственных чисел для 𝑁 = 3 и различного объема выборки 𝐿 = (3, 10, 50). Из 

рисунков можно видеть, что плотности распределения вероятности собственных 

чисел с бóльшим значением имеет бóльшую дисперсию по сравнению с 

собственными числами с меньшим значением. При этом с уменьшением индекса 

собственного числа увеличивается асимметрия плотности распределения. 



34 

 

Рис. 1.3. Плотность распределения вероятности трех собственных 

чисел для 𝑁 = 3 и различного объема выборки: черный цвет – 𝐿 = 3,  

красный цвет – 𝐿 = 10, синий цвет – 𝐿 = 50 

 

Приведем график зависимости числа обусловленности матрицы µ 

(отношения максимального собственного числа 𝜆𝑚𝑎𝑥 к минимальному 𝜆𝑚𝑖𝑛 [81]) 

от объема выборки L (рис. 1.4). Значения максимального и минимального 

собственных чисел возьмем при значении функций распределения 

 𝐹𝑚(𝑁, 𝐿, 𝜆) = 0,5. Зависимости были получены для значений 𝑁 = (3, 5, 7), 𝐿 ≥ 𝑁.  

 

Рис. 1.4. Число обусловленности µ матрицы в зависимости от объема 

выборки L: красный цвет – 𝑁 = 3, синий цвет – 𝑁 = 5,  

черный цвет – 𝑁 =  7 
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Из графиков видно, что при значениях объема выборки L больше 2N число 

обусловленности монотонно стремится к единице 𝜇 → 1  (при  𝐿 → ∞). Этот 

результат вполне согласуется с известным приближенным правилом, что для 

получения приемлемой оценки корреляционной матрицы объем выборки должен в 

2 раза превышать число степеней свободы антенной решётки [82]. 

Также, для подтверждения правильности полученных выше результатов на 

рис. 1.5 приведен график зависимости среднеквадратического отклонения 𝜎𝜆 

среднего значения всех собственных чисел, полученных численным 

моделированием, от их аналитических значений при 𝐹𝑚(𝑁, 𝐿, 𝜆) = 0,5 от числа 

экспериментов K. Зависимости были получены для значений 𝑁 = 3, 𝐿 = 3, 5, 10. 

 

Рис. 1.5. Среднеквадратическое отклонение среднего значения всех 

собственных чисел, полученных численным моделированием, в 

зависимости от их аналитических значений от числа экспериментов K: 

красный цвет – 𝐿 = 3, синий цвет – 𝐿 = 5, черный цвет – 𝐿 =  10 

 

Из графиков рис. 1.5 видно, что при количестве экспериментов 𝐾 > 2000 

среднеквадратическое отклонение средних значений собственных чисел 𝜎𝜆 не 

превышает значений порядка 10−2. 
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1.2. Интегральные функции распределения собственных чисел выборочной 

корреляционной матрицы сигналов антенной решетки при наличии 

произвольного числа источников достаточно большой мощности 

Рассмотрим ситуацию, когда на входе элементов АР, кроме собственного 

шума присутствуют сигналы от 𝑄 внешних источников. В этом случае у точной 

корреляционной матрицы 𝐌 имеется 𝑄 сигнальных собственных чисел больших 

единицы и 𝑁 − 𝑄 шумовых собственных чисел, равных единице. Распределение 

сигнальных собственных чисел при достаточно больших выборке и отношении 

сигнал/шум можно считать нормальным [83]. 

Используя выражение для функции совместного распределения 

собственных чисел матрицы 𝐀 

𝑓𝑄+1(𝑁, 𝐿, 𝛼𝑄+1, 𝛼𝑄+2, … , 𝛼𝑁) = 𝑓1(𝑁 − 𝑄, 𝐿 − 𝑄, 𝛼𝑄+1, 𝛼𝑄+2, … , 𝛼𝑁) (1.40) 

и соотношение между собственными числами матриц 𝐀 и �̂� (1.12), в [64] получено 

асимптотическое выражение для интегральной функции распределения 

максимального шумового собственного числа выборочной корреляционной 

матрицы �̂� при наличии 𝑄 мощных источников: 

 
𝐹𝑄+1(𝑁, 𝐿, 𝜆) = 𝐹1 (𝑁 − 𝑄, 𝐿 − 𝑄,

𝐿𝜆

𝐿 − 𝑄
). (1.41) 

При этом выражение (1.41) справедливо в случае больших мощностей 

внешних источников сигналов (𝑣𝑁 >>  1). 

Аналогично можно представить зависимость для m-го (𝑚 ≥ 𝑄 + 1) 

собственного числа: 

 
𝐹𝑄+1(𝑁, 𝐿, 𝜆) = 𝐹𝑚−𝑄 (𝑁 − 𝑄, 𝐿 − 𝑄,

𝐿𝜆

𝐿 − 𝑄
) . (1.42) 

На рис. 1.6 в качестве иллюстрации штрихпунктирными линиями 

приведены функции распределения трех шумовых собственных чисел (второго, 

третьего и четвертого, соответственно черным, красным и синим цветами) 

аддитивной смеси шума и одного сигнала с мощностью 20 дБ при количестве 
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элементов антенной решетки 𝑁 = 4, объеме выборки 𝐿 =  10. Видно, что наличие 

мощного сигнала изменяет распределения всех собственных чисел 

корреляционной матрицы входного процесса. Также, распределения всех 

собственных чисел смещается в сторону увеличения значений λ. 

 

Рис. 1.6. Функция распределения второго (черный цвет), третьего 

(красный цвет) и четвертого (синий цвет) собственных чисел для 𝑁 = 4, 

𝐿 =  10: пунктирная линия – при наличии только собственного шума; 

штрихпунктирная линия – при наличии шума и одного сигнала 

 

В работе [63] приведены результаты численного моделирования, в которых 

показано, что при мощности источника сигнала порядка 6 ÷ 10 дБ отклонение 

асимптотического распределения второго (шумового) собственного числа от 

истинного значения не превышает 0,02, а при мощности порядка −20 дБ 

составляет величину 0,4 − 0,5. 

Интересно отметить, что отклонение асимптотического распределения 

минимального собственного числа составляет величину на порядок меньше, чем 

для остальных собственных чисел. 

В качестве иллюстрации на рис. 1.7 приведены распределения второго, 

третьего и четвертого собственных чисел при 𝑁 = 4, 𝐿 = 4 и мощности сигнала 
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−20 дБ и 0 дБ, полученных в соответствие с выражением (1.42) (кривые черного 

цвета) и численным моделированием (кривые синего и красного цвет). 

 

Рис. 1.7. Функция распределения второго (сплошная линия), третьего 

(пунктирная линия) и четвертого (штрихпунктирная линия) собственных 

чисел при 𝑁 = 4, 𝐿 = 4 и мощности сигнала −20 дБ (синий цвет) и 

 0 дБ (красный цвет), и в соответствии с аналитическим выражением 

(черный цвет) 

 

Видно, что при 𝐿 ≥  𝑁 даже при малых значениях мощности сигнала 

(меньше 0 дБ) функция распределения минимального собственного числа, 

полученная в соответствии с выражением (1.42), практически совпадает с их 

истинным распределением, полученным численным моделированием. 

 

1.3. Интегральные функции распределения собственных чисел выборочной 

корреляционной матрицы сигналов антенной решетки в случае короткой 

выборки 

В предыдущих разделах были получены выражения для функций 

интегрального распределения собственных чисел выборочной корреляционной 
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матрицы �̂� в случае большой выборки (𝐿 ≥  𝑁). Рассмотрим случай короткой 

выборки, когда 𝐿 <  𝑁. 

Необходимость использования короткой выборки может быть обусловлена, 

например, нестационарностью сигнальной обстановки. При этом выборочная 

корреляционная матрица становится вырожденной и имеет L положительных 

собственных чисел, а её остальные 𝑁 − 𝐿 собственных чисел равны нулю [84]. 

Короткая выборка заполняет только часть N-мерного векторного 

пространства, имеющую размерность L. Следовательно, такая выборка содержит 

информацию о помехе только в L-мерном подпространстве, а в остальной части 

пространства, размерности 𝑵 − 𝑳, информация о помехе отсутствует. Другими 

словами, короткая выборка не обладает достаточной информативностью для 

оценки параметров помехи во всем векторном пространстве [85]. 

При 𝐿 <  𝑁 матрица 𝐀 имеет 𝐿 ненулевых собственных чисел и 𝑁 −  𝐿 

собственных чисел, равных нулю [86]. В работе [64] показано, что в данном случае 

корреляционную матрицу 𝐀 можно рассматривать как ненормированную 

выборочную корреляционную матрицу L-мерной антенной решетки, построенную 

по 𝑁 выборкам. 

В случае короткой выборки интегральная функция распределения 

максимального собственного числа выборочной корреляционной матрицы �̂� 

собственного шума элементов антенной решетки имеет следующий вид [71]: 

 
𝐹1(𝑁, 𝐿, 𝜆) = det [

𝛾(𝑁 − 𝐿 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆)

Γ(𝑁 − 𝐿 + 𝑖) ∙ Γ(𝑗)
] ,    𝑖, 𝑗 = 1. . . 𝐿. (1.43) 

В данном случае легко записать интегральную функцию распределения  

m-го (𝑚 ≥ 2) собственного числа выборочной корреляционной матрицы �̂� 

собственного шума элементов антенной решетки в случае короткой выборки  

(𝐿 <  𝑁) [71]: 

 𝐹𝑚,𝐿<𝑁(𝑁, 𝐿, 𝜆) = 𝐹𝑚(𝐿, 𝑁, 𝜆) . (1.44) 

Связь (1.41) между интегральной функцией распределения максимального 

шумового собственного числа в случае присутствия 𝑄 мощных источников 
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𝐹𝑄+1(𝑁, 𝐿, 𝜆) и интегральной функцией распределения максимального шумового 

собственного числа при наличии только собственного шума 𝐹1(𝑁, 𝐿, 𝜆) справедлива 

и в случае короткой выборки. Используя (1.41) и (1.43) асимптотическое 

выражение для интегральной функции распределения m-го шумового 

собственного числа 𝜆𝑄+1 выборочной корреляционной матрицы M при наличии 𝑄 

мощных источников в случае короткой выборки (𝐿 <  𝑁) записывается 

следующим образом: 

 
𝐹𝑚,𝑄+1,𝐿<𝑁(𝑁, 𝐿, 𝜆) = 𝐹𝑚 (𝐿 − 𝑄,𝑁 − 𝑄,

𝑁𝜆

𝑁 − 𝑄
). (1.45) 

Характер данных зависимостей (1.44) и (1.45) будет аналогичен случаю 

большой выборки 𝐿 ≥  𝑁. 

На рис.1.8 – 1.9 приведены графики функций распределения собственных 

чисел выборочной корреляционной матрицы �̂� собственного шума элементов 

антенной решетки (1.44) для 𝑁 = (5, 7) и различного объема короткой выборки 

𝐿 ≤  𝑁. Видно, что при увеличении объема выборки 𝐿 распределения собственных 

чисел с бóльшим значением смещается в сторону уменьшения значений λ, а 

распределения собственных чисел с меньшим значением смещается в сторону 

увеличения значений λ. 

 



41 

 

Рис. 1.8. Функция распределения собственных чисел для 𝑁 = 5 и 

различного объема выборки: черный цвет – 𝐿 = 5,  

красный цвет – 𝐿 = 4, синий цвет – 𝐿 = 3 

 

Рис. 1.9. Функция распределения собственных чисел для 𝑁 = 7 и 

различного объема выборки: черный цвет – 𝐿 = 7,  

красный цвет – 𝐿 = 6, синий цвет – 𝐿 = 5 
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На рис. 1.10 – 1.12 приведены графики функций распределения собственных 

чисел выборочной корреляционной матрицы �̂� собственного шума элементов 

антенной решетки (1.44) для 𝑁 = (5, 6, 7) и различного объема короткой выборки 

𝐿 ≤  𝑁 при наличии только собственного шума (чёрные, красные, синие кривые) и 

аддитивной смеси одного сигнала с мощностью 10 дБ и собственного шума (серые, 

розовые и голубые кривые). 

 

Рис. 1.10. Функция распределения собственных чисел для 𝑁 = 5 и  

различного объема выборки 𝐿 = (3, 4, 5):  

черный, красный, синий цвет – при наличии только собственного шума;  

серый, розовый, голубой цвет – при наличии сигнала и собственного шума 
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Рис. 1.11. Функция распределения собственных чисел для 𝑁 = 6 и различного 

объема выборки 𝐿 = (4, 5, 6):  

черный, красный, синий цвет – при наличии только собственного шума; серый, 

розовый, голубой цвет – при наличии сигнала и собственного шума 

 

Рис. 1.12. Функция распределения собственных чисел для 𝑁 = 7 и различного 

объема выборки 𝐿 = (5, 6, 7):  

черный, красный, синий цвет – при наличии только собственного шума;  

серый, розовый, голубой цвет – при наличии сигнала и собственного шума 
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Из рис. 1.10 – 1.12 видно, что при наличии мощного сигнала распределения 

всех собственных чисел смещается в сторону увеличения значений λ. 

 

1.4. Выводы по главе 1 

По результатам проведенного в главе 1 моделирования можно сделать 

следующие основные выводы: 

1. Получено аналитическое выражение для интегральных функций 

распределения всех собственных чисел выборочной корреляционной 

матрицы собственного шума элементов антенной решётки (для 

многомерного случая). 

2. Показано, что при значениях объема выборки L, больших 2N, число 

обусловленности корреляционной матрицы монотонно стремится к единице. 

3. Получено аналитическое выражение для распределения всех шумовых 

собственных чисел выборочной корреляционной матрицы сигналов 

антенной решётки при наличии собственного шума и произвольного числа 

источников большой мощности.  

4. Получено аналитическое выражение для интегральных функций 

распределения всех шумовых собственных чисел выборочной 

корреляционной матрицы сигналов антенной решётки при наличии 

произвольного числа мощных источников в случае короткой выборки. 

5. Проведен анализ интегральных функций распределения всех шумовых 

собственных чисел выборочной корреляционной матрицы сигналов 

антенной решётки при наличии только собственного шум и при  наличии 

произвольного числа мощных источников в случае большой выборки 𝐿 ≥  𝑁 

и в случае короткой выборки 𝐿 <  𝑁. 
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ГЛАВА 2. СЕЛЕКЦИЯ СИГНАЛОПОДОБНЫХ ПОМЕХ НА ОСНОВЕ 

АНАЛИЗА СОБСТВЕННЫХ ЧИСЕЛ ВЫБОРОЧНОЙ 

КОРРЕЛЯЦИОННОЙ МАТРИЦЫ 

 

В главе 2 получено аналитическое выражение для решающих статистик 

селекции сигналоподобных активных помех, основанное на оценке собственных 

чисел выборочной корреляционной матрицы. Точная решающая статистика 

выводится из строгого выражения для отношения правдоподобия и получена на 

основе обобщенного отношения правдоподобия, в том числе для коротких 

выборок. С использованием точной решающей статистики получены зависимости 

вероятности правильной селекции от отношения сигнал/шум для различной длины 

выборки процесса. Приведены зависимости вероятности правильной селекции от 

величины фазовых флуктуаций и показано, что отношение сигнал/шум для 

селекции сигналоподобной помехи при заданной вероятности правильной 

селекции существенным образом увеличивается при уменьшении фазовых 

флуктуаций сигнала-помехи. 

Основные результаты главы опубликованы в работах [27, 87 – 94]. 

 

2.1. Когерентность сигналоподобной помехи в виде энтропии распределения 

энергии сигнала по собственным числам выборочной корреляционной 

матрицы 

Рассмотрим типовую структурную схему пространственно-временной 

обработки радиолокационных сигналов, представленной на рис. 2.1. Будем 

считать, что селекция сигналоподобных помех проводится после обнаружения 

сигнала в пороговом устройстве канала временной обработки, используя 

информацию (записанную в ОЗУ последовательность импульсов – пачки 

импульсов) со входа канала временной обработки. 
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Рис. 2.1. Типовая структурная схема пространственно-временной 

обработки радиолокационных сигналов 

 

Пусть на вход приёмника радиолокационной системы поступает пачка из 𝑁 

импульсов, представляющая собой аддитивную смесь полезного сигнала 𝐬 и 

собственного шума 𝐧, распределенного по гауссовскому (нормальному)  

закону [73]: 

 𝐱 = 𝜈𝐬 + 𝐧, (2.1) 

где 𝜈 – фиксированный амплитудный множитель. 

Комплексная амплитуда отражённого радиолокационного сигнала от 

точечной воздушной цели имеет следующий вид [15]: 

 

𝐬 =

(

  
 

exp(𝑗𝑓д𝑇)

exp (𝑗(2𝑓д𝑇))

⋮

exp (𝑗(𝑁𝑓д𝑇)))

  
 

, (2.2) 

где 𝑇 – период зондирования радиолокационных импульсов; 𝑁 – количество 

импульсов в принимаемой пачке сигналов; 𝑓д – доплеровский сдвиг частоты. 

Будем считать, что корреляционная матрица вектора собственного шума 

является единичной: 

 〈𝐧𝐧∗〉 = 𝐈. (2.3) 

Корреляционная матрица принимаемого детерминированного сигнала 

будет иметь вид [30] 
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 𝐑 = 〈𝐬𝐬∗〉. (2.4) 

С учетом собственного шума единичной мощности корреляционная 

матрица будет иметь вид: 

 𝐌 = 〈𝜈2〉𝐑 + 𝐈. (2.5) 

В качестве информационной меры степени когерентности принимаемого 

сигнала в работе [87] использовалась энтропия 𝐻 распределения энергии сигнала 

по собственным числам его корреляционной матрицы 𝐌. В соответствии с [29] 

показатель энтропии равен: 

 𝐻 = −∑𝜆0𝑖ln(𝜆0𝑖)

𝑁

𝑖=1

. (2.6) 

Здесь 𝜆0𝑖 =
𝜆𝑖

Sp𝐌
 – нормированные собственные значения матрицы 𝐌, где 𝜆𝑖 – 

собственные значения матрицы 𝐌, Sp𝐌 – след (сумма диагональных элементов) 

матрицы 𝐌. 

В случае детерминированного сигнала корреляционная матрица имеет 

единичный ранг, и её нормированные собственные значения равны  

λ01 = 1, 𝜆02 = ⋯ = 𝜆0𝑁 = 0. При этом энтропия 𝐻 → 0, то есть 

детерминированный сигнал является полностью когерентным. В случае 

случайного гауссового процесса с равными по мощности и некоррелированными 

компонентами КМ является диагональной с равными между собой элементами 

главной диагонали. Нормированные собственные значения 𝜆01 = ⋯ = 𝜆0𝑁 = 1 𝑁⁄ , 

а энтропия равна 𝐻 = ln(𝑁). 

В случае аддитивной смеси детерминированного сигнала и гауссового шума 

(2.1) показатель энтропии будет соответствовать [29]: 

 
𝐻(𝑞) = ln(𝑞2𝑁 + 𝑁) −

𝑞2𝑁 + 1

𝑞2𝑁 + 𝑁
× ln(𝑞2𝑁 + 1), (2.7) 

где 𝑞2 = 𝜈2 𝜎2⁄  – отношение сигнал/шум (ОСШ). 



48 

В случае аддитивной смеси детерминированного сигнала и гауссового шума 

(2.1) при увеличении отношения сигнал/шум 𝑞 значение энтропии 𝐻 стремится к 

нулю (то есть процесс становится полностью когерентным), при 𝑞 → 0 энтропия 𝐻 

стремится к значению ln(𝑁) [29]. 

В работах [27, 30, 87, 90, 93] было показано, что основными факторами, 

влияющими на степень когерентности радиолокационных сигналов, являются 

флуктуации параметров сигнала (амплитуды, частоты, фазы), вызванные 

собственным шумом радиотехнической системы, и флуктуации (частоты, фазы), 

обусловленные прохождением сигнала через различные подсистемы передающего 

и приемного трактов. В данном случае при отношении сигнал/шум 𝑞 → ∞ значение 

энтропии будет стремиться не к нулю, а к некоторому постоянному значению, 

зависящему от параметров распределения флуктуаций: 0 < 𝐻(𝑞) ≤ ln(𝑁). Это 

означает, что распределение энергии сигнала по собственным числам его 

корреляционной матрицы 𝐌 в случае постоянных флуктуаций параметров будет 

отличаться от распределения по собственным числам детерминированного 

сигнала. 

Таким образом, модель сигналоподобной помехи на входе приемника 

радиолокационной системы в общем виде с учетом выражения (2.1) можно 

представить следующим образом: 

 

𝐬𝜑 =

(

 
 

exp[𝑗(𝑓д𝑇 + 𝜑1)]

 exp[𝑗(2𝑓д𝑇 + 𝜑2)]

⋮
exp[𝑗(𝑁𝑓д𝑇 + 𝜑𝑁)])

 
 

, (2.8) 

где 𝜑1, 𝜑2, … , 𝜑𝑁 – случайные фазы, распределенные по нормальному закону со 

средним квадратичным отклонением 𝜎𝜑. 

На практике точное значение корреляционной матрицы помехи 𝐌, как 

правило, неизвестно и поэтому приходится использовать её оценку �̂� 

(максимально правдоподобную оценку), получаемую в соответствии с выражением 

[32]: 
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�̂� =
1

𝐿
∑𝐱𝑖

𝐿

𝑖=1

𝐱𝑖
∗, (2.9) 

где 𝐱𝑖 – вектор процесса, принимаемый в i-й момент времени, в соответствии с 

выражением (2.1); 𝐿 – объём выборки, используемой для получения оценки 

корреляционной матрицы сигнала (количество отсчётов, по которым усредняется 

выборочная матрица �̂�). 

Для случая временной обработки выборочная корреляционная матрица �̂� 

будет формироваться путём суммирования выборок, состоящих из 𝐿 пачек 

импульсов длительностью каждой пачки в 𝑁 импульсов (рис. 2.2).    

 

Рис. 2.2. Временная диаграмма формирования выборочной корреляционной 

матрицы �̂� 

 

Собственные числа выборочной матрицы �̂� удовлетворяют условию  

�̂�1 ≥ �̂�2 ≥ ⋯ ≥ �̂�𝑁 ≥ 0. 

При наличии достаточно мощного источника сигнала (более 2…6 дБ), 

данное условие примет следующий вид: 

 �̂�1 ≫ �̂�2 ≥ ⋯ ≥ �̂�𝑁 ≥ 0. (2.10) 

При условии, что сигнал, излучаемый радиолокационной системой с 

внутренней когерентностью, и сигнал имитационной помехи будут иметь 

различную степень когерентности, то есть различное распределение собственных 

чисел, будет выполняться следующее условие: 

 �̂�2 > �̂�2
′ ,   �̂�3 > �̂�3

′ , … , �̂�𝑁 > �̂�𝑁
′ , (2.11) 

где �̂�2
′ ≥ ⋯ ≥ �̂�𝑁

′ ≥ 0 – собственные числа выборочной корреляционной матрицы 
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имитационной сигналоподобной помехи. 

Таким образом, сигнал сигналоподобной помехи представляет собой 

комбинацию множества синусоид вида (2.8), образующих континуум по 

доплеровскому сдвигу частоты, который может быть аппроксимирован некоторым 

конечным набором N синусоид. 

С учетом сделанных выше предположений, модель полезного сигнала 

можно представить как 𝐱 = 𝐧 + 𝜈1𝐬1, а модель сигналоподобной помехи как 

 𝐱 = 𝐧 + 𝜈1𝐬1 + 𝜈2𝐬2 + ⋯+ 𝜈𝑁𝐬𝑁 . При этом данная модель будет справедлива при 

условии мощной помехи (𝜈𝑁 ≫ 1). 

В качестве иллюстрации воспользуемся результатами экспериментальных 

исследований оценки энтропии распределения энергии сигнала по нормированным 

собственным числам его выборочной корреляционной матрицы (степени 

когерентности) сигналов, отраженных от реальных воздушных объектов 

(самолетов с винтовым двигателем, турбореактивных самолетов, вертолетов) и 

ретранслятора (сигналоподобной помехи), рассмотренные в работе [27]. На рис. 2.3 

приведены собственные числа выборочной корреляционной матрицы (𝑁 = 10, 

 𝐿 = 50 и 𝑁 = 20, 𝐿 = 100) полезного сигнала, отраженного от реальной цели 

(синий цвет) и сигналоподобной помехи – сигнала ретранслятора (красный цвет). 

Мощность сигнала и помех была равной и составляла 10 дБ. Видно, что  

𝑁 − 1 шумовых собственных чисел помехи превышают шумовые собственные 

числа сигнала, что может подтверждать правильность рассмотренной выше 

модели. 
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а) 
 

б) 

Рис. 2.3. Собственные числа выборочной корреляционной матрицы 

полезного сигнала, отраженного от реальной цели, (синий цвет) и 

сигналоподобной помехи – сигнала ретранслятора (красный цвет):  

а) 𝑁 = 10, 𝐿 = 50;  

б) 𝑁 = 20, 𝐿 = 100 
 

 

2.2. Решающие статистики для селекции сигналоподобных помех на основе 

обобщенного отношения максимального правдоподобия 

Рассмотрим задачу селекции сигнала и сигналоподобной помехи на фоне 

гауссовского шума. Задача селекции может быть сформулирована как выбор одной 

из двух гипотез: 

 𝐻1:     𝐱 = 𝐧 + 𝜈1𝐬𝟏, (2.12) 

 𝐻2:     𝐱 = 𝐧 + 𝜈1𝐬1 + 𝜈2𝐬2 + ⋯+ 𝜈𝑁𝒔𝑁 . (2.13) 

где 𝐧 – вектор собственного шума, 𝐬1 + 𝐬2 + ⋯+ 𝐬𝑁 – вектор сигналоподобной 

помехи. 

Оптимальное решение задачи селекции полезного сигнала и 

сигналоподобной помехи (то есть принятие гипотезы 𝐻1 или 𝐻2) основывается на 

сравнении отношения правдоподобия 

 

𝑙(𝐱1, 𝐱2, … , 𝐱𝐿) =
max

𝐫2
𝑝(𝐱1, 𝐱2, … , 𝐱𝐿 | 𝐻2,𝐫2)

max
𝐫1

𝑝(𝐱1, 𝐱2, … , 𝐱𝐿 | 𝐻1,𝐫1)
 (2.14) 
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с некоторым порогом ℎ. Здесь 𝑝(𝐱1, 𝐱2, … , 𝐱𝐿 | 𝐻1, 𝐫1) – функция правдоподобия 

для гипотезы  𝐻1, 𝑝(𝐱1, 𝐱2, … , 𝐱𝐿 | 𝐻2, 𝐫2) – функция правдоподобия для гипотезы 

 𝐻2, 𝐫1 – вектор неизвестных параметров при гипотезе  𝐻1, 𝐫2 – вектор неизвестных 

параметров при гипотезе  𝐻2. Если 𝑙(𝐱1, 𝐱2, … , 𝐱𝐿) > ℎ, то принимается гипотеза 

 𝐻2, то есть решение о наличии сигналоподобной помехи. Если 𝑙(𝐱1, 𝐱2, … , 𝐱𝐿) < ℎ, 

то принимается гипотеза  𝐻1, то есть решение о наличии полезного сигнала. 

Функции правдоподобия для гипотез  𝐻1 и  𝐻2 записываются в следующем 

виде: 

 𝑝(𝐱1, 𝐱2, … , 𝐱𝐿 | 𝐻1,2,𝐌1,2) = 

= 𝜋−𝐿𝑁 ∙ det(𝐌1,2)
−𝐿

∙ exp[−𝐿 ∙ Sp(𝐌1,2
−1�̂�)], 

(2.15) 

где 𝐱𝑖 – выборка вектора сигнала, 𝐌1 – корреляционная матрица вектора 𝐱 при 

гипотезе  𝐻1, 𝐌2 – корреляционная матрица вектора 𝐱 при гипотезе 𝐻2. 

Корреляционная матрица вектора 𝐱 записывается в следующем виде: 

 𝐌1(𝜈1, 𝐬1) = 𝐈 + 𝜈1𝐬1𝐬1
∗, (2.16) 

 

𝐌2(𝜈1, 𝜈2, … , 𝜈𝑁 , 𝐬1, 𝐬2, … , 𝐬𝑁) = 𝐈 + ∑𝜈𝑖𝐬𝑖𝐬𝑖
∗

𝑁

𝑖=1

, (2.17) 

где 𝜈1, 𝜈2, … , 𝜈𝑁 – фиксированные амплитудные множители векторов 𝐬1, 𝐬2, … , 𝐬𝑁 

соответственно. 

Для того чтобы найти отношение правдоподобия (2.14), необходимо найти 

максимальное значение функций правдоподобия для гипотез 𝐻1 и 𝐻2 при вариации 

мощностей 𝜈1, 𝜈2, … , 𝜈𝑁 и векторов 𝐬1, 𝐬2, … , 𝐬𝑁 внешних источников сигналов. 

Максимальное значение функции правдоподобия при гипотезе 𝐻1 может быть 

записано в следующем виде [64]: 

max
𝐬1,𝜈1 

𝑝(𝐱1, 𝐱2, … , 𝐱𝐿 | 𝐻1,𝜈1, 𝐬1) = 

= 𝜋−𝐿𝑁 ∙ �̂�1
−𝐿

∙ exp[−𝐿] ∙ exp[−𝐿 ∙ (Sp�̂� − �̂�1)]. 

(2.18) 
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Найдем максимальное значение функции правдоподобия для гипотезы 𝐻2. 

Используя разложение матрицы по собственным векторам и собственным числам, 

матрицу 𝐌2 можно записать в следующем виде: 

 

𝐌2 = ∑𝜆𝑖𝐮𝑖𝐮𝑖
∗

𝑁

𝑖=1

+ (𝐈 − ∑𝐮𝑖𝐮𝑖
∗

𝑁

𝑖=1

). (2.19) 

Здесь 𝜆𝑖 – собственные числа матрицы 𝐌2, а 𝐮𝑖 – соответствующие им собственные 

векторы. Поскольку собственные числа 𝜆𝑖 и собственные векторы 𝐮𝑖 однозначно 

определяют матрицу 𝐌 и, соответственно, значение функции правдоподобия, то 

вместо поиска максимума по параметрам источников сигналов 𝜈1, 𝜈2, … , 𝜈𝑁, 

𝐬1, 𝐬2, … , 𝐬𝑁 будем искать максимум по собственным числам 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑁 и 

собственным векторам 𝐮1, 𝐮2, … , 𝐮𝑁. Для этого, используя (2.19), запишем 

функцию правдоподобия (2.15) в следующем виде: 

 𝑝(𝐱1, 𝐱2, … , 𝐱𝐿 | 𝐻2, 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑁 ,𝐮1, 𝐮2, … , 𝐮𝑁) = 

= 𝜋−𝐿𝑁 ∙ ∏𝜆𝑖
−𝐿

𝑁

𝑖=1

∙ exp [−𝐿 ∙ Sp(�̂� + ∑
1 − 𝜆𝑖

𝜆𝑖
𝐮𝑖𝐮𝑖

∗�̂�

𝑁

𝑖=1

)]. 

(2.20) 

Максимум функции правдоподобия (2.20) при вариации собственных 

векторов 𝐮1, 𝐮2, … , 𝐮𝑁 и собственных чисел 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑁 можно записать в 

следующем виде [64]: 

 max
𝐮1,𝐮2,…,𝐮𝑁

𝑝(𝐱1, 𝐱2, … , 𝐱𝐿 | 𝐻2, 𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑁 ,𝐮1, 𝐮2, … , 𝐮𝑁)  = 

= 𝜋−𝐿𝑁 ∙ ∏�̂�𝑖
−𝐿

𝑁

𝑖=1

∙ exp [−𝐿 ∙ (Sp�̂� − ∑�̂�𝑖

𝑁

𝑖=1

)] ∙ exp[−𝐿𝑁]. 

(2.21) 

Используя выражения (2.18) и (2.21), отношение правдоподобия (2.14) 

записывается в следующем виде: 
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𝑙(𝐱1, 𝐱2, … , 𝐱𝐿)  = exp[−𝐿 ∙ (𝑁 − 1)] ∙ [∏�̂�𝑖
−𝐿

𝑁

𝑖=2

] ∙ exp(∑�̂�𝑖
𝐿

𝑁

𝑖=2

). (2.22) 

Поскольку функция 𝑥−1 × exp(𝑥) является монотонно возрастающей для  

𝑥 > 1, то сравнение с порогом ℎ отношения правдоподобия (2.22) эквивалентно 

сравнению с некоторым другим порогом величины: 

 

𝜉 = ∑�̂�𝑖

𝑁

𝑖=2

. (2.23) 

Таким образом, оптимальная селекция полезных сигналов и 

сигналоподобной помехи заключается в сравнении с некоторым порогом 𝜆𝐹 суммы 

𝑁 − 1 собственных чисел �̂�𝑖,𝑖=2…𝑁 выборочной корреляционной матрицы �̂�. 

 

2.3. Характеристики селекции сигналоподобных помех 

Выбор порога 𝜆𝐹, согласно критерию Неймана-Пирсона, осуществляется из 

следующего уравнения [76, 95]: 

 𝑃𝐹 = 1 − 𝐹𝜉(𝜆𝐹), (2.24) 

где 𝑃𝐹 – заданная вероятность ложной селеции, 𝐹𝜉(𝜆) – интегральная функция 

распределения суммы 𝑁 − 1 собственных чисел 𝜆𝑖,𝑖=2…𝑁 выборочной 

корреляционной матрицы �̂� при наличии мощного источника сигнала (при 

справедливости гипотезы 𝐻1). 

Таким образом, для расчета значений порога селекции 𝜆𝐹 необходимо 

получить выражение для интегральной функция распределения величины 𝜉,  

то есть 𝐹𝜉(𝜆). 

Интегральная функция распределения 𝑚 ≥ 2 собственных чисел 

выборочной корреляционной матрицы при наличии одного мощного сигнала 

получена в работе [72] в следующем виде: 

 
𝐹𝑚(𝑁, 𝐿, 𝜆) = 𝐹𝑚−1 (𝑁 − 1, 𝐿 − 1,

𝐿𝜆

𝐿 − 1
) . (2.25) 
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где 

 

𝐹𝑚(𝑁, 𝐿, 𝜆) = 𝑍(𝑁, 𝐿) ×

[
 
 
 
 

∑ det(𝐁𝑙)

(
𝑁

𝑘1,𝑘2
)

𝑙=1
]
 
 
 
 

+ 𝐹𝑚−1(𝑁, 𝐿, 𝜆), (2.26) 

 
𝑍(𝑁, 𝐿) =

𝑁!

∏ (𝐿 − 𝑖)! ∙ 𝑖!𝑁
𝑖=1

.  

Матрица 𝐁𝑙 образуется из 𝑘1 строк матрицы 𝐁𝑙
Γ, содержащей элементы  

𝐵𝑙𝑖𝑗
𝛤 = 𝛤(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆), и 𝑘2 строк матрицы 𝐁𝑙

𝛾
, содержащей элементы  

𝐵𝑙𝑖𝑗
𝛾

= 𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆), 𝑖, 𝑗 = 1,… ,𝑁, где 𝛤(𝐿, 𝛼) = ∫ 𝑡𝐿−1 ∙ 𝑒−𝑡𝑑𝑡
+∞

𝛼
 – 

верхняя неполная гамма-функция, 𝛾(𝐿, 𝛼) = ∫ 𝑡𝐿−1 ∙ 𝑒−𝑡𝑑𝑡
𝛼

0
 – нижняя неполная 

гамма-функция. Каждая из матриц 𝐁𝑙 представляет одну из возможной комбинации 

строк 𝐁𝑙
𝛤 и 𝐁𝑙

𝛾
. 

Таким образом, функция распределения m-го (𝑚 ≥ 2) собственного числа 

равна сумме детерминантов матриц, полученных из перестановок с повторениями 

строк, состоящих из неполных верхних Γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) и нижних 

𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿λ)  гамма-функций. Количество таких перестановок равно 

[80]: 

 
(

𝑁
𝑘1, 𝑘2

) =
𝑁!

𝑘1! ∙ 𝑘2!
, (2.27) 

где 𝑘1  = 𝑚 − 1  – число строк, состоящих из неполных верхних гамма-функций  

𝛤(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆); 𝑘2  = 𝑁 − 𝑘1 – число строк, состоящих из неполных 

нижних гамма-функций 𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆). 

Отметим, что выражение (2.25) является асимптотическим и справедливо 

при мощности источника сигнала порядка 6…10 дБ и более [64]. Это допущение 

является вполне оправданным, т.к. уровень помехи, как правило, значительно 

превышают уровень полезных сигналов. 

Известно, что интегральная функция распределения суммы непрерывных 
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независимых случайных величин является сверткой их интегральных функций 

распределения [96], таким образом 

 𝐹𝜉(𝜆) = 𝐹1(𝑁, 𝐿, 𝜆2) ⊗ 𝐹2(𝑁, 𝐿, 𝜆3) ⊗ …⊗ 𝐹𝑁(𝑁, 𝐿, 𝜆𝑁), (2.28) 

где ⊗ – оператор свёртки. 

Получение простых аналитических выражений для использования формулы 

(2.28) представляется достаточно сложной задачей, поэтому в дальнейшем для 

расчета функций распределения 𝐹𝜉(𝜆) воспользуемся вычислениями на ЭВМ.  

На рис. 2.4 и 2.5 в качестве примера приведены графики функций 

распределения величины 𝜉 для 𝑁 = 5, 𝐿 = 5, 10, 15 (рис. 2.4) и 𝑁 = 5,10,15, 𝐿 = 15 

(рис. 2.5). 

 

Рис. 2.4. Функция распределения величины 𝜉 при 𝑁 = 5 и различных 𝐿 
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Рис. 2.5. Функция распределения величины 𝜉 при 𝐿 = 15 и различных 𝑁 

 

Видно, что при увеличении объема выборки 𝐿 средние значения 

распределений величины 𝜉 при 𝑁 = 5 стремятся к значению 𝜆 = 5 (рис. 2.4). При 

значениях длины выборки 𝑁 = 10 и 𝑁 = 15 значения распределений величины 𝜉 

стремятся к значениям 𝜆 = 9 и 𝜆 = 14 соответственно. 

Используя формулы (2.25) и (2.28), были вычислены пороги 𝜆𝐹 

(представлены в таблице 1) для вероятности ложной селекции 𝑃𝐹 = 10−3 для 

следующих параметров сигнала (мощность собственного шума полагалась  

𝜎ш  = 1): 

Таблица 1. Значения порога 𝜆𝐹 при различных 𝐿 

𝑁 𝐿 𝜆𝐹 

5 

5 6.1 

10 5.7 

15 5.4 

На рис. 2.6 приведены характеристики селекции сигналоподобной помехи 

(зависимость вероятности правильной селекции PD от отношения сигнал/шум) для 

различных фазовых флуктуаций сигнала-помехи (𝜋/𝑘, 𝑘 = 10…100), и 
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параметров выборки, полученные методом численного моделирования. 

 

Рис. 2.6. Вероятность правильной селекции сигналоподобной помехи 

PD в зависимости от отношения сигнал/шум для различных фазовых 

флуктуаций сигнала-помехи 𝜋/𝑘 при 𝑁 = 5, 𝐿 = 5 

 

Из графиков рис. 2.6 видно, что отношение сигнал/шум для селекции 

сигналоподобной помехи при заданной вероятности правильной селекции PD 

существенным образом увеличивается при уменьшении фазовых флуктуаций 

сигнала-помехи. Так, например, при вероятности правильной селекции PD = 0.8 при 

уменьшении фазовых флуктуаций в 10 раз (с величины 𝜋/10 до 𝜋/100) отношение 

сигнал/шум должен быть увеличен с 15 дБ до 35 дБ.  

Также, что очевидно, отношение сигнал/шум для селекции 

сигналоподобной помехи при заданной вероятности правильной селекции 

снижается при увеличении количества усреднений 𝐿 (рис. 2.7).  
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Рис. 2.7. Вероятность правильной селекции сигналоподобной помехи 

PD в зависимости от отношения сигнал/шум для различного числа 

выборок 𝐿 при 𝑁 = 5, 𝜋 𝑘⁄ = 𝜋 30⁄  

 

На рис. 2.8 и 2.9 приведены зависимости вероятности правильной селекции 

PD от величины фазовых флуктуаций 𝜋/𝑘, 𝑘 = 10…100 для фиксированных 

отношений сигнал/шум.  
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Рис. 2.8. Вероятность правильной селекции PD в зависимости от 

величины фазовых флуктуаций 𝜋/𝑘 для фиксированных отношений 

сигнал/шум при 𝑁 = 5, 𝐿 = 5 

 

Рис. 2.9. Зависимость вероятности правильной селекции от величины 

фазовых флуктуаций 𝜋/𝑘 при 𝑁 = 5, 𝑞 = 10 дБ и различного числа 

выборок 𝐿 
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Характер зависимостей, приведенных на рис. 2.8 и 2.9, также показывает 

снижение вероятности правильной селекции при уменьшении величины фазовых 

флуктуаций (то есть при увеличении значения k).  

На рис. 2.10 представлена зависимость вероятности правильной селекции 

𝑃𝐷 от отношения сигнал/шум q для различной вероятности ложной селекции 𝑃𝐹 при 

𝑁 = 5, 𝐿 = 5, величина фазовых флуктуаций 𝜋/𝑘 = 𝜋 30⁄ . 

 

Рис. 2.10. Зависимость вероятности правильной селекции от 

отношения сигнал/шум для различной вероятности ложной селекции 

при 𝑁 = 5, 𝐿 = 5, величина фазовых флуктуаций 𝜋/𝑘 = 𝜋 30⁄  

 

Как видно из рис. 2.10, при заданной вероятности правильной селекции 𝑃𝐷 

увеличение вероятности ложной селекции 𝑃𝐹 показывает снижение отношения 

сигнал/шум. Так, например, при вероятности правильной селекции 𝑃𝐷 = 0,8 при 

увеличении вероятности ложной селекции в 100 раз (с величины 10−3 до 10−1) 

отношение сигнал/шум уменьшится с 25 дБ до 21 дБ. 

 



62 

2.4. Селекция сигналоподобных помех и сигналов с постоянным уровнем 

фазовых флуктуаций 

Более интересной с практической точки зрения, но и наиболее сложной 

является задача селекции сигналов с различным постоянным уровнем фазовых 

флуктуаций. При этом уровень постоянных флуктуаций может быть известным и 

неизвестным. Для случая сигналоподобной помехи неизвестный уровень фазовых 

флуктуаций будем считать больше постоянных флуктуаций полезного сигнала. На 

практике такая ситуация возникает при наличии в приемной и/или передающей 

системах некоторого постоянного уровня фазовых флуктуаций. Данные 

флуктуации, как правило, могут быть вызваны нестабильностью параметров 

радиосистемы (частоты, амплитуды, длительности и периода следования 

зондирующего сигнала, частоты гетеродинов приемника, коэффициента усиления 

приемника, параметров системы межпериодной обработки пачки и др.) [97, 98]. В 

дальнейшем, будем считать данный уровень фазовых флуктуаций постоянным 

(неизменным во времени), а также известным, который можно оценить (измерить) 

либо на этапе регулировки радиосистемы, либо в процессе её эксплуатации 

(адаптивно). 

В данном случае задача селекции, аналогично выражениям (2.12) и (2.13), 

может быть сформулирована как выбор одной из двух гипотез: 

 𝐻1:     𝐱 = 𝐧 + 𝐬′𝟏 + 𝐬′𝟐 + ⋯+ 𝐬′𝑁 , (2.30) 

 𝐻2:     𝐱 = 𝐧 + 𝐬1 + 𝐬2 + ⋯+ 𝐬N. (2.31) 

где 𝐧 – вектор собственного шума, 𝐬1 + 𝐬2 + ⋯+ 𝐬𝑁 – вектор сигнала с известными 

постоянными флуктуациями, 𝒔′1 + 𝒔′2 + ⋯+ 𝒔′𝑁 – вектор сигнала с неизвестными 

фазо-частотными флуктуациями. 

При этом будем полагать, что фазовые флуктуации неизвестного сигнала 

больше уровня флуктуаций известного полезного сигнала, то есть  

𝐬′2 > 𝐬2, … 𝐬′𝑁 > 𝐬𝑁. Также, данная модель будет справедлива при условии 

мощного сигнала, при этом будет выполняться условие 𝐬′
1 ≈ 𝐬1 при 𝜈 ≫ 1. 

Оптимальная селекция полезных детерминированных сигналов и сигнал с 
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постоянными фазо-частотными флуктуациями заключается в сравнении с 

некоторым порогом 𝜆𝑟 суммы 𝑁 − 1 собственных чисел �̂�𝑖,𝑖=2…𝑁 выборочной 

корреляционной матрицы �̂�: 

 

𝜉 = ∑�̂�𝑖

𝑁

𝑖=2

. (2.32) 

Получить аналитические выражения для решающих статистик в случае 

фазовых флуктуаций полезного сигнала представляется слишком сложным, 

поэтому вероятность правильной селекции будем искать с помощью численного 

моделирования. 

На рис. 2.11 и 2.12 приведены графики функций распределения величины 𝜉 

(суммы 𝑁 − 1 собственных чисел �̂�𝑖,𝑖=2…𝑁 ) для 𝑁 = 5, 𝐿 = 5 и различных значений 

фазовых флуктуаций при мощности сигнала 𝜈 = 6 дБ (рис. 2.11) и 𝜈 = 10 дБ 

(рис. 2.12).  

 

Рис. 2.11. Функция распределения величины 𝜉 для различных 

значений фазовых флуктуаций при мощности сигнала 𝜈 = 6 дБ 
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Рис. 2.12. Функция распределения величины 𝜉 для различных 

значений фазовых флуктуаций при мощности сигнала 𝜈 = 10 дБ 

 

Из графиков рис. 2.11 и 2.12 видно, что с ростом величины фазовых 

флуктуаций, а также мощности сигнала, значение 𝜉 увеличивается. 

На рис. 2.13 приведены кривые зависимости величины 𝜉 от отношения 

сигнал/шум для вероятности правильной селекции сигнала с фазо-частотными 

флуктуациями 𝑃𝐷 = 0,9. Из рис. 2.13 также видно, что величина 𝜉 монотонно 

растет с увеличением отношения сигнал/шум. 
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Рис. 2.13. Величина 𝜉 в зависимости от отношения сигнал/шум для 

вероятности правильной селекции сигнала с различными  

фазо-частотными флуктуациями при 𝑃𝐷 = 0,9 

 

Полученный результат имеет понятный физический смысл. Вектор 

сигналов х в выражении (2.1) принадлежит N-мерному пространству векторов, 

которое можно разбить на N одномерных ортогональных подпространств. Если 

источник сигнала является полностью некогерентным, то его мощность 

равномерно распределена по всему N-мерному пространству. Если источник 

сигнала является полностью когерентным, то вся его мощность сосредоточена в 

одномерном (сигнальном) подпространстве, определяемым вектором s (2.1). В 

случае постоянных фазовых флуктуаций, сигнал будет частично когерентным [99], 

поэтому его мощность будет из сигнального подпространства перераспределяться 

в (𝑁 − 1)-мерное (шумовое) подпространство. При этом доля энергии, 

приходящаяся на шумовое подпространство, будет определяться величиной 

фазовых флуктуаций. 
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Однако, очевидно, сумма 𝑁 − 1 шумовых собственных чисел будет расти с 

увеличением мощности сигнала. Поэтому для анализа целесообразно рассмотреть 

нормированные значения собственных чисел выборочной корреляционной 

матрицы �̂�: 

 
λ̂0𝑖 =

λ̂𝑖

Sp�̂�
, (2.33) 

где Sp�̂� – след (сумма диагональных элементов) матрицы �̂�. 

На рис. 2.14 приведены результаты математического моделирования 

зависимости значений сумм 𝑁 − 1 шумовых нормированных собственных чисел от 

отношения сигнал/шум при различных значениях фазовых флуктуаций (при 𝑁 = 5, 

𝐿 = 1000).  

Численным моделированием были вычислены пороги λ𝐹 для вероятности 

ложной селекции 𝑃𝐹 = 10−2 для следующих параметров сигнала: 

𝑁 = 5, 𝐿 = 1000. Мощность собственного шума полагалась 𝜎ш = 1. 

 

Рис. 2.14. Величина 𝜉 в зависимости от отношения сигнал/шум при 

различных значениях фазовых флуктуаций (при 𝑁 = 5, 𝐿 = 1000) 
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Из рис. 2.14 видно, что с увеличением отношения сигнал/шум значение 

суммы 𝑁 − 1 шумовых нормированных собственных чисел стремится к некоторой 

постоянной величине, которая, очевидно будет зависеть от значения СКО 

случайной фазы. При 𝜎𝜑 ≥ 𝜋 мощность равномерно распределена по всему  

N-мерному пространству. Таким образом, при 𝑁 = 5 на долю  

(𝑁 − 1)-подпространства приходится, соответственно, 4/5 от общей мощности, то 

есть 𝜉 → 0,8. 

Распределение фазы сигнала φ будет определяться выражением [100, 101]: 

 

𝑊(𝜑) =
1

2𝜋
∙ 𝑒

−𝑞2

2 +
𝑞 ∙ cos𝜑

√2𝜋
∙ (

1

√2𝜋
∙ ∫ 𝑒

−𝑡2

2

𝑞∙cos𝜑

−∞

d𝑡) ∙ 𝑒
−𝑞2∙sin2𝜑

2 , (2.34) 

где 𝑞 =
𝑎

𝜎
, при значениях ОСШ 𝑞 ≥ 3 распределение фазы стремится к 

нормальному. 

Очевидно предположить, что при некотором фиксированном значении 

среднеквадратического отклонения случайной фазы распределение фазы 𝜎𝜑 будет 

соответствовать конкретному значению ОСШ 𝑞0. Рис. 2.15 иллюстрирует данную 

зависимость для значений ОСШ 𝑞0 = 10, 14, 17 дБ, 𝜎 = 1 (сплошные линии). В 

качестве значения фазы возьмем величину 𝜎𝜑 =
d𝑊(𝜑)

d𝜑
 (штриховые линии). Это 

будет соответствовать значениям следующих фазовых флуктуаций: 

𝜎𝜑1(𝑞0 = 10 дБ) = 0.30841 ≈
𝜋

10
,  

𝜎𝜑2(𝑞0 = 14 дБ) = 0.19341 ≈
𝜋

16
,  

𝜎𝜑3(𝑞0 = 17 дБ) = 0.13841 ≈
𝜋

23
. 
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Рис. 2.15. Распределение фазы сигнала 𝑊(𝜑) и 
d𝑊(𝜑)

d𝜑
  

при 𝑞0 = 10, 14, 17 дБ 

 

В качестве иллюстрации данной зависимости на рис. 2.16 приведены 

результаты математического моделирования значений сумм 𝑁 − 1 шумовых 

нормированных собственных чисел для рассмотренного выше случая фазовых 

флуктуаций 𝜎𝜑1 (𝑞0 = 10 дБ) ≈
𝜋

10
, 𝜎𝜑2 (𝑞0 = 14 дБ) ≈

𝜋

16
 и  

𝜎𝜑3 (𝑞0 = 17 дБ) ≈
𝜋

23
   (при 𝑁 = 5, 𝐿 = 1000).  
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Рис. 2.16. Зависимость величины 𝜉 от отношения сигнал/шум 𝑞  

при различных значениях фазовых флуктуаций 𝜎𝜑 

 

Как видно из рис. 2.16, при увеличении ОСШ значение суммы 𝑁 − 1 

шумовых нормированных собственных чисел стремится к величине данной суммы 

при отсутствии постоянных фазовых флуктуаций (𝜎𝜑 = 0). При этом штриховые 

кривые (красная, черная и синяя) пересекают зелёную кривую (𝜎𝜑 = 0) при 

величинах ОСШ 𝑞0 = 10, 14, 17 дБ соответственно. 

Таким образом, как видно из примера, приведенного на рис. 2.17 для случая 

𝜎𝜑2(𝑞0 = 14 дБ) ≈ 𝜋 16⁄ , значения суммы 𝑁 − 1 шумовых нормированных 

собственных чисел при фазовых флуктуациях 𝜎𝜑 > 𝜋 16⁄  будут больше, а при 

фазовых флуктуациях 𝜎𝜑 < 𝜋 16⁄ , соответственно, меньше полученного значения 

суммы при 𝜎𝜑 ≈ 𝜋 16⁄ . 
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Рис. 2.17. Зависимость величины 𝜉 от отношения сигнал/шум 𝑞 

при различных значениях фазовых флуктуаций 𝜎𝜑  

для 𝜎𝜑2(𝑞0 = 14 дБ) ≈
𝜋

16
 

 

Это позволяет использовать данную величину в качестве порога селекции 

сигналов с различными фазовыми флуктуациями. При этом, как видно из рисунка, 

величина порога селекции будет также зависеть от величины ОСШ, то есть 

правильная селекция будет обеспечиваться при 𝜉 → 𝜉(𝑞0). Так для данного случая, 

это будет соответствовать ОСШ 𝑞 > 28 дБ. 

Численным моделированием были вычислены пороги λ𝑟 для вероятности 

ложной селекции 𝑃𝐹 = 10−3 для следующих параметров сигнала: 𝑁 = 5,  

𝐿 = 5, 10, 15. Мощность собственного шума полагалась 𝜎ш = 1. 

На рис. 2.18 приведены характеристики селекции сигнала с неизвестными 

постоянными фазо-частотными флуктуациями (зависимость вероятности 

правильной селекции от отношения сигнал/шум) для различных фазовых 

флуктуаций неизвестного сигнала (𝜋/𝑘, 𝑘 = 10…100), и параметров выборки, 

полученные методом численного моделирования. Численным моделированием 
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были вычислены пороги 𝜆𝑟 для вероятности ложной селекции 𝑃𝐹 = 10−2 для 

следующих параметров сигнала: 𝑁 = 5, 𝐿 = 5. Мощность собственного шума  

𝜎ш = 1, отношение сигнал/шум 𝑞 = 5. Графики были усреднены по 100 

экспериментам. 

 

Рис. 2.18. Зависимость вероятности правильной селекции 𝑃𝐷 от 

отношения сигнал/шум 𝑞 для различных фазовых флуктуаций 𝜎𝜑  

при 𝑁 = 5, 𝐿 = 5 

 

Из графиков рис. 2.18 видно, что при отношении сигнал/шум 𝑞 > 20 дБ 

вероятность правильной селекции стремится к постоянной величине при заданном 

значении фазовых флуктуаций 𝜎𝜑. При увеличении постоянных фазовых 

флуктуаций 𝜎𝜑 соответственно увеличивается вероятность правильной селекции. 

Для данного случая при 𝜎𝜑 =
𝜋

10
 вероятность правильной селекции 𝑃𝐷 ≈ 0.67, при 

𝜎𝜑 =
𝜋

8
 вероятность правильной селекции 𝑃𝐷 ≈ 0.94. 

На рис. 2.19 представлены зависимости вероятности правильной селекции 

𝑃𝐷 от отношения сигнал/шум 𝑞 для различных 𝑁  и 𝐿. 
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Рис. 2.19. Зависимость вероятности правильной селекции 𝑃𝐷  

от отношения сигнал/шум 𝑞 для различных 𝑁  и 𝐿 

 

Также из рис. 2.19 видно, что вероятность правильной селекции 

увеличивается при увеличении количества усреднений L. 

На рис. 2.20 приведены зависимости вероятности правильной селекции от 

величины фазовых флуктуаций 𝜋/𝑘, 𝑘 = 1…20 для фиксированных отношений 

сигнал/шум ( = 100) при 𝑁 = 5, и различного числа выборок: 𝐿 = 5,10,15 и при 

𝑁 = 10, и различного числа выборок: 𝐿 = 10, 20, 30. 
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Рис. 2.20. Зависимость вероятности правильной селекции от 

величины фазовых флуктуаций 𝜋/𝑘 для фиксированных отношений 

сигнал/шум ( = 100) при 𝑁 = 5, и различного числа выборок:  

𝐿 = 5,10,15 и при 𝑁 = 10, и различного числа выборок:  

𝐿 = 10,20,30 

 

Характер зависимостей, приведенных на рис. 2.20, также показывает 

снижение вероятности правильной селекции при уменьшении фазовых флуктуаций 

до величины порога 𝜎𝜑 =
𝜋

16
, причем с увеличением значений N и L характеристики 

становятся более крутыми. 

 

2.5. Случай быстрых и медленных постоянных флуктуаций амплитуды 

полезного сигнала 

Рассмотрим, как будет влиять на распределение энергии сигнала по 

собственным числам выборочной корреляционном матрицы, то есть суммы 𝑁 − 1 

собственных чисел ξ (2.3) флуктуации амплитуды полезного сигнала.  

Известно, что отраженные сигналы под влиянием различного рода причин 
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испытывает случайные изменения – флуктуации. При флуктуации амплитуды 

импульсов пачки различают два случая: быстрые (независимые) и медленные 

(дружные) флуктуации. При медленных флуктуациях амплитуда импульсов 

изменяется от пачки к пачке, а внутри пачки считается практически неизменной. В 

случае быстрых флуктуациях амплитуда меняется в пачке от импульса к импульсу 

[102]. 

В случае медленных (дружных) флуктуаций амплитуды импульсов пачки, 

когда время наблюдения отраженного сигнала (~10−3 секунд [26, 27]) существенно 

меньше интервала корреляции флуктуаций (~10−2 ÷ 10−1 секунд), в большинстве 

практических задач влиянием флуктуаций можно пренебречь [102, 103]. Поэтому, 

с практической точки зрения представляет интерес исследовать случай быстрых 

(независимых) флуктуаций, когда амплитуда меняется в пачке от импульса к 

импульсу. 

При условии достаточно высокой степени когерентности всей принимаемой 

пачки импульсов межпериодная временная обработка сигналов может быть 

реализована полностью когерентным способом. В данном случае используется 

когерентный накопитель пачки импульсов (КН), который представляет собой 

набор доплеровских фильтров, каждый из которых согласован с полезным 

сигналом с определённой частотой Доплера [104, 105]. 

Структурная схема полностью когерентной межпериодной временной 

обработки приведена на рис. 2.21. 

 
Рис. 2.21. Структурная схема полностью когерентной 

межпериодной обработки 

 

Структурная схема когерентного накопителя пачки импульсов изображена 

на рис. 2.22. Алгоритм накопления пачки импульсов с наименьшими потерями 

может быть выполнен путем когерентного накопления пачки, с формированием 
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набора доплеровских фильтров, перекрывающих требуемую полосу частот [106, 

107].  

 

Рис. 2.22. Структурная схема когерентного накопителя азимутального 

пакета 

 

Схема содержит Z идентичных каналов, каждый из которых состоит из 

когерентного накопителя на N импульсов, амплитудного детектора и порогового 

устройства. Выходы каналов объединены на схеме логического суммирования.  

Нетрудно заметить, что каждый из каналов рассматриваемой схемы (в 

отсутствие порогового устройства) является оптимальным обнаружителем 

когерентной пачки импульсов с частотой Доплера, равной центральной частоте 

доплеровского фильтра (накопителя). Учитывая, что значение доплеровской 

частоты эхосигналов априорно неизвестно, схема, реализующая алгоритм 

полностью когерентного накопления, является в принципе многоканальной. 

Проведём численное моделирование, представляя входной сигнал в виде 

 𝐱 = 𝜈(𝐴, 𝑏)𝐬 + 𝐧, (2.35) 

где A – постоянная составляющая сигнала, 𝜈(𝐴, 𝑏) – случайный амплитудный 

множитель, распределенный по закону Райса 𝑓(𝐴, 𝑏): 

 
𝑓(𝐴, 𝑏) = 𝑏 ∙ exp [−(

𝑏2

2
+

𝐴2

2𝜎𝑠
2
)] ∙ 𝐼0(𝐴 ∙ 𝑏). (2.36) 

Здесь 𝑏 – параметр распределения, 𝜎𝑠
2 – дисперсия сигнала 𝐬, 𝐼0(𝐴 ∙ 𝑏) – функция 

Бесселя нулевого порядка. 

На рис. 2.23 приведены графики зависимости отношения суммы (𝑁 − 1) 

собственных чисел в процентах (то есть какая доля энергии сигнала сосредоточена 
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в (𝑁 − 1) собственных числах, которые характеризуют уровень флуктуаций) к 

максимальному собственному числу 𝜉 𝜆1⁄  от параметра распределения b при  

𝑁 = 5,10,15, 𝐿 = 15, 𝐴 = 10. 

 

Рис. 2.23. Зависимость отношения суммы (𝑁 − 1) собственных чисел  

к максимальному собственному числу (в процентах) от параметра 

распределения b для 𝐿 = 15, 𝐴 = 10 при различных значениях N 

 

Из графиков рис. 2.23 видно, что сумма (𝑁 − 1) собственных чисел 

составляет по отношению к максимальному собственному числу десятки 

процентов, что говорит о высоком уровне флуктуаций. 

На рис. 2.24 приведены аналогичные графики, полученные для случая 

прохождения сигнала через когерентный накопитель (доплеровский фильтр). 
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Рис. 2.24. Зависимость отношения суммы (𝑁 − 1) собственных чисел  

к максимальному собственному числу (в процентах) от параметра 

распределения b для 𝐿 = 15, 𝐴 = 10 при различных значениях N при 

прохождении сигнала через когерентный накопитель 

 

Из графиков рис. 2.24 видно, что при прохождении сигнала через 

когерентный накопитель (доплеровский фильтр) сумма (𝑁 − 1) собственных чисел 

составляет единицы процентов по отношению к максимальному собственному 

числу, то есть происходит значительное сглаживание быстрых флуктуаций. Таким 

образом, можно сделать вывод, что предлагаемый в данном диссертационном 

исследовании метод селекции помех вполне применим и для случая быстрых 

флуктуаций (при определенном уровне флуктуаций) при условии 

предварительного сглаживания входного процесса. 
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2.6. Выводы по главе 2 

1. Получено аналитическое выражение для решающих статистик 

селекции сигналоподобных активных помех, основанное на оценке собственных 

чисел выборочной корреляционной матрицы.  

2. Показано, что оптимальная селекция полезных сигналов и 

сигналоподобной помехи заключается в сравнении с некоторым порогом 𝜆𝐹 

суммы 𝑁 − 1 собственных чисел 𝜆𝑖,𝑖=2…𝑁   выборочной корреляционной  

матрицы �̂�.  

3. Получено выражение для интегральной функции распределения 

суммы 𝑁 − 1 собственных чисел 𝜆𝑖,𝑖=2…𝑁  выборочной корреляционной  

матрицы �̂�. 

4. С использованием точной решающей статистики получены кривые 

селекции (зависимость вероятности правильной селекции от отношения 

сигнал/шум) для различной длины выборки процесса. Приведены зависимости 

вероятности правильной селекции от величины фазовых флуктуаций для 

различных значений длины выборки 𝑁 и объема выборки 𝐿. Показано, что 

отношение сигнал/шум для селекции сигналоподобной помехи при заданной 

вероятности правильной селекции существенным образом увеличивается при 

уменьшении фазовых флуктуаций сигнала-помехи. То есть вероятность 

правильной селекции сигналоподобной помехи увеличивается при увеличении 

фазовых флуктуаций принимаемого сигнала помехи, т.е. различия между 

полезным сигналом и сигналом помехи. 

5. Полученные решающие статистики, кроме задачи селекции 

сигналоподобных помех в радиолокационных системах, также могут быть 

использованы при защите от имитирующих сигналоподобных помех систем 

радиосвязи и радионавигации. Также, предложенный подход может быть 

обобщен на широкий круг задач селекции сигналов в различных 

радиотехнических системах по величине фазовых флуктуаций данных сигналов. 
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ГЛАВА 3. РАЗРЕШЕНИЕ ИСТОЧНИКОВ СИГНАЛОВ НА ОСНОВЕ 

АНАЛИЗА СОБСТВЕННЫХ ЧИСЕЛ ВЫБОРОЧНОЙ 

КОРРЕЛЯЦИОННОЙ МАТРИЦЫ 

 

В главе 3 проведён анализ статистических характеристик разрешения двух 

источников сигналов с плоскими волновыми фронтами при малых отношениях 

сигнал/шум на основе анализа собственных чисел выборочной корреляционной 

матрицы собственного шума приёмной системы. Анализ проведён как для сигналов 

одинаковой мощности, так и при наличии одного мощного источника сигнала-

помехи. Также рассмотрены характеристики разрешения двух источников 

сигналов при различных углах прихода сигналов. Проведено численное 

исследование распределения максимального шумового собственного числа при 

наличии слабого источника сигнала. 

Основные результаты главы опубликованы в работах [108 – 110]. 

 

3.1. Интегральные функции распределения собственных чисел выборочной 

корреляционной матрицы антенной решетки 

Рассмотрим задачу разрешения двух узкополосных источников сигналов с 

помощью антенной решетки на фоне гауссовского шума как выбор одной из двух 

гипотез: 

 𝐻1:   𝐱 = 𝐧 + 𝐬1, (3.1) 

 𝐻2:   𝐱 = 𝐧 + 𝐬1 + 𝐬2. (3.2) 

Здесь n – вектор собственного шума элементов антенной решетки, 𝐬1 – вектор 

сигналов, принимаемых антенной решеткой от первого внешнего источника,  

𝐬2 – вектор сигналов, принимаемых антенной решеткой от второго внешнего 

источника. Считаем, что внешние источники и собственный шум элементов 

антенной решетки некоррелированны между собой. 



80 

Оптимальное решение задачи разрешения источников (то есть принятие 

гипотезы 𝐻1 или 𝐻2) основывается на сравнении с некоторым порогом h отношения 

правдоподобия: 

 

𝑙(𝐱𝑖) =
max
𝐩2

𝑃(𝐱𝑖   |  𝐻2, 𝐩2)

max
𝐩1

𝑃(𝐱𝑖   |  𝐻1, 𝐩1)
, (3.3) 

где 𝑖 = 1…𝐿 – номер временного отсчёта, L – размер выборки, 𝐱𝑖   – выборка 

вектора сигнала, 𝑃(𝐱𝑖   |  𝐻1, 𝐩1) – функция правдоподобия для гипотезы 𝐻1, 

𝑃(𝐱𝑖   |  𝐻2, 𝐩2) – функция правдоподобия для гипотезы 𝐻2, 𝐩1 – вектор неизвестных 

параметров при гипотезе 𝐻1, 𝐩2 – вектор неизвестных параметров при гипотезе 𝐻2. 

Если 𝑙(𝐱𝑖) > ℎ, то принимается гипотеза 𝐻2, то есть решение о наличии двух 

сигналов. Если же 𝑙(𝐱𝑖) < ℎ, то принимается гипотеза 𝐻1, то есть решение о 

наличии только одного сигнала. 

В этом случае, функции правдоподобия для гипотез 𝐻1 и 𝐻2 записываются 

в следующем виде [64]:  

 𝑃(𝐱𝑖|  𝐻1,2, 𝚳1,2) = 𝜋−𝐿𝑁 ∙ det(𝚳1,2)
−𝐿

∙ exp[−𝐿Sp(𝚳1,2
−1�̂�)], (3.4) 

 

�̂� =
1

𝐿
∑𝐱𝑖

𝐿

𝑖=1

𝐱𝑖
∗. (3.5) 

Здесь 𝚳1 – корреляционная матрица вектора x при гипотезе 𝐻1, 𝚳2 – 

корреляционная матрица вектора x при гипотезе 𝐻2, 𝑁 – число элементов антенной 

решётки, 〈∗〉 – знак эрмитова сопряжения. 

Рассмотрим разрешение пространственно-коррелированных источников. 

На рис. 3.1 представлена геометрия N-элементной линейной эквидистантной 

антенной решетки и плоской падающей волны. 
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Рис. 3.1. Геометрия N-элементной линейной эквидистантной антенной 

решетки и плоской падающей волны 

 

Для линейной эквидистантной антенной решётки и источника в виде 

плоской волны, вектор сигнала 𝐬𝑘 может быть записан в виде вектор-столбца [97]: 

 

𝐬𝑘 =

(

  
 

1
𝑒𝑗2𝜋𝑑 sin(𝜃0)

⋮
𝑒𝑗2𝜋𝑑(𝑘−1) sin(𝜃0)

⋮
𝑒𝑗2𝜋𝑑(𝑁−1) sin(𝜃0))

  
 

, (3.6) 

где j – мнимая единица, k – номер источника сигнала (𝑘 = 1…𝑄, Q – число 

источников сигналов), 𝜃0 – угол между нормалью антенной решётки и 

направлением на источник сигнала, d – отношение расстояния между элементами 

антенной решётки к длине волны источника сигнала. 

В этом случае корреляционную матрицу вектора x представим в следующем 

виде:  

 𝚳1(𝜈1, 𝐬1) = 𝚰 + 𝜈1𝐬1𝐬1
∗, (3.7) 

 𝚳2(𝜈1, 𝜈2, 𝐬1, 𝐬2) = 𝚰 + 𝜈1𝐬1𝐬1
∗ + 𝜈2𝐬2𝐬2

∗ , (3.8) 

где I – единичная матрица, 𝜈1 и 𝜈2 – мощности сигналов 𝐬1 и 𝐬2 соответственно. 
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Рассмотрим задачу разрешения двух источников сигналов с неизвестными 

волновыми фронтами, когда векторы 𝐬1 и 𝐬2 неизвестны.  

Оптимальное разрешение сигналов с неизвестными волновыми фронтами 

заключается в сравнении с некоторым порогом 𝜆𝑟 второго собственного числа 𝜆2 

выборочной корреляционной матрицы �̂� [64]. 

В случае наличия одного достаточно мощного источника внешнего 

излучения асимптотическое выражение для функции распределения 

максимального шумового собственного числа (второго собственного числа 

выборочной корреляционной матрицы) 𝐹𝜆2,𝐻1
(𝜆𝑟) записывается в виде [63]: 

𝐹𝜆2,𝐻1
(𝜆𝑟) = det [

𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆)

Γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖) ∙ Γ(𝑗)
] ,   𝑖, 𝑗 = 1…𝑁 − 1, 𝐿 ≥ 𝑁, (3.9) 

где 𝛾(𝐿, 𝛼) = ∫ 𝑡𝐿−1 ∙ 𝑒−𝑡𝑑𝑡
𝛼

0
 – нижняя неполная гамма-функция,  

Γ(𝐿) = ∫ 𝑡𝐿−1 ∙ 𝑒−𝑡𝑑𝑡
+∞

0
 – полная гамма-функция. 

При наличии Q достаточно мощных источников сигнала асимптотическое 

выражение для интегральной функции распределения максимального шумового 

собственного числа выборочной корреляционной матрицы �̂� имеет вид [64]: 

 
𝐹𝑄+1(𝑁, 𝐿, 𝜆) = 𝐹1 (𝑁 − 𝑄, 𝐿 − 𝑄,

𝐿𝜆

𝐿 − 𝑄
). (3.10) 

Данное выражение справедливо в случае больших мощностей внешних 

источников сигналов (𝑣𝑁 >>  1). 

В случае наличия слабого источника сигнала (меньше 1–2 дБ) для 

получения решающего правила воспользуемся выражением для второго 

собственного числа корреляционной матрицы собственного шума (то есть при 

отсутствии источников сигнала). 

Интегральная функция распределения 𝐹𝑚(𝑁, 𝐿, 𝜆) m-го (𝑚 ≥ 2) шумового 

собственного числа выборочной корреляционной матрицы 𝐌 в N-мерном случае в 

работе [65] получена в следующем виде: 
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𝐹𝑚(𝑁, 𝐿, 𝜆) = 𝑍(𝑁, 𝐿) ∙

(

 
 

∑ det(𝐁𝑙)

(
𝑁

𝑘1,𝑘2
)

𝑙=1

)

 
 

+ 𝐹𝑚−1(𝑁, 𝐿, 𝜆), (3.11) 

 
𝑍(𝑁, 𝐿) =

𝑁!

∏ (𝐿 − 𝑖)! 𝑖!𝑁
𝑖=1

.  

В выражении (3.11) матрица 𝐁𝑙 образуется из 𝑘1 строк матрицы 𝐁𝑙
Γ, 

содержащей элементы 𝐵𝑙𝑖𝑗
Γ = Γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆), и 𝑘2 строк матрицы 𝐁𝑙

γ
, 

содержащей элементы 𝐵𝑙𝑖𝑗
γ

= γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆), 𝑖, 𝑗 = 1,… ,𝑁. Каждая из 

матриц 𝐁𝑙 представляет одну из возможной комбинации строк матриц 𝐁𝑙
Γ и 𝐁𝑙

γ
. 

Функция распределения m-го (𝑚 ≥ 2) собственного числа равна сумме 

детерминантов матриц, полученных из перестановок с повторениями строк, 

состоящих из неполных верхних Γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) и нижних  

γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆) гамма-функций. Количество таких перестановок  

равно [75]: 

 
(

𝑁
𝑘1, 𝑘2

) =
𝑁!

𝑘1! ∙ 𝑘2!
, (3.12) 

где 𝑘1  = 𝑚 − 1  – число строк, состоящих из неполных верхних гамма-функций 

 Γ(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆); 𝑘2  = 𝑁 − 𝑘1 – число строк, состоящих из неполных 

нижних гамма-функций 𝛾(𝐿 − 𝑁 + 𝑖 + 𝑗 − 1, 𝐿𝜆). 

Аналогично можно представить зависимость для m-го (𝑚 ≥ 𝑄 + 1) 

собственного числа при наличии Q достаточно мощных источников: 

 
𝐹𝑄+1(𝑁, 𝐿, 𝜆) = 𝐹𝑚−𝑄 (𝑁 − 𝑄, 𝐿 − 𝑄,

𝐿𝜆

𝐿 − 𝑄
) . (3.13) 
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3.2. Результаты численного моделирования 

3.2.1. Характеристики разрешения двух источников сигналов с 

ортогональными фронтами 

Рассмотрим разрешение двух источников сигнала с плоскими волновыми 

фронтами. Методом статистического моделирования были получены кривые 

разрешения двух источников, то есть обнаружения второго источника сигнала по 

второму собственному числу шумовой выборочной корреляционной матрицы 

сигнала (рис. 3.2). 

Выбор порога 𝜆𝐹, согласно критерию Неймана-Пирсона, проводится в 

соответствии с выражением: 

 𝑃𝐹 = 1 − 𝐹𝜆2,𝐻1
(𝜆𝑟), (3.14) 

где 𝑃𝐹 – заданная вероятность ложного разрешения, 𝐹𝜆2,𝐻1
(𝜆) – интегральная 

функция распределения второго собственного числа 𝜆2 матрицы �̂� при наличии 

одного источника сигнала (при справедливости гипотезы 𝐻1). 

Получим характеристики разрешения второго источника сигнала, 

вычисленные по порогу второго собственного числа шумовой выборочной 

корреляционной матрицы сигнала в соответствии с выражением (3.11). Также, 

проведем их сравнение с характеристиками, полученными в соответствии с 

выражением (3.9). Используя формулы (3.9), (3.11) и (3.14) были вычислены пороги 

𝜆𝐹 (таблица 2) для вероятности ложного разрешения 𝑃𝐹 = 10−3 для следующих 

параметров антенной решётки: 𝑁 = 5, 𝐿 = (5, 10, 15). 

Моделировалось разрешение двух источников сигналов одинаковой 

мощности с плоскими волновыми фронтами. Кривые разрешения получены для 

случая ортогональных фронтов. 
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Таблица 1. Значения порога 𝜆𝐹 для 2-го собственного числа при различных 𝐿 

𝑁 𝐿 𝜆𝐹 для (3.9) 𝜆𝐹 для (3.11) 

5 

5 4.2 2.7 

10 3.1 2.2 

15 2.65 1.98 

 

 

Рис. 3.2. Вероятность правильного разрешения двух источников 

сигналов одинаковой мощности с плоскими волновыми фронтами в 

зависимости от суммарной мощности источников сигналов для 𝑁 = 5 и 

𝐿 = (5, 10, 15), полученных в соответствии с выражениями  

(3.9) (синяя кривая) и (3.11) (чёрная кривая) 

 

Из рис. 3.2 видно, что при мощности источников сигналов менее 1–2 дБ при 

вероятности правильного разрешения 𝑃𝐷 = 0,5 выигрыш при использовании 

порога (3.11), полученного по второму собственному числу шумовой выборочной 

корреляционной матрицы, составляет 2– 2.5 дБ по сравнению с выражением (3.9) 

для случая наличия мощного одного источника сигнала. 
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На рис. 3.3 представлена зависимость вероятности правильного разрешения 

двух источников сигналов одинаковой мощности с плоскими волновыми фронтами 

от суммарной мощности источников сигналов для различной вероятности ложного 

разрешения при 𝑁 = 5, 𝐿 = 5. 

 

Рис. 3.3. Вероятность правильного разрешения двух источников 

сигналов одинаковой мощности с плоскими волновыми фронтами в 

зависимости от суммарной мощности источников сигналов для 

различной вероятности ложного разрешения при 𝑁 = 5, 𝐿 = 5 

 

Как видно из рис. 3.3, при заданной вероятности правильного разрешения 

𝑃𝐷 увеличение вероятности ложного разрешения 𝑃𝐹 приводит к снижению 

суммарной мощности источников сигналов. Так, например, при вероятности 

правильного разрешения 𝑃𝐷 = 0,8 при увеличении вероятности ложного 

разрешения в 100 раз (с величины 10−3 до 10−1) суммарная мощность источников 

сигналов уменьшится на 2,5 дБ. 
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3.2.2. Характеристики разрешения двух источников сигналов с 

ортогональными фронтами при наличии мощного источника  

сигнала-помехи 

Рассмотрим случай разрешения двух слабых источников сигнала при 

наличии одного мощного. На практике данная ситуация может возникнуть, 

например, при обнаружении групповой радиолокационной цели на фоне мощной 

помехи. В качестве источника мощной помехи, например, может быть сигнал, 

отраженный от земной поверхности или местных предметов (горных ландшафтов, 

сооружений инфраструктуры и т.п.). При моделировании мощность первого 

источника сигнала-помехи составляла 20 дБ, мощности второго и третьего 

источников сигнала (сигналов групповой цели) полагались равными  

(ν1 = ν2 ≈ 0,5…2 дБ). 

Получим характеристики разрешения третьего источника сигнала, 

полученных по третьему собственному числу шумовой выборочной 

корреляционной матрицы сигнала в соответствии с выражением (3.11). 

Аналогично, проведем их сравнение с характеристиками, полученными в 

соответствии с выражением (3.9). Как и в предыдущем случае, используя формулы 

(3.9), (3.11) и (3.14) были вычислены пороги 𝜆𝐹 для вероятности ложного 

разрешения 𝑃𝐹 = 10−3 для следующих параметров антенной решётки: 𝑁 = 5,  

𝐿 = (5, 10, 15). 

На рис. 3.4 представлены вероятности правильного разрешения двух слабых 

источников сигнала с ортогональными фронтами при наличии одного мощного в 

зависимости от суммарной мощности источников сигналов. 
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Рис. 3.4. Вероятность правильного разрешения двух слабых 

источников сигнала при наличии одного мощного в зависимости от 

суммарной мощности источников сигналов для 𝑁 = 5 и  

𝐿 = (5, 10, 15), полученных в соответствии с выражениями (3.9) 

(синяя кривая) и (3.11) (чёрная кривая) 

 

Как видно из рис. 3.4, выигрыш при использовании порога, полученного по 

третьему собственному числу шумовой выборочной корреляционной матрицы в 

соответствии с выражением (3.11) по сравнению с асимптотическим выражением 

(3.9), составляет 1– 1.5 дБ, что аналогично ситуации, представленной на рис. 3.2. 

 

3.2.3. Характеристики разрешения двух источников сигналов при различных 

углах прихода сигналов 

Моделировалось разрешение двух источников сигналов одинаковой 

мощности с плоскими волновыми фронтами (3.14), приходящими симметрично 

относительно нормали антенной решётки под углами 𝜃 и −𝜃. Кривые разрешения 

получены для пяти различных углов прихода сигналов, задаваемых параметром 𝑤 

(рис. 3.5): 
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𝑤 =

sin 𝜃

sin 𝜃0
,         sin 𝜃0 =

1

𝑑𝑁
, (3.15) 

где 𝜃0 – направление на первый минимум диаграммы направленности, d – 

отношение расстояния между элементами антенной решётки к длине волны 

источника сигнала. 

 

Рис. 3.5. Диаграмма направленности антенной решетки для 𝑁 = 5, 

𝑑 = 0.5 и направления источников сигналов с параметром 𝑤 

 

На рис. 3.6 приведены зависимости вероятности правильного разрешения 

двух источников сигналов одинаковой мощности с плоскими волновыми фронтами 

от суммарной мощности источников сигналов, при различных углах прихода 

сигналов. Данные зависимости получены для различных параметров 𝑤 с 

использованием посчитанных порогов для второго собственного числа 

выборочной корреляционной матрицы. 
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Рис. 3.6. Вероятность правильного разрешения двух источников сигналов 

одинаковой мощности с плоскими волновыми фронтами в зависимости от 

суммарной мощности источников сигналов для 𝑁 = 5, 𝐿 = 15, полученных в 

соответствии с выражением (3.9) (синяя линия) и (3.11) (чёрная линия),  

при различных углах прихода сигнала 𝑤 

 

В таблице 3 приведены значения угла 𝜃 и разность мощностей ∆𝜈, 

определенная при вероятности правильного разрешения 𝑃𝐷 = 0,8 при 

использовании порога, полученного по второму собственному числу шумовой 

выборочной корреляционной матрицы в соответствии с выражением (3.11) по 

сравнению с асимптотическим выражением (3.9), при 𝑁 = 5, 𝑑 = 0.5 для  

𝑤 = 0,2;  0,4;  0,6;  0,8;  1. 

Таблица 3. Значения угла 𝜃 при 𝑁 = 5, 𝑑 = 0.5  

для различных значений параметра 𝑤  

𝑤 𝜃, град. ∆𝜈, дБ 

 0,2 ≈ 5 ≈ 2,5 

 0,4 ≈ 9 ≈ 2,35 

 0,6 ≈ 14 ≈ 2 

 0,8 ≈ 18 ≈ 1,9 

1,0 ≈ 24 ≈ 1,8 
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Как видно из рис. 3.6, выигрыш при использовании порога, полученного по 

второму собственному числу шумовой выборочной корреляционной матрицы в 

соответствии с выражением (3.11), по сравнению с асимптотическим выражением 

(3.9) составляет 2.5 - 3.5 дБ.  

 

3.2.4. Численное исследование распределения максимального шумового 

собственного числа при наличии слабого источника сигнала 

В работе [65] показано, что наличие мощного сигнала изменяет 

распределения всех собственных чисел корреляционной матрицы процесса. При 

этом распределения всех собственных чисел смещается в сторону увеличения 

значений λ. Очевидно, что это приведет к увеличению вероятности ложного 

разрешения или к необходимости увеличения порога обнаружения. 

Аналогичные результаты получены в работе [63], в которой приведена 

зависимость разности между истинным (экспериментальным) и асимптотическим 

интегральными распределениями (3.9) максимального шумового собственного 

числа при наличии мощного источника сигнала от мощности сигнала. В [63] можно 

увидеть, что при наличии слабого сигнала (менее 0 дБ) отклонение 

асимптотического распределения от истинного значения (экспериментального 

распределения) увеличивается и составляет величину ≈ 0.5 при мощности сигнала 

−20 дБ (для 𝑁 = 5, 𝐿 = 5). 

Проведем численное моделирование отклонения интегрального 

распределения второго (шумового) собственного числа выборочной 

корреляционной матрицы в соответствии с выражением (3.11) при наличии 

источника сигнала. В результате моделирования по 10 000 экспериментам были 

получены распределения 𝐹2(𝜈, 𝑁, 𝐿, 𝜆) второго собственного числа выборочной 

корреляционной матрицы �̂� для различных мощностей источника сигнала 𝜈, 

размерности антенной решётки N и числа выборок L. На рис. 3.7 приведены 

зависимости максимальной ошибки 𝐸(𝑁, 𝐿, 𝜈) = max𝜆(|𝐹2(𝑁, 𝐿, 𝜆) − 𝐹2(𝜈, 𝑁, 𝐿, 𝜆)|) 
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между аналитическим (3.11) и экспериментальным распределениями от мощности 

𝜈 источника внешнего сигнала. 

 

Рис. 3.7. Максимальная ошибка между асимптотическим (3.11) и 

экспериментальным распределениями в зависимости от мощности 

источника внешнего сигнала при 𝑁 = 5 и 𝐿 = (5, 10, 15) 

 

Из приведенных графиков видно, что при малой мощности источника 

(−20 дБ и меньше) отклонение распределения (3.11) от истинного значения 

(экспериментального распределения) не превышает величину 0.01. При 

увеличении мощности сигнала до 2 дБ и более максимальная ошибка 

увеличивается до значений 0.4 − 0.5. 

На рис. 3.8 приведены результаты численного моделирования кривых 

обнаружения второго источника сигнала по второму собственному числу шумовой 

выборочной корреляционной матрицы (3.11) в случае наличия только одного 

источника сигнала (отсутствия второго источника) и при наличии двух источников 

сигнала (𝑁 = 5 и 𝐿 = {5, 10, 15}). 
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Рис. 3.8. Вероятность правильного обнаружения второго источника 

сигналов при наличии двух источников (чёрная кривая) и ложного 

обнаружения второго источника при наличии одного источника сигнала 

(синяя кривая) в зависимости от суммарной мощности источников 

сигналов для 𝑁 = 5 и 𝐿 = (5, 10, 15) 

 

Из рис. 3.8 хорошо видно, что в первом случае (при отсутствии второго 

источника) при значениях ОСШ больше 0.6 дБ, увеличение первого собственного 

числа (сигнального) приводит к росту второго собственного числа (шумового). 

Это, в свою очередь, приводит к росту вероятности обнаружения (ложного 

обнаружения) второго собственного числа. Соответственно, это будет вносить 

потери при обнаружении группового сигнала. Однако, при значениях вероятности 

правильного разрешения, равных 0.5, и значениях отношения сигнал/шум меньше 

2 дБ вероятность ложного обнаружения второго источника сигнала в данном 

случае составляет величины меньше 0.1 − 0.05. При этом для целого ряда 

практических случаев данными потерями при разрешении группового сигнала 

можно пренебречь. 
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Проведем оценку потерь для вероятности ложного разрешения 𝑃𝐹 = 10−3 

для следующих параметров антенной решётки: 𝑁 = 5, 𝐿 = (5, 10, 15). Как и в 

предыдущем случае, используя формулы (3.9), (3.11) и (3.14) были вычислены 

пороги 𝜆𝑟. 

Величину потерь можно представить в следующем виде: 

 
𝑉 = 20 ∙ log

𝜆𝑟2

𝜆′𝑟2
, (3.16) 

где 𝜆𝑟2 – порог обнаружения второго собственного числа, полученный по критерию 

Неймана-Пирсона в соответствии с выражением (3.14); 𝐹𝜆2,𝐻1
(𝜆) – интегральная 

функция распределения второго собственного числа 𝜆2 матрицы �̂�, определяемая 

в соответствии с асимптотическим выражением (3.9); 𝜆′𝑟2 – порог обнаружения 

второго собственного числа, полученный экспериментально, при наличии 

источника сигнала мощностью 𝜈. При этом при 𝜈 = 0 (при отсутствии сигнала) 

значение порога обнаружения 𝜆′𝑟2 определяется из интегральной функции 

распределения второго собственного числа 𝜆2 матрицы �̂� в соответствии с 

выражением (3.11). 

На рис. 3.9 представлены графики зависимости величины потерь V от 

мощности 𝜈 при 𝑁 = 5, 𝐿 = (5, 10, 15). 

 

Рис. 3.9. Зависимость величины потерь V от мощности 𝜈 при 𝑁 = 5 и  

𝐿 = (5, 10, 15) 
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Из рис. 3.9 видно, что при значениях мощности сигнала порядка 2 − 6 дБ, 

значение порога 𝜆′𝑟2 растет и становится равным величине порога 𝜆𝑟2 (𝜆′𝑟2 = 𝜆𝑟2), 

что вполне согласуется с результатами, полученными в работе [63]. При малых 

мощностях внешнего источника сигнала (менее 0 дБ), средний выигрыш при 

использовании порога, полученного по интегральной функции распределения в 

соответствии с выражением (3.11), по сравнению с порогом, полученным в 

соответствии с асимптотическим выражением (3.9), составляет в среднем 1 − 2 дБ. 

Таким образом, при обнаружении–разрешении групповых источников сигналов 

малой мощности (меньше 1 − 2 дБ) целесообразно использовать решающие 

правила, полученные на основе собственных чисел выборочной корреляционной 

матрицы собственного шума элементов антенной решетки в соответствии с 

выражением (3.11). При обнаружении–разрешении групповых источников 

сигналов большой мощности (больше 1 − 2 дБ) целесообразно использовать 

решающие правила, полученные на основе максимального собственного числа 

выборочной корреляционной матрицы в соответствии с асимптотическим 

выражением (3.9). 

 

3.3. Выводы по главе 3 

1. Проведен анализ статистических характеристик обнаружения-

разрешения источников сигналов на основе собственных чисел выборочной 

корреляционной матрицы. 

2. Проведено моделирование разрешения двух источников сигналов 

одинаковой мощности с плоскими волновыми фронтами. Предложено при 

обнаружении–разрешении групповых источников сигналов малой мощности 

(менее 1 − 2 дБ) использовать решающие правила, полученные на основе 

собственных чисел выборочной корреляционной матрицы собственного шума 

элементов антенной решетки. 
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3. Показано, что при заданной вероятности правильного разрешения 

увеличение вероятности ложного разрешения приводит к снижению суммарной 

мощности источников сигналов. 

4. Проведено моделирование обнаружения-разрешения двух источников 

сигналов с ортогональными фронтами, двух источников сигналов с 

ортогональными фронтами при наличии мощного источника сигнала-помехи, а 

также характеристики разрешения двух источников сигналов при различных углах 

прихода сигналов.  

5. Проведено численное исследование распределения максимального 

шумового собственного числа при наличии слабого источника сигнала. 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В диссертации представлены результаты синтеза методов пространственно-

временной обработки радиолокационных сигналов импульсных 

радиолокационных систем с антенными решетками на основе анализа собственных 

чисел корреляционной матрицы в сложной сигнально-помеховой обстановке. 

По результатам проведенного моделирования можно сделать следующие 

основные выводы: 

1. Получено аналитическое выражение для интегральных функций 

распределения всех собственных чисел выборочной корреляционной 

матрицы собственного шума элементов антенной решётки.  

2. Получено аналитическое выражение для распределения всех шумовых 

собственных чисел выборочной корреляционной матрицы сигналов 

антенной решётки при наличии собственного шума и произвольного числа 

источников большой мощности.  

3. Получено аналитическое выражение для решающих статистик селекции 

сигналоподобных активных помех, основанное на оценке собственных 

чисел выборочной корреляционной матрицы.  

4. Показано, что оптимальная селекция полезных сигналов и сигналоподобной 

помехи заключается в сравнении с некоторым порогом 𝜆𝐹 суммы 𝑁 − 1 

собственных чисел 𝜆𝑖,𝑖=2…𝑁 выборочной корреляционной матрицы �̂�.  

5. Получено выражение для интегральной функции распределения суммы  

𝑁 − 1 собственных чисел 𝜆𝑖,𝑖=2…𝑁 выборочной корреляционной матрицы �̂�.  

6. Приведены зависимости вероятности правильной селекции от отношения 

сигнал/шум для различной длины выборки процесса.  

7. Приведены зависимости вероятности правильной селекции от величины 

фазовых флуктуаций для различных значений длины выборки 𝑁 и объема 

выборки 𝐿.  

8. Показано, что отношение сигнал/шум для селекции сигналоподобной 

помехи при заданной вероятности правильной селекции увеличивается при 
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уменьшении фазовых флуктуаций сигнала-помехи, то есть вероятность 

правильной селекции сигналоподобной помехи увеличивается при 

увеличении фазовых флуктуаций принимаемого сигнала помехи.  

9. Приведены характеристики обнаружения-разрешения двух источников 

сигналов с ортогональными фронтами, двух источников сигналов с 

ортогональными фронтами при наличии мощного источника сигнала-

помехи, а также характеристики разрешения двух источников сигналов при 

различных углах прихода сигналов. 
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СПИСОК СОКРАЩЕНИЙ И УСЛОВНЫХ ОБОЗНАЧЕНИЙ 

АД – амплитудный детектор 

АР – антенная решетка 

АЦП – аналого-цифровое преобразование 

АЧХ – амплитудно-частотная характеристика 

АШП – активная шумовая помеха 

БПФ – быстрое преобразование Фурье 

ВО – воздушный объект 

ДН – диаграмма направленности  

ДНА – диаграмма направленности антенны 

КМ – корреляционная матрица (помех) 

КН – когерентное накопление (когерентный накопитель) 

ЛЧМ –  линейная частотная модуляция 

ОЗУ –  оперативно-запоминающее устройство 

ОСШ –  отношение сигнал/шум 

РЛИ – радиолокационная информация 

РЛС – радиолокационная станция 

РФ – режекторный фильтр 

СДЦ – селекция движущихся целей 

СКО – среднеквадратичное отклонение 

ФАР – фазированная антенная решетка 

ЭВМ – электронная вычислительная машина 

ЭПР – эффективная площадь рассеивания 

GLR –  Generalized Likelihood Ratio 

MIMO –  Multiple Input Multiple Output 
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