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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ 

Актуальность и степень разработанности темы 

В последние годы в связи с активными исследованиями в области метама-
териалов возникла новая волна интереса к электромагнитным явлениям в нестаци-
онарных средах. Нестационарность среды может приводить к таким специфиче-
ским эффектам, как широкополосный частотный сдвиг [1, 2], отражение от вре-
менной границы [1, 3, 4], трансформация объемного излучения в волны поверх-
ностного типа и обратно без пространственной модуляции границы [5-8], невзаим-
ность распространения волн в отсутствие намагничения среды [9], динамическое 
переключение направления распространения волновых пучков [10] и др. Нестаци-
онарные среды энергетически активны, обладая способностью обмениваться энер-
гией с волнами даже в отсутствие обычных механизмов поглощения или усиления 
[11]. Использование времени в качестве новой степени свободы рассматривается 
как перспективная возможность для развития фотоники и плазмоники [12, 13]. 

При исследовании электромагнитных явлений в нестационарных средах 
наиболее часто используется модель недиспергирующего диэлектрика с завися-
щей от времени диэлектрической проницаемостью 𝜀𝜀(𝑡𝑡), введенная Моргентале-
ром в 1958 году [1]. Поскольку, однако, все реальные среды являются в той или 
иной степени диспергирующими, возникает вопрос о границах применимости мо-
дели Моргенталера. Данный вопрос может быть решен только на основе более об-
щей модели нестационарной диспергирующей среды. Ранее рассмотрение неста-
ционарных диспергирующих сред ограничивалось в основном случаем нестацио-
нарной плазмы, который не допускает перехода к бездисперсионному приближе-
нию [3, 14-16]. Плазменная модель не позволяет также описывать взаимодействие 
электромагнитных волн с резонансами структурных элементов (атомов, молекул) 
нестационарных сред. Между тем такие резонансы могут играть важную роль, 
например, для электромагнитных процессов в нестационарных метаматериалах 
[17] или смеси химически реагирующих молекул [18]. 

В последнее время в качестве модели нестационарных резонансных сред 
стали использовать среду Лоренца с переменными во времени параметрами [19]. 
Структурным элементом среды Лоренца является классической осциллятор (заря-
женная частица, связанная квазиупругой силой с неподвижным центром), способ-
ный взаимодействовать с электрическим полем волны и другими осцилляторами 
среды. В качестве механизма нестационарности обычно полагают изменение (уве-
личение или уменьшение) числа (концентрации) осцилляторов во времени. Данная 
модель соответствует, например, метаматериалу, структурные элементы которого 
(метаатомы) активируют или деактивируют воздействием извне. На практике ак-
тивация и деактивация могут осуществляться путем фотогенерации свободных но-
сителей в полупроводниковой подложке металлических разрезных кольцевых ре-
зонаторов, играющих роль метаатомов [17]. Среда Лоренца с переменным числом 
осцилляторов адекватна также возникновению или исчезновению полярных моле-
кул в ходе химической реакции [18]. В литературе рассматривается и среда Ло-
ренца с изменяющейся во времени собственной частотой осциллятора [20]. 
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Корректное описание электромагнитных процессов в нестационарной среде 
должно основываться на материальных уравнениях, адекватных физическому ме-
ханизму нестационарности среды. В качестве материального уравнения среды Ло-
ренца с переменной концентрацией осцилляторов 𝑁𝑁(𝑡𝑡) используют уравнение 
связи вектора поляризации среды P с электрическим полем 𝐄𝐄 вида [20-22] 

 

𝑑𝑑2P
𝑑𝑑𝑑𝑑2

+ Ω02P =
Ω𝑝𝑝2(𝑡𝑡)

4𝜋𝜋
E,                                              (1) 

 

где Ω0 – резонансная частота осциллятора, Ω𝑝𝑝(𝑡𝑡) = �4𝜋𝜋𝑒𝑒2𝑁𝑁(𝑡𝑡) 𝑚𝑚⁄  – плазменная 
частота, 𝑒𝑒 и 𝑚𝑚 – заряд и масса колеблющейся частицы осциллятора. Существенно, 
что уравнение (1) используется в литературе как при возрастающей, так и при убы-
вающей функции 𝑁𝑁(𝑡𝑡) [20-22]. 

В диссертации дан последовательный вывод материальных уравнений для 
среды Лоренца с произвольной (немонотонной) зависимостью 𝑁𝑁(𝑡𝑡) при условии, 
что процессы увеличения и уменьшения числа осцилляторов (их активации и де-
активации) разнесены во времени. Показано, что на временных интервалах, где 
число осцилляторов уменьшается, материальное уравнение имеет отличный от 
уравнения (1) вид, и, следовательно, использование уравнения (1) является некор-
ректным. На основе корректных материальных уравнений рассмотрено распро-
странение электромагнитной волны в нестационарной среде Лоренца и впервые 
найдены комбинации энергии и частоты волны (адиабатические инварианты), со-
храняющиеся при медленных изменениях концентрации осцилляторов во вре-
мени. Найденные инварианты отличаются от инвариантов, полученных ранее для 
диэлектрика [11, 23, 24] и плазмы [15, 23, 25], но согласуются с ними в предельных 
случаях низких и высоких частот. Из найденных инвариантов следует, что сдвиг 
частоты волны сопровождается уменьшением энергии волны как в случае увели-
чения, так и уменьшения числа осцилляторов.  

С использованием найденных инвариантов исследованы условия примени-
мости модели недиспергирующего диэлектрика с 𝜀𝜀(𝑡𝑡) (модели Моргенталера). По-
казано, что в случае нарастающей функции 𝑁𝑁(𝑡𝑡) (увеличения числа осцилляторов) 
модель Моргенталера применима при условии малости частоты волны по сравне-
нию с резонансной частотой осциллятора (бездисперсионный предел, когда инер-
ция осциллятора не сказывается). В случае убывающей функции 𝑁𝑁(𝑡𝑡) (уменьше-
ния числа осцилляторов) модель Моргенталера оказывается неприменимой даже в 
бездисперсионном (низкочастотном) пределе, а ее использование приводит к фи-
зически неверному выводу об увеличении энергии волны.  

В диссертации исследована также динамика электромагнитной волны в 
среде Лоренца с изменяющейся во времени собственной частотой осциллятора 
Ω0(𝑡𝑡). В этом случае адиабатический инвариант имеет один и тот же вид как при 
нарастающей, так и при убывающей функции Ω0(𝑡𝑡), а для применимости модели 
Моргенталера достаточно низкочастотного приближения. 

Для описания трансформации электромагнитных волн в средах с быстро из-
меняющимися (по сравнению с периодом волны) свойствами широко использу-
ется модель временной границы (мгновенного скачка свойств среды). В рамках 
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данной модели волны после скачка могут быть связаны с исходной волной усло-
виями непрерывности полей на границе. Конкретный вид условий непрерывности 
зависит от материальных уравнений среды, отличаясь, например, в случаях недис-
пергирующего диэлектрика и плазмы, что не всегда правильно понимается в лите-
ратуре [26]. Для недиспергирующего диэлектрика со скачком 𝜀𝜀(𝑡𝑡) Моргенталером 
были введены условия непрерывности векторов электрической (𝐃𝐃) и магнитной 
(𝐁𝐁) индукции [1] 

 

{𝐃𝐃} = {𝐁𝐁} = 0                                                       (2) 
  

(скобки означают перепад вложенных в них величин на границе). Для среды Ло-
ренца со скачком 𝑁𝑁(𝑡𝑡) в литературе используют условия непрерывности 

  

{𝐄𝐄} = {𝐁𝐁} = {𝐏𝐏} = �
𝑑𝑑P
𝑑𝑑𝑑𝑑
� = 0,                                      (3) 

 

причем как в случае увеличения 𝑁𝑁(𝑡𝑡) [19, 27-29], так и в случае уменьшения [30].  
В диссертации показано, что условия (3) не применимы к случаю уменьше-

ния числа осцилляторов на временной границе, и получены корректные граничные 
условия для этого случая. Показано также, что полученные граничные условия ни 
в каком приближении не сводятся к условиям Моргенталера (2). С использованием 
полученных условий продемонстрировано уменьшение энергии волн в результате 
скачка 𝑁𝑁(𝑡𝑡) в отличие от усиления, вытекающего из применения условий (2). Для 
случая увеличения числа осцилляторов на временной границе показана примени-
мость условий (2) к низкочастотным модам среды Лоренца, при этом раскрыта 
роль высокочастотных мод в выполнении условий (3) и в энергетическом балансе 
в системе. Показана также важность учета возбуждения собственных колебаний 
осцилляторов в энергетическом балансе. 

В диссертации исследован также случай резкого изменения собственной ча-
стоты осциллятора Ω0(𝑡𝑡). Показана применимость граничных условий (3), а в низ-
кочастотном пределе – условий (2), но при некоторых ограничениях на физический 
механизм изменения Ω0(𝑡𝑡). 

Графен рассматривается как перспективный материал для плазмоники те-
рагерцового и инфракрасного диапазонов в связи с его способностью направлять 
сильно локализованные и слабо затухающие поверхностные плазмоны, дисперси-
онными свойствами которых можно эффективно управлять путем изменения по-
верхностной плотности свободных носителей заряда (поверхностной проводимо-
сти) графена [31, 32]. Изменения проводимости могут обеспечиваться приложе-
нием управляющего напряжения или оптическим воздействием и могут быть как 
медленными, так и быстрыми по сравнению с периодом плазмона. Воздействие 
ультракороткими лазерными импульсами позволяет генерировать в графене сво-
бодные носители на временах от нескольких десятков фемтосекунд до пикосекунд 
[33–35]. Последующая релаксация происходит на масштабе нескольких пикосе-
кунд [33, 34, 36]. Изменением управляющего напряжения удается модулировать 
проводимость графена на частотах до ~10 ГГц [37, 38]. 

При теоретическом описании динамики поверхностных плазмонов, 
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направляемых графеном с переменной во времени плотностью носителей, в лите-
ратуре часто используется зависящая от частоты 𝜔𝜔 стационарная поверхностная 
проводимость графена 𝜎𝜎[𝜔𝜔,𝐸𝐸𝐹𝐹], в которой, однако, энергия Ферми считается 
функцией времени 𝐸𝐸𝐹𝐹 = 𝐸𝐸𝐹𝐹(𝑡𝑡) [37, 39, 40]. На некорректность подобного подхода 
было указано ранее применительно к электромагнитным волнам в объемной 
плазме с процессами ионизации и рекомбинации [14, 24]. Действительно, данный 
подход не учитывает различий между движением существующих и вновь появля-
ющихся электронов, а также потерь кинетической энергии рекомбинирующих 
электронов. 

В недавних работах [6, 42-44] в качестве материального уравнения нестаци-
онарного графена было использовано уравнение связи плотности поверхностного 
тока 𝑗𝑗 с тангенциальной (вдоль направления распространения плазмона 𝑥𝑥) компо-
нентой электрического поля 𝐸𝐸𝑥𝑥 вида 
 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= −𝜈𝜈𝜈𝜈 + 𝑊𝑊𝐷𝐷(𝑡𝑡)𝐸𝐸𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑡𝑡),                                               (4) 
 

где 𝜈𝜈 – частота релаксации тока, а 𝑊𝑊𝐷𝐷(𝑡𝑡) – зависящий от времени вес Друде (про-
порциональный квадратному корню из плотности носителей в графене 𝑁𝑁(𝑡𝑡)). При 
этом предполагалось, что уравнение (4) определяет динамику тока при произволь-
ной зависимости 𝑁𝑁(𝑡𝑡). 

В диссертации указано, что уравнение (4) не применимо к описанию гра-
фена с уменьшающейся плотностью носителей (убывающей функцией 𝑁𝑁(𝑡𝑡)). Для 
этого случая записано корректное материальное уравнение с дополнительным чле-
ном в правой части, учитывающим исчезновение тока удаляемых носителей. С ис-
пользованием полученного уравнения и уравнения (4) получены адиабатические 
инварианты для поверхностного плазмона, направляемого листом графена с про-
извольным слоистым диэлектрическим окружением, при медленном изменении 
(уменьшении, увеличении) плотности носителей в графене. Полученные инвари-
анты являются обобщением инвариантов, найденных ранее для поверхностных 
волн, направляемых планарными структурами с объемной плазмой (плазменным 
полупространством и слоем) [45]. В отличие от объемной плазмы отклик двумер-
ного электронного (дырочного) газа в графене на приложенное электрическое поле 
является сильно анизотропным: ток протекает в плоскости графенового листа и 
связан только с тангенциальной компонентой электрического поля. Кроме того, 
материальное уравнение графена (см. уравнение (4)) зависит от плотности носите-
лей иначе, чем материальное уравнение обычного электронного газа [45]. На ос-
нове полученных инвариантов в диссертации исследована эволюция частоты и ам-
плитуды плазмона, направляемого нестационарным листом графена. 

В недавних работах [42, 46] в квазистатическом приближении была рас-
смотрена трансформация поверхностного плазмона при скачкообразном измене-
нии (как увеличении, так и уменьшении) во времени плотности носителей в гра-
фене и предсказан эффект усиления плазмона – превышения суммарной энергии 
вторичных плазмонов над энергией исходного плазмона. В работе [46] усиление 
плазмона предсказано для графена с уменьшающейся плотностью носителей, а в 
работе [42] – с увеличивающейся плотностью. В работе [8], однако, было указано 
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на использование некорректных условий непрерывности на временной границе с 
уменьшением плотности носителей в работах [42, 46], а также проведено более 
корректное исследование данного случая на основе физически обоснованных 
условий непрерывности и показано уменьшение энергии плазмона.  

В диссертации подход работы [8] распространен на случай скачкообразного 
увеличения плотности носителей. На основе точного решения уравнений Макс-
велла методом Лапласа в предположении непрерывности на скачке тока «фоно-
вых» (существовавших в графене) носителей и равенства нулю в момент скачка 
тока вновь появившихся носителей исследована трансформация поверхностного 
плазмона в сдвинутые по частоте вверх поверхностные плазмоны и объемное пе-
реходное излучение. Показано, что суммарная энергия вторичных плазмонов и пе-
реходного излучения меньше энергии исходного плазмона, а разница энергий пе-
реходит в кинетическую энергию двухпотокового равномерного движения фоно-
вых и вновь появившихся электронов. Таким образом, опровергнуто предсказан-
ное в работе [42] усиление плазмона.  

Особый интерес исследователей вызывает возможность параметрического 
усиления электромагнитных волн в средах с периодической модуляцией диэлек-
трических свойств во времени. В таких средах, называемых временными фотон-
ными кристаллами [12, 47] или средами Флоке [48], дисперсионные кривые волн 
разделены запрещенными зонами по волновому числу, аналогично запрещенным 
зонам по частоте в пространственно-периодических средах [49]. Собственные 
моды сред Флоке с волновыми числами, находящимися в запрещенных зонах, 
представляют собой стоячие волны, амплитуды которых экспоненциально убы-
вают или возрастают со временем [49]. Перспектива использования явления воз-
растания амплитуды волн (параметрического усиления) в прикладных целях и 
привлекает исследователей.  

Явление параметрического усиления волн исследовалось в основном в рам-
ках модели недиспергирующего диэлектрика (модели Моргенталера) как для си-
нусоидального [49-51], так и ступенчатого [52, 53] законов изменения 𝜀𝜀(𝑡𝑡). Данная 
модель, однако, имеет ограниченную область применимости, как обсуждалось 
выше. В недавней работе [20] для исследования параметрических явлений в дис-
пергирующих средах в качестве более реалистичной модели было предложено ис-
пользовать среду Лоренца с периодически изменяющейся концентрацией осцил-
ляторов 𝑁𝑁(𝑡𝑡). На основе данной модели существование параметрического усиле-
ния было подтверждено как для синусоидального [21, 22], так и ступенчатого [30] 
режимов модуляции 𝑁𝑁(𝑡𝑡). В работах [20-22] считалось, однако, что поляризацион-
ный отклик среды Лоренца описывается одним и тем же материальным уравне-
нием (1) как на стадиях увеличения, так и уменьшения 𝑁𝑁(𝑡𝑡). Аналогично в работе 
[30] использовались одни и те же граничные условия (3) при скачкообразном уве-
личении и уменьшении 𝑁𝑁(𝑡𝑡). Как отмечалось выше, такое описание является не-
корректным. 

В диссертации исследованы электромагнитные волны в среде Лоренца со 
ступенчатой модуляцией числа осцилляторов на основе двух различных систем 
граничных условий, адекватных физически отличающимся случаям увеличения и 
уменьшения числа осцилляторов. Установлено, что собственные моды 
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периодически модулированной среды Лоренца являются затухающими даже в от-
сутствие потерь в осцилляторах, что говорит о невозможности параметрического 
усиления в смысле увеличения энергии волн. Показано, что энергия волн теряется 
как в моменты уменьшения, так и увеличения числа осцилляторов, указаны соот-
ветствующие механизмы потерь. Найден особый случай мод с почти постоянной 
энергией. Исследованы переходные режимы трансформации исходной волны по-
сле начала модуляции. Установлено, что несмотря на потери энергии в ходе пере-
ходных процессов исходная волна может трансформироваться в волны удвоенной 
или половинной частоты с высокой эффективностью по амплитуде.  

В недавних работах [42, 43] была предсказана возможность параметриче-
ского усиления поверхностного плазмона, направляемого листом графена, при пе-
риодической модуляции плотности носителей в графене. В этих работах, однако, 
в качестве материального уравнения некорректно используется одно и то же урав-
нение (4) как на временных интервалах увеличения плотности носителей, так и на 
интервалах уменьшения плотности.  

В диссертации исследована динамика поверхностного плазмона, направля-
емого листом графена с периодической модуляцией числа носителей, на основе 
двух различных материальных уравнений, адекватных физически отличающимся 
случаям инжекции и удаления носителей. Рассмотрены случаи медленной сину-
соидальной и ступенчатой модуляции. Показано отсутствие эффекта парамет-
рического усиления плазмонов. Найден режим трансформации исходного плаз-
мона в модулированную по частоте стоячую волну постоянной амплитуды. 

Цель и задачи диссертационной работы 

Целью диссертационной работы является исследование особенностей 
трансформации электромагнитных волн в нестационарных диспергирующих 
средах, связанных с резонансами структурных элементов среды или ее двумер-
ностью. 

Для достижения поставленной цели решались следующие задачи: 
- вывод материальных уравнений для среды Лоренца с произвольной (не-

монотонной) зависимостью плотности осцилляторов от времени; 
- исследование трансформации электромагнитной волны в среде Лоренца 

с медленным, скачкообразным и периодическим изменением концентрации ос-
цилляторов во времени; 

- исследование условий применимости модели недиспергирующего ди-
электрика с зависящей от времени диэлектрической проницаемостью для опи-
сания нестационарных диспергирующих сред на примере среды Лоренца; 

- формулирование материальных уравнений нестационарного графена, 
адекватных физическим механизмам генерации и удаления носителей в гра-
фене; 

- исследование трансформации поверхностных плазмонов, направляе-
мых листом графена с переменной во времени поверхностной плотностью сво-
бодных носителей в режимах медленного, скачкообразного и периодического 
изменения плотности носителей. 
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Научная новизна работы 

Научная новизна работы состоит в следующем. 
1. Впервые получены материальные уравнения для среды Лоренца с про-

извольной (немонотонной) зависимостью концентрации осцилляторов от времени. 
2. Впервые получены адиабатические инварианты для электромагнитной 

волны в среде Лоренца с медленно изменяющимися концентрацией осциллято-
ров или резонансной частотой осциллятора. 

3. Впервые исследована применимость модели недиспергирующего ди-
электрика с зависящей от времени диэлектрической проницаемостью (модели 
Моргенталера) для описания нестационарных диспергирующих сред. Показано, 
что данная модель не применима к средам с уменьшающейся во времени кон-
центрацией резонансных (мета)атомов.  

4. Впервые сформулированы граничные условия на временной границе с 
уменьшающейся концентрацией осцилляторов в среде Лоренца и исследована 
трансформация электромагнитной волны на такой границе. 

5. Впервые на основе корректных материальных уравнений исследовано 
параметрическое преобразование электромагнитных волн в среде Лоренца с пе-
риодически модулированным числом частиц. 

6. Впервые записано корректное материальное уравнение в модели Друде 
для графена с уменьшающейся во времени плотностью свободных носителей. 

7. Известные ранее адиабатические инварианты для поверхностных волн, 
направляемых планарными структурами с нестационарной объемной плазмой 
(плазменным полупространством и слоем), обобщены на случай поверхностного 
плазмона, направляемого двумерным плазменным листом (графеном) с перемен-
ной поверхностной плотностью носителей.  

8. Впервые исследована трансформация поверхностного плазмона, направ-
ляемого листом графена, при резком увеличении плотности носителей во вре-
мени. 

9. Впервые исследована динамика плазмона на поверхности графена с пе-
риодически модулированной во времени плотностью носителей на основе кор-
ректных материальных уравнений. Опровергнут предсказанный в литературе 
эффект параметрического усиления плазмона. 

Теоретическая и практическая значимость работы 

Полученные материальные уравнения для среды Лоренца и графена с про-
извольной зависимостью числа частиц от времени являются основой для теоре-
тического рассмотрения динамики электромагнитных волн в этих средах. Ре-
зультаты исследования трансформации волн в нестационарной среде Лоренца 
устанавливают границы применимости широко используемой модели Моргента-
лера для описания реальных (диспергирующих) нестационарных сред. Резуль-
таты исследования динамики электромагнитных волн в условиях периодической 
модуляции числа частиц в среде Лоренца и графене исправляют имеющиеся в 
литературе теоретические предсказания возможности параметрического 
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усиления волн.  
Результаты по трансформации электромагнитных волн в среде Лоренца с 

переменной во времени концентрацией осцилляторов могут быть использованы 
при разработке фотонных устройств на основе метаматериалов с электрически и 
оптически управляемыми свойствами. В частности, найденные режимы эффек-
тивного удвоения и деления пополам частоты волны могут быть использованы 
для разработки частотных преобразователей и модуляторов излучений микро-
волнового и терагерцового частотных диапазонов.  

Результаты по трансформации поверхностных плазмонов, направляемых 
графеном с переменной во времени поверхностной плотностью носителей, могут 
быть использованы при разработке устройств активной плазмоники терагерцо-
вого и инфракрасного частотных диапазонов. 

Основные положения, выносимые на защиту 

1.  Поляризационный отклик среды Лоренца с произвольной немонотонной 
зависимостью концентрации осцилляторов от времени 𝑁𝑁(𝑡𝑡) описывается уравне-
ниями связи вектора поляризации P с электрическим полем 𝐄𝐄, вид которых разли-
чен на интервалах возрастания и убывания функции 𝑁𝑁(𝑡𝑡) (активации и деактива-
ции осцилляторов): 𝑑𝑑2P 𝑑𝑑𝑑𝑑2⁄ + Ω02P = Ω𝑝𝑝2(𝑡𝑡)E (4𝜋𝜋)⁄  при возрастании 𝑁𝑁(𝑡𝑡) и 
𝑑𝑑2�P Ω𝑝𝑝2⁄ � 𝑑𝑑𝑑𝑑2⁄ + Ω02�P Ω𝑝𝑝2⁄ � = E (4𝜋𝜋)⁄  при убывании (Ω0 – собственная частота 
осциллятора, Ω𝑝𝑝 – плазменная частота среды). При убывании 𝑁𝑁(𝑡𝑡) не справедлива 
обычная формула для плотности тока 𝐉𝐉 = 𝑑𝑑P 𝑑𝑑𝑑𝑑⁄ , следует использовать формулу 
𝐉𝐉 = 𝑁𝑁𝑑𝑑(𝐏𝐏 𝑁𝑁⁄ ) 𝑑𝑑𝑑𝑑⁄ . 

2.  При распространении электромагнитной волны в среде Лоренца с мед-
ленно (по сравнению с периодом волны) изменяющейся концентрацией осцилля-
торов 𝑁𝑁(𝑡𝑡) энергия волны 𝑊𝑊(𝑡𝑡) и ее частота 𝜔𝜔(𝑡𝑡) образуют адиабатические инва-
рианты вида 𝑊𝑊(𝜔𝜔2 − Ω02) 𝜔𝜔⁄ = const при возрастании 𝑁𝑁(𝑡𝑡) и 𝑊𝑊𝑊𝑊 (𝜔𝜔2 − Ω02)⁄ =
const при убывании 𝑁𝑁(𝑡𝑡). Согласно инвариантам в обоих случаях сдвиг частоты 
волны сопровождается уменьшением энергии волны. В среде Лоренца с изменяю-
щейся собственной частотой осциллятора Ω0(𝑡𝑡) адиабатический инвариант совпа-
дает с инвариантом для нестационарного недиспергирующего диэлектрика 
𝑊𝑊 𝜔𝜔⁄ = const, из которого следует уменьшение энергии волны при уменьшении 
Ω0(𝑡𝑡) и увеличение энергии при увеличении Ω0(𝑡𝑡). 

3.  При резком изменении концентрации осцилляторов 𝑁𝑁(𝑡𝑡) в среде Ло-
ренца известные условия непрерывности P и 𝑑𝑑P 𝑑𝑑𝑑𝑑⁄  выполняются только в случае 
увеличения 𝑁𝑁(𝑡𝑡). В случае уменьшения 𝑁𝑁(𝑡𝑡) непрерывными являются комбина-
ции 𝐏𝐏 𝑁𝑁⁄  и 𝑑𝑑(P 𝑁𝑁⁄ ) 𝑑𝑑𝑑𝑑⁄ . В обоих случаях трансформация бегущей электромагнит-
ной волны сопровождается потерями энергии. Условия Моргенталера непрерыв-
ности векторов индукции D и B применимы для волн с 𝜔𝜔 ≪ Ω0 в случае увеличе-
ния 𝑁𝑁(𝑡𝑡). Возбуждаемые при этом волны с 𝜔𝜔 > Ω0 не являются малыми, в них 
уходит значительная доля энергии исходной волны. Условия Моргенталера не 
применимы в случае уменьшения 𝑁𝑁(𝑡𝑡). 

4.  Собственные моды среды Лоренца с периодической ступенчатой 
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модуляцией концентрации осцилляторов являются затухающими даже в отсут-
ствие потерь в осцилляторах, параметрическое усиление волн в такой среде невоз-
можно. Существуют особые моды, представляющие собой суперпозицию двух 
стоячих волн – низкочастотной и высокочастотной с вдвое отличающимися сред-
ними частотами и средней частотой низкочастотной волны, вдвое превышающей 
частоту модуляции, энергия которых практически постоянна. С участием данных 
мод возможны режимы удвоения и деления пополам частоты исходной бегущей 
волны с эффективностью по амплитуде близкой к 100%.  

5.  Известные адиабатические инварианты для поверхностных волн, 
направляемых полупространством или слоем нестационарной объемной плазмы, 
вида 𝑊𝑊𝜔𝜔𝛾𝛾 = const, где значение параметра 𝛾𝛾 определяется характером нестацио-
нарности, выполняются и для поверхностного плазмона, направляемого двумер-
ным плазменным листом (графеном) с переменной поверхностной плотностью 
свободных носителей.  

6.  При резком увеличении поверхностной плотности носителей в графене 
направляемый им бегущий плазмон трансформируется в два бегущих во встреч-
ных направлениях плазмона повышенной частоты, уходящее от графена переход-
ное излучение и двухпотоковое равномерное движение фоновых и вновь инжекти-
рованных носителей с нулевым суммарным током. В кинетическую энергию двух-
потокового движения носителей может уходить до половины энергии первичного 
плазмона.  

7.  Периодическая модуляция во времени поверхностной плотности носите-
лей в графене за счет их инжекции и удаления не может приводить к параметриче-
скому усилению направляемых графеном плазмонов. Энергия плазмона теряется 
как при инжекции, так и при удалении носителей. При ступенчатой модуляции 
возможен особый случай трансформации бегущего плазмона в модулированный 
по частоте стоячий плазмон постоянной амплитуды. 

Методология и методы исследования 

При выводе адиабатических инвариантов для электромагнитной волны в 
нестационарной среде Лоренца использовался метод медленно меняющихся ам-
плитуд. При выводе адиабатических инвариантов для поверхностных плазмонов, 
направляемых нестационарным графеном, использовались подходы теории неста-
ционарных резонаторов и теории плавнонеоднородных волноводов.  

При исследовании трансформации поверхностных плазмонов на скачке 
плотности носителей в графене использовался метод преобразования Лапласа с по-
следующим применением методов контурного интегрирования на комплексной 
плоскости. 

При нахождении собственных мод среды Лоренца с периодически модули-
рованной концентрацией осцилляторов и графена с периодически модулирован-
ной поверхностной плотностью носителей использовался подход с использова-
нием метода матрицы переноса и последующим решением задачи на собственные 
значения и собственные функции этой матрицы.  
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Апробация результатов работы и публикации 

Диссертационная работа выполнена на кафедре общей физики Нижего-
родского государственного университета им. Н.И. Лобачевского в 2018-2024 го-
дах. По теме диссертации опубликовано 16 работ, в том числе 6 статей в рецен-
зируемых научных журналах, рекомендованных ВАК, [A1–A6], а также 10 ра-
бот в сборниках трудов конференций [A7–A16].  

Основные результаты диссертации докладывались на следующих конфе-
ренциях: XXVIII и XXIV международных симпозиумах “Нанофизика и наноэлек-
троника” (Нижний Новгород, 2024, 2020), XIII, XI и IX международных конферен-
циях по фотонике и информационной оптике (Москва, 2024, 2022, 2020), VI Inter-
national Conference on Ultrafast Optical Science (UltrafastLight 2022, Москва, 2022), 
Photonics and Electromagnetics Research Symposium (PIERS 2022, Ханчжоу, Китай, 
2022), The 9th Russia-Japan-USA-Europe Symposium on Fundamental & Applied 
Problems of Terahertz Devices & Technologies (RJUSE 2021, Сендай, Япония, 2021), 
XXV и XXIII научных конференциях по радиофизике (Нижний Новгород, 2021, 
2019), The 8th Russia-Japan-USA-Europe Symposium on Fundamental & Applied 
Problems of Terahertz Devices & Technologies (RJUSE 2019, Нижний Новгород, 
2019). 

Часть результатов работы по трансформации поверхностных плазмонов 
на нестационарном графене отмечена Медалью Российской академии наук для 
студентов высших учебных заведений 2021 года.  

Достоверность результатов работы 

Достоверность полученных результатов обеспечивается применением 
апробированных теоретических методов и согласованием результатов диссер-
тационной работы в частных случаях с имеющимися в литературе данными дру-
гих авторов, а также подтверждается апробацией результатов на представитель-
ных конференциях и публикациями в высокорейтинговых международных жур-
налах. 

Личный вклад автора 

Все результаты диссертации получены автором лично или при его непо-
средственном участии. Постановка задач и анализ полученных результатов про-
водились автором совместно с научным руководителем Бакуновым М.И. и Мас-
ловым А.В. 

Структура и объем диссертации 

Диссертация состоит из введения, трех глав, заключения, списка литера-
туры и списка публикаций по диссертации. Общий объем диссертации состав-
ляет 129 страниц, включая 39 рисунков, список литературы из 83 наименований 
на 8 страницах и список публикаций по диссертации из 16 наименований на 3 
страницах. 
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Краткое содержание диссертации 

Во введении обосновывается актуальность диссертационной работы, 
формулируются цель и задачи исследования, указываются научная новизна и 
практическая значимость диссертации, кратко описывается ее содержание, при-
водятся основные положения, выносимые на защиту.  

Первая глава посвящена исследованию трансформации электромагнит-
ных волн в нестационарной среде Лоренца. 

В п. 1.1 дан последовательный вывод материальных уравнений для среды 
Лоренца с произвольной, в том числе 
немонотонной (рис. 1), зависимостью 
концентрации осцилляторов от вре-
мени 𝑁𝑁(𝑡𝑡) при условии, что процессы 
увеличения и уменьшения числа ос-
цилляторов (их активации и деактива-
ции) разнесены во времени. Так, 
например, на интервале 𝑡𝑡2 < 𝑡𝑡 < 𝑡𝑡3, 
где 𝑁𝑁(𝑡𝑡) увеличивается, поляризаци-
онный отклик среды записан в виде 

 

P(𝑡𝑡) =
𝑁𝑁(𝑡𝑡2)
𝑁𝑁(𝑡𝑡1)� 𝐩𝐩(𝑡𝑡, 𝑡̃𝑡)𝐺𝐺(𝑡̃𝑡)𝑑𝑑𝑡̃𝑡

𝑡𝑡1

𝑡𝑡0
+ � 𝐩𝐩(𝑡𝑡, 𝑡̃𝑡)𝐺𝐺(𝑡̃𝑡)𝑑𝑑𝑡̃𝑡

𝑡𝑡

𝑡𝑡2
,                      (5) 

 

где 𝐺𝐺(𝑡𝑡) = 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑⁄  – темп активации осцилляторов, а 𝐩𝐩(𝑡𝑡, 𝑡̃𝑡) – дипольный момент 
осциллятора, активированного в момент 𝑡̃𝑡 с 𝐩𝐩 = 0 и 𝑑𝑑𝐩𝐩 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0⁄ . Показано, что с 
учетом уравнения осциллятора для 𝐩𝐩 уравнение (5) сводится к уравнению (1). На 
временном интервале 𝑡𝑡3 < 𝑡𝑡 < 𝑡𝑡4, где 𝑁𝑁(𝑡𝑡) уменьшается, поляризационный от-
клик записан в виде  

 

P(𝑡𝑡) =
𝑁𝑁(𝑡𝑡)
𝑁𝑁(𝑡𝑡3) �

𝑁𝑁(𝑡𝑡2)
𝑁𝑁(𝑡𝑡1)� 𝐩𝐩(𝑡𝑡, 𝑡̃𝑡)𝐺𝐺(𝑡̃𝑡)𝑑𝑑𝑡̃𝑡

𝑡𝑡1

𝑡𝑡0
+ � 𝐩𝐩(𝑡𝑡, 𝑡̃𝑡)𝐺𝐺(𝑡̃𝑡)𝑑𝑑𝑡̃𝑡

𝑡𝑡3

𝑡𝑡2
� ,              (6) 

 

на основе которого впервые получено уравнение    
 

𝑑𝑑2

𝑑𝑑𝑑𝑑2
P

Ω𝑝𝑝2(𝑡𝑡)
+ Ω02

P
Ω𝑝𝑝2(𝑡𝑡)

=
1

4𝜋𝜋
E.                                             (7) 

 

Уравнения (1) и (7) справедливы на любых интервалах увеличения и уменьшения 
𝑁𝑁(𝑡𝑡) соответственно и, таким образом, являются материальными уравнениями не-
стационарной среды Лоренца. Показано также, что на интервалах убывания 𝑁𝑁(𝑡𝑡) 
не справедлива формула для плотности тока 𝐉𝐉 = 𝑑𝑑P 𝑑𝑑𝑑𝑑⁄ , вместо нее следует ис-
пользовать формулу 𝐉𝐉 = 𝑁𝑁𝑑𝑑(𝐏𝐏 𝑁𝑁⁄ ) 𝑑𝑑𝑑𝑑⁄ . 

В качестве материального уравнения среды Лоренца с изменяющейся во 
времени резонансной частотой осциллятора использовано уравнение 

 

 
Рис. 1. Общий вид зависимости концен-
трации осцилляторов от времени. 
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𝑑𝑑2P
𝑑𝑑𝑑𝑑2

+ Ω02(𝑡𝑡)P =
Ω𝑝𝑝2

4𝜋𝜋
E.                                              (8) 

 

При скачкообразном увеличении концентрации осцилляторов 𝑁𝑁(𝑡𝑡) из урав-
нения (1) следуют граничные условия {𝐏𝐏} = {𝑑𝑑P 𝑑𝑑𝑑𝑑⁄ } = 0, а при уменьшении 𝑁𝑁(𝑡𝑡) 
интегрирование уравнения (7) по времени приводит к граничным условиям 

 

�
𝐏𝐏
𝑁𝑁
� = �

𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑

P
𝑁𝑁
� = 0.                                                    (9) 

  
При скачкообразном изменении (как увеличении, так и уменьшении) резо-

нансной частоты Ω0(𝑡𝑡) из уравнения (8) следуют условия {𝐏𝐏} = {𝑑𝑑P 𝑑𝑑𝑑𝑑⁄ } = 0. 
В п. 1.2 на основе материальных уравнений (1) и (7) рассмотрено распро-

странение электромагнитной волны в нестационарной среде Лоренца и с помощью 
метода медленно меняющихся амплитуд впервые получены адиабатические инва-
рианты 

 

𝑊𝑊
𝜔𝜔2 − Ω02

𝜔𝜔
= const,      𝑊𝑊

𝜔𝜔
𝜔𝜔2 − Ω02

= const                          (10) 
 

для случаев медленного увеличения и уменьшения плотности осцилляторов соот-
ветственно. Полученные инварианты согласуются с известными инвариантами для 
недиспергирующего диэлектрика и плазмы в предельных случаях низких (𝜔𝜔 ≪
Ω0) и высоких (𝜔𝜔 ≫ Ω0) частот соответственно. Из формул (10) следует, что ча-
стотный сдвиг волны всегда сопровождается потерями энергии волны.  

В случае медленного изменения (как увеличения, так и уменьшения) резо-
нансной частоты Ω0(𝑡𝑡) получен адиабатический инвариант вида 

 

𝑊𝑊 𝜔𝜔⁄ = const,                                                         (11) 
 

совпадающий с инвариантом для недиспергирующего диэлектрика при произволь-
ном соотношении частоты волны 𝜔𝜔 и Ω0. В этом случае при увеличении Ω0(𝑡𝑡) ча-
стота и энергия волны растут, а при уменьшении – убывают. 

В п. 1.3 на основе граничных условий (3) и (9) рассмотрена трансформа-
ция электромагнитной волны в среде Лоренца со скачкообразным изменением 
(увеличением, уменьшением) концентрации осцилляторов 𝑁𝑁(𝑡𝑡) или резонанс-
ной частоты осциллятора Ω0(𝑡𝑡). В случае увеличения 𝑁𝑁(𝑡𝑡) установлена возмож-
ность применения граничных условий Моргенталера (2) для расчета трансфор-
мации низкочастотной (𝜔𝜔 ≪ Ω0) волны во вторичные низкочастотные волны. По-
казано, однако, что при этом на скачке возбуждаются и две высокочастотные 
(𝜔𝜔 > Ω0) волны (распространяющиеся в противоположных направлениях) с ам-
плитудами, сравнимыми с амплитудами низкочастотных волн. Дано объяснение 
возможности неучета высокочастотных волн в условиях Моргенталера: пока-
зано, что высокочастотные волны дают малый вклад в векторы 𝐃𝐃 и 𝐁𝐁. Тем не 
менее эти волны играют существенную роль в энергетике трансформации: в них 
может уходить значительная доля энергии исходной волны. Показано также, что 
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часть энергии может переходить в энергию свободных (не связанных с электро-
магнитным полем) колебаний осцилляторов. 

В случае скачкообразного уменьшения 𝑁𝑁(𝑡𝑡) показано, что условия Морген-
талера не применимы даже в низкочастотном пределе и приводят к неверному вы-
воду об увеличении энергии волн в результате скачка концентрации.  

В случае скачкообразного изменения собственной частоты осциллятора по-
казана применимость условий Моргенталера (2) в низкочастотном пределе как при 
увеличении, так и уменьшении Ω0(𝑡𝑡). Однако отмечено, что не всякий физический 
механизм изменения собственной частоты соответствует уравнению (8). 

В п. 1.4 сделаны выводы по первой главе. 
Вторая глава посвящена исследованию динамики поверхностных плаз-

монов, направляемых листом графена с изменяющейся во времени поверхност-
ной плотностью свободных носителей. 

В п. 2.1 сформулировано материальное уравнение для описания графена 
с переменной плотностью свободных носителей в модели Друде вида  
 

𝜕𝜕𝜕𝜕
𝜕𝜕𝜕𝜕

= −𝜈𝜈𝜈𝜈 + 𝑊𝑊𝐷𝐷(𝑡𝑡)𝐸𝐸𝑥𝑥(𝑥𝑥, 𝑡𝑡) −
𝜇𝜇
2
𝑗𝑗,                                 (12) 

 

которое отличается от используемого в литературе уравнения (4) наличием допол-
нительного члена в правой части, где 𝜇𝜇 = −𝑁𝑁−1 𝑑𝑑𝑑𝑑 𝑑𝑑𝑑𝑑⁄  – темп удаления носите-
лей. Данный член описывает исчезновение тока удаляемых носителей. 

В п. 2.2 получен общий вид адиабатического инварианта для поверхност-
ного плазмона, направляемого листом графена с медленно изменяющейся во вре-
мени плотностью носителей и произвольным слоистым диэлектрическим окруже-
нием, вида 

 

 𝑊𝑊𝜔𝜔𝛾𝛾 = const,                                                          (13)  
 

где параметр 𝛾𝛾 имеет различные (постоянные) значения в случаях доминирования 
процессов инжекции или удаления носителей, в том числе с учетом соударений. 
Формула (13) была получена ранее для поверхностных волн, направляемых полу-
пространством или слоем нестационарной объемной плазмы. В диссертации дока-
зана ее справедливость для двумерного плазмоподобного листа (графена) с анизо-
тропным токовым откликом. 

В п. 2.3 исследована трансформация поверхностного плазмона, направляе-
мого листом графена, при скачкообразном возрастании плотности свободных но-
сителей в графене. Показано, что плазмон трансформируется в два бегущих во 
встречных направлениях плазмона повышенной частоты, уходящее от графена пе-
реходное излучение и двухпотоковое равномерное движение фоновых и вновь ин-
жектированных носителей с нулевым суммарным током. Исследовано угловое 
распределение переходного излучения. Исследована энергетика процесса транс-
формации. Показано, что потери энергии на переходное излучение могут быть зна-
чительными для слабо замедленных плазмонов, а потери на возбуждение равно-
мерного движения носителей – как для слабо замедленных, так и (особенно) 
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сильно замедленных плазмонов (в последнем случае в кинетическую энергию 
двухпотокового движения носителей может уходить до половины энергии первич-
ного плазмона). 

В п. 2.4 сделаны выводы по второй главе. 
Третья глава посвящена исследованию параметрического преобразова-

ния электромагнитных волн в среде Лоренца с периодической модуляцией во 
времени концентрации осцилляторов и поверхностных плазмонов, направляе-
мых графеном с периодически модулированной поверхностной плотностью 
свободных носителей. 

В п. 3.1 исследованы электромагнитные волны в среде Лоренца со ступен-
чатой модуляцией концентрации осцилляторов на основе систем граничных усло-
вий, адекватных физически отличающимся случаям увеличения и уменьшения 
числа осцилляторов. Для отыскания собственных мод системы решена задача на 
собственные значения и собственные функции матрицы пересчета полей через 
период модуляции. Собственные числа 𝜆𝜆1,2,3,4 по величине не превосходят еди-
ницы, следовательно, параметрическое усиление невозможно.  

Найден особый случай мод с 
практически постоянной энергией, со-
ответствующий собственным значе-
ниям �𝜆𝜆1,2� ≈ 1. В этом случае актива-
ция и деактивация осцилляторов про-
исходят в моменты, когда как потен-
циальная, так и кинетическая энергии 
осцилляторов обращаются в ноль (𝐩𝐩 =
0 и 𝑑𝑑𝐩𝐩 𝑑𝑑𝑑𝑑 = 0⁄ ). Исследованы пере-
ходные (после начала модуляции) ре-
жимы трансформации исходной 
волны с участием данных мод. Уста-
новлено, что несмотря на потери энер-
гии в ходе переходных процессов ис-
ходная волна может трансформиро-
ваться в волны удвоенной или поло-
винной частоты с высокой эффектив-
ностью по амплитуде. На рис. 2 пред-
ставлена трансформация исходной 
низкочастотной волны в высокоча-
стотные волны удвоенной средней ча-
стоты, распространяющиеся в прямом 
и обратном направлениях. 

В п. 3.2 исследовано параметрическое преобразование поверхностных 
плазмонов, направляемых листом графена, при периодической модуляции плот-
ности свободных носителей в графене. 

В п. 3.2.1 рассмотрен случай ступенчатой модуляции. Плазмоны счита-
ются сильно замедленными (квазистатическими), что позволяет пренебречь их 

 

 
Рис. 2. Зависимости от времени  электри-
ческих полей низкочастотных (𝐸𝐸𝑙𝑙

𝑓𝑓, 𝐸𝐸𝑙𝑙𝑏𝑏) и 
высокочастотных (𝐸𝐸ℎ

𝑓𝑓, 𝐸𝐸ℎ𝑏𝑏) волн, распро-
страняющихся в прямом (индекс f) и об-
ратном (индекс b) направлениях, а также 
полного поля 𝐸𝐸 (нормированных на ампли-
туду исходной волны 𝐸𝐸0) при глубине мо-
дуляции плазменной частоты, равной 0,3. 
Отношение средней плазменной частоты к 
резонансной частоте осциллятора равно 
0,2, замедление исходной волны 1,97, 
средняя частота низкочастотной волны в 
два раза превышает частоту модуляции. 
Модуляция начинается в момент 𝑡𝑡 = 0. 
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трансформацией в объемное излучение. Для отыскания собственных мод си-
стемы решена задача на собственные значения и собственные функции матрицы 
пересчета плазмонных полей через период модуляции. Собственные числа 𝜆𝜆1,2 
по величине не превосходят единицы (рис. 3), следовательно, параметрическое 
усиление невозможно. Более того, как правило, �𝜆𝜆1,2� < 1, т.е. собственные 
моды являются затухающими. 

 Особый случай |𝜆𝜆1| = 1 при 
𝜔𝜔� 𝜔𝜔𝑚𝑚 = 2.25⁄  на рис. 3 соответствует 
стоячей волне постоянной ампли-
туды. Отсутствие потерь энергии у 
этой моды связано с тем, что инжек-
ция и удаление носителей происхо-
дят в моменты, когда скорость колеб-
лющихся носителей проходит через 
нуль. На рис. 4 показано возбуждение 
данной моды начальным бегущим 
плазмоном в ходе переходного про-
цесса после начала модуляции гра-
фена. После 3-4 циклов модуляции 
формируется стоячая волна с посто-
янной амплитудой, равной ампли-
туде начального плазмона. Рассмот-
рены и другие переходные режимы с 
возбуждением бегущих и затухаю-
щих стоячих мод. 

В п. 3.2.2 рассмотрен случай 
медленной синусоидальной модуля-
ции. В этом случае трансформация 
начального плазмона в объемное из-
лучение пренебрежимо мала при лю-
бом замедлении плазмона. Рассмот-
рение ведется на основе полученных 
в п. 2. адиабатических инвариантов. 
Исследована зависимость темпа зату-
хания плазмона от глубины модуля-
ции и начального замедления плаз-
мона. 

В п. 3.3 сделаны выводы по третьей главе. 
В заключении представлены основные результаты диссертации. 

Основные результаты 

1. Получены материальные уравнения для среды Лоренца с произвольной 
(немонотонной) зависимостью числа структурных элементов среды 

 
Рис. 3. Зависимости �𝜆𝜆1,2� от отношения 
средней частоты плазмона 𝜔𝜔� к частоте мо-
дуляции 𝜔𝜔𝑚𝑚 при глубине модуляции веса 
Друде 0,4 и замедлении плазмона, равном 
15. 

 

 
Рис. 4. Зависимости от времени электриче-
ских полей плазмонов, распространяю-
щихся в прямом (𝐸𝐸𝑓𝑓) и обратном (𝐸𝐸𝑏𝑏) 
направлениях, а также полного поля 𝐸𝐸𝑥𝑥 
при глубине модуляции 0,4 и замедлении 
начального плазмона, равном 15. Модуля-
ция начинается в момент 𝑡𝑡 = 0. 
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(осцилляторов) от времени при условии, что процессы увеличения и уменьшения 
числа осцилляторов (их активации и деактивации) разнесены во времени. 

2. Найдены комбинации энергии и частоты электромагнитной волны (адиа-
батические инварианты), сохраняющиеся при распространении волны в среде Ло-
ренца с медленно изменяющейся во времени концентрацией осцилляторов. 

3. Установлены границы применимости модели недиспергирующего ди-
электрика с зависящей от времени диэлектрической проницаемостью (модели 
Моргенталера) для описания резонансных диспергирующих сред с переменными 
во времени параметрами.  

4. Сформулировано материальное уравнение для описания графена с пе-
ременной поверхностной плотностью свободных носителей в модели Друде. 

5. Показано, что известные адиабатические инварианты для поверхност-
ных волн, направляемых полупространством или слоем нестационарной объемной 
плазмы, выполняются и для поверхностного плазмона, направляемого двумерным 
плазмоподобным листом (графеном) с переменной поверхностной плотностью 
свободных носителей. 

6. Установлено, что собственные моды среды Лоренца с периодически мо-
дулированной во времени концентрацией осцилляторов являются затухающими 
даже в отсутствие потерь в осцилляторах, показана невозможность параметриче-
ского усиления волн. Объяснены механизмы потерь энергии волн в моменты 
уменьшения и увеличения числа осцилляторов. Указан особый случай мод с прак-
тически постоянной энергией. Найдены практически интересные режимы удвое-
ния и деления пополам частоты бегущей волны с высокой эффективностью по ам-
плитуде. 

7. Показано, что периодическая модуляция во времени поверхностной плот-
ности носителей в графене за счет их инжекции и удаления не может приводить к 
параметрическому усилению направляемых графеном плазмонов. Указан меха-
низм потерь энергии в моменты инжекции и удаления носителей. Для графена со 
ступенчатой модуляцией плотности носителей найден особый режим трансформа-
ции бегущего плазмона в модулированный по частоте стоячий плазмон постоян-
ной амплитуды. 
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